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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo apresentar o Teorema de Pappus e o Teorema de
Desargues, mostrar aplicacées destes, bem como a demonstracdo de cada um usando a
Geometria Projetiva, isto ocorrera por meio de uma pesquisa bibliografica, exploratéria e de
abordagem qualitativa. Uma vez que a geometria euclidiana é conhecida pela maioria das
pessoas, visto que estudam-se seus conceitos basicos desde crianga, ela é a mais famosa,
em contrapartida esta ndo é a Unica geometria existente. Neste trabalho discute-se sobre duas
geometrias ndo euclidianas com a motivagao de que ha uma diferenga entre como enxergamos
as coisas e como elas realmente sdo, serd apresentada uma formalizagcdo que explica essas
diferencas: a Geometria Projetiva. Nesse contexto, inicia-se com uma breve revisdo sobre
algebra linear e, em seguida, fala-se sobre as geometrias ndo euclidianas, sendo estas a
Geometria Projetiva e a Geometria Eliptica, enunciando seus axiomas e principais resultados
que sao utilizados nas demonstracdes dos teoremas, vé-se, entdo, que podemos resolver

algumas situagdes problemas a partir dos teoremas enunciados.

Palavras-chave: geometria projetiva; geometrias nao euclidianas; teoremas de pappus; teo-

rema de desargues.



ABSTRACT

The present academic work has the aim to introduce the Pappus’ Theorem and the Desar-
gues’ Theorem, to show applications of those, as well as the demonstration of each using
the Projective Geometry, it will be defined through a bibliographic and exploratory research
with a qualitative approach. Since Euclidean geometry is known by the majority of people,
because they study its basic concepts since childhood, it is the most famous one, on the
other hand is not the only existing geometry. In this work, two non-Euclidean geometries are
discussed with the motivation that there is a difference between how we see things and how
they really are, a formalization that explains these differences will be presented: Projective
Geometry. In such context, it begins with a brief review of linear algebra and then talks about
non-Euclidean geometries, which are the Projective Geometry and the Elliptic Geometry, stating
their axioms and main results that are applied in the demonstrations of the theorems, the-

refore, it becomes clear that we can solve some problem situations from the described theorems.

Keywords: projective geometry; non-euclidean geometries; pappus’ theorem; desargues’ theo-

rem.
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1 INTRODUCAO

A palavra Geometria, surge dos termos gregos “geo” (terra) e “métron” (medir), o que
sugere que a geometria é o estudo relacionado a medida, a posi¢cdo e forma dos objetos no
espacgo, sendo entdo, de suma importancia o estudo desta area. Além de identificar diferentes
figuras e classifica-las, a Geometria é importante para realizar operagdes e usufruir de proprie-
dades que nos ajudam no cotidiano, sendo as aplicacdes mais conhecidas a area e o perimetro
de um terreno.

Neste trabalho apresentaremos a Geometria Projetiva, para que o leitor perceba que a
Geometria Euclidiana, apesar da sua grande importancia, ndo é a Unica existente. Enquanto a
Geometria Euclidiana se preocupa com o mundo em que vivemos, o estudo sobre a Geometria
Projetiva lida com o mundo que vemos.

Assim, por meio das técnicas utilizadas nesta geometria, podemos adquirir habilidade
para representar profundidade sobre uma superficie plana (perspectiva), reproduzindo fielmente
0s objetos como sao percebidos pela visdo humana.

Um fato que evidencia a diferenga entre a Geometria Euclidiana e a Geometria Proje-
tiva € o que ocorre com a intersecao de retas, na Geometria Euclidiana podem existir retas
que nao se interceptam (denominadas de retas paralelas) e na Geometria Projetiva isto jamais
acontece, porque a caracteristica marcante desta geometria é que duas retas quaisquer sem-
pre se interceptam (propriedades visuais). Portanto, na Geometria Projetiva, ndo existem retas
paralelas.

Por exemplo, na seguinte figura, ao que os olhos véem, os trilhos de trem nao sao retas
paralelas, e sim retas que se encontram no horizonte, no infinito.

Figura 1 — Trilhos do trem se encontrando no horizonte

Fonte: https://massa.ind.br/conheca-os-tipos-de-trilhos/ (Adaptado).

Também, para explicar uma de suas principais diferencas, vamos tomar outro exemplo
que nos cerca no dia a dia, perceba que ao observar uma estrada que segue em linha reta,
temos a impresséo de que as faixas brancas (laterais) estdo cada vez mais proximas e que em
algum lugar irdo se interceptar (chamamos esse lugar de ponto de fuga). Entretanto, como es-
tudado na Geometria Euclidiana e pelos conhecimentos cotidianos, sabemos que na realidade,



por serem retas paralelas, as faixas laterais da rua com certeza n&o terao intersegéo, é apenas
a forma como as enxergamos que nos da essa impressao.

Sendo assim, notamos que de fato, ha diferenca entre a forma com que enxergamos € 0
que de fato as coisas sao, sendo que um dos principais intuitos desta Geometria Nao Euclidiana,
€ estudar os objetos da forma com que enxergamos. Abaixo temos uma ilustracao para facilitar
o entendimento do que foi explicado.

Figura 2 — Linhas da rua se encontrando no ponto de fuga

TS prm.

Fonte: https://wallpapic-br.com/ceu-bonito-estrada-horizonte-asfalto/0bv3Tw (Adaptado).

Neste intuito, historicamente tem-se que os estudos em relagdo a Geometria Projetiva
iniciaram como forma de entender alguns conceitos utilizados na pintura, essa geometria tratou
de assuntos que se iniciaram no renascentismo, visando deixar as obras mais parecidas com
a forma com que enxergamos, e desenvolvendo técnicas sao utilizados até hoje em obras de
arte, tendo como os principais exemplos, o ponto de fuga e a linha do horizonte, como ilustrado
abaixo na obra Renascentista “A Ultima ceia”, de Leonardo da Vinci.

Figura 3 — Obra de Leonardo da Vinci

Fonte: Fonte: https://www.infoescola.com/pintura/a-ultima-ceia/ (Adaptado)).

Com isso, pretendeu-se desmistificar a crenga de que a Geometria Euclidiana ainda é a
Unica geometria existente.

E relevante ressaltar, que o desenvolvimento da Geometria Projetiva est4 associado ao
desenvolvimento da perspectiva. Além disso, tal geometria ndo se preocupa com as proprieda-
des métricas de seus objetos, ela estuda as propriedades descritivas das figuras geométricas,
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sendo que uma das principais diferengas entre a Geometria Euclidiana e a Geometria Projetiva
esta na auséncia de retas paralelas.

No decorrer do trabalho, notaremos que, é possivel estabelecer uma relagao entre ele-
mentos da Geometria Projetiva com a Geometria Euclidiana, o que faz com que possamos
usufruir de propriedades da Geometria Projetiva para resolvermos algum problema especifico
dado na Geometria Euclidiana.

Sendo esta Geometria desconhecida pela maiora das pessoas, busca-se com este tra-
balho apresenta-la por meio da introdu¢ao de conceitos fundamentais desta geometria e dar a
conhecer e sera apresentado uma demonstragdo de dois Teoremas importantes na Geometria
Projetiva: o Teorema de Desargues e o Teorema de Pappus, assim como algumas aplicagdes
destes resultados.

Esperando assim que através desta abordagem sobre algumas aplicagdes basicas da
Geometria Projetiva, sejam proporcionadas condi¢cdes necessarias para que o leitor, professo-
res e especialistas aprofundem seus conhecimentos sobre esta geometria muito importante na
nossa vida.

No segundo capitulo, faremos um resumo com os pré-requisitos de Geometria Analitica
e Algebra Linear, que sdo necessarios para que o leitor consiga acompanhar os conceitos que
serdo estudados no trabalho.

Dando sequéncia, no terceiro capitulo, mostramos os axiomas, descrevemos alguns con-
ceitos basicos e alguns resultados das Geometrias Eliptica e Projetiva, que sdo geometrias nao
euclicianas e tem uma relagdo importante entre estas duas. Serdo apresentados também o
plano projetivo dual e a definicao e principais conceitos da Geometria Afim.

No capitulo quatro, enunciamos o Teorema de Pappus e o Teorema de Desargues, e
suas demonstracoes via Geometria Projetiva, utilizando os conceitos estudados nos capitulos
anteriores. Mostramos também, alguns problemas que sao resolvidos utilizando os teoremas
estudados no trabalho e conceitos de geometria.

Por fim, no ultimo capitulo comentamos sobre as conclusées obtidas com o trabalho, as
aplicagdes e as principais diferencas entre a Geometria Projetiva e a Geometria Euclidiana, a
qual estamos habituados.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, faremos uma breve revisao de conceitos basicos que usaremos para ex-
plorar a respeito das Geometrias Projetiva e Eliptica, as definicdes e resultados enunciados,
exceto quando outra fonte for citada, foram retirados do livro "Curso de algebra linear" (COE-
LHO, 2010) e as demonstragdes da dissertagao de mestrado "Um estudo da Geometria Projetiva
Eliptica" (ANDRADE, 2015).

2.0.1  Espaco Vetorial
Definicao 2.1. Dado um conjunto nao vazio K, uma operagdo binaria em K é uma aplicagao
¢ : K x K — K que associa a cada par de elementos de K um dnico elemento de K.

Definicao 2.2. Sejam K um conjunto ndo vazioe, + : K x K — K, - : K x K — K duas
aplicagdes binarias em K. Dizemos que (KK, +, ) € um corpo se as aplicagbes + e - satisfazem:

Ay VayeK x+y=y+ x; (Comutatividade da soma)

Ay VayzeK (r+y)+2=x+ (y+ 2); (Associatividade da soma)

As: d0eK, talque Ve € K,0+ 2 = x = x 4+ 0; (Elemento neutro da soma)

A, : Paracadaz € K,3 —a € K, talque: a + (—a) = 0 = (—a) + a (Elemento oposto);
M, : VxyeK z-y=y-z; (Comutatividade da multiplicagdo)

My: VayzeK (z-y) - z=x-(y-2); (Associatividade da multiplicagdo)

Mz : 41 €K, talqueVer € K,1-2 =2 =z -1; (Elemento neutro da multiplicacao)

M, : Paracadaz € K,comz # 0,3a ! € K, talque:a-a™! =1 =a"!-a; (Elemento
inverso);

D:VryzeK z-(y+2z)=x-y+ -z (Distributividade)
Definicao 2.3. Sejam V' um conjunto ndo vazio, K um corpo e duas operacgoes

+:VxV =2V e  : KxV=V
(u,v) = u+v (o,u) = a-u

Dizemos que (V, +, -) € um Espago Vetorial sobre K se as operagdes + e - gozam das seguin-
tes propriedades:

Ay Vu,v €V, u+v=uv+ u (Comutatividade da soma)
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Ay Vuww eV, (u+v) +w=u+ (v+w); (Associatividade da soma)
Az: dJ0eV,talque Vv € V,0 4+ v =v =v+ 0; (Vetor nulo)
A, : Paracadav € V,3 —wv € V, talque: v + (—v) = 0 = (—v) + v (Elemento oposto);
My:Va,peKeVueV, (af) - u=a-(f-u);
My : YueV, 1 -u=u,ondel éo elemento neutro da multiplicacdo em K
Di:a - (u+tv)=a-u+a-v,VacKe, YupeV;
Dy: (a+p) u=a-u+p -u Va,feKeVueV
Definicao 2.4. Seja VV um espago vetorial sobre um corpo K.
(a) Um vetor v € V é uma combinagao linear dos vetores vy, vq, - -+ , v, € V, se existem

escalares oy, o, - - -, v, € K tais que

V= U1 + QU + - - + QU

(b) Seja B um subconjunto de V. Dizemos que B & um conjunto gerador de V', ou que
B gera V, se todo elemento de V' pode ser escrito como combinagao linear de um
numero finito de elementos de B.

Definicao 2.5. Um conjunto de vetores se diz Linearmente Dependente (LD) se houver um
vetor neste conjunto que pode ser escrito como combinacgao linear dos demais. Caso contrario,

o conjunto é chamado Linearmente Independente (LI).

Definicao 2.6. Seja IV um espago vetorial sobre um corpo K. Dizemos que B C V é uma base
de V se:

(@) B for um conjunto gerador de V;
(b) B for linearmente independente.

Definicao 2.7. Seja VV um espago vetorial ndo nulo sobre K. Se V' admite uma base finita,
entdo chamamos de dimensdo de V' o nimero de elementos de tal base. Se V' = {0}, entéo
convencionamos que a dimensdo de 1/ é 0.

Proposicé@o 2.1. Sejam IV um espaco vetorial sobre K e B = {vy,va, -+ ,v,,} um conjunto
linearmente independente em V. Se v € V' nao pode ser escrito como combinacao linear dos
elementos de B, entdo {vy,vs, - -+ , v, v} € um conjunto linearmente independente.

Demonstragdo. Demonstracao disponivel em (ANDRADE, 2015), pagina 29. O
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Proposicao 2.2. Se V' é um espaco vetorial sobre K de dimensdon,comn > 1e B C V é
uma base de V, entao cada elemento se escreve de maneira Unica como combinagao linear de

elementos de B.
Demonstracdo. Demonstragao disponivel em (ANDRADE, 2015), paginas 30 e 31. O

Definicao 2.8. Seja VV um espaco vetorial sobre o corpo K. Dizemos que um subconjunto
W C V é um subespaco vetorial de V' quando valem as propriedades:

1.0eW
2. VuweW ut+veW

. VueWeVIieK A-ueW

2.0.2 Produto Interno e Produto Vetorial
Defini¢ao 2.9. Seja V um espaco vetorial sobre K, onde K = R ou K = C. Um produto interno
sobre V' é uma fungdo (,) : V x V — K satisfazendo as seguintes propriedades:

P (u+vw) = (uw) + (v,w), Vuw,w € V;

Py Quw) = Mu,w), VI e K VuweV

Py (uw) = (wu) Y uw eV

Py (u,u) > 0seu #0.

Proposicédo 2.3. Se I/ é um espago vetorial sobre K, munido de um produto interno ( ,) :
V xV — K, entao:

Ay (Ow) =0,Yv e V;
Ay (vw) =04 v =0;
Az (uw +w) = (uw) + (u,w), Y uo,w € V;
Ay (u ) = MNup), VIeEK, YVuv e V.
Demonstracdo. Demonstragao disponivel em (ANDRADE, 2015), pagina 34. O

Definicdo 2.10. Seja IV um espaco vetorial sobre o corpo K munido de um produto interno ( , ).
Chamamos de norma (Euclidiana) de v ao nimero dado por ||v|| = 1/ (v,v).

Proposicao 2.4. Se VV € um espago vetorial com produto interno sobre o corpo K, entéo:

@ |lul| > 0,YueVel|lul|=0eu=0.
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(b) [laul| = ||af| ||u]|,Ya e KeVueV.
(© Kuv)| < full [Joll,Vu,veV
(d) JJu+vl| < |lull + [[ol|,Vu,0 € V
Demonstragcdo. Demonstracao disponivel em (ANDRADE, 2015), pagina 36. O

Definicdo 2.11. Sejam u e v vetores de R3. O produto vetorial de u e v, denotado por u x v, e

seja w um vetor em R3, ent&o:
(w,u x v) = detw,u,v].
Proposicao 2.5. Sejam u = (z1,x2,23) € v = (Y1, Y2, Y3)-
(a) v X u é perpendicular a u e v, simultineamente.

(b) O produto vetorial € dado por

x x x
uxuv=| det 2 v , —det e , det e :

T3 Y3 T3 Ys T2 Y2
(iii) ||u x v||? = det[u,v,u x v]
Demonstracdo. Demonstracao disponivel em (ANDRADE, 2015), paginas 38, 39,40. O]
Proposi¢do 2.6. Se u = (21,72,73),v = (y1,42,y3) € w = (z1,22,23), S840 vetores do R3, ent&o:

(@) ||luxv|| =0« {u,v} éL.D;

(b) (uxv) xw = (ww)v — (v,w)u;

(€) (uxwvwxw)=det o) (uw) = (u,v) - (v,w) — (v,V) - (u,w);

(v,v) (vw)

(d) (u,w x w) = (w,u xv)=(vw X u);

(€) {au, Bv x yw) = afy{uv x w), Vo, 5,7 € R,

Demonstragdo. Demonstracao disponivel em (ANDRADE, 2015), paginas 41 e 42. O
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2.0.3 Transformacoes Lineares

Definicao 2.12. Sejam U e V' espacos vetoriais sobre um corpo K. Umafungdo 7' : U — V é
uma transformacao linear se

1. T(x+y)=T(x)+T(y),Va,yecU
2. T(\zx) = MT(z),Vz e UVAIeK

Definicao 2.13. Seja U um espaco vetorial sobre um corpo K. Uma transformagéo linear cujo
dominio e o contradominio s&o iguais, isto é, 7' : U — U, é chamado de operador linear.

Proposicao 2.7. Se U e V' sdo espacos vetoriais sobre K e 7' : U — V' é uma transformacao

linear, entdo:

1. T(0y) = Oy, onde Oy e Oy s&o os vetores nulos de U e V' respectivamente;
2. T(—u) =—-T(u), Vu e U,

3. T(arur+aust- - +anuy,) = a T (uy)+aoT (uz)+- -+, T (uy), Vuy, g, -+ Uy, €
U, VOél,OéQ,"' , Oy e K

Demonstracdo. Demonstragao disponivel em (ANDRADE, 2015), pagina 44. O

2.0.4 Relagao de equivaléncia
A definigdo a seguir foi escrita e adaptada com base no livro "Algebra Moderna" (IEZZI;
DOMINGUES, 2018).

Definicao 2.14. Chama-se relagdo binaria de E' em F' todo subconjunto R de £ x F. Logo R
é relacao (binaria) de £ em F' se, e somente se, R C F x F. Quando E = F', dizemos que R
€ uma relagao bindria sobre o conjunto £

Dada uma relagdo binaria R sobre um conjunto X, e a,b € X dizemos que a esta
relacionado com b pela relacdo R e denotamos por a ~ b.

Definicao 2.15. Uma relagéo binaria R sobre um conjunto X é considerada uma relagao de
equivaléncia se e somente se for reflexiva, simétrica e transitiva. Isto é, para todos a,b e ¢ em
X:

* Va € X, a ~ a (reflexividade)
s VYa,b e X,a~ b= b~ a(simetria)
* Ya,bce € X,a~bAb~c = a ~ c(transitividade)

A classe de equivaléncia de a sob R, denotada @, é definida comoa = {b € X | a ~ b}.
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2.0.5 Esfera

Definicao 2.16. Uma esfera em R" de raio » > 0 e centro ¢ € R"é o subconjunto denotado
e definido por S""!(c) = {v € R" | d(c,v) = r}, onde d(c,v) = r indica a distancia entre os
pontos c e v.

Uma esfera em R? recebe o nome de circulo. Quando o circulo tem raio r = 1 e centro
na origem, ¢ = (0,0), diremos que ele é o circulo unitario candnico e denotamos por S'. Em
resumo,

St = {(z,y) e R* | 2? +4* = 1}.

A esfera em R? centrada na origem ¢ = (0,0, 0), e de raio r = 1 é denotada por S* e é
chamada de esfera unitaria canénica. Assim,

S* = {(2,y,2) € R®| 22 +¢y* + 22 = 1}.
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3 GEOMETRIA ELIPTICA E GEOMETRIA PROJETIVA

Inicialmente, mencionamos que a Geometria Euclidiana é um sistema matematico atri-
buido ao antigo matematico Grego Euclides, que o descreveu em seu livro: OS ELEMENTOS. A
abordagem de Euclides é assumir um pequeno conjunto de axiomas (postulados) intuitivamente
atraentes e deduzir muitas outras proposicdes a partir deles. Embora muitos dos resultados de
Euclides tenham sido apresentados anteriormente, Euclides foi o primeiro a organizar essas
proposi¢cdes em um sistema l6gico no qual cada resultado é provado a partir de axiomas e te-
oremas previamente comprovados. Por mais de dois mil anos, o adjetivo "euclidiano" néo era
necessario pois nenhum outro tipo de geometria havia sido concebido.

Por outro lado, uma importante contribuicdo do matematico Alemao David Hilbert para a
Geometria Euclidiana plana e espacial foi a apresentagdo de um sistema de axiomas em que
permaneciam validos todos os resultados de “Os Elementos” assumindo seus postulados.

Para apresentarmos estes conceitos, usamos duas reférencias, o livro "Introducéo a
geometria projetiva” (BARROS; ANDRADE, 2010), e a dissertacdo de mestrado "Um estudo da
Geometria Projetiva Eliptica" (ANDRADE, 2015).

Os axiomas da geometria plana adotados por Hilbert foram:

1. Termos Indefinidos:
a) Ponto, reta, plano, pertence, estar entre, congruéncia.
2. Axiomas de Incidéncia:

a) Para quaisquer dois pontos existe uma Unica reta que contém estes pontos.

b) Existem pelo menos trés pontos que nao estdo sobre uma mesma reta e todos
0s pontos estdo sobre o mesmo plano.

c) Toda reta contém pelo menos dois pontos.

3. Axiomas de Ordem: Sao estabelecidos quatro axiomas que dizem respeito a ordena-
cao dos pontos de uma reta. Sao eles:

a) Se um ponto B esta entre A e (', entdo os trés pontos pertencem a uma
mesma reta e B estd entre C' e A.

b) Para quaisquer dois pontos distintos A e C, existe pelo menos um ponto B
pertencente & reta AC tal que B esta entre A e C.

c) Se trés pontos distintos estdo sobre uma mesma reta, ndo mais que um ponto
esta entre os outros dois.

d) Sejam A, B e C trés pontos que ndo estdo sobre uma mesma reta e seja [
uma reta do plano que nao contém nenhum dos trés pontos. Entéo, se [ inter-
secta 0 segmento AB, ela também intersecta o segmento AC' ou 0 segmento

BC.
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4. Axiomas de Congruéncia: Sao estabelecidos cincos axiomas que dizem respeito a
congruéncia de angulos, segmentos e triangulos. Sao eles:

a) Se A e B sio dois pontos numa reta [ e A’ € um outro ponto de uma reta [,
nao necessariamente distinta da anterior, entdo é sempre possivel encontrar
um ponto B’ em (um dado lado da reta) !’ tais que os segmentos AB e A'B’
sdo congruentes.

b) Se um segmento A’B’ e um segmento A” B” sdo congruentes a um mesmo

segmento AB entédo os segmentos A’B’ e A” B” sado congruentes entre si.

c) Sobre uma reta [, sejam AB e BC dois segmentos da mesma que, exceto
por B ndo tém pontos em comum. Além disto, sobre uma outra ou a mesma
reta I/, sejam A’ B’ e B'C’ dois segmentos que, exceto por B’ ndo tem pontos
em comum. Neste caso, se AB = A'B' e BC = B'C’, entdao AC = A'C".

d) Se ZABC' é um angulo e se W € uma semirreta, entao existe exatamente
uma semirreta ﬁ em cada lado de B'C”, com A’,B e C' outros pontos no
plano, tal que ZA'B'C’ = ZABC. Além disto, cada angulo é congruente a si
mesmo.

e) Se para dois triangulos AABC AA'B'C’ as congruéncias

AB = AB, AC = AiC" ¢ /BAC = /B'A'C".

sdo vaidas, entéo a congruéncia AABC = AA'B'C’ é satisfeita.
5. Axioma das Paralelas:

a) Seja [ uma reta e A um ponto ndo pertencente a [. Entdo, existe uma Unica
reta no plano que passa por A e néo intersecta /.

6. Axiomas de Continuidade:

a) Axioma de Arquimedes: Se AB e C'D sdo segmentos, entdo existe um nu-
mero natural n tal que n cépias de C'D construidas continuamente de A ao
longo da semirreta AB passara além do ponto B.

b) Axioma da Completude da Reta: Uma extensao de um conjunto de pontos
sobre uma reta com suas relagdes de congruéncia e ordem que poderiam
preservar as relacdes existentes entre os elementos originais, bem como as
propriedades fundamentais de congruéncia e ordem que seguem dos axio-
mas acimas (menos o das paralelas), é impossivel.

Sabendo destes Axiomas, apresentaremos uma Geometria onde nem todos os Axiomas
citados sao validos ou existem. Esta nova geometria serd chamada de Geometria Eliptica.
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3.1 Geometria Eliptica

Nesta Geometria sdo satisfeitos os axiomas de incidéncia, congruéncia, além do axioma
de continuidade a menos de adaptacdes. Nega-se a existéncia do paralelismo e ndo é exigida
a unicidade de intersegao de retas.

”

Na presente secéo veremos que a esfera unitaria canénica S? sera um modelo de “plano
da Geometria Eliptica. Aqui, por exemplo, definiremos as retas elipticas os quais sdo os grandes
circulos da esfera S? .

Os Axiomas da Geometria Eliptica serdo enunciados a seguir.

3.1.1  Axiomas da Geometria Eliptica

1. Termos Indefinidos:
a) Ponto, Reta, Plano, Pertence e Congruéncia.

2. Axiomas de Incidéncia:

a) Existem pelo menos trés pontos que nao estdo sobre uma reta e todos os
pontos estdo sobre 0 mesmo plano.

b) Toda reta contém pelo menos dois pontos.

¢) Para cada dois pontos distintos existe uma reta que os contém.

3. Axiomas de Ordem: (Nao existem)
4. Axiomas de Congruéncia:
5. Axioma das Paralelas:

a) Seja [ uma reta e A um ponto ndo em [. Entdo toda reta que passa por A
intersecta /.

6. Axiomas de Continuidade:

a) Existe uma correspondéncia biunivoca entre 0s nimeros reais e 0s pontos de

uma reta menos um de seus pontos.

3.1.2 Plano e reta eliptica

O Axioma 1. a) garante a existéncia dos termos que vao ser definidos agora, perceba
que esses termos serao definidos de uma forma diferente da Geometria Euclidiana, uma reta
eliptica, por exemplo, é diferente de uma reta a qual estamos habituados em R3.
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Definicao 3.1. Chamaremos S? de plano eliptico, e seus elementos de pontos elipticos.

Definigéo 3.2. Seja I';;, o plano (em R?) que passa pela origem, onde 7 é o vetor normal a este
plano. Dizemos que r C S? é um grande circulo quando r = S* N T,,.

Assim, dizemos que 7, € uma reta eliptica, se esta for um grande circulo em S?. Isto é,

r,=S*NT,

E importante ressaltar que I';, € um plano que passa pela origem, por este motivo, a
intersecao acima é nao nula, e além disso é uma circunferéncia de raio 1.
As ilustracdes abaixo representam os pontos elipticos e a reta eliptica definida pela intersecéo

acima:

Figura 4 — Elementos da Geometria Eliptica
(a) Pontos elipticos (b) Reta eliptica r;,, (em azul escuro)

Fonte: Autoria Proépria.

Proposicao 3.1. Uma reta eliptica r,, incide no ponto v € S? se, e somente se, (v,m) =0.

Demonstragdo. Considere r,, uma reta eliptica. Entdo, por defini¢éo os pontos v € r,, so os
pontos da intersecéo entre o plano I, com S?, isto é, v € 1, < v € ', e v € S%. Como o vetor
normal do plano é 7, sabemos da geometria analitica que v € I, < (v,77) = 0.
Reciprocamente, sabemos da geometria analitica que se (v,n) = 0, entdo existe um
plano I' de vetor normal 7 que passa pela origem. Seja I';, este plano. Assim, se v € I, e se
exigirmos que v € S?, entdo, v € r,n S?, e por definicao de reta eliptica v € Ty, iSt0 €, esta
reta incide no ponto v. ]

Com relacédo ao Axioma 2. b), este pode ser facilmente mostrado utilizando a proposi¢ao
acima e uma propriedade do produto interno listada no segundo capitulo da seguinte forma: seja
u € 1y, entdo pela propriedade de mutiplicagdo por escalar do produto interno, temos,

() =0 & —1- (u,m) = =10 & (—u,n) =0 —u € r,,
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logo, toda reta tem pelo menos dois pontos.

Proposicéo 3.2. Duas retas elipticas distintas, 7, e r,, sempre se intersectam. Além disso, a
intersecdo ocorre em:

1 1

U1 nxv e UQ:—WnXV.

I x vl

Demonstragdo. Por definigao de reta eliptica, temos que r, = I', NS e r, =, NS? onde I,
e I', sdo os planos (que passam pela origem) de vetores normais 7 e v, respectivamente.

Devemos lembrar que como ambos os planos passam pela origem, estes se intersectam,
e além disso, esta intersecido é uma reta (que passa pela origem), e portanto, a interse¢ao de
uma reta que passa pela origem com S? ocorre em dois pontos. Para garantirmos quais pontos
sdo estes, considere os pontos {uy, us} = SN I')y NI',. Note que, os pontos de I',, NI, s&o os
pontos w tais quais (u,n) = 0 e (u,v) = 0, isto &, u = \(n x v). Como S? é a esfera unitaria,
os pontos em S? tem norma 1, portanto, para tornar estes pontos unitarios, basta dividirmos
A(n x v) pela sua norma, isto &,

Uy

1 X v. Analogamente, u, = n X v também tem norma 1 e

MR ) x| ]
pertence a intersecao dos planos. Estes sdo os dois pontos de intersecao. O

O Axioma 5. a) é consequéncia da Proposicdo 3.2, pois se A ndo estd em [, entdo
qualquer reta eliptica que passa por A é distinta de [, e por tal proposicdo, estas sempre se
intersectam.

Definicao 3.3. Dizemos que trés pontos elipticos sao colineares, se existe uma reta eliptica que
incide nos trés pontos.

Figura 5 — Comparac¢ao entre pontos colineares e nao colineares

(a) Pontos colineares (b) Pontos nao colineares
2
s? 8
®
U v
e \ ou
\
L ®
© [ w &

Fonte: Autoria Propria.

O Axioma 2. a) € uma consequéncia da proposicao abaixo.
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Proposicao 3.3. Os pontos elipticos u,v,w € S? sdo colineares, se e somente se,
det|u,v,w] = 0.

Demonstragdo. Sejam u,v,w € S?, vamos dividir a prova em 3 casos:

1. Os pontos sao nao distintos: Suponha sem perda de generalidade que u = v, dai pelo
axioma c) de incidéncia, existe uma reta eliptica que contém u e w, € como u = v, tal
reta contém os trés pontos e portanto estes sdo colineares. Se u = v = w, entao toda
reta passa por u contém os outros. Neste caso, os pontos sdo sempre colineares €, 0
determinante da matriz [u,v,w] serd 0, pois tera duas colunas iguais.

2. Dois pontos sdo antipodas: Suponha sem perda de generalidade que © = —wv. Neste
caso, toda a reta eliptica que incide em u, incide em —wv, pois u© = Av, e portanto
qualquer vetor ortogonal a u, também € ortogonal a —v. Sendo assim, se tomarmos
uma reta eliptica qualquer que passe por u € w, entdo pelo exposto acima, segue
que tal reta também passara por —uv, e por fim, os trés pontos sdo sempre colineare.
Portanto, o determinante da matriz[u,v,w] seréd 0, pois tem-se linhas que séo mdltiplas
(u = Av).

3. Os trés pontos sao distintos: Vejamos que tais pontos sdo colineares, se existe uma
reta eliptica r,, que os contém. Isto é, existe n € R? tal que (u,n) = 0, (v,n) = 0
e (w,n) = 0. Suponha sem perda de generalidade que (u,v) = 0, se tomarmos 7
tal qual, (u,n) = 0, (v,n) = 0. Suponhamos por absurdo que exista w € R? tal que
(w,n) = (w,u) = (w,v) = 0, perceba entdo que o conjunto A = {u,v,w,n} é um
conjunto de vetores linearmente independente, absurdo, pois dim(R?) = 3. Portanto,
0s pontos u,v € w sdo colineares, se e somente se, forem linearmente dependentes, e
isto significa que det|u,v,w| =0

O

Assim, para o Axioma 2.a), se tomarmos pontos u, v, w € S?* tais que det[u,v,w] # 0,
entao pela Proposicao 3.3 temos que u,v e w sao trés pontos que nao estao sobre uma reta
eliptica, mas todos estdo em S?. Note que, neste caso, as retas sdo os grandes circulos e o
plano é S?. Portanto, tais pontos sdo nao colineares e estdo no mesmo plano.

Observamos que, como pela Proposicao 3.2, todas as retas elipticas se intersectam em
dois pontos, todas as retas sdo concorrentes duas a duas. Na sequéncia veremos uma condicao
para que trés retas elipticas sejam concorrentes, isto é, as trés incidam nos mesmos dois pontos
elipticos.
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Proposicao 3.4. As retas elipticas r,), 7, e 7, S&0 concorrentes, se e somente se,
det[n,u,v] = 0.

Demonstraggo. Como as retas 7, r,, e 1, S&0 concorrentes, temos que 7, N7, N1, # ), e por
definigdo, I', N\ T', N T, N'S* # . Vejamos que I',, N T', N T, # 0, se existir v; € R tais que
(vi,n) = 0, (v, u) = 0e (v;,v) =0, isto é, v; é ortogonal aos trés vetores normais. Porém,
como dim(R3) = 3 isto s6 é possivel se os vetores 7,u,v forem linearmente dependentes,
caso contrario, eles gerariam uma base para este espaco, e ndo existiria v; tal que isso ocorre.
Mas sabemos da geometria analitica que n,u,v sao linearmente dependentes se, e somente
se, det[n,u,v] = 0. A reciproca é analogo. O

Por fim, para os axiomas que faltaram temos:
Para o Axioma 2. ¢): tomando os pontos u,v € S?, sabemos que para que exista tal reta,

deve ser a intersecéo entre um plano que passa pela origem com S?, vamos dividir em casos.

+ Suponha que u,v ndo s&o antipodas, assim, basta tomarmos o plano I, definido por
u, v, 0, assim, sabemos da geometria analitica que trés pontos nao colineares definem
um plano, a intersecao entre este plano e S? é uma reta eliptica que contém w,v, pois
u,w € SN T,

+ No caso de u,v serem antipodas, basta tomarmos qualquer outro ponto de w € S?, e
fazer o plano I';, de forma anéaloga ao caso anterior, assim, a reta eliptica formada pela
intersecdo do plano com S?, mas como w,w s&o antipodas, se tal reta eliptica passa
um desses pontos, passa pela sua antipoda, logo esta reta contém u e v.

Para o Axioma 6. a): temos a fungdo ® : S' — {N} — R, onde N = (0,1) € o polo
da circunferéncia. Que leva o ponto s € S' em um ponto ®(s) € R, onde ®(s) é o ponto de
intersecao da reta real com a reta definida pelos pontos NV e s Como esta reta € Unica (axiomas
da geometria euclidiana), a fungao ¢ é bijetora.

3.2 Geometria Projetiva

Nesta se¢ao, construiremos uma geometria bidimensional onde ndo existem retas pa-
ralelas, na qual quaisquer duas retas se intersectam em um Unico ponto, tal geometria sera
chamada de Geometria projetiva.

Nesta Geometria sdo considerados os grupos axiomaticos de incidéncia e continuidade.

Os Axiomas da Geometria Projetiva sdo dados por:

1. Termos Indefinidos:

a) Ponto, Reta, Plano e Pertence.
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2. Axiomas de Incidéncia:

a) Existem pelo menos trés pontos que ndo estdo sobre uma reta e todos os
pontos estdo sobre o mesmo plano.

b) Toda reta contém pelo menos dois pontos.

c) Para cada dois pontos distintos existe uma reta que os contém.

3. Axiomas de Ordem: (Nao existem)
4. Axiomas de Congruéncia: (Nao existem)
5. Axiomas de Continuidade:

a) Existe uma correspondéncia biunivoca entre 0s nUmeros reais € 0s pontos
de uma reta menos um de seus pontos.

3.2.1 Plano e reta projetiva

Levando em conta os aspectos mostrados na pratica no capitulo anterior, seguiremos
com a parte teorica deste estudo. Inicialmente, veremos algumas definicbes que servem como
base para a estruturacdo desta Geometria e em seguida, apresentaremos a construgao de um
modelo axiomatico que a fundamenta.

Primeiramente, consideremos o conjunto R?\ {0}. Neste caso, {0} significa o vetor nulo
(0,0,0) € R?, ou seja, este conjunto € o R? sem a origem, e por esse motivo, iremos chama-lo
de R? perfurado na origem.

llustramos tal fato na sequéncia:

Figura 6 — Comparacao entre os espacos
(a) R3 (b) R®\ {0}

A R’2\ {0)

RES

Fonte: Autoria propria 2022.
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Iremos também utilizar termos analogos a esse para subconjuntos construidos a partir
dele. Por exemplo, seja um plano I' C R? que passa pela origem, entdo em R3 \ {0} ele sera
um plano perfurado, caso ndo passe, serd um plano da forma como estamos habituados no R3.

Figura 7 — Dois casos possiveis de planos em R3 \ {0}
(a) Plano Perfurado

(b) Plano nao perfurado

Fonte: Autoria propria 2022.

O mesmo vale para uma reta, se em R? ela passar pela origem, significa que em R3\ {0}

ela serd uma reta perfurada, caso contrario ndo. Perceba nas figuras abaixo, temos duas retas,
a reta perfurada r e a reta s.

Figura 8 — Dois casos possiveis de retas em R3 \ {0}
(a) Reta perfurada

(b) Reta nao perfurada
R\ {0} ] |

R\ {0}

Fonte: Autoria propria 2022.

Defini¢do 3.4. O Plano Projetivo RIP?, & definido como o conjunto quociente obtido de R*\ {0},
com a seguinte relacao de equivaléncia: dados u,v € RP?, entdo:

v ~ w < existe um nimero real A # 0 tal que v = Aw. (1)
Um elemento em RP? = (R*\ {0}) /_, ser4 uma classe denotada por & = (v;,v2,v3),

onde v é um vetor ndo nulo de R3. Assim, 7 € RP? ser4 chamado de ponto projetivo. De acordo
com a definicao, temos que:
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v ={ ;A € R\ #0},

ou seja, como v é um vetor n&o nulo, v C R? \ {0} sera uma reta perfurada.
Consideremos a aplicagao projecao

¥R\ {0} —  RP?

v — Y(v) =70

temos que, W leva a reta perfurada de vetor diretor v, que esta em R3 \ {0} na classe de
equivaléncia 7 € RP?.

Por exemplo, seja v = (v1,v2,v3) € R?\ {0}, temos que: ¥(v) = T = (vy,v2,07). Esta é
uma possivel notagdo, no entanto, utilizaremos a notagao em coordenadas homogéneas de v,
dada por:

@:(0112}221}3)

Observagdo 3.1. Se v é um vetor de R*\ {0} e 0 # X € R entdo © = \v. De fato,
2o = {AA), A€ R\ {0}} = {X\)Iv, A € R\ {0}} = {Nov, N e R\ {0}} =w.

Definicdo 3.5. Um subconjunto » C RIP? é uma reta projetiva se r for a imagem de um plano T’
pela projegdo ¥ : R?\ {0} — RP2.

Sabemos que um plano I' C R? que contenha a origem (0, 0,0) é determinado pelo seu
vetor normal 1 = (11,72,73), onde 1 é um vetor nao nulo. Tal plano sera denotado por I',, e é
definido pela equacao linear:

Ly cmxy + moxg + n3ws = 0.
Para A # 0, vimos que I'y,, = I';), ou seja, todo elemento da classe
7={M, A e R\ {0}}
determina um dnico plano I,
O Axioma 1. a) garante a existéncia dos termos que foram definidos acima, novamente

enfatizamos que esses termos serdo definidos de uma forma diferente da Geometria Euclidiana
e da Geometria Eliptica.
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3.2.2 Relacdo entre S? e RP?

Considere um ponto v € RP%. Considerando @ N S?, temos que esta intersegcdo possui
dois pontos (que s&o antipodas em S?), sendo estes:

1 1
U=——0 €& —U=———10.
[|v]] o]l

Veja que, estes sdo os Unicos pontos que s&o da forma \v, que intersectam S?, pois s&o
unitarios.

Pela definicdo de ponto projetivo, segue que ¥ = u = —u, isto é, para cada reta proje-
tiva, temos dois pontos representantes, u e —u na esfera unitaria S* C R3 \ {0}. A ilustragéo

abaixo representa a interse¢gdo mencionada e as antipodas neste caso, u e u/'.

Figura 9 — Intesercéo entre 7 e S

R*\ {0}

Fonte: Autoria propria 2022.

Podemos entado analisar a restricdo da aplicacdo ¥ definida anteriormente, tomando
como dominio o conjunto S* C R? \ {0}, isto é:

Up:S? —» RIP?

v — U(v) =7

com
v v
v - i)
’ ol ol
Perceba que a funcdo ¥, é sobrejetiva, pois dada a classe 7 € RP? existem os pontos
1
u=-——ve—u=———vambos em S? onde
[|v]] [[v]]
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Com o objetivo de obter um novo modelo para o plano projetivo, consideremos a seguinte
relacéo de equivaléncia em S?. Para isto, considere u,v € S? e a relagéo de equivaléncia:

U~NVE U=0V0UU=—U,

assim, RP?> = S” / e denotamos © = {u € S u ~ v}

Desta forma obtemos a aplicacdo U, : S? /~ — RP? onde ¥,(v) = v. Assim, ao
tomarmos 7 € RP? este podera ser representado por um ponto u = (u1,ug,u3) € S* com
us > 0

Agora considere apenas o hemisfério norte da esfera unitaria H,, = {z € S%; (z,e3) >
0}. Claramente, H,, C S?, e entdo considerando a restrigio da aplicagdo projegéo ¥, por este
conjunto, temos que a imagem inversa de U, restrita a H., de um ponto projetivo 7 = (v; : vy :
v3) € RP? é:

Vo, (0) = ok vl
{HUTH’ — H”TH}, vy =0
Sendo assim, pela relacéo entre RP? e S?, o Axioma 5. a) é provado pelo préprio Axioma
5. a) da secéo anterior.
Usando a aplicacéo projecéo ¥, : S? — RP?, vamos transportar os conceitos defini-
dos em S? para o plano projetivo RP?.

Definicdo 3.6. Um subconjunto » C RIP? é uma reta projetiva se r for a imagem de uma reta
eliptica pela projecdo U, : S> — RP?.

Sabemos que uma reta elptica r,, & obtida pela intersegdo I'), N S2. Além disso, por
definicdo uma reta projetiva r é obtida pela imagem de uma reta eliptica. Estes fatos motivam a
seguinte notagéo:

Denotaremos 7, & reta projetiva r obtida da imagem pela proje¢éo da reta eliptica r,, =
r,Ns2

Exemplo 3.1. Dado o vetor normal e3 = (0,0,1) € R3, entdo r., € a reta eliptica obtida pela
interse¢do do plano XY com a esfera unitaria. A imagem pela projecdo de ., é a reta projetiva
T3, € chamamos os pontos desta reta de pontos ideais e denotamos por: [,

Proposi¢do 3.5. Seja um ponto projetivo & € RP? e uma reta projetiva ry C RP*. Entdo, v e
15 s8o incidentes se, e somente se, (v,n) = 0.
Demonstracdo. Sejam um ponto projetivo @ € RP? e uma reta eliptica r, =S*N7T,, temos:

(u,n>=0<:>:|:uel“7,<:>:|:ﬁErn:SQHFn.
u
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Figura 10 — Pontos Ideais
(@) 7eq (b) Imagem por ¥

Fonte: Autoria propria 2022.

Pela definigdo da fungao ¥, sabemos que:

v'=@={ g}

Jul | {ful]

Além disso, como 7, € uma reta eliptica, a sua imagem, \Ifo(rn) = 717, € uma reta projetiva.

Sendo assim, do que foi exposto, concluimos que:

u u _
{(u,n) :Oﬁim er, e Uy (im> =u e Vy(r,) =ry

O

Proposicao 3.6. Duas retas projetivas distintas, r; e r; concorrem em um Gnico ponto , tal
que
T=nx 1 € RP? (2)

Demonstraggo. Como 15 e r; S&o retas projetivas, por definicdo, temos que \Ifo_l(rﬁ) =1, e,
Wy (ry) = 7, Deste modo, Wy~ (r; N r5) = r, N7, E, tal intersegéo no plano eliptico, pela
Proposicéo 3.2 ocorre em:

1 1

Ul nxwv e UQ:—WHXU.

< vl

Portanto, a interse¢ao das retas projetivas se da em

Wo(ur) = Wo(uz) =1 xv.

O

Proposicéo 3.7. Trés pontos projetivos u, U e w s&o colineares se, e somente se, det[u,v,w| =
0.
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Demonstracdo. Por definicao, os pontos projetivos u,v e w sao colineares se existe uma
reta projetiva que incide nos trés pontos, seja entdo r; tal reta. Para que isso acontega,
pela definicdo, é necesséario e suficiente que, ¥, ' (1) = {u,—u}, ¥, (¥) = {v,—v} e,
U, (w) = {w, —w} pertencem todos a mesma reta eliptica. E pela Proposicéo 3.4, isto acon-
tece, se e somente se, det|u,v,w] = 0.

O

O Axioma 2 (a) € uma consequéncia direta da proposicao acima, basta tomar trés pontos
projetivos tais quais o determinante da matriz mencionada nao € nula. Todos estes pontos séo
pontos projetivos, logo, estdo no plano projetivo, porém sao nao colineares.

3.2.3 Plano Projetivo Dual

Definicao 3.7. Chamaremos de plano projetivo dual, o conjunto constituido por todas as retas
projetivas e o denotaremos por RP*.

Escolhendo um vetor 7 € R? para indexar uma reta projetiva 7, todas as outras indexa-
¢cOes possiveis sdo com vetores linearmente dependentes (n&o nulos) a 7, isto é, multiplos de
n. Dessa forma, perceba que tomando a classe 7 € RP?, nela temos exatamente os vetores
multiplos (e ndo nulos) de 7.

Assim, podemos descrever o plano plano projetivo dual como sendo:

RP* = {ry; 7 € RP?*}.

Mais do que isso, podemos associar de forma biunivoca, uma reta projetiva & um ponto
projetivo, do seguinte modo:

f: RP* — RP?, flra) =7.

Observacao 3.2. Perceba que, a reta projetiva ; € uma reta de RP*, a0 mesmo tempo que n
é um elemento de RP?, isto &, existem tantas retas projetivas quantos pontos projetivos.

Sendo assim, temos que:
ry C RP** & 7) € RP?.

Oberserve a imagem a seguir:
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Figura 11 — Comparacao e relacao entre elementos do dual, plano eliptico e plano projetivo
s? RP? RP*

Ty C S? 7 C RP? " C RP*
ne §? 7 € RP?

Fonte: Autoria propria 2022.

A partir disso, temos varios resultados interessantes que podemos estudar, pois agora,
temos uma vantagem de poder trabalhar apenas com a classe do vetor normal a um plano
que define uma reta projetiva, para fazermos alguma operacéo e depois facilmente retornar ao
espaco projetivo.

Proposicéo 3.8. Por dois pontos projetivos v e  incide uma reta projetiva 5, onde:
=0 x u € RP*,

Demonstragdo. Sejam u,v7 € RP*. Note que, V' (7)) = {u, —u} e ¥;'(u) = {v,—v}. To-
mando n = w X v, conseguimos, um vetor tal qual, (u,n) = 0 e (v,n) = 0. Além disso,
(—u,m) =0e (—v,nm) =0,logo,uw € 1, €V € 1. O

Proposicéo 3.9. Sejam 5,715,155 € RP** trés retas projetivas, estas sdo concorrentes, se, e
somente se, det[n,u,v] = 0.

Demonstragdo. Suponha que 75, 7j; € 17 S840 concorrentes. Assim, existe U tal que

UGTﬁﬂrﬁﬁT;,

entdo, se v € ry N ry, pela Proposigdo (3.6), concluimos que v = 7 X p, uma vez que U €
5 N rg N1y, entdo n X u € 5 N rg N 5. Logo, pela Proposigao 3.8, concluimos que as trés
retas sdo concorrentes se, e somente se:
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Porém, por construgéo, as condigdes 1 e 2 sdo satisfeitas, entdo, basta mostrar que n X p € 3.

Com efeito,
X p X [ N X [ )
nxp=(r—-m)€n < ¥ (—) eEVy(r,) & ———er,=0I,NS
[ > ] [ > p] [ > p]
< (v,n x p) =0 < detfvn, y.
A reciproca é analoga. O

Consequentemente, vemos que os Axioma 2 (b) e Axioma 2 (c) sdo consequéncia da
proposicao acima.

3.3 Geometria Afim

Nesta secdo, o objetivo & mostrar que podemos estabelecer uma relagdo entre R? e o
plano projetivo. Para isso, faremos primeiro uma correspondéncia entre R? e um subconjunto
de R?\ {0}, sendo este, IT = {(z,y,1);z,y € R}. Em outras palavras, II é o plano paralelo
ao plano XY que passa por (1,1,1). Dessa forma é simples relacionar tal plano a R?, podemos
fazé-lo associando o ponto (z,y) € R? ao ponto (z,y,1) € IT C R3\ {0} (Perceba que tal
relagcéo é biunivoca).

Além disso, vejamos que IT é um plano tangente a S? no ponto (0,0,1) e, cada ponto
(z,y,1) € II € R3\ {0} determina um Gnico ponto em RP?, sendo este, (x : y : 1).

Definicdo 3.8. Chamaremos AP? = {(z : y : 1) € RP?; (z,y,1) € R3} de plano afim, e seus

elementos de pontos afins.

Figura 12 — Plano Afim

2 R*\ {0}

Fonte: Autoria propria 2022.
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Perceba que, todo ponto projetivo (z : y : z) com z # 0 pode ser escrito como um ponto
afim, basta tomar (2 : £ : 1), onde (£,%) € R*. Chamaremos tal representacao de identificagéo
afim.

Definicao 3.9. Chamaremos de reta afim a interse¢do entre uma reta projetiva com o plano
afim.

Definicao 3.10. O plano afim dual é o conjunto formado pelas retas afins, e o denotaremos por
AP*. Uma reta afim sera indicada por 77 € AP** ou por 7, C AP?.

Veremos agora, que podemos resolver um problema da geometria euclidiana utilizando

a geometria projetiva e a geometria afim. Encontraremos a intersecéo de duas retas em R2.

Exemplo 3.2. Considere as retas:
l1:3x2+5y+3=0 e Ily:—-2x+4y=0.
Usualmente, para descobrir a intersecdo, teriamos que resolver o seguinte sistema

3x+ by =-3
—2r4+4y =0

Agora podemos utilizar um artificio estudado neste trabalho para resolver tal problema.

Para isto, observe que as representagdes, como retas afins de [; e [, sdo, respectiva-
mente os pontos projetivos 7 = (3 : 5 : 3) e ¥ = (=2 : 4 : 0) elementos de AP* onde a
intersecao entre tais retas é dada no ponto projetivo u = 7 X v, isto é:

1 3 =2
nxv=det| j 5 4 =i(0—12) + j(—6 — 0) + k(12 + 10) = —12i — 65 + 22k.
k3 0
—-12 -6 -6 -3
u=(—-12:-6:22)=—:—:1)=(—:—:1].E,
Portanto, © = ( 6 ) ( 55 5o ) ( T 1 ) portanto o
-6 —3
representante noplano Il : z =1éu = H,H,l). Assim, a garantimos que a intersecao

—6 —3
—— R2.
[y N 5 ocorre no ponto ( 111 ) €

Exemplo 3.3. Considere as retas:

l3:50+2y—1=0 e Ily:40—y+1=0.
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As representagbes de I3 e [4 sdo os respectivamente os pontos projetivos 77 = (5 : 2 :
—1)ev = (4:—1:1). Tomando um representante de cada classe, fazemos:

nxv=det| j 2 —1|=i2—1)+j(—4—5)+k(=5—8)=i—9j— 13k

Portanto a intersegédo é dada no pronto projetivo u = (1 : =9 : —13) = (1—31 : % : 1). E,
portanto o representante no plano afim é, u = (I—?}, %) e a concluimos que a interse¢éo entre

I3 e 1y ocorre em (73, %) € R

Observacao 3.3. Isso é algo que pode ser utilizado no Ensino Médio, pois € uma maneira
diferente de encontrar a intersecao de duas retas, e para fazé-lo basta calcular um determinante

e usar algumas nocdes basicas matematicas.

3.3.1 Colineacdes

Definicdo 3.11. Uma colineacdo é uma aplicacéo biunivoca 1) : RP?> — RP? que preserva a
colinearidade, isto &, se @, U e w sdo pontos projetivos colineares, entdo as imagens ¢ (u), 1 (?)
e ¢(w) séo pontos projetivos colineares.

A uma colineagao, associamos um operador linear de R?

Proposicdo 3.10. Se A : R> — R3 é um operador linear invertivel, entdo a aplicacdo A :
RP? — RP?, A(D) = A(v), esta bem definida e é uma colineagao.

Demonstragdo. De fato, A esta bem definida, pois v € RP? = v # (0,0,0). E como A é
invertivel, A(v) # 0, e portanto sua imagem, o elemento A(v) € RP? esta bem definido.

Além disso, o valor de A em um ponto projetivo, ndo depende do representante do ponto. De
fato, sejam, u,v € R3, tais quais pertencem a mesma classe, isto é, & = . Sendo assim, pela
definicdo de tal classe, 3 A # 0 tal que u = Av. Porém, como por hipétese, A é um operador
linear temos que:

A(u) = A(M) = MA(v) = A(v).

Note que, de fato, tal operador é uma colineacéo. Para isto, tome tome w,7,w € RP?
colineares. Pelo critério de colinearidade (Proposicdo 3.7), temos que det|u v w] = 0. Aplicando
o operador citado acima e utilizando propriedades do determinante de matrizes temos:
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det[A(u), A(v), A(w)] = det([A][u, v, w]) = det[A] det[u, v, w] = 0.

Portanto, A(u),A(v) e A(w) sao colineares. O

Proposicdo 3.11. (Colineacdo) Se @, T, W e t sdo pontos de RP? néo colineares trés a trés,
entdo existe uma colineacdo A : RP? — RP? induzida por um operador linear invertivel A :
R3 — R3, tal que:

Al) =u, Ale)=v, Ale)=w e A(l:1:1)=t%

Mais ainda, tal operador linear é definido pela matriz [A] = [kyu kov ksw], onde ki # 0, ko #
0 e k3 # 0 sdo dados por:

det(t, v, w] det|u, t, w]

det|u, v, 1]
;R ST I——

k =
! det|u, v, w]

ks

B det|u, v, w] - det|u, v, w]

Além disto, se um outro operador linear invertivel B : R? — R3 define a mesma colinegao que
A, entdo B = \A para algum escalar A # 0.

Demonstragdo. Considere os representantes
u = (Ul,U27U3), vV = (Ul,Ug,Ug), w = (wl,wg,wg), e t= (tl,tg,tg).

Por hipdtese, quaisquer trés pontos projetivos distintos citados acima, sdo nao colineares,
isto é, foram uma base para R®. Tome os pontos u,v e w citados, tal afimacdo significa que
det[u,v,w] # 0. Por outro lado temos:

Aler) = (kvuy, kiug, kyus),
Alez) = (kavy, kava, kavs),
Ales) = (kswy, ksws, ksws)

onde ky,kq,ks # 0. Portanto, conclui-se que a matriz [A] é da forma:

k1u1 ]C1U1 k’3w1
[A]: kiug  kavy  kswy -

kius  kovs  ksvs

Mas, como k;,ks,ks # 0 e det[u,v,w] # 0 concluimos que [A] n&o é singular.
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Sendo assim,de A = (1:1:1) = (t; : t : t3). A condigdo A(1,1,1) = (t1,to,t3) NoS

leva ao sistema:

tl k1u1 ]{le}l l{?g’wl 1 Uy vV wy k’l
to = kl U9 kg Vo k?g Wo 1 = Uy Vg W2 ]{32
tg k‘1U3 k’ng k’g’Ug 1 us V3 Us ]{33

E, novamente usando o argumento de que det[u,v,w] # 0, podemos resolver o sistema

acima utilizando a regra de Cramer, e obtemos que:

 det[t, v, w] _ detfu, t,w]

detlu, v, t]
) S I—

 detfu,v,w]’

k’l k3

 det[u, v, w]  det[u, v, w]
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4 TEOREMAS DE PAPPUS E DESARGUES

Neste capitulo, apresentaremos dois importantes Teoremas da Geometria Projetiva.
Para isto seguiremos utilizando o livro "Introdugéo a geometria projetiva" (BARROS; ANDRADE,
2010), e a dissertacdo de mestrado "Um estudo da Geometria Projetiva Eliptica" (ANDRADE,
2015) como principais referéncias.

4.1 Teorema de Pappus

Com base nos Teoremas de Menelau e Ceva, é possivel provar alguns dos mais impor-
tantes Teoremas da Geometria Plana.

Um deles é o Teorema de Pappus, provado pela primeira vez por Pappus de Alexandria
por volta de 300 a.C. Pappus foi o ultimo gedmetra grego (290 d.C e 350 d.C.) de importancia.
Sua fama reside em sua extensa obra denominada “THE COLLECTION”, na qual ele reuniu uma
lista de importantes obras antigas, algumas atualmente perdidas. Essa obra contém oito livros
que abordam os seguintes topicos: cénicas, geometria plana, mecénica, linhas retas tangentes
a certas curvas, entre outros. Seu papel nos fundamentos da Geometria Projetiva nao foi re-
conhecido até quase dezesseis séculos depois. O trabalho de Pappus é tido como a base da
geometria projetiva moderna.

Primeiro apresentaremos o Teorema na sua versao dada na Geometria Eucliciana:

Teorema 4.1. Sejam L e S duas retas coplanares distintas com dois conjuntos de trés pontos
distintos {u,v,w} C L e {u',v';w'} C S. Considere as seguintes retas Ly ,luw Lo slow lww €
l.wv . Entdo os pontos de intersecéao

a = luv’ N lu’m b= luw’ N lu’w € c= lvw’ N lv’wa

sao colineares.

Observe a figura abaixo que ilustra o Teorema:

Figura 13 — llustracao do Teorema de Pappus

Fonte: Autoria propria 2022.
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De certa forma o trabalho de Pappus inicia a chamada Geometria Projetiva e o Teo-
rema 4.1, que leva o seu nome e foi demonstrado em sua versdo na Geometria Euclidiana na
dissertacao de mestrado "Teorema de Pappus" (CHAVES, 2013).

Em seguida apresentamos o Teorema na sua versao dada na Geometria projetiva, onde

apresentaremos sua demonstagao.

Teorema 4.2 (Teorema de Pappus). Sejam w, v, w, v/, v, w’, seis pontos projetivos distintos,
onde wu,v,w estao sobre a reta projetiva 7 e v/, v’, w’ estdo sobre uma outra reta projetiva 7.
Entao os pontos de intersecéo

a="ry,, Ty,

uv

sao colineares.

Demonstragdo. Considere os seguintes pontos projetivos @, v’ e W e b e note que, por hipotese,
tais pontos sdo ndo colineares trés a trés, logo mediante uma colineagao, dada pela Proposicao
3.11, podemos supor que:

U=(1:0:0), v=(0:1:0), w=(0:0:1) e b=(1:1:1),

assim, com base nesta escolha primeiro econtraremos todos os pontos dados no Teorema.
Seja v = (vy1,v9,v3) e considere u = (1,0,0) e w = (0,0,1). Assim, como por hipdtese
u, U e w sdo colineares, entdo pela Proposi¢éo 3.7, segue que det|[u, v, w| = 0, isto &,

1 U1 0
det[u,v,w] =det | 0 vy, 0 | =v2 =0,
0 U3 1

assim, temos que v = (v1,0,v3) e sua classe é dada por 7 = (v; : 0 : v9). Como por hipétese
todos os pontos sdo distintos, v # w implica v; # 0 e v # w implica v3 # 0. Portanto, podemos
escrever

U:vg(Z—;:Ozl):(B:O:l), Comﬁ:z—;#o.

Agora, denote por u/ = (u} :u}:uj). Como u’ é colinear aw e a b, tomando seus repectivos
representantes, v’ = (u},ub,uy), w = (0,0,1) e b = (1,1,1), pela Proposi¢ao 3.7 segue que
det[v/, w,b] = 0, isto é:

det[v,w,b] =det | w) 0 1 | =uy—u)=0=uy=uj.
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Assim, temos que u/ = (wy : w) : uh), e como u # w, pois sdo distintos por hipétese,

concluimos que u; # 0, e portanto podemos escrever

!

/
U:u'l(l:lzu—?):(lzl:a/), Como/:u—?#().
Uy Uy

Seguindo 0 mesmo processo, podemos escrever

/
U:(vlzlzl),comvlzw—}%(}
Wy

Por enquanto, encontramos os seguintes pontos:

u=(1:0:0),v=(8:0:1), w=(0:0:1), /= (1:1:4)
vV=(0:1:0), w=(:1:1),b=(1:1:1),
e vejamos, que falta encontrarmos os pontos a e c.

Sabemos que a =15, , N1y, , €, pela Proposigao 3.6, temos que @ = 7y X 7yry- EM
seguida mostraremos quem séo estas normais.

Para 7,./, que é o vetor normal da reta que passa pelos pontos projetivos 7 e v/, temos
que 7y = u X v, isto é:

uxv =det| j 0 1

(0)i + (0)j + (L),
kK 0 0
logo, Ny = (0,0,1).

Para 7,,, temos que 7,, = u’ X v, isto é:

B
uxv=det| j 1 0| =i+ (8~1)j+ (=P,
1

|Ogo, N = (Lalﬁ - 17 - ﬁ)

Assim, @ = 1y X Ny = (0,0,1) x (L,&/5 — 1, — ), e como

1 0 1
0,01) x (L,a'8—1,—B)=det | j 0 «/B—-1 | =(—B+1)i+(1)j+ (0)k,
k1 —p
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podemos esrevera = (—a&/F+1:1:0).
Igualmente, para encontrarmos calculamos as normais 7y, € Ny, POIS € =

C,
Nuow X Ty, € Podemos concluir que ¢ = (0

(BB =).
Por outro lado, como os pontos «/,v’, w’ s&o colineares, temos que det[u’ v',w'] = 0,
isto é:
1 0 +
detf' V' w'l=det | 1 1 1 |=1—+a=0. (3)
o 0 1

Assim, temosque @ = (—a/B+1:1:0),b=(1:1:1)ec=(0:8: 5 —7). Agora,
considerando os respectivos representantes de cada classe, calcularemos det[a,b,c]:

0 1 —af+1
det[a,b,c] = det B 1 1 =B —d'py =p(1—ay).
B—~" 1 0

Pela equacgao (3) temos que det[a,b,c] = 5(1 — ') = 0.
Portanto, pela Proposigao 3.7 concluimos que esses trés pontos sao colineares.
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4.2 Teorema de Desargues

O Teorema de Desargues para dois tridngulos parece ter sido publicado por Girard De-
sargues (1591-1661) em um trabalho sobre perspectiva em 1636, trés anos antes de seu Projeto
Brouillon ser publicado. Este Teorema tornou-se basico em Geometria Projetiva. (ALCARAZ,
2012)

Em resumo Desargues afirma:

No plano projetivo, dois tridngulos sdo projetivos de um ponto se e somente se
eles sdo projetivos de uma linha.

A figura abaixo ilustra o enunciado do Teorema:

Reta de Desargues

Fonte: Autoria propria 2022.

Um fato interessante é que no caso da figura 14 esta no Plano, pode ser pensado em ou-
tro termos. Podemos pensar que o tridngulo uvw esta no espaco tridimensional e o quadrilatero
puvw € um tetraedro. Observe:

Figura 15 — Tetraedro
P

v

Fonte: Autoria propria 2022.
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Igualmente, pu’v'w’ é outro tetraedro cuja base u/'v'w’ estaria em perspectiva com uvw
desde o ponto p, isto significa que um observador localizado no ponto p sé vai perceber um
triangulo, pois desde essa posigdo uvw vai ser visto sobreposto a u'v'w’. Isto pode ser repre-
sentado como sendo que os tridngulo uvw e u'v'w’ estdo em dois planos distintos 11 e II' como

se observa na seguinte figura.

Figura 16 — llustracao do Teorema de Desargues

Fonte: Autoria propria 2022.

O Teorema de Desargues afirma que a, b, ¢ séo colineares.
Em seguida apresentaremos o Teorema de Desargues em sua versao dada na Geoem-
tria Projetiva:

Teorema 4.3 (Teorema de Desargues). Seja A = {u, 7, w} um conjunto de trés pontos pro-
jetivos distintos e n&o colineares, e A’ = {U, v, W} outro conjunto de trés pontos projetivos
distintos e ndo colineares tais que A N A’ = (). Denote por:

p = Tﬁuu' N Tﬁvv, M Tﬁww’ . (4)
Entdo, os pontos de intersegéo:

a=ry, Nry,. ., b=r1y

Nyw ww

sao colineares.

Demonstragdo. Suponhamos que u',7’,w’ e p sdo nao colineares. Sendo assim, pela Proposi-
cao 3.11, a menos de uma colineacao, podemos considerar:
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wW=(1:0:0), vv=(0:1:0), w=(0:0:1) e p=(1:1:1).

Por hipétese temos que u',7, p s&o colineres, entdo denote por U = (u; : uy : u3) €
considere os respectivos representantes u = (uq,us,uz),u’ = (1,0,0) e
pela Proposigéo 3.7, det [u/, u, p] = 0, isto é:

p = (1,1,1), assim,

U1 11
det U 01 :Ug—UQ:O.

U301

Assim, uy = ug e, podemos reescrever u = (uy,us,us), onde uy # 0 pois U e u/ sdo distintos.
Logo, u = u»(;},1,1) e podemos escrever:

u
= (a:1:1), coma=—
U2
Usando a mesma técnica, podemos descobrir T e w. Denote por 7 = (vy : vg : v3)
e observe que os pontos U,0',p sdo colineares. Logo, tomando os representantes v =
(v1,v9,u3),v" = (0,1,0) e p = (1,1,1), segue pela Proposigéo 3.7 que:

U1 0 1
det[v,v',p] =det | v, 1 1 | =v1 —v3=0.
(% 0 1

Assim, vy = v3, e v = (v1,v9,01) com vy # 0, pois v e v’ sdo distintos. Logo, v = vl(l,Z—f, 1),e
podemos escrever:

v=(1:5:1), comﬁ:?.
1

Similarmente, denotando w = (w; : wy : w3) e pelo fato de w,w', p, serem colineares
podemos escrever:

w=(1:1:7), Comyzﬁ.
wq

Vamos agora encontrar o ponto projetvo a. Sabemos que a = r; N7y, ,, €, pela
Proposicdo 3.8, r; éaretaqueincideemv = (1:3:1)ew = (1:1:+) e tem normal 7,,,
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dada por:

det | 5 B 1| =i(By—1)+k(1—B8)+j1—n).

Assim, 7j,, = (By—1:1—=05:1—7).
Da mesma forma, pela Proposi¢ao 3.8, a normal da reta 7, ,, € a reta que incide em
vV=(0:1:0)ew =(0:0:1),isto é:

¢ 0 0
det | 5 1 0 | =i(1)+k(0)+5(0).
k01

Assim, 7,y = (1 :0:0).
Comoa =, N7y, ,, Segue pela Proposicdo 3.6,quea = (0:1—3: vy —1).
Analogamente, para encontrar b = r; M1y , . descobriremos as normais das retas

%, € T7.., 0 @S quais sdo dadas por:

ﬁuw:(7_131—047104—1) e ﬁu/w/:(OZ—llo).

Portanto, como b = Tue [ T, SEQUE pela Proposicao 3.6, que b = Nuw X Nulw! -
Temos:

r y—1 0
Nuw X Nuw =det | j 1 —ay —1 | = il —1)+7(0) +E(1 —7),
k a—1 0

eportanto, b = (a —1:0:1— 7).

Fazendo o0 mesmo processo para ¢ = 7., X 7,7, podemos escrever¢ = (1 —«a : f—1:
0).

Aqui conseguimos ospontos @ = (0: 1 —B3:y—1)b=(a—1:0:1—-7v)ec=
(1—a: B—1:0) e provemos que séo colinearaes. De fato, pela Proposi¢ao 3.7 basta calcular
det[a,b,c|. Para isso, considere os representantes: a = (0,1 — 8,y — 1),b= (o —1,0,1 —v) e
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c=(1-qa,p—1,0),onde

0 a—1 11—«
detlabc=det | 1—5 0 B-1|=CO-D(a-1)(-1)+1-F)(1-y)(1—a)=0.

vy—1 1—v 0

Portanto, concluimos que tais pontos sé@o colineares. O]

4.3 Aplicacoes

Iniciaremos esta se¢do com um problema, e em seguida apresentaremos outros, fa-
zendo adaptacdes deste problema inicial. Estas sdo aplicagdes diretas dos dois teoremas
estudados nas secoes 4.1 e 4.2. O problema inicial e o problema 1, foram feitos com base
no blog "Epsilones”, disponivel em https://www.epsilones.com/material/historia/021-teorema-
desargues.ggb e, o problema 2, foi encontrado em https://www.geogebra.org/m/a4vtnPys, autor
José Filipi.

Problema inicial: Como plantar dez arvores em dez filas de trés arvores?

Figura 17 — Problema inicial

Fonte: Autoria propria 2022.

Link para tentar fazer: https://www.geogebra.org/classic/fpjc95a5

Este problema tem mais de uma solucido. Abaixo apresentamos uma possivel solugao
para este.
A solucao acima encontra-se disponivel em: https://www.geogebra.org/classic/xvgstqre

Agora, adicionaremos ao problema inicial a hipétese de que cada arvore precisa estar
exatamente em trés filas. Ficando assim, com o seguinte:
Problema 1: Como plantar dez arvores em dez filas de trés arvores cada uma de modo

que cada arvore estd em exatamente trés filas?
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Figura 18 — Uma solucao para o problema inicial

Fonte: Autoria propria 2022.

Figura 19 — Problema 1

Fonte: Autoria propria 2022.

Link para tentar fazer: https://www.geogebra.org/classic/fpjc95a5

Perceba que a solugao deste problema também é uma possivel solugao para o problema
inicial, ja que apenas acrescentamos uma hipo6tese, mas nao retiramos ou modificamos as hip6-
teses iniciais. Este problema também tem vérias solug¢des, porém, todas elas sdo consequéncia
do Teorema de Desargues, isto €, a solugao é construida a partir do referido Teorema. Segue
abaixo uma resolugao e em seguida um comentario explicando como construir esta solugéo no
Geogebra a partir do Teorema de Desargues.
A solucdo acima encontra-se disponivel em: https://www.geogebra.org/classic/pr2qwa8e

A contrucao pode ser feita da seguinte maneira:

1. Escolha um ponto, e faga 3 retas distintas quaisquer passando por esse ponto (retas

pontilhadas na imagem acima).

2. Posicione dois pontos em cada reta, de modo que tomados trés a trés (sem considerar
o ponto do item anterior), ndo sejam colineares (isto é, formando dois triangulos).
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Figura 20 — Solugao do Problema 1

Fonte: Autoria propria 2022.

3. Prolongue os segmentos de cada lado do triAngulo em retas (retas amarelas, azuis
e roxas na figura anterior). Marque a intersecao formada pelas duas retas de lados

correspondentes de cada triangulo.

4. Faca uma reta com dois dos pontos das intersecoes (reta vermelha). O Teorema de
Desargues garante que o ponto da intersecdo nao escolhida é colinear aos outros
dois, e portanto chega-se a solugao.

Para o ultimo problema, alteraremos uma hipétese do problema inicial, retiramos uma
arvore. Obtendo:

Problema 2: Como podemos plantas 9 arvores em dez filas de trés arvores?

Figura 21 — Problema 2

o o o
o o o
o o o

Fonte: Autoria propria 2022.
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Link para tentar fazer: https://www.geogebra.org/classic/epdufdqgs

Perceba que, novamente, este € um caso mais especifico do problema inicial, entao,
esta solucdo também pode ser usada para resolvé-lo , acrescentando um ponto em qualquer
lugar. Em contrapartida, esta resolugdo nao se encaixa no problema 1, pois para este, ndo
podemos exigir que cada ponto esteja em exatamente 3 filas, com apenas 9 arvores, tal
resultado é impossivel. Aqui, temos uma aplicacdo direta do Teorema de Pappus para a
solugdo, abaixo da imagem com a solugéo, tem-se os passos para fazer no geogebra seguindo

o Teorema mencionado.

Figura 22 — Solucao do problema 2
by ; L

AN N / /
~ ~ ’ ’
~ ~ b 7’ 7/ -
SN N v Lo ™
~\ N/ ria
e e e e e e A== ——
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| \ A 1~ . |
| A - - N~ 7 \
________ [ JE——— e = = - — - ———-
| 25N - ~ #EN |
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4 N s T ~
=i « 1 ~os |
| 2.~ L ~x1
. paS ey
- 7 / h Y N
PR, 7 s N
’ / ~ Y
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Fonte: Autoria propria 2022.

A solugao acima encontra-se disponivel em: https://www.geogebra.org/classic/x8xrrhjm
A contrucao pode ser feita da seguinte maneira:

1. Coloque trés pontos em lugares diferentes de uma mesma reta.
2. Em uma reta distinta, posicione outros trés pontos distintos.

3. Olhando da esquerda para a direta, trace as retas entre o primeiro ponto da primeira
reta com o ponto do meio da segunda reta, e entre 0 primeiro ponto da primeira reta
com o ultimo ponto da segunda reta.

4. Repita 0 processo com os outros dois pontos, ligando-os sempre aos pontos ndo cor-
respondentes da outra reta.

5. Marque os trés pontos de intersecao obtidos com o processo anterior.
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6. Trace uma reta por dois destes pontos de intersecdo, o Teorema de Pappus garante
que o terceiro ponto de intersegao esta nessa reta, e por fim chegamos a solugao.
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5 CONCLUSAO

Com este trabalho, conseguimos perceber que existem diferencas entre 0 mundo que
vivemos e 0 mundo que enxergamos, e, pode-se explicar isso, com a teoria fundamentada pela
Geometria Projetiva. Além disso, vimos que a Geometria Euclidiana, apesar de sua grande
importancia, ndo é Unica existente, ja que discutimos outras geometrias diferentes, com entes
distintos dos conhecidos usualmente.

Notou-se também que podemos relacionar estas trés geometrias, e alguns resultados
obtidos em uma geometria podem ser usufruidos nas outras, podendo ir de uma geometria
a outra utilizando os conhecimentos mostrados com o decorrer do trabalho, visto que isto foi
feito diretamente diversas vezes, desde encontrar a intesecao de retas euclidianas utilizando as
Geometrias Afim e Projetiva, até a demonstracao e aplicacdo dos Teoremas, que originalmente
sao resultados da Geometria Euclidiana e podem ser facilmente demonstrados pela Geometria
Projetiva.

Pode ser dada continuidade neste trabalho, pois existem mais aplica¢des dos teoremas e
podem apresentandos mais resultados interessantes da Geometria Projetiva. Além disso pode-
se explorar a Geometria Projetiva na arte, bem como em outras areas da matematica e explorar
aplicagdes existentes para o ensino bésico, como foram mencionadas algumas no decorrer do
trabalho.
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