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RESUMO

O contato € um fenbmeno que ocorre em varios componentes mecanicos como
engrenagens, mancais de rolamentos, sistema roda-trilho de trens, para os quais a
fadiga de contato é considerada uma das principais causas de falha. Por essa razao,
analisar as pressoes e tensdes nos materiais em contato € de grande importancia pois
auxilia na previsdo e avaliagao de falhas relacionadas a superficie. Para situagcdes
reais, normalmente as pressodes e tensdes de contato sado dificeis de serem obtidas e
dependem de varios fatores como carga, propriedades dos materiais, area em contato
e caracteristica das superficies. Todas as superficies de componentes mecanicos séo
rugosas ao nivel microscopico, independentemente do processo de fabricacao
empregado. A rugosidade da superficie afeta as caracteristicas de contato como a
distribuicao local de presséao, as tensdes na subsuperficie, a area real de contato e,
consequentemente, a resisténcia de contato. Tais fatores afetam diretamente
caracteristicas como aderéncia, friccdo, capacidade de carga, desgaste e fadiga dos
componentes. Assim, um grande desafio esta na determinagdo das distribuicdes de
pressao e de tensdes de contato na interface. Dentro desse contexto esta inserida a
presente pesquisa, cujo objetivo é propor, aplicar e avaliar métodos computacionais
para calcular de forma eficiente a distribuicdo de pressao no contato entre superficies
rugosas. A formulagdo do problema de contato, considerado elastico, utiliza a
abordagem de problema de complementaridade linear (LCP, do inglés linear
complementarity problem), obtendo sua solugao por diferentes técnicas de otimizagao:
método de Lemke, programagao quadratica, resolugdo da programagédo quadratica
por minimos quadrados ndo-negativos e o pacote Gubori. Nas simulagbes realizadas
para os casos de contato em dominio unidimensional ndo ocorrem diferencas
significativas entre os métodos utilizados, tanto quanto ao tempo computacional
quanto aos valores das pressoes e da regiao em contato. Ja para os casos em dominio
bidimensional, o método de Lemke, com uma modificacdo aqui proposta, apresenta
vantagem com relagdo ao tempo computacional para obtengdo da solugdo quando
aplicado a superficies lisas e virtuais, porém o método de resolugdo da programagao
quadratica por minimos quadrados ndo-negativos se mostrou o mais rapido dentre os
métodos testados quando aplicados a superficies rugosas reais. Os resultados
alcangados nas simulagdes, tanto para o contato onde o dominio € unidimensional
quanto bidimensional, sdo de custo computacional baixo e sao coerentes com
observagdes de casos reais usuais, como: regidoes de pressdes maximas, pressoes
nulas em regides sem contato, influéncia da rugosidade nos valores das pressoes e
das regides de contato.

Palavras-chave: Contato elastico; Pressdo de contato; Rugosidade; Problema de
complementaridade linear; Otimizacao.



ABSTRACT

Contact is a phenomenon that occurs in various mechanical components such as
gears, rolling bearings, wheel-rail systems, for which contact fatigue is considered one
of the leading causes of failure. For this reason, analyzing the pressures and stresses
in the materials in contact is of great importance as it aids in predicting and evaluating
surface-related failures. In real situations, contact pressures and stresses are often
challenging to obtain and depend on several factors, such as load, material properties,
contact area, and surface characteristics. All mechanical component surfaces are
microscopically rough, regardless of the manufacturing process employed. Surface
roughness affects contact characteristics such as the local pressure distribution,
subsurface stresses, real contact area and, consequently, the contact strength. Such
factors directly affect characteristics such as adhesion, friction, load capacity, wear and
fatigue of components. Thus, a major challenge lies in determining the interface's
pressure and contact stress distributions. Within this context is inserted the present
research, which objective is to propose, apply and evaluate computational methods to
efficiently calculate the pressure distribution in the contact between rough surfaces.
The formulation of the contact problem, considered elastic, uses the linear
complementarity problem (LCP) approach, obtaining its solution by different
optimization techniques: Lemke's method, quadratic programming, solving quadratic
programming by non-negative least squares and the Gubori package. In the
simulations carried out in one-dimensional domain contact cases, there are no
significant differences among the methods used, either in terms of computational time
or in the values of pressures and contact region. For the two-dimensional domain
cases, the Lemke method, with a modification proposed here, presents advantages in
terms of computational time to obtain the solution when applied to smooth and virtual
surfaces; however, the method of solving the quadratic programming by non-negative
least squares proved to be the fastest one among the tested methods when applied to
real rough surfaces. The results achieved in the simulations, both for the contact where
the domain is one-dimensional or two-dimensional, are low computational cost and
consistent with observations of usual real cases, such as: regions of maximum
pressures, null pressures in regions without contact, influence of roughness on the
values of pressures and contact regions.

Keywords: Elastic contact; Contact pressure; Roughness; Linear complementarity
problem; Optimization.
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K;j Elemento do tensor/matriz de influéncia

N Newtons
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MPa Mega Pascal

P Vetor da pressao de contato nos pontos na malha

Pa Pascal

Po Press&o maxima do contato

p(x,y) Presséo no ponto (x, y) do dominio estudado

r Vetor que contém o valor dos picos de rugosidade nos pontos da malha

R Raio de curvatura reduzido

R, Raio de curvatura reduzido na direg&do do eixo x no contato pontual

R, Raio de curvatura reduzido na dire¢gao do eixo y no contato pontual

R, Raio de curvatura do Corpo 1 no contato linear

R, Raio de curvatura do Corpo 2 no contato linear
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R,, Raio de curvatura na diregao o eixo x do Corpo 2 no contato pontual

R, Raio de curvatura na diregao o eixo y do Corpo 2 no contato pontual

S Regido/Dominio estudado

s Segundos

u Vetor que representa o deslocamento normal dos pontos na malha

u(x,y) Deslocamento normal no ponto (x,y) do dominio estudado

v Coeficiente de Poisson combinado/equivalente

(2 Coeficiente de Poisson do Corpo 1

v, Coeficiente de Poisson do Corpo 2

X Vetor com os pontos do dominio discretizado / Vetor das variaveis de
projeto em um problema geral de otimizagao

(x,y) Coordenada de um ponto no dominio bidimensional

-1l Norma euclidiana
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1. INTRODUGAO

1.1 CONTEXTUALIZAGAO E APRESENTAGCAO DO PROBLEMA

Josso, Burton e Lalor (2002) afirmam que a topografia das superficies dos
materiais pode ser descrita como sendo a sobreposicao de trés componentes: forma,
ondulagao e rugosidade, de tal maneira que quase todas as superficies de engenharia
sdo rugosas ao nivel microscopico, independentemente do seu método de producgao.
Como resultado, o contato real entre duas superficies ocorre em microprotrusdes de
uma superficie. A compreensao da natureza das interagdes entre esses componentes
da topografia € de grande interesse de pesquisa, pois eles exercem um papel
fundamental sobre o desempenho de diferentes sistemas tribologicos (FU et al,
2020).

Problemas de contato em engenharia foram estudados e desenvolvidos por
décadas, principalmente aqueles relacionados ao contato entre corpos elasticos. A
andlise das tensdes nos materiais em contato € de significativa importancia para o
projeto de componentes mecanicos. O conhecimento do campo de tensdes nas
regides de contato fornece uma base para a investigagdo de falhas relacionadas a
superficie, como o surgimento de trincas, desgaste, ruptura de material e fadiga
(JACKSON; GREEN, 2006, HE et al.; 2021). Quando dois corpos sdo pressionados
um contra o outro, uma area de contato € formada na regido de interagéo entre os
corpos, portanto um dos desafios esta na identificagcao e estimativa do valor dessa
area, bem como das distribuigdes de pressdo e de tensdes na interface (ZHAO;
VOLLEMBREGT, OOSTERLEE, 2014).

Ja a rugosidade da superficie afeta as caracteristicas de contato, como as
distribuicdes de pressao e de tensdes subsuperficiais, a area real de contato e a sua
resisténcia. Tais fatores afetam diretamente a capacidade de carga e de aderéncia e,
consequentemente, o comportamento ao desgaste e a fadiga dos tribocomponentes
(BEHESHTI; KHONSARI, 2014).

A quantidade de dados e, consequentemente, 0 tamanho dos sistemas de
equacgoes relacionados ao calculo da distribuicdo de pressdes em superficies rugosas
reais pode ser bastante grande (da ordem de centenas de milhares de pontos), pois
sdo provenientes de amostras de topografias medidas por perfilometria ou 6tica de

alta resolugdo. Portanto, € de fundamental importdncia o desenvolvimento e
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aprimoramento de técnicas computacionais que possam resolver problemas de

contato com muitos graus de liberdade de forma rapida e eficiente.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo geral da presente pesquisa € desenvolver e aplicar técnicas
computacionais eficientes e rapidas para o calculo da distribuicdo da pressao de
contato em superficies rugosas.

A proposta é modelar o contato sem atrito entre dois corpos elasticos
como um problema de complementaridade linear (LCP), transforma-lo em um
problema de otimizagdo e soluciona-lo como tal. A introdu¢do da rugosidade no
problema é feita sobre a superficie de referéncia de um dos corpos, através de fungdes
analiticas ou através de dados de medi¢cbes e topografias reais, ndo alterando a
formulacao geral do LCP. Com o problema formulado e os algoritmos desenvolvidos,
sao realizadas simulagcdes de estudos de casos e verificacdo do desempenho dos

métodos.

1.3 JUSTIFICATIVA E CONTRIBUICAO

Persson, Bucher e Chiaia (2002) explicam que mesmo uma superficie
altamente polida apresenta rugosidade superficial com muitas escalas de
comprimento diferentes, ndo sendo facil aplanar igualmente as superficies rugosas
por deformacéo plastica das asperezas. Por esse motivo, estudar o problema de
contato entre superficies rugosas torna-se de suma importancia, pois pode-se prever
o comportamento tribologico de componentes de forma mais acurada e realista em
comparacgao a analises cujas superficies sdo admitidas lisas. Além disso, quanto mais
agil e acurado o método de solugdo para tal comportamento, mais econdbmicas se
tornam o desenvolvimento de aplicagdes industriais correspondentes (isto é€,
viabilizam projetos de menor custo e/ou maior vida util dos componentes mecanicos).

Para alcangcar o objetivo proposto s&do utilizados métodos de resolugcéo
matematica ja existentes, cuja contribuicdo foi em desenvolver agdes - seja

acrescentando ou modificando e aprimorando fungdes e codigos computacionais - de
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modo que esses algoritmos consigam resolver os problemas de contato em
superficies rugosas em um dominio bidimensional de forma agil. Destaca-se também
gue alguns desses métodos nao foram previamente aplicados ao problema de contato

rugoso em dominio bidimensional.

1.4 CONTEUDO DO TRABALHO

O presente texto esta organizado em cinco capitulos. O Capitulo 1 apresenta
uma contextualizagdo do tema bem como os objetivos e justificativas para o
desenvolvimento da pesquisa.

O Capitulo 2 aborda conceitos fundamentais de mecanica necessarios ao
desenvolvimento da presente pesquisa, tais como: mecanica do contato entre sélidos
elasticos e contato entre superficies rugosas. Adicionalmente é apresentada uma
introducao sobre as ferramentas matematicas que sao utilizadas para a solugdo do
problema de contato: Problema de Complementaridade Linear (LCP) e Técnicas de
Otimizacdo. Também é realizada uma revisdo sobre pesquisas recentes com escopo
similar ao presente trabalho.

No Capitulo 3 € mostrada a metodologia utilizada no desenvolvimento da
pesquisa, a formulacdo matematica do problema de contato como um LCP e a
maneira como este pode ser visto de um aspecto de otimizagdo quadratica.

Ja no Capitulo 4 sdo apresentados os resultados obtidos tanto para superficies
lisas quanto rugosas aplicadas a um contato onde o dominio & unidimensional e
bidimensional com dados de metais escolhidos aleatoriamente para verificar a
eficiéncia do método proposto.

No Capitulo 5 sdo apresentadas as conclusées e sugestdes de trabalhos
futuros.

Finalmente, apds o Capitulo 5, sdo apresentadas as referéncias bibliograficas.
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2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 MECANICA DO CONTATO

Define-se “mecanica do contato” como o estudo das deformagdes em solidos
que se tocam em um ou mais pontos. Estudos mais aprofundados acerca da mecanica
do contato tiveram inicio na década de 1880 com a publicagdo de Heinrich Hertz em
seu artigo classico sobre o contato entre sélidos elasticos, que resolveu o problema
de contato entre dois corpos elasticos com contornos convexos. Entretanto,
aplicagdes da teoria ndo apareceram na literatura até o inicio do século XX, sendo
fomentada pela necessidade de aplicacao da engenharia nas ferrovias e em redutores
maritimos. Tal teoria se restringia a solidos perfeitamente elasticos e superficies sem
atrito, além de afirmar que a tenséo préxima a area de contato € maior que em outras
areas do corpo, assumindo que a area de contato € consideravelmente menor que o
tamanho dos corpos envolvidos (JOHNSON,1985).

O contato entre superficies proporciona a transferéncia de esforcos mecanicos
entre corpos gerando tensdes de contato, que sao resultantes dos esforcos. O
conhecimento e calculo dessas tensdes tem influéncia na prevencdo de falhas de
superficies (DUARTE, 2016). Segundo Persson (2006), o interesse no estudo do
contato entre duas superficies € baseado em sua alta relevancia na transferéncia de
calor, desgaste, atrito e adesao, que sdo fenbmenos que ocorrem em qualquer tipo de
contato triboldgico. Para Popov (2010), pesquisas nesse campo sao muito importantes
na mecanica, visto que o contato de corpos ocorre em todas as interfaces que
transmitem forca, movimento ou ambos. Uma particularidade na mecanica do contato
€ o estudo de tensdes, as quais podem agir perpendicularmente as superficies dos
corpos em contato (tensdes normais) e tensbes geradas pelo atrito, agindo
tangencialmente as superficies (tensdes cisalhantes).

Classicamente, os problemas de contato sdo modelados por meio de uma
condigdo de ndo penetragao entre um corpo elastico e um obstaculo ou base rigida.
Quando ocorre esse fendbmeno, o problema recebe o nome de Problema de Contato
de Signorini (GIUSTI, SOKOLOWSKI; STEBEL, 2014). Solugdes analiticas desse
problema tém sido muito estudadas pelos matematicos nos ultimos anos e, com o

surgimento do computador e o desenvolvimento de métodos numéricos para a
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simulacdo de uma ampla gama de problemas de engenharia, originou-se o campo da
mecanica de contato computacional (ARAGON; MOLINARI, 2014).

Neto, Pimenta e Wriggers (2018) utilizaram o método dos elementos finitos
(MEF) e estabeleceram um método matematico para interagbes entre esferas e
corpos rigidos ou flexiveis baseado nos graus de liberdade de rotagdo e translagao
usados para mapear o movimento das superficies de contato. Também Neto, Oliveira
e Menezes (2017) simularam, via MEF, um problema de contato com atrito e com
grandes deformagdes, introduzindo as leis de interface para os componentes de
tensdo normal e tangencial na area de contato.

Os problemas de contato ocorrem ainda em mancais de rolamento. As cargas
suportadas produzem altas tensdes de contato nas pistas de rolamento, as quais sao
dificeis de prever e validar experimentalmente, e podem causar defeitos como
corrosao e desgaste por fadiga de contato. Em resposta, modelos tedricos e
numéricos tém sido propostos e utilizados por muitos pesquisadores para calcular a
distribuicdo aproximada das tensbes de contato nas pistas de rolamento (SHAH;
PATEL; TRIVEDI, 2016, LI, 2018, TIJARE et al., 2020, entre muitos outros).

De acordo com Rademacher e Rosin (2018), os problemas de contato
satisfazem as leis da elasticidade dos materiais, restritas pelas condigdes de contato
superficial. Se o problema de contato for do tipo Signorini, ao descrevé-lo
matematicamente, nas suas condi¢gdes de fronteira ocorrem desigualdades devido a
nao penetracdo do obstaculo rigido.

O método dos elementos finitos também auxilia na resolugdo de
problemas de contato com atrito, j@ que s&o problemas dificeis de simular com
métodos numéricos, pois sdo sempre nao lineares (ZHONG; YAN; LV, 2018).

Yashar, Castelleto e Tchelepi (2021) realizaram um estudo sobre a mecéanica
de contato com fricgdo de corpos linearmente elasticos em pequenas deformacdes e
citam aplicagdes para o problema de contato em meios geoldgicos porosos, incluindo
a preservagao da integridade das rochas de cobertura no armazenamento de diéxido
de carbono, a extragdo de energia geotérmica e o fraturamento hidraulico de
reservatorio de hidrocarbonetos. Na escala de micrometros, os contatos coincidem
com rachaduras ou defeitos na estrutura cristalina de uma rocha. Na escala de campo,
os contatos correspondem a falhas ou fraturas que atuam como conduites primarios
para o fluxo de fluido. Em ambos os casos, a presenga de contatos influencia

significativamente a deformagdo mecanica do meio poroso.
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Por outro lado, Sofonea, Xiao e Couderc (2019) afirmam que a teoria
matematica da mecanica de contato fornece subsidios para a analise de tais modelos,
incluindo resultados de existéncia, singularidade e dependéncia continua das
solucdes em relacdo aos dados e parametros. A teoria é apresentada como problemas
de valor de contorno fortemente nao lineares e geralmente ndo possuem solugdes
classicas. Os modelos matematicos de contato levam a uma grande variedade de
formulagbes fracas, expressas em termos de desigualdades variacionais ou

hemivariacionais.

2.1.1 Contato Elastico

O comportamento elastico de um material € caracterizado pela auséncia de
deformagdes permanentes apds o material ser submetido a carregamentos e
descarregamentos. Isso significa que em qualquer ciclo de carga desse tipo, as curvas
de tensdo versus deformacado sao coincidentes. Uma vez cessado o carregamento,
as tensdes e deformacgdes retornam ao patamar inicial, ou seja, o contato elastico &
um contato mecanico entre dois corpos e, apds cessar as tensdes que os fazem entrar
em contato, esses voltam ao estado original.

Segundo Sampaio (2009), pode-se classificar o contato entre dois sélidos em:

e contato sem atrito: os sélidos deslizam ou rolam uns sobre os outros
sem que haja resisténcia na direcdo tangencial a superficie de contato
(forca tangencial nula). Dessa forma o carregamento externo na
interface é somente de compressao normal;

e contato com atrito: uma forca de atrito € desenvolvida na interface,
sendo esta a componente de resisténcia tangencial nos pontos de
contato das superficies;

e contato conforme: ocorre quando a superficie potencial de contato
entre dois solidos esta ajustada num estado sem carregamento. Uma
das principais caracteristicas € que ao final do carregamento, a
superficie de contato é aproximadamente a mesma daquela na
configuracgao inicial, conforme mostrado na Figura 1(a);

e contato ndao-conforme: ocorre em torno de um ponto, como o contato

entre duas esferas; ou em torno de uma linha, por exemplo um cilindro
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e uma superficie plana. Assim, a area de contato se altera com a

aplicagéao do carregamento, como mostrado na Figura 1(b).

Figura 1 - Tipos de contato: (a) conforme e (b) ndo-conforme

Regiao de
|_— contato

(a) (b)

Fonte: Kumar e Tariq (2019)

O modelo de contato elastico proposto por Hertz - em que ha dois corpos
convexos nao conformes e a regido de contato € muito menor que o raio de curvatura
dos corpos - ainda hoje é considerado como uma solugao pratica para problemas de
contato sem rugosidade e sem atrito sob a agdo de uma solicitagdo externa e permite
determinar os deslocamentos e tensdes correspondentes (BARBOSA; GHABOUSS],
1990; SHATERZADEH-YAZDI, 2015).

Uma caracteristica importante do contato de Hertz é que a deformacdo do
contato € altamente localizada e o tamanho da regido de contato € muito menor que
as dimensdes dos corpos envolvidos. Portanto, o corpo de contato pode ser
considerado matematicamente um semiespaco elastico, em comparagdo com a area
de interacgéo.

As hipoteses de Hertz sdo também utilizadas em modelos para simulagdes
computacionais da distribuicdo da pressao de contato. Porém, isso depende do
alcance da aplicagao e de suas formulas de contato, pois podem ou nao ser validas,
dependendo das propriedades do material e da geometria do contato. As propriedades
elasticas do material devem ser semelhantes e regidas pela Lei de Hooke. As formulas
de contato de Hertz sdo para corpos com superficies lisas e podem ser usadas para
estimar a regido de contato e tensées causadas pela carga total sobre a superficie. Ja

analises de contato préximo a superficie e de suas tensdes, bem como estudos
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relacionados a tribologia, exigem solugées numéricas que tratam a superficie rugosa
como parte do modelo de contato.

A presente pesquisa foi desenvolvida considerando o contato conforme entre
planos e ndo conforme, dividindo-o em contato pontual e contato linear.

O contato € denominado pontual pois inicialmente os corpos se tocam em
apenas um ponto. A medida que o carregamento é aplicado, surge uma area de
contato em forma de elipse com semieixos “a” e “b”, conforme mostrado na Figura 2.
Esse foi o contato originalmente considerado por Hertz em 1881: dois corpos
elasticos, 1 e 2, de superficie convexa, sendo o Corpo 1 com raios de curvaturas em
X e y (respectivamente Rix € R1y) e um Corpo 2 com raios de curvaturas em x e y
(respectivamente Rax e R2y). Quando o Corpo 2 é um plano, seus raios de curvaturas

R2x e R2y s&o considerados infinitos.

Figura 2 - Contato pontual

Area de contato
eliptica

T~ ~ T """—-\\\ l

Fonte: adaptado de Stachowiak e Batchelor (1993)

O outro tipo de contato ndo-conforme a ser estudado € o contato linear,
representado na Figura 3. Note que os raios de curvaturas dos corpos 1 e 2 ao longo
da direcao y sao considerados infinitos, dessa forma a regido de contato inicialmente

€ uma linha (antes das for¢as serem aplicadas) e, em seguida, forma um retangulo.
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Figura 3 - Contato linear

Area de contato
retangular

T

Fonte: adaptado de Stachowiak e Batchelor (1993)

Johnson (1985) explica que quando dois corpos elasticos com superficies de
raios de curvaturas positivos estdo em contato, e se seus deslocamentos sao
suficientemente pequenos de modo que a teoria da elasticidade linear seja aplicavel,
origina-se uma area de contato cujas dimensdes sao muito pequenas se comparadas
com os raios de curvaturas das superficies ndo deformadas. As pressdes de contato
e as correspondentes tensdes geradas estdo altamente concentradas na vizinhanga
da zona de contato, diminuindo rapidamente de intensidade com a distdncia em
relacéo ao ponto inicial onde ocorre o contato. Logo, a zona de interesse situa-se junto
a area de contato. Assim, desde que as dimensdes dos corpos sejam grandes em
comparagao com as dimensdes da area de contato, as tensbes nesta regiao nao
dependem da geometria dos solidos em zonas afastadas do contato nem do modo
como estdo ligados ao exterior. As tensdes podem ser calculadas com uma boa
aproximagao considerando cada corpo como um sélido elastico semi-infinito, limitado
por uma superficie plana e submetido a uma solicitagdo concentrada, isto é, um
semiespaco elastico.

Johnson (1985) apresenta algumas formulas de tensdo de contato elastico de

Hertz. Considerando os solidos como apresentados nas Figuras 2 e 3, sendo:



29

Corpo 1: moédulo de elasticidade E,, coeficiente de Poisson v,, raio de curvatura R;;
Corpo 2: moédulo de elasticidade E,, coeficiente de Poisson v,, raio de curvatura R,.

Entdo o médulo de elasticidade equivalente é dado por:

E = 1
E E| (1)
€ 0 raio equivalente dado por:
oY
R=| —+— (2)
R R

Dessa forma, aplicando um carregamento F, onde F representa uma forca por
unidade de comprimento no contato linear e uma forga concentrada no contato
pontual, os valores de semi-largura ou raio de contato e de pressdo maxima séo
calculados como descrito abaixo.

e Semi-largura de contato para o caso de contato linear:

4FR\"”
p-[222) .

e Pressao maxima no contato linear:

1/2

_2F (FE

po—%— TR (4)

e Raio de contato para o caso de contato pontual circular':

' O contato pontual circular (ou apenas contato circular) é um caso especial do contato pontual
quando as geometrias dos dois corpos sao esféricas, isto &, cada corpo possui 0 mesmo raio de
curvatura em relagdo a ambos os eixos. A solugéo do contato circular € aqui apresenta pois €
utilizada para comparagdo com os resultados das simulagdes numéricas, conforme apresentado
na Secao 4.2.
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¢ Pressdo maxima no contato pontual circular:

_3r  (6FE™Y" ©
Po 2ra’ °R?

2.1.2 Contato em Superficies Rugosas

Segundo Rey e Bleyer (2018), tanto as superficies na natureza quanto as
fabricadas, mesmo que paregcam lisas de um ponto de vista macroscopico, na verdade
apresentam asperezas em varias escalas de comprimento e caracteristicas variadas.
Na pratica, todas as superficies sdo rugosas até certo ponto, e € muito importante
entender a natureza dessas rugosidades e seu efeito sobre os problemas de contato
para poder analisar as situacbes mais proximas da realidade (WEBER; SUHINA;
JUNGE, 2018).

O tamanho dessas asperezas depende do material e de como a superficie foi
criada ou fabricada. Mesmo as superficies mais lisas tém imperfeicdes microscépicas
em seu acabamento, que podem ser detectadas usando um instrumento
suficientemente preciso. A area real de contato e a separagdo entre superficies
rugosas sdo parametros significativos em vedacgéo e lubrificagdo. No entanto, € um
desafio observar experimentalmente os comportamentos de contato entre superficies
rugosas, pois as regidoes em contato geralmente ndo sao acessiveis para observacao
visual direta. De fato, superficies rugosas sao frequentemente modeladas como
superficies com um rico espectro de comprimentos de onda. A mecanica do contato
entre superficies rugosas visa explicar as complexas interagcbes entre essas
asperezas. Compreender como € o dominio de contato e as variaveis de contato -
como carga, area real de contato, rigidez de contato e muitos outros aspectos que
dependem das propriedades morfolégicas da rugosidade - é considerado um desafio
ainda nos dias atuais (ZHANG et al., 2019; HILLS; NOWELL; SACKFIELD, 1993;
PAGGi, 2015)
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O conhecimento e o estudo do contato em superficies rugosas
historicamente estao relacionados com a Lei de Atrito de Coulomb e suas tentativas
de explicagdo. Entre essas, a teoria de atrito de Bowden e Tabor (1950) afirma que a
area real de contato representa uma pequena fragdo do contato nominal, ou seja, o
contato € microscopico e, por consequéncia, a pressao nesses pontos é elevada. Tal
reducédo da area de contato tem impacto sobre os fenbmenos tribolégicos e sobre a

condutividade elétrica na interface. Segundo tal teoria, a area de contato real A, pode

ser dada aproximadamente por:

P

— 7
= (7)

sendo P a for¢ga normal aplicada e H a dureza do material menos duro (ZHANG, 2007;
BARBER, 2018).

O modelo mais simples de uma superficie rugosa € uma superficie ondulada
regular que possui um perfil sinusoidal, com amplitude pequena em comparagdo com
o comprimento de onda. E possivel visualizar as regides de contato como pequenas
areas em que as asperezas de um solido sdo comprimidas com as do outro sélido.
Dependendo das condi¢des, essas asperezas podem se deformar elasticamente ou
plasticamente (JOHNSON,1985; PERSSON; BUCHER; CHIAIA, 2002).

Seabra e Berthe (1987) afirmam que a influéncia da rugosidade da
superficie € qualitativamente idéntica a influéncia de sua ondulagdo. Os parametros
mais importantes no caso de ondulacbes na superficie sdo: comprimento de onda,
amplitude e carga. Ja a concentragdo de presséo e a area real de contato podem ser
previstos como fungao desses parametros.

Para analisar o contato dos corpos com rugosidades, é essencial
conhecer a natureza de suas superficies. Em particular, € necessario saber mais sobre
suas asperezas em forma de “picos”. Quando dois corpos rugosos sao colocados em
contato sob uma carga leve, ocorrera primeiro o contato em um pequeno numero de
pontos correspondendo as asperezas mais elevadas, deixando lacunas entre os
corpos como mostrado na Figura 4 (HILLS; NOWELL; SACKFIELD, 1993).
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Figura 4 - Contato entre duas superficies rugosas

Area de contalo «

Fonte: adaptado de Hills et al. (1993)

Investigagdes experimentais s&o dificeis de realizar, sendo muito frequente que
os parametros de contato somente possam ser estimados por medi¢gdes indiretas de
resisténcias térmicas ou elétricas, ou seja, limitadas a medigdes da area de contato
real sob condi¢cdes especiais. Além disso, a natureza estocastica do contato rugoso
torna dificil estimar a ruptura das asperezas. Portanto, métodos numéricos sao
essenciais para adquirir o maximo possivel de informacdes sobre o problema de
contato em questao e inferir conclusdes gerais (PAGGI, 2015).

Sendo assim, o0 método dos elementos finitos pode ser utilizado para modelar
problemas de contato com superficies rugosas. Lu e Liu (2014) elaboraram um
modelo, empregando o MEF, de previsdo de asperezas tridimensionais para
superficies rugosas utilizando fractais no processo de contato de deslizamento. Os
resultados forneceram informacdes sobre os efeitos da velocidade de deslizamento,
propriedades térmicas do material, carga normal e rugosidade da superficie na
elevagao da temperatura devido ao contato deslizante. O modelo foi desenvolvido e
descrito usando os recursos de contato entre uma superficie plana e uma superficie
rugosa com topografias variadas, sendo facilmente aplicado para resolver problemas
de contato deslizante com diferentes condi¢des de trabalho.

Amor, Belghith e Mezlini (2016) realizaram analises via MEF do contato elastico
e elastoplastico entre uma superficie plana rigida e uma superficie rugosa real levando
em consideragcdo a interagcao das asperezas. Nos resultados eles observaram a
importédncia de considerar a modelagem do contato rugoso, especialmente para
superficies com maiores rugosidades.

Outros pesquisadores que utilizaram o MEF em problemas de contato
rugosos foram Lee et al. (2016) para uma solugdo de condugao de calor através do

contato e assim obter uma expressao para o calor transferido entre os corpos em
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fungdo das suas asperezas. Foram desenvolvidas aproximagdes algébricas simples
para a troca de calor entre duas superficies rugosas durante o contato deslizante.

Younlong et al. (2018) estudaram os efeitos da rugosidade da superficie de
pista de rolamento em mancal de esferas. Eles desenvolveram um modelo dinamico
para rolamentos de esferas com o intuito de investigar o efeito da rugosidade da
superficie da pista no campo das tensdes, no qual o coeficiente de atrito entre a esfera
e a pista é avaliado considerando-se a rugosidade da superficie e 0 aumento da
temperatura devido ao deslizamento. Seus resultados mostraram que a rugosidade
da superficie das pistas pode causar grandes efeitos no movimento das esferas e no
desempenho da lubrificagdo em um rolamento de esferas de contato angular. Além
disso, juntamente com o efeito da rugosidade da superficie nas tensées no substrato,
um valor ideal das rugosidades das esferas e das pistas pode ser determinado.

Segundo Spinu e Cerlinca (2017), os gradientes elevados de tensdo que
surgem em contatos mecanicos irregulares ocorrem devido a interagdo no nivel das
asperezas € sao responsaveis pelos mecanismos de danos como fadiga por contato
de rolamento, desgaste ou propagacao de trincas. A abordagem deterministica desse
processo requer solugbes numéricas computacionalmente eficazes, capazes de lidar
com malhas muito finas que capturam as caracteristicas particulares da superficie de
contato investigada. Marmo et al. (2018) apresentam um procedimento geral para a
solugdo numérica do calculo das tensdes normais e tangenciais para problemas de
contato tridimensionais entre corpos nao-conformes e corpos rugosos de forma
arbitraria. O procedimento proposto € baseado na interpolacdo de solucbdes analiticas
conhecidas, relacionando os deslocamentos da superficie de um semiespaco elastico
sujeito a distribui¢des piramidais de tragdes superficiais normais e tangenciais. Por
sua vez, Xu e Jackson (2019) afirmam que, aplicando o método dos elementos de
contorno (MEC) no contato superficial rugoso, onde o dominio € considerado um
semiespaco elastico, para a condi¢do de deformacgéao plana, as equagdes integrais de
fronteira que surgem do MEC resultam na conhecida solu¢do de Flamant. Para o
problema de elasticidade tridimensional, se a tensdo normal for aplicada apenas na
fronteira, o MEC, de forma geral, oferece uma maneira alternativa de simular esses
cenarios de contato com uma maior acuracia quando o dominio ndo € um semiespago
elastico.

Paggi, Bemporad e Reinoso (2020) descrevem que métodos baseados na

discretizacdo explicita da rugosidade introduzem esquemas especiais para modelar



34

uma topologia aproximada da interface. Um método simples foi proposto por Hyun et
al., (2004) e por Pei et al. (2005), que investigaram o problema de contato normal sem
atrito entre uma superficie rugosa e um semiplano elastico ou elastoplastico,
respectivamente. Em suas abordagens, uma malha tridimensional para uma superficie
rugosa foi construida em duas etapas. Primeiro, foi considerada uma superficie plana
com ndés em cada ponto da malha quadrada. Foi utilizada uma técnica de refinamento
local para obter uma forte gradacdo de malha com elementos pequenos somente
préximos a superficie, de forma a reduzir o numero de elementos finitos e, portanto,
indiretamente o custo computacional da solugao das equagdes algébricas associadas
ao método. Na segunda etapa, todos os nds pertencentes a superficie foram
deslocados para criar a rugosidade desejada. Dependendo do sinal da fungdo de
separacao dos ndés que experimentam uma penetracdo sdo retidos no chamado
conjunto ativo.

Métodos de discretizacdao mais sofisticados disponiveis na literatura
exploram a suavidade das fungbes de interpolacdo baseadas em splines com alturas
escolhidas aleatoriamente para gerar asperezas da superficie, como feito em
Wriggers e Reinelt (2009). A introducdo de esquemas de interpolacdo por fungdes
suaves pode ser benéfica para modelar superficies onduladas, como feito por Wang
et al. (2019), que descrevem as asperezas utilizando o método de interpolagdo de

Hermite para garantir a continuidade e a suavidade da fungdo que a determina.

2.2 OTIMIZAGAO

A engenharia consiste em varias atividades bem estabelecidas, incluindo:
analise, projeto, fabricagdo, vendas, pesquisa e desenvolvimento de sistemas, entre
outras. O processo de projetar e desenvolver sistemas foi se ampliando e aprimorando
ao longo de séculos. No entanto, projetar e analisar todas as possibilidades pode ser
demorado e dispendioso. Dessa forma, muitos processos podem se beneficiar de uma
alocagao otimizada de recursos. Esses recursos podem incluir capital, equipamentos
e tarefas, e devem ser alocados na quantidade, no tempo e na sequéncia correta para
que seja obtido o melhor resultado possivel (ARORA, 2004).

A busca de uma solugao mais adequada dentre diversas solugdes alternativas

traz consigo os elementos de um problema de otimizagcdo: um critério de avaliagao
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das solucdes alternativas, o qual nos permite dizer que uma solugao € “melhor’ do
que a outra. Este critério de avaliagdo é chamado de “funcéo obijetivo”, na qual busca-
se otimizar, ou seja, maximizar ou minimizar. Por outro lado, as solu¢des alternativas
devem ser passiveis de execugao, indicando a presenca de restricdes que precisam
ser respeitadas.

Atualmente, por meio de programas computacionais, € possivel executar
calculos complexos e processar grandes quantidades de dados rapidamente. Os
processos de projetos de engenharia e otimizagdo se beneficiam enormemente dessa
revolugao tecnoldgica pois eles exigem um grande numero de calculos. Sistemas
melhores podem ser projetados analisando e otimizando varias opg¢des em pouco
tempo. Muitos métodos numéricos de otimizagao foram desenvolvidos e usados para
desenvolver sistemas mais eficientes.

Segundo Arora (2004), para formular um problema de otimizagao é necessario
seguir as seguintes etapas:

e Formulagdo do problema;

o Descricao dos objetivos e requisitos do projeto;

e Coleta dos dados;

¢ |dentificacao e definicdo das variaveis de projeto;

¢ |dentificagdo e equacionamento do critério a ser otimizado (esse critério
€ chamado de fungédo objetivo);

¢ |dentificacdo das restrigcdes.

Matematicamente um problema de otimizagdo pode ser escrito como:

min f (x) (8)
tal que:
hx)=0; j=1..p (9)
9 x)<0; i=1,.,m, (10)

onde f(x) € a fungdo objetivo e S é o conjunto factivel, ou seja, a regido onde os

projetos (pontos) satisfazem as restricées. As fungdes h;(x) = 0;j = 1,...,p s&@o as
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restricbes de igualdade e as fungdes g;(x) < 0;i=1,...,m séo as restricdes de
desigualdade.

A otimizacao é uma ferramenta importante na solugao de problemas de contato.
Spicka, Hyncik e Hajman (2014) tratam do contato aplicado a sistemas modelados por
multicorpos. O exemplo estudado € a modelagem do impacto entre um corpo e uma
estrutura. O artigo apresenta um algoritmo para calcular a distancia minima entre um
corpo e um plano usando uma abordagem analitica. E a otimizagdo numérica é
aplicada a um caso simples: uma bola quicando para avaliar os parametros de contato
de acordo com um sistema real otimizado.

Outra aplicagdo da otimizacdo em problemas de contato é apresentada por
Sofonea, Xiao e Courdec (2019a). Em seu artigo sédo fornecidos alguns resultados no
estudo de um problema de otimizagdo, comegando com um modelo simples que
descreve o problema de contato estatico com materiais elasticos, descrevendo o
equilibrio de um corpo elastico em contato unilateral. Em seguida introduz o problema
de otimizagdo para fornecer os resultados de existéncia, unicidade e convergéncia
das solugdes. Ainda Sofonea, Xiao e Courdec (2019b) estudam alguns problemas de
otimizagao relacionados a um modelo de contato o que descreve uma fundagéo rigido-
deformavel e leva em consideracao seus efeitos de memoéria do material.

Paggi, Bemporad e Reinoso (2020) também resolvem o problema de contato
definindo-o em termos de igualdades e desigualdades, decorrentes das restricoes de
contato unilateral e, dessa forma, o resolvem por algoritmos de otimizagdo como
Polonsky e Keer (1999). Estes apresentaram um método de solugdo numérica rapida
para problemas de contato aproximado, combinando a técnica de multi-somatério e

multi-soma com um esquema de iteracdo baseado no método do gradiente conjugado.

2.3 PROBLEMA DE COMPLEMENTARIDADE LINEAR (LCP)

O Problema de Complementaridade Linear (LCP, do termo em inglés Linear
Complementarity Problem), refere-se a um sistema de inequag¢des com uma rica teoria
matematica e uma variedade de algoritmos, o que o torna importante na programacgao
matematica. Recentemente, o LCP tem sido estudado n&o s6 devido as suas grandes
aplicagdes nas areas da economia, ciéncia e engenharia, mas também como meio de

resolucdo de problemas de otimizagdo. Nos Uultimos 20 anos, problemas
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elastoplasticos foram convertidos em LCP para encontrar sua solugéao e também
surgiu como uma solucado unificada para problemas de programagao quadratica e
programacéo linear. O LCP contém duas caracteristicas basicas que sdo centrais para
o estudo de problemas de programagao matematica e de equilibrio. A primeira é o
conceito de complementaridade: essa caracteristica € equivalente as condi¢coes
essenciais de equilibrio em problemas que o necessitam. A outra caracteristica € a
linearidade, sendo este um alicerce para o tratamento de problemas nao-lineares.
Ambas as caracteristicas, complementaridade e linearidade, fornecem os elementos
necessarios e fundamentais para a analise e compreensao da natureza complexa dos
problemas de programagdo matematica e de equilibrio (COTTLE; PANG; STONE,
1992; SUSHUN, 1995).

Pissarra (1997) apresenta a formulagdo de um LCP: dada uma matriz
M € M, ,,(R), espago das matrizes quadradas de elementos reais de ordem n um

vetor q € R™, deseja-se encontrar vetores w,z € R", tais que:

w=Mz+q (11)
z'w=0 (12)
z,w=>0 (13)

ou mostrar que tais vetores nao existem.

O vetor z que satisfaz as condigbes das Equacdes (11) e (12) € dito ser um
vetor factivel. Diz-se que o LCP (M, q),, € factivel se existir tal vetor z . O conjunto de
vetores factiveis do LCP (M, q),, € chamado de regiao factivel. Observando a Equagéo

(11), nota-se que um vetor z que satisfaz a condigéo (13) é factivel do LCP (M, q),, se,

e somente se, satisfaz a condicdo da Equagéo (12), isto é:

zzw; =0,Vi=1,.,n (14)
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As variaveis z; e w; s&o as componentes dos vetores z e w, respectivamente,
formam o chamado par de complementaridade e sdo ditas serem complementares
uma a outra.

O LCP é equivalente a minimizagao global restrita de uma fungdo ndo convexa.
Isso é inerentemente dificil porque o problema pode ter muitos minimos locais. No
entanto, como as restricbes definem um conjunto poliédrico §, sabe-se que se o
problema tiver uma solucao, ele devera ocorrer no vértice do conjunto S (PEDARLQOS;
ROSEN; 1988).

De acordo com Baruffaldi (2010), as condigdes expressas nas Equacgdes (11),
(12) e (13) ndo sado suficientes para garantir a existéncia ou a unicidade de uma
solucdo para o LCP (M, q),, porém Sushun (1994) conclui que para um LCP, se a

matriz M da Equacéo (11) do problema for positiva semi-definida, entdo sua solugéo

existe e se M é positiva definida, entdo a solugdo € unica.

Um exemplo da aplicacdo da formulacdo do problema de contato via LCP é
dado por Bemporad e Paggi (2015). Nessa pesquisa foram revisadas as equagdes
fundamentais para a solugdo do problema de contato normal unilateral sem atrito entre
uma superficie rigida rugosa e um semi-plano elastico linear usando o método dos
elementos de contorno. Em seguida, reformulou-se o problema de LCP com restrigoes

nao-negativas e comparou-se diferentes algoritmos de otimizacdo com a sua solugao.
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3. METODOLOGIA

O estudo em tela decorre da necessidade de calcular as pressdes de corpos
elasticos em contato, levando em consideragédo suas asperezas. A metodologia para
o desenvolvimento desta pesquisa consistiu inicialmente em estudar e realizar uma
revisdo bibliografica sobre problemas de contato elastico, contato em superficies
rugosas, método LCP e otimizagao.

Em seguida, com o problema formulado, foram realizadas implementacdes
computacionais na plataforma Matlab do método LCP em conjunto com técnicas de
otimizagdo aplicadas ao contato linear em dominio unidimensional entre superficies
lisas, e comparado com resultados disponiveis na literatura. Apos a aplicagédo ao
contato de dominio unidimensional? liso, a pesquisa foi estendida para o caso de
dominio unidimensional rugoso. Finalmente, as implementacées e estudos foram
estendidas para problemas de contato cujo dominio € bidimensional, aplicando

diferentes métodos para os casos de contato liso e de contato rugoso.

3.1 APLICACAO DO LCP AO PROBLEMA DE CONTATO

A abordagem aqui descrita baseia-se na formulagdo matematica do Problema
de Complementaridade Linear (LCP) decorrente do problema de contato normal
elastico, descrito em Zhao et al. (2014), o qual € baseado em trés premissas
simplificadoras. A primeira hipétese considera que a area de contato € muito pequena
em comparagao as dimensdes dos dois corpos que entram em contato. Na segunda
hipotese, os materiais dos corpos em contato sdo admitidos homogéneos, isotropicos
e com comportamento elastico-linear. E a Ultima premissa € que os efeitos inerciais
no movimento devem ser ignorados. Todas essas hipdteses descrevem um modelo
simplificado onde pode ser aplicada a abordagem do semiespaco elastico. Além disso,
mais duas condi¢gdes sdo necessarias: (i) ndo ha penetragédo entre os dois corpos e
assim a distancia entre as duas superficies € nula na area em contato, e positiva fora

dela; (i) a pressao é compressiva na area de contato e nula fora dela.

2 Neste texto e também por vezes na literatura, o contato unidimensional refere-se ao contato
linear, conforme apresentado na Segéo 2.1.
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Considere dois corpos lisos elasticos, isotropicos, nao-conformes com
curvaturas ndo-convexas em contato. Assumindo que o plano xy seja tangente as
superficies de ambos os corpos no ponto de inicial contato P (antes da aplicagdo de
carga), enquanto o eixo z é ortogonal a esse plano. Apos a aplicagdo de um
carregamento externo normal ao plano tangente de contato (dire¢do do eixo z), ambos
os corpos se deformam na vizinhanga de P onde as pressdes de contato sao
transmitidas entre corpos, como representado na Figura 5. No problema de contato
normal, as tensdes nos corpos na interface de contato sao perpendiculares a area de
contato. Essas tensdes nas superficies sdo geralmente denominadas pressdes de
contato. Note que a distancia entre as superficies é positiva fora da area de contato,

onde as pressdes de contato sao nulas.

Figura 5 - Contato ndo-conforme entre dois corpos elasticos

Fonte: adaptado de Wang e Chung (2013)

Para desenvolver o problema da atual pesquisa, considere que p(x,y)
representa a pressao na superficie na posi¢do (x,y) da regido S estudada, g(x,y) a
distancia normal entre os pontos das superficies antes de deformadas, u(x,y) o

deslocamento elastico normal no ponto (x,y) e definindo e(x,y) = u(x,y) + g(x,y)

a distancia normal entre os pontos das superficies apos a deformacao.
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Figura 6 — Indicagao do deslocamento #(x,y) em um ponto

Fonte: adaptado de Wang e Chung (2013)
Entdo, as condi¢des para o problema de contato normal sio:
e(x,y) =0, p(x,y)=0 (15)
para todos os pontos em contato, e:
e(x,y) >0, p(x,y) =0 (16)

para todos os pontos fora do contato.
Baseados nas solugdes classicas de Boussinesq e Cerruti, apresentadas por
Johnson (1985), e considerando o problema de contato normal tridimensional, Zhao

et al. (2014) afirmam que o deslocamento normal, na diregéo de z, de um ponto na

posigao (x,y) da superficie S, é dado por:
u(x,y)z”A(x,y,x',y')p(x',y')dx'dy' (17)
S

onde A(x,y,x’,y") representa a fungdo de influéncia do deslocamento normal na
posicdo (x,y) de S, devido a contribuicdo de uma pressé&o unitaria na posigédo (x', y")
da superficie. Para corpos homogéneos, isotropicos e elastico-lineares, a fungdo de

influéncia é dada por:
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2 1
7E |(x,)=(x\»)|

A(x,y,x'y") =

sendo £’ o médulo de elasticidade efetivo dos dois corpos, definido na Equacgao (50),
e || .|| denota a norma euclidiana.

A forga de contato total F (for¢ga normal) é calculada como:
F:IIp(x,y)dxdy (19)
S

Para realizar as simulagdes numéricas, é feita a discretizacdo do dominio da
regiao de contato. A partir dessa discretizagcdo do dominio obtem-se a matriz de
influéncia K, proveniente da fungcdo de influéncia e da integragao representada na
Equacéao (17). Detalhes sobre a obtencado de K para os casos de contato linear (em
dominio unidimensional) e contato pontual (em dominio bidimensional) estdo
apresentados nas Subsecdes 3.5.1 e 3.5.2 respectivamente.

No caso do contato linear, o dominio é considerado unidimensional, assim o
numero de nods € definido por N. Dessa discretizagdo, esquematizada na Figura 7,
surge o vetor x = (x4,x,, ..., Xy), de dimensdo N, que representa as coordenadas dos

pontos do dominio.

Figura 7- Dominio unidimensional discretizado

Fonte: adaptado de Duarte (2016)
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Dessa forma, os valores de pressdo, distancia entre as superficies,
deslocamento e a distancia apés o contato deformado em cada ponto séao

representados respectivamente pelos vetores:

p = (p(x1),p(x3), .., p(xy)) OU P = (P1, D2 Dn)
g=(9(x1),g(x3), ., g(xy)) ou g = (91,92, 9n)
W= (), U (), U (Ey)) OU U = (i, 2y, o, Uy)

e = (e(xq),e(x3),..,e(xy)) ou e = (e, €,,...,ey)

Ja para o caso do contato pontual, o dominio é bidimensional e 0 numero de nés

da discretizagéo € definido por N xM, conforme mostra a Figura 8.

Figura 8 - Dominio bidimensional discretizado

Fonte: adaptado de Stachowiak e Batchelor (1993)

Na presente pesquisa utilizou-se N = M, portanto, nas simulagdes numéricas
aqui apresentadas e considerado o} vetor
X = (Y1) o X Y1) e oo (X1, YNy o (XN, YN)) de dimensao NZ,

representando as coordenadas dos pontos do dominio. Assim, os valores de pressao,
distancia entre as superficies, deslocamento e a distancia apds o contato deformado

em cada ponto sao representados, respectivamente, pelos vetores:
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p=(@G&yLy), 0Oy Y1) s (X1, Y8, o P(XN, Yy))  OU
P = (P1, D2 -, Pys - PN2)
g=(g(xy,y1), -, gy, ¥1)s e, 91, YN, oo (X, Vi) OU
8 =(91,92 9y GN?)
u= (u(y,y), e, U(Xy, Y1)y oo u(X1, V), o, u(Xy, Yy )) OU
u = (U, Uy, e, Uy, -, Up2)
e = (e(x, V1), (X, V1) ewr €(X1, Y3y oo €(Xy, Yy))  OU

e =(e, ey, ...y, -, EN2)

A distancia ou separagao inicial (gap, em inglés) entre os pontos das superficies

dos corpos em contato (antes da aplicagdo do carreamento) é definida por:

g=901+gs (20)

onde 1 é o vetor unitario e g0 € a distancia do ponto de referéncia onde z =0 do Corpo
1, ponto minimo de sua superficie at¢é o Corpo 2. Para o caso do dominio
unidimensional discretizado, gs = (gs,, gs,, 9S3, -, gSy) € O vetor que representa
a distancia dos pontos do Corpo 1 até z=0, descrevendo a sua geometria assim g =

(g0+gs,, g0 + gs,, g0 + gs;,...., g0 + gsy) como exemplificado na Figura 9.

Figura 9 — Distancia inicial entre o Corpo 1 e o Corpo 2, dominio unidimensional

9%
.
G _ziO_,Bﬁ-f eéncia da Superficie do Corpo 1
Xy Xo X3 T X

[

go |
n
i Corpo 2
v Z P

Fonte: autoria propria
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No problema em questdo para o contato entre corpos lisos, o Corpo 1 esta
inicialmente “inserido” no Corpo 2, e é necessaria uma forca de contato, resultante
das pressbes atuantes, para colocar o sistema em equilibrio. Para fazer essa

representacéo deve-se considerar inicialmente g0 < 0, como ilustrado na Figura 10.

Figura 10 — Problema de contato liso, dominio unidimensional (condigao inicial)

llg
-~ I -
Pressao e SN I

Pressao

Corpo 2 Pressao
Referenma (z=0) da

superficie do Corpo 1

Forga de Contato (N)

Fonte: adaptado de Wang e Chung (2013)

De forma analoga ocorre no dominio bidimensional, onde o vetor que

descreve a distancia inicial entre os pontos das superficies dos corpos em contato é

de dimensdo N X N, tornando-se assim g = (g0+gs,, g0 + gs,, g0 + gs;, ....,
g0 + gsy, ., g0 + gsyz ).

Assim, sendo u = K p, para encontrar as pressées nos pontos da area de

contato calcula-se uma solugdo para o LCP das equagdes (11), (12) e (13), no que

resulta:

e=Kp+g (21)
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pe=0 (22)

p.e=>0 (23)

Segundo Zhao et al. (2014) devido as propriedades da elasticidade linear dos
corpos a matriz K é simétrica e positiva definida, portanto, de acordo com Shushun
(1994), o LCP das Equacgdes (21), (22) e (23) possui uma unica solugéo p.

Nota-se que o exigido na Equagao (22) tem origem nas condi¢des das Equacoes

(15) e (16) do problema de contato, e definindo a fungéo f(p) como:

f(p)=p’e (24)

segue-se que encontrar uma solugdo para o LCP representado nas Equagdes (21),

(22) e (23) esta associado a minimizagao da fungédo quadratica f(p), isto é:

min f(p) = min (pTe) (25)
P P
tal que:
e>0 (26)
p=0 (27)

como e = Kp + g, equivale a resolver:

mgn (p"(Kp + ) (28)
tal que:

Kp+g=>0 (29)

p=0 (30)

Reescrevendo:
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min (r"(Kp + g)) (31)
tal que: —-Kp<g (32)
p=0 (33)

Entdo, o LCP apresentado nas Equagdes (31), (32) e (33) consiste em otimizar

a funcdo quadratica:

fP)=p"(Kp) +p’g (34)

3.2 TRATAMENTO DA RUGOSIDADE NO LCP

O interesse da presente pesquisa € analisar o problema de contato para
superficie com rugosidade, como exemplificado nas Figuras 11 e 12:

Figura 11 - Dominio unidimensional rugoso

FJ

Fonte: adaptado de Duarte (2016)
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Figura 12 - Dominio bidimensional rugoso

Fonte: adaptado de Stachowiak e Batchelor (1993)

Para modelar a rugosidade da superficie, é considerada uma fungédo r

que depende dos pontos do dominio e descreve a altura das rugosidades.
Conforme visto anteriormente, a distancia inicial entre os corpos € definida pela

variavel g e, portanto, para o caso em que a rugosidade esta presente, esta é descrita

como.

g=9g01+gs+r (35)

Neste caso g0 é tomado do plano de referéncia da Corpo 1 (z = 0).

Analogamente como no problema de contato liso, a forga atuante ndo é fornecida,

esta é calculada, entdo a condigdo inicial para o problema de contato rugoso é

ilustrada na Figura 13.
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Figura 13 - Problema de contato rugoso (condigao inicial)

Corpo 1 (rugoso)

——f -

/ V7
// Iy [

z (+) (rugosidade) Superficie de
o " referéncia do
Corpo1(Z =0)

Fonte: autoria propria

Acrescentando a funcdo que descreve a rugosidade, o LCP pode ser escrito

como:
min f(p) = min [p"(Kp + (g0 1 +gs — )] (36)
tal que: —Kp<(g01+gs—r) (37)
p=0 (38)

Observe que a formulacido do LCP fica inalterada pois as modificagdes ocorrem

somente na fungdo g.

3.3 ALGORITMOS UTILIZADOS E IMPLEMENTADOS

No presente trabalho, para a solugdo do LCP, que também foi escrito em forma
de problema de minimizacéo, foram utilizados o método de Lemke, o pacote Gurobi
Optimizer, programacao quadratica e a sua transformacao e resolugdo por meio de

um método de minimos quadrados nao-negativos. O coédigo do método de Lemke
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escrito por Almqvist (2022) é denominado LCPSolve, o que utiliza o pacote Gurobi &
chamado aqui de LCPGurobi, o método que aplica a programacao quadratica chama-
se LCPQuad, e LCPMin aquele que utiliza solugdo via minimos quadrados nao-
negativos. Ja que os testes de contato bidimensionais demandam muito tempo, como
uma tentativa de agilizar a solucéo foi realizada uma modificagdo no cédigo LCPSolve:
foram feitas simulagdes variando a magnitude da variavel auxiliar para inicio do
pivotamento do método de Lemke, até obter alguma melhoria. Este codigo modificado
€ denominado LCPSolve_MQC.

Segundo Ferreira (2016), originalmente criado para resolver problemas de
complementaridade linear, o0 método de Lemke guarda muita semelhanga com o
método de programacao linear Simplex, principalmente no uso de pivotamentos e
teste da razdo para determinar variaveis que saem da base. O método de pivotamento
foi um dos primeiros algoritmos desenvolvidos para este tipo de problema,
originalmente introduzido por Lemke (1965). Esse método seleciona variaveis por
meio de uma regra de complementaridade e pode ser visto como um precursor dessa
classe de algoritmos. Esses algoritmos geralmente apresentam excelente
desempenho quando a matriz de influéncia é simétrica positiva definida.

Quanto ao pacote Gurobi Optimizer, Takigawa, Mantelli e Muraro (2014)
afirmam que é uma ferramenta computacional consolidada pela industria devido ao
seu desempenho em programacéo linear, quadratica e mista. De acordo com GUROBI
(2022), resolve os principais tipos de problemas de otimizagao: programacgao linear,
programacao linear inteira mista, programagao quadratica (convexa e nado convexa),
programacgao quadratica inteira e mista (convexa e ndo convexa), programag¢ao com
restricdo quadratica inteira e mista (convexa e nado convexa), de uma maneira
eficiente. Além da velocidade, o pacote Gurobi traz consigo a facilidade de
comunicagao com plataformas de desenvolvimento de softwares e linguagens, dentre
elas o Matlab, que é a linguagem utilizada nesta pesquisa. Ndo ha o conhecimento do
Gurobi Optimizer ter sido utilizado para a solugdo do problema de contato mecanico,
estudado na presente tese.

Powell (1985) explica que o problema de programacao quadratica consiste em
encontrar o minimo de uma funcdo quadratica com restricbes lineares, que

matematicamente pode ser expresso por:
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min (Gx"Hx + £7x) (39)
tal que
Dx<b (40)
Aeq X =D, (41)
L<x<u,, (42)

onde x € o vetor das variaveis a serem determinadas (variaveis de projeto), que no
problema em questdo é o vetor de pressodes p; H, D e Aeq S&0 matrizes associadas
ao problema de otimizagao, sendo que para o contato normal elastico a Equacgao (41)
nao € utilizada pois nao ha restricdes de igualdade, e as matrizes H e D equivalem a
H=2KeD=-K;feb séo vetores taisque f = b= g; I, e u, sdo vetores com
as restricdes do tipo “caixa”, ou seja, representam os limites inferior e superior das
variaveis de projeto, sendo que no presente caso € utilizada apenas a restrigao inferior
l, = 0, pois a varidvel de interesse (pressdo) é sempre nao-negativa. A solucdo
retorna um vetor X que minimiza a Equacgéao (39), e o valor da fungdo minimizada em
X € 0 otimo sujeito a restricdes de igualdade e de desigualdade descritas pelas
Equacdes (40), (41) e (42). O algoritmo do ponto interior é utilizado aqui para
solucionar o problema via programagao quadratica. Detalhes sobre esse algoritmo
podem ser encontrados em Byrd, Hribar e Nocedal (1999) e Nocedal e Wright (2006).

Conforme descrito a seguir e similar ao apresentado por Bemporad e Paggi

(2015), o problema de programagao quadratica, sob as condi¢gdes de contato elastico,

equivale a um problema de minimos quadrados nado-negativos. Eles afirmam que se
a matriz H da Equacdo (39) admite uma fatoragcdo de Cholesky H = C”C, entdo
resolvé-la equivale a encontrar a solugdo do problema de minimos quadrados nao-

negativos dado por:
min = [Ic x— C"gll3 (43)
X

x>0 (44)
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Sendo assim, como deseja-se minimizar a fungéo f(p) dada pela Equacéo
(34), tem-se:

min f (p) = min ((P"Kp) +p"8) (45)

Como a matriz de influéncia K é simétrica e positiva definida, logo admite uma

fatoracado de Cholesky dada por:
K=C'C (46)

Desse modo, minimizar f(p) = 0 implica encontrar p que minimiza a distancia entre

os vetores Cp e C"g , o que pode ser representado pelo seguinte problema de

minimos quadrados nao-negativos:

.1 _
mll)n . Icp —Cc"gll3 (47)
p=0 (48)
onde |l.ll, representa a norma euclidiana de um vetor.

Lawson e Hanson (1977), no capitulo 23, descrevem o algoritmo aqui

empregado para resolver o problema de minimos quadrados ndo-negativos.

3.4 DADOS DE ENTRADA E SAIDA DAS SIMULACOES

Para a execucdo das simulacbes e obtencdo dos resultados do LCP para o
problema de contato, sdo necessarias algumas caracteristicas dos corpos, informadas
a sequir:

e Raio de curvatura do corpo superior (R;), se o problema for

bidimensional sdo necessarios os raios de curvaturas nas diregcdes x
(Rlx) ey (Rly);
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Raio de curvatura do corpo inferior (R,), se o problema for bidimensional
s80 necessarios os raios de curvaturas nas direcoes x (R,,) ey (Ry,);
Moédulo de elasticidade (E;) e coeficiente de Poisson (v;) do corpo
superior;

Médulo de elasticidade (E,) e coeficiente de Poisson (v,) do corpo
inferior;

Intervalo no eixo x (ix ) (para os casos uni e bidimensional);

Intervalo no eixo y (7)) (para o caso bidimensional);

Numero de parti¢ées do intervalo nas diregdes de x e y, ou seja, a malha

ficara com N x N nés no total, para o caso bidimensional, e tera N nés

para o caso unidimensional;
Rugosidade da superficie do Corpo 1 (corpo superior);

Separacao inicial a partir de z = 0 do Corpo 1 (g0).

Com os dados iniciais € realizado o pré-processamento onde sio calculados:

O raio de curvatura reduzido (R), o qual depende de R, e R,:

;S E— (49)

no caso bidimensional sdo calculados os raios de curvaturas reduzidos

nas diregdes x e y denotando-os por R, e Ry, respectivamente.

O médulo de elasticidade efetivo (E’), o qual € uma combinagao dos
modulos de elasticidade e coeficientes de Poisson dos dois corpos,

que pode ser também escrito em fungcdo do mddulo de elasticidade

combinado E* definido na Equacgao (1):

1-vi) (1-v]
- + - <
E] E2
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A discretizagao do(s) intervalo(s).
Construgdo da matriz, ou tensor no caso bidimensional, de influéncia K,

o qual varia de acordo com as caracteristicas dos materiais pois utiliza
o moédulo de elasticidade efetivo para sua construcdo, e depende do
dominio da regido de contato. Lembrando que os materiais sao

considerados linearmente elasticos, entdo K é simétrica.
E calculada a separacéo inicial total (g) em cada ponto da malha a partir

da distancia inicial para z= 0 dado (g0) e do formato ( gs ) do Corpo 1.

Para o caso onde o contato € rugoso, sdo consideradas as alturas dos

picos de rugosidade (r),istoé g = g0 1+ gs +r.

Foram realizados testes com rugosidades virtuais, geradas por funcbes

analiticas, e com rugosidades medidas experimentalmente. Detalhes sobre as

rugosidades utilizadas nos testes sdo apresentados juntamente com os respectivos

resultados, no Capitulo 4.

No problema de contato bidimensional o tensor de influéncia K é de dimensao

NxNxNxN,e gé uma matiz N x N . Entdo, para aplicar os métodos de

resolugdo do LCP conforme formulacbes apresentadas na Secao 3.3, € necessario

realizar um redimensionamento de modo que K seja uma matriz de dimenséo

N?>xN?, e g se torne um vetor de dimensdo N’ x1. Apds a resolugéo do LCP, ja

com o vetor pressdo (p) calculado, é realizado o pos-processamento onde s&o

apresentados:

A pressdo maxima ocorrida no contato;

A forga normal total do contato;

A posicgao final em cada ponto da malha;

Grafico da posicao final do Corpo 1em relagdo ao Corpo 2 apds o
contato;

Grafico da distribuicdo das pressdes de contato.
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3.5 MONTAGEM DA MATRIZ DE INFLUENCIA
3.5.1 Contato em Dominio Unidimensional

No contato linear apresentado por Wang e Zhu (2020), considerando

semiespacos elasticos, o deslocamento normal em um ponto x, induzido pela pressao

distribuida p(x) na superficie dos corpos, € dado por:

Xp

u(x) =;—;jln‘x—x'

xa

p(x"dx'

(51)
sendo E° o modulo de elasticidade efetivo, dado pela Equacao (50), e [xa,xb] o}

intervalo estudado, no qual atua a pressao.

Considerando uma malha de tamanho uniforme /4, com (n-1) divisbGes e,
portanto, n pontos, e aproximando o perfil de pressao por uma fungdo constante por
partes com valor:

h h

pj =p(x;) em x'e |:x4,- —E,X‘,- + 5:| o deslocamento normal no ponto

X, =X, +(i—1)h, sendo ¥, =X, e X =x +(n—-1)h=x,, pode ser escrito como:

Jj=n
4
“(xi)z—ﬂE,zD,-jpj (52)
j=1

sendo os coeficientes D; dados por:

Dy = J‘ ln|xl-—x‘|dx' , (53)

N >
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os quais geram uma matriz D e podem ser calculados analiticamente, sendo
dependentes do valor de ‘xl. —x" na integral, ou seja, dependem das distancias entre

0s n6s do dominio.

Sabendo que Iln(x)dx:x(lnx—l) , 0 resultado da Equagéo (53) fica:

Assim, a matriz de influéncia K, apresentada na formulagao do LCP de contato

(Secéao 3.1), pode ser escrita como:

—4
K=—2D, (55)
wE

sendo cada elemento da matriz dado por:

K o4

lj_7z_Er ij - (56)

Como as pressdes nos pontos X; do intervalo discretizado s&o representadas pelo

vetor:
p=(pp0 - :

os deslocamentos normais u(x,.) no contato linear sdo dados por:



57

(58)

3.5.2 Contato em Dominio Bidimensional

Segundo Wang e Zhu (2020), no contato elastico pontual, considerando

semiespacos elasticos, o deslocamento é dado por:

__2 PUY) 59
“x) ”E-U [ °Y

onde S é a regido de contato estudada e H(x,y) — (x, y')H = \/(x—x')z —(y—y')2

, representa a distancia euclidiana do ponto (x,y) até o ponto (x',y').

A integral dupla da Equacéao (59) é discretizada de forma similar a integral do
deslocamento do contato linear, e a pressdo nos pontos de seu dominio € aproximada

por uma fungdo constante por partes:

pklz{(x,J/)ERz|xk—§£xﬁxk+g Ayl—gﬁyﬁyﬁg} (60)

Considerando um dominio limitado pelos intervalos [xl;xm] no eixo das

abscissas e [y1 ; yn] no eixo das ordenadas, a forma discretizada da Equacéo (59)

pode ser expressa por:

onde:
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y A h 2 i 2
yl_yj_g + yz_y/'_g T Xk x’+§
_ h hY N
h (yl_yj_z +\/ YimVi™5 + YT T S
+(xk—xi—§jln = = |+
J’I_J""‘ﬁ + J’l_y""ﬁ + 'xk—xl_ﬁ
i 72 72 2)
2 2_
I LR
+(y,—yj+—Jln - = |+
xk_xi_ﬁ + yz_y'"'ﬁ + xk_xz_ﬁ
2 72 2)
_ h hY N
h Xe ™ iT 5 +\/ yl_yj_i + xk_xz_i 62)
+(y, yj—zjln - -
h h h
xk—xl.+§ + Vi=Yi—y + xk—xi+5
Dessa forma, o deslocamento no ponto (xk,yl) € dado por:
_ 2 3"y pH 63
u(x,3;)= z i Pij (63)

2
Tomando Kf:?D;‘.I entdo, o deslocamento no ponto (X, ; ,) da malha
T

também pode ser expresso por:

n

u(x. )= > Ki' py. (64)

i=1 j=l
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4. RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste capitulo sdo apresentados os resultados das simulagdes numéricas,
aplicando-se os diferentes métodos de resolugdo do LCP, a saber: método de Lemke
(LCPSolve e LCPSolve_MQC), programacdo quadratica (LCPQuad), minimos
quadrados nao-negativos (LCPMin) e pacote Gurobi (LCPGurobi). Inicia-se com
problemas onde a regiao de contato é representada por um dominio unidimensional,
primeiramente liso e depois rugoso, sendo a rugosidade representada por uma fungéo
matematica analitica. Em seguida, expande-se para o contato em dominio
bidimensional liso e depois rugoso. Apds essas analises com as superficies virtuais?,
sdo realizadas avaliagbes de contato em superficies com rugosidades reais,
estudando tanto o contato unidimensional quanto o contato bidimensional.

Para comparar o desempenho dos métodos em termos de velocidade
computacional para encontrar a solugcdo, foi utiizado um computador com um
processador AMD Ryzen 5 2600X e memodria RAM de 64 GB.

4.1 CONTATO EM DOMINIO UNIDIMENSIONAL

Nesta secdo sao apresentados os resultados de testes numéricos
considerando dominio unidimensional. Inicialmente sdo analisados dois problemas de
contato entre corpos lisos, em seguida € analisado um problema de contato com
superficie rugosa virtual.

Os problemas desta secdo foram resolvidos com cinco discretizagdes
diferentes: 64, 128, 256, 512 e 1024 pontos. Na exposi¢cao dos resultados dos diversos
testes, o tempo computacional dispendido ndo € apresentado pois a solugdo com a
maior discretizagdo é encontrada em menos de 7 s. Além disso, devido aos tempos
serem baixos, ndo foram observadas grandes variacdes ao se empregar os diferentes

métodos de solugdo do LCP quando utilizadas malhas de mesmo tamanho. O

3 O termo “virtual” aqui empregado é utilizado no sentido de que as superficies correspondentes
nao sado obtidas de dados experimentais, englobando entdo aquelas sem rugosidade (lisas) e
aquelas com rugosidade (ondulagdo) gerada através de equagdo matematica.
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desempenho dos algoritmos em relacdo ao tempo computacional € analisado nos
problemas em dominio bidimensional (Secao 4.2).

Também, visando concisdo, ndo sao apresentados os resultados dos métodos
LCPMin e LCPSolve_ MQC. Esses métodos sao derivados dos métodos LCPQuad e
LCPSolve, respectivamente, e, nos testes desta secao, os resultados obtidos foram

equivalentes aos seus métodos base.
4.1.1 Contato em Dominio Unidimensional entre Superficies Lisas

O problema de contato em dominio unidimensional, também denominado de
contato linear (conforme visto na Seg¢ao 2.1), pode ocorrer de duas formas: entre dois
cilindros ou entre plano e cilindro. Na sequéncia, como etapa de validacdo dos

codigos, é solucionado um problema de cada um desses casos.
4.1.1.1 Contato entre Dois Cilindros

Dados de entrada:
e Raios de curvaturas: R; = 20 mm; R, = 20 mm;
e Moddulos de elasticidade: E; = E, = 210 x 10® MPa;
e Coeficientes de Poisson: v; = v, = 0,3;
e Dominio: x = [—1; 1] mm;

e Separacao inicial da superficie de referéncia: g0 = —0,01 mm

A Tabela 1 sumariza os resultados encontrados com os diferentes métodos de
solugdo do LCP e diferentes discretizagdes, e apresenta também, para efeitos de
comparagao, os resultados obtidos via solugao analitica, disponivel em Johnson
(1985). Pode-se observar que, para uma mesma discretizagao, os trés métodos obtém
praticamente os mesmos valores de forca, pressdo maxima e regido de contato. E
também notorio que, a medida que o numero de ndés aumenta, os valores numéricos
da semi-largura de contato e da pressdo maxima convergem para 0s respectivos
valores analiticos, apesar de ocorrerem leves variagdes ao refinar a malha nos trés

métodos.



Tabela 1 - Resultados para o caso de contato entre dois cilindros lisos (dominio

unidimensional)
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- Semi- Semi-largura | Presséao
Método N Fcc::r?taaf: zz;i?:‘: Iagg:::tge de contato maxima
(N/mm) | (MPa) (mm) (mm) (MPa)
(numérico) (analitico) (analitico)
64 741,7 1648,0 0,3015
128 741,3 1649,7 0,2913
LCPSolve 586 | 7413 | 1650,0 0,2940
512 741,3 1650,1 0,2876
1024 741,3 1650,1 0,2864
64 741,7 1648,0 0,3015
128 741,3 1649,7 0,2913
LCPQuad 256 7413 16500 0.2940 0,2860 1650,1
512 741,3 1650,1 0,2876
1024 741,3 1650,1 0,2864
64 741,7 1648,0 0,3015
_ 128 741,3 1649,7 0,2914
LCPGurobl 06 | 7415 | 1650,0 0,2941
512 741,3 1650,1 0,2876
1024 741,3 1650,1 0,2860

Fonte: autoria prépria

As Figuras 14, 15 e 16 apresentam, para cada um dos métodos (LCPSolve,

LCPQuad e LCPGurobi) e para a discretizagdo com 128 nds, curvas de distribuigao

de pressao e de distancias entre as superficies dos corpos antes e apds o contato
entre eles. Nos graficos dessas figuras, o eixo horizontal representa o dominio x
normalizado pela metade do comprimento do contato Hertiziano (b). A presséo (p;) €

normalizada pelo seu valor maximo e esta representada pela linha preta. A linha

vermelha representa a distdncia normal entre as superficies apdés a deformacéao

2
(distancia final e;), normalizada por b /R , onde R é o raio de curvatura reduzido,

definido na Equacgdo (49). Também €& apresentada, para melhor entendimento do

problema, a diferenca entre a separagao inicial e a separagao inicial no ponto de

2
referéncia do Corpo 1 (isto é, g; — g, ), também normalizada por b /R'
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E possivel observar que os graficos de pressdo calculada pelos trés métodos
sao muito semelhantes: fungao continua crescente a partir de x = -1, atinge o ponto
de pressao maxima em x = 0 e decresce em x = 1. Entre -1 e 1 a curva apresenta
comportamento suave, como era o esperado. A Tabela 1 permite confirmar a
semelhanca entre os resultados pelos trés métodos com diferentes discretizacdes do

dominio.

Figura 14 — Diferenga do g inicial, distidncia final apos a deformacéao entre os Corpos1e 2, e

pressdo para contato entre dois cilindros (valores normalizados). Solugado com LCPSolve

(N = 128)
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Fonte: autoria prépria

Figura 15 — Diferenga do g inicial, distancia final apds a deformacédo entre os Corpos1e 2, e

pressao para contato entre dois cilindros (valores normalizados). Solugdo com LCPQuad

(N = 128)
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Fonte: autoria prépria
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Figura 16 — Diferenga do g inicial, distidncia final apés a deformacéao entre os Corpos1e 2, e

pressao para contato entre dois cilindros (valores normalizados). Solugao com LCPGurobi

(N = 128)
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Fonte: autoria prépria

Nas Figuras 17 e 18 s&o mostradas as distribuicbes de pressdo (sem
normalizagdo) obtidas com discretizagdes de 64 e 1024 nds, respectivamente. Pode-
se verificar que, para este caso, os valores de pressdo e da regido de contato séo
bem representados com uma discretizacdo ndao muito refinada. Apenas se observa
que com um numero maior de pontos a curva de pressao € mais suave. Os graficos
dessas figuras foram gerados a partir dos resultados obtidos com o método LCPSolve,

0s quais sao praticamente idénticos aos obtidos pelos outros métodos aqui estudados.

Figura 17 - Distribuicao de pressio com N = 64
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Fonte: autoria prépria
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Figura 18 - Distribuicdo de pressao com N = 1024
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Fonte: autoria prépria

4.1.1.2 Contato entre Cilindro e Plano

Este teste foi realizado para verificar se 0 comportamento observado no
caso anterior ocorre também no contato unidimensional entre cilindro e plano. Para
tanto, o raio de curvatura do Corpo 2 foi considerado 50 vezes superior ao raio do
Corpo 1.

Os seguintes dados de entrada foram utilizados:
e Raiosde curvaturas: R, =20 mm ; R, = 1000 mm ;
e Moddulos de elasticidade: E; = E, = 210 x 10® MPa;
e Coeficientes de Poisson: v; = v, = 0,3;
e Dominio: x = [—1; 1] mm;

e Separacao inicial da superficie de referéncia: g0 = —0,01 mm

Assim como no teste anterior, os trés métodos obtém praticamente os mesmos
valores de forga, pressdo maxima e regido de contato utilizando o mesmo numero de
nos, conforme pode ser observado na Tabela 2. Comparando os valores de pressao
maxima numéricos e analitico, a diferenca maxima foi menor que 0,5%, independente

da discretizacdo. Ja o raio da regido de contato apresenta uma diferenca de
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aproximadamente 4% para a discretizacdo com 64 nds, e diminui para menos de 0,3%

para 1024 noés.

Tabela 2- Resultados para o caso de contato entre cilindro e plano lisos (dominio

unidimensional)

Forcade | Pressao Semi-(::rgura Iarz:aj:'r: de ;2;::
Metodo N ((:;2:::5’ Tlel)gran)a contat? gmm) cc(;rr:]ﬁ\l;o (MPa)
(numérico) | (analitico) | (analitico)

64 901,9 1298,8 0,4603
128 901,6 1299,4 0,4488
LCPSolve 286 | o015 | 12995 0,4431
512 901,5 1299,5 0,4442
1024 901,5 1299,5 0,4428
64 901,9 1298,8 0,4603
128 901,6 1299,4 0,4488

LCPQuad 256 9015 12995 04431 0,4417 1295,5
512 901,5 1299,5 0,4444
1024 901,5 1299,5 0,4428
64 901,9 1298,8 0,4603
_ 128 901,6 1299,4 0,4488
LCPGurobl 06 | 9015 | 12995 0,4431
512 901,5 1299,5 0,4442
1024 901,5 1299,5 0,4428

Fonte: autoria prépria

Analogamente ao caso anterior, as Figuras 19, 20 e 21 apresentam, para cada

um dos métodos e para a discretizacdo com 128 nds, curvas normalizadas de

distribuicdo de pressao e de distancia antes e apés o contato entre corpos. E possivel

observar que os graficos das distribuicbes de pressdes obtidas pelos trés métodos

sdo muito semelhantes também: fungdo continua crescente a partir de x = -1, atinge

o0 ponto de pressdo maxima em x = 0 e decresce em x = 1. Entre -1 e 1 a curva

apresenta comportamento suave.
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Figura 19 - Diferencga do g inicial, distancia final apos a deformag¢ao entre os Corpos 1e 2, e

pressao para contato entre cilindro e plano (valores normalizados). Solugao com LCPSolve

[-]

(N = 128)

—dif. ginicial
—dist. final
——pressao

X[-]

Fonte: autoria prépria

Figura 20 — Diferenga do g inicial, distdncia final apés a deformacao entre os Corpos1e 2, e

pressao para contato entre cilindro e plano (valores normalizados). Solugao com LCPQuad

(N = 128)

—dif. ginicial
—dist. final
——pressao

X [-]

Fonte: autoria prépria
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Figura 21 — Diferenga do g inicial, distancia final apds a deformacdo entre os Corpos1e 2, e

pressao para contato entre cilindro e plano (valores normalizados). Solugdo com LCPGurobi

(N = 128)
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Fonte: autoria prépria

Nas Figuras 22 e 23 sdo mostradas as distribuicbes de pressdo (sem
normalizagao) com discretizagbes de 64 e 1024 nds, respectivamente. Analisando os
dois graficos, percebe-se, como esperado, que com uma discretizacédo de 1024 nés

(Figura 23), a curva é mais suave, principalmente nas regides de crescimento e
decrescimento.

Figura 22 - Distribuicdo de pressao com N = 64
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Fonte: autoria prépria
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Figura 23 - Distribuicdo de pressao com N = 1024
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Fonte: autoria prépria

4 1.2 Contato em Dominio Unidimensional com Perfil Ondulado Virtual

Ap0s os resultados entre os trés métodos de resolver o LCP terem se mostrado

semelhantes para o caso liso em dominio unidimensional, os métodos foram testados

em situagdes de contato com perfil ondulado virtual. Os dados iniciais utilizados foram

de duas pecas de mesmo material e raios de curvaturas mais proximos do que ocorre

em casos reais de engenharia, sendo descritos abaixo:

Raios de curvaturas: R; = 20 mm; R, = 50 mm;
Mdédulos de elasticidade: E; = E, = 210 x 10° MPa;
Coeficientes de Poisson: v; = v, = 0,3;

Dominio: x = [—1; 1] mm;

Separacao inicial da superficie de referéncia: g0 = —0,01 mm

A fungao utilizada para modelar a ondulagao possui formato sinusoidal, sendo

dada por:

r(x) = (0,001)cos(50x), [mm] (65)

cuja representacao grafica esta ilustrada na Figura 24. Ja a Figura 25 apresenta a

separacao inicial do Corpo 1, com as ondulagdes.



69

Figura 24 - Perfil da fungao que representa a ondulagido para problema de contato em dominio

unidimensional
<107
T T T TIIT I
1 e
VT T
| | I L] |
| ‘Hl ||‘ | | H‘ \
— || NAREER L] |
E 00T
| I ]
|| |\|H IRIRIRIRIEE RN
[ | L] || [ | \\| ||
CE Yt
(1 O O
-1 '\‘\1'1\“\"4 PP PPy |
-1 -0.5 0 0.5 1

X [mm]

Fonte: autoria prépria

Figura 25 - Geometria do Corpo 1 para o caso de contato com ondulagao unidimensional

X [mm]

Fonte: autoria prépria

Apods acrescentar a fungdo da ondulagao exposta na Equacéao (65) foi feita a
resolugdo do LCP aplicando o método de Lemke (LCPSolve), o cddigo Gurobi
(LCPGurobi) e o método de resolugéo via programagao quadratica (LCPQuad). Os

resultados obtidos estdo sumarizados na Tabela 3. Este problema ndo possui solugao
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analitica e, dessa forma, ndo ha uma solucdo de referéncia para comparagao dos
resultados como feito nos casos de contato liso.

Para melhor verificar o efeito da discretizagdo do dominio, analises graficas dos
resultados com duas discretizagdo distintas (64 e 1024 nds) foram realizadas. As
Figuras 26, 27 e 28 apresentam, para cada um dos métodos (LCPSolve, LCPQuad e
LCPGurobi, respectivamente) e para a discretizagdao com 64 nds, curvas normalizadas
de distribuicdo de pressdo e de distancia antes e apds o contato entre corpos. A
presséao foi normalizada em relagcéo ao valor da maxima da presséo Hertziana (isto €,
valor correspondente ao caso liso) e as distancias sdo normalizadas pela metade do
comprimento do contato Hertziano. Ja as Figuras 29, 30 e 31 apresentam essas

curvas para discretizagdo com 1024 nos.

Tabela 3 - Resultados para o caso de contato com um perfil ondulado (dominio

unidimensional)

Forca de Pressio maxima Semi-largura de
Método N contato contato (mm)
(N/mm) (MPa) (numérico)
64 856,7 2939 0,3650
128 852,6 3854 0,3385
LCPSolve ™56 851,2 3991 0,3411
512 851,2 4027 0,3346
1024 851,1 4036 0,3333
64 856,7 2939 0,3650
128 852,6 3854 0,3385
LCPQuad 508 851,2 3991 0,3411
512 851,2 4027 0,3346
1024 851,1 4036 0,3333
64 856,7 2939 0,3650
_ 128 850,6 3854 0,3385
LCPGurobi 506 851,2 3991 0,3411
512 851,2 4027 0,3346
1024 851,1 4036 0,3333

Fonte: autoria prépria
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Os resultados das trés aplicacbes se mostraram semelhantes e, portanto,
satisfatérias. Em seguida foram feitas as analises graficas dos trés métodos variando

o nimero de nds, sendo o primeiro grupo de graficos com N = 64 e o segundo grupo
N =1024, como mostrado a seguir. A pressdo foi normalizada em relagdo a maxima

pressao Hertziana (isto €, valor da maxima pressao correspondente ao caso liso).

Figura 26 — Diferenga do g inicial, distdncia final apés a deformacao entre os Corpos1e 2, e

pressdo normalizados com N = 64 utilizando o LCPSolve
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Fonte: autoria prépria

Figura 27 — Diferenca do g inicial, distancia final apos a deformac¢ao entre os Corpos1e 2, e

pressiao normalizados com N = 64 utilizando o LCPQuad
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Fonte: autoria prépria
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Figura 28 - Diferencga do g inicial, distancia final apos a deformacgao entre os Corpos1e 2, e

pressdao normalizados com N = 64 utilizando o LCPGurobi
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Fonte: autoria propria

Figura 29 - Diferencga do g inicial, distancia final apos a deformacgao entre os Corpos1e 2, e

pressao normalizados com N = 1024 utilizando o LCPSolve
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73

Figura 30 - Diferenga do g inicial, distancia final apos a deformacao entre os Corpos1e 2, e

pressdo normalizados com N = 1024 utilizando o LCPQuad
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Fonte: autoria prépria

Figura 31 - Diferencga do g inicial, distancia final apés a deformacgao entre os Corpos1e 2, e

pressdao normalizados com N = 1024 utilizando o LCPGurobi
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Fonte: autoria prépria

Pela analise da Tabela 3, observa-se que os resultados obtidos com os
diferentes métodos, para uma mesma discretizagcdo, se mostraram semelhantes: para
a menor discretizagao (64 nos) a forga total foi de aproximadamente 857 N/mm e a

pressdo maxima de 2,9 GPa; e para a maior discretizagdo (1024 nés) a forga foi de
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aproximadamente 851,1 N/mm e a pressao maxima de 4 GPa. Observa-se, portanto,
que o valor estimado da pressdo maxima aumenta com o numero de nods, justificado
pela maior acuracia na representacdo da ondulacdo a medida que se melhora a
discretizacdo, o que provoca uma diminuicdo da area real de contato da aspereza e,
consequentemente, um aumento da presséao local.

Analisando as Figuras 26 a 31, para todos os métodos as curvas de pressao
normalizada iniciam o crescimento em x = -1, tendem ao valor maximo proximo de
x = 0, e descressem até x = -1. Nos graficos das Figuras 26, 27 e 28, obtidos com
discretizacdo com 64 nds, as curvas ndo sdo suaves, € o0 valor da pressao maxima,
como ja observado anteriormente, € menor do que aquele obtido com malha mais
refinadas. Como esperado, as curvas de pressao tornam-se mais suaves com o0 maior
refinamento da malha, como observado nos resultados com discretizacdo com 1024
nos (Figuras 29, 30 e 31). Também é possivel observar que nas regides onde a
pressdo ndo é nula, isto é p; > 0, a distancia final € nula, ou seja e; = 0, e onde a
distancia final é positiva, a pressao € nula, satisfazendo as condicbes do contato

normal.

4.2 CONTATO EM DOMINIO BIDIMENSIONAL

Nesta secdo sao apresentados os resultados de problemas considerando
dominio bidimensional. Inicialmente sdo analisados dois problemas com corpos lisos,
em seguida dois problemas com superficies com ondulagbes por fungdo matematica.
Os problemas foram resolvidos para trés discretizagdes do dominio: 32 x 32, 64 x 64
e 128 x 128 pontos. Os tempos computacionais para cada método de solugao do LCP

sao apresentados de forma a verificar o desempenho dos métodos.

4.2.1 Contato em Dominio Bidimensional entre Superficies Lisas

4.2.1.1 Contato Pontual - Caso1

Dados de entrada:

e Raios de curvaturas do Corpo 1: Ry, = R 0,1 mm

1y =

» Raios de curvaturas do Corpo 2: R,, = R,, = 0,05 mm
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e Moddulos de elasticidade: E; = 180 x 10> MPa ; E, = 210 x 10°MPa
e Coeficientes de Poisson: v; = 0,25; v, = 0,3;
e Dominioemxey: [-3; 3]1x1073 mm

e Separacao inicial da superficie: g, = —4 x 10™° mm

A Tabela 4 sumariza os resultados deste caso, obtidos com os diferentes
métodos de solucdo e diferentes discretizagbes. Ja a Tabela 5 apresenta, para efeitos
de comparagao, a pressao maxima e o raio de contato em fungdo da forga total,
obtidos via solugéo analitica disponivel em Johnson (1985).

Observa-se na Tabela 4 que, com excegdao da solugdo via LCPQuad, os
resultados de forgca de contato, pressdo maxima e raio de contato obtidos com os
varios métodos sao similares (ou até coincidentes) entre si. Além disso, considerando
todas as discretizacdes, a diferenga para a solugdo analitica € menor que 1% para a
pressao maxima e de 6,25% para o raio de contato.

O comportamento da solugdo via LCPQuad foi analisado para este caso, e
verificou-se que o valor da fungéo objetivo (f(p)) no ponto encontrado como 6timo,
para a malha 64 x 64, apresentou valor igual a 0,142, ao passo que para 0s outros
métodos o valor foi inferiora 1,0 x 10" (o valor do minimo exato & f(p) = 0). Ja para
malha 128 x 128, a solugdo via LCPQuad apresentou f(p) = 1303 no ponto
considerado como 6timo, o que difere bastante do valor exato, e mostra que a solugao
vai se afastando ainda mais da solugdo correta a medida que o dominio é refinado.
Mesmo supondo que 0,0897 N seja o resultado da forga total (valor final encontrado
pelo LCPQuad), os valores de pressdo maxima e do raio de contato obtidos
numericamente ndo condizem com os valores encontrados via solugdo analitica (ver
Tabela 5). Ressalta-se aqui que no presente caso foram utilizados valores reduzidos
de raios de curvaturas, o que pode ter ocasionado um mal condicionamento da matriz
de influéncia. Portanto, isso da indicios de que a solugao via programacgao quadratica
pode ser sensivel ao condicionamento da matriz de influéncia.

Com relagao ao tempo computacional, excluindo-se o método LCPQuad devido
a sua solugéo ter divergido, e analisando a maior discretizagdo (128 x 128), os
melhores desempenhos foram do LCPSolve e do LCPSOIlve_ MQC, com uma leve
vantagem para este ultimo. Esses métodos foram, para este caso, mais de 3,5 vezes

mais rapidos que o LCPGurobi. Para uma melhor visualizagdo e comparagao, a Figura
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32 ilustra, em um grafico de barras, para a malha 128 x 128, o tempo para os diferentes

métodos.

Tabela 4 — Resultados no contato pontual liso - Caso 1 (dominio bidimensional)

corzace | Prossto | Sl | Tampo
Método N contato Maxima computacional
(N) (MPa) (nu(::énr?co) (s)
32 0,0065 2299 1,125 x 103 <1
LCPMin 64 0,0065 2308 1,125 x 10°3 39
128 0,0065 2311 1,125 x 10°3 8470
32 0,0065 2299 1,125 x 10’3 <1
LCPSolve 64 0,0065 2308 1,125 x 10°3 47
128 0,0065 2311 1,125 x 103 2893
32 0,0065 2299 1,125 x 10°3 1
LCPSolve_MQC | 64 0,0065 2308 1,125 x 103 47
128 0,0065 2311 1,157 x 10°3 2846
32 0,0066 2304 1,125 x 103 2
LCPQuad 64 0,0068 2319 1,125 x 10°3 33
128 0,0897 3479 >3,0x 103 758
32 0,0065 2299 1,125 x 103 2
LCPGurobi 64 0,0065 2308 1,125 x 103 146
128 0,0065 2311 1,125 x 10°3 10392

Fonte: autoria prépria

Tabela 5 - Valores analiticos de forga, pressdo e raio de contato para o contato pontual liso -

Caso 1 (dominio bidimensional)

Forcga de contato

Pressao maxima

Raio de contato

analitica analitico

(N) (MPa) (mm)
0,0065 2316 1,2 x 1073
0,0066 2328 1,2x 103
0,0068 2352 1,2x 103
0,0897 5565 2,8x 103

Fonte: autoria prépria
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Figura 32 — Tempo de simulagido para o contato pontual liso - Caso 1, malha 128 x 128
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Fonte: autoria prépria

A distancia do Corpo 1 (superior) em relagdo ao Corpo 2, apos o contato, para
a malha 128 x 128, esta representada nas Figuras 33 e 34 (vistas tridimensional e no
plano xy, respectivamente). A distribuicdo da pressdo de contato esta ilustrada nas
Figuras 35 e 36. Lembrando que nos graficos de distancia final, e(x,y) = O representa
a superficie do Corpo 2. Os graficos dessas figuras foram gerados a partir dos
resultados obtidos com o método LCPSolve, os quais sao praticamente idénticos aos
obtidos pelos outros métodos. Da andlise dessas figuras nota-se, como esperado, que
onde a distancia final é nula a pressado € diferente de zero, e onde a distancia é
diferente de zero (positiva) a presséo € nula, sendo que a pressdo maxima ocorre no
centro da regido (x =y = 0).
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Figura 33 - Distancia final apés a deformagao entre os Corpos 1 e 2 apés o contato, vista
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Fonte: autoria prépria

Figura 34- Distéancia final apds a deformacéao entre os Corpos 1 e 2, vista bidimensional no

plano xy (contato pontual liso — Caso 1, malha 128 x 128)
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Fonte: autoria propria
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Figura 35 - Pressdo de contato, vista tridimensional (contato pontual liso — Caso 1, malha
128 x 128)
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Fonte: autoria prépria

Figura 36 - Pressido de contato, vista bidimensional no plano xy (contato pontual liso — Caso 1,
malha 128 x 128)
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4.2.1.2 Contato Pontual - Caso 2

Apos o teste do caso pontual com raios de curvaturas reduzidos, buscou-se
utilizar raios mais proximos de aplicagbes de engenharia para verificar o
comportamento da solugdo e dos métodos.

Os dados de entrada utilizados foram:

* Raios de curvaturas do Corpo 1: Ry, = Ry, = 20 mm

» Raios de curvaturas do Corpo 2: R,, = R,,, = 50 mm
e Modulos de elasticidade: E; = E, = 205 x 10> MPa

e Coeficientes de Poisson: v; = v, =0,3;

e Dominio emxey: [-2,5 ; 2,5] mm;

e Separacao inicial da superficie de referéncia: g, = —0,05 mm

A Tabela 6 sumariza os principais resultados obtidos para este caso, e a Tabela
7 apresenta, para efeitos de comparacgao, a pressao maxima e o raio de contato em
fungdo da forga total, obtidos via solugéo analitica disponivel em Johnson (1985).

Observa-se na Tabela 6 que, com exceg¢ao do raio de contato obtido via
LCPQuad com malha 128 x 128, os valores de forca de contato, pressdo maxima e
raio de contato obtidos com os varios métodos, para uma mesma discretizagdo, sao
iguais. Considerando todas as discretizagcdes e métodos, a diferengca do valor da
pressao maxima em relacédo a solugcéo analitica € menor que 1%. Ja o raio de contato,
sem levar em conta a solugdo com malha 128 x 128 via LCPQuad, apresenta diferenga
em relagdo a solugdo analitica de aproximadamente 8% para a malha 32 x 32, e de
aproximadamente 2% para as discretizagdes maiores (64 x 64 e 128 x 128). A
diferenca do raio de contato obtido via LCPQuad com malha 128 x 128 em relagao
aquele obtido via solugdo analitica € de aproximadamente 11%, mostrando uma
pequena divergéncia em relagdo aos resultados obtidos pelos outros métodos. Para
este caso, o valor final da fungéo objetivo (f(p)) foi sempre inferior & 1,0 x 103 para
todos os métodos e discretizacdes.

Com relagdo ao tempo computacional, e analisando a maior discretizagcado
(128 x 128), os melhores desempenhos foram, novamente como no Caso 1, dos
métodos LCPSolve e LCPSolve_MQC, com uma leve vantagem para este ultimo

(tempo em torno de 1,3% menor). A Figura 32 ilustra, para a malha 128 x 128, o tempo
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computacional para os diferentes métodos, onde pode-se observar claramente o

melhor desempenho dos métodos citados e o pior desempenho do LCPGurobi.

Tabela 6 — Resultados no contato pontual liso — Caso 2 (dominio bidimensional)

Forga de Presséo Egriﬁa(:g Tempo
Método N contato maxima computacional
(N) (MPa) (nuﬁér:?co) (s)
32 6362 4214 0,7814 <1
LCPMin 64 6349 4236 0,8594 21
128 6347 4240 0,8594 4199
32 6362 4214 0,7814 <1
LCPSolve 64 6349 4236 0,8594 38
128 6347 4240 0,8594 2204
32 6362 4214 0,7814 <1
LCPSolve_MQC ¢ 6349 4236 0,8594 38
128 6347 4240 0,8594 2175
32 6362 4214 0,7814 3
LCPQuad 64 6349 4236 0,8594 115
128 6347 4240 0,9375 2922
32 6362 4214 0,7814 <2
LCPGurobi 64 6349 4236 0,8594 122
128 6347 4240 0,8594 7681

Fonte: autoria prépria

Tabela 7- Valores analiticos de forca, pressao e raio de contato para o contato pontual liso —

Caso 2 (dominio bidimensional)

Forga de contato Pres;iéa?itri'::éaxima Raif; ::Iitt:izgtato
™) (MPa) (mm)
6362 4246 0,8458
6349 4243 0,8453
6347 4242 0,8452

Fonte: autoria prépria
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Figura 37 — Tempo de simulagido para o contato pontual liso, Caso 2, malha 128 x 128
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Os graficos que representam as distancias normais entre os pontos das
superficies apos a deformagao do Corpo 1 (acima) em relagdo ao Corpo 2 (abaixo),
para a malha 128 x 128, estdo apresentados nas Figuras 38 e 39, e 0s que expressam

a distribuicao de presséao estao nas Figuras 40 e 41, respectivamente.

Figura 38 - Distancia final apés a deformagao entre os Corpos 1 e 2, vista tridimensional

(contato pontual liso — Caso 2, malha 128 x 128)
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Fonte: autoria propria



Figura 39 - -Distdncia final apés a deformac¢ao entre os Corpos 1 e 2, vista bidimensional no

plano xy (contato pontual liso — Caso 2, malha 128 x 128)
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Figura 40 - Pressido de contato, vista tridimensional (contato pontual liso — Caso 2, malha

128 x 128)
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Figura 41- Pressdo de contato, vista bidimensional no plano xy (contato pontual liso — Caso 2,

malha 128 x 128)
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Fonte: autoria prépria

4.2.2. Contato em Dominio Bidimensional com Superficies Onduladas Virtuais

Nesta subsecdo sdo apresentados os resultados de testes em dominios

bidimensionais com dois tipos de ondulagdes das superficies: uma com um perfil de

ondulagdes que varia nos dois eixos do dominio (variagdo no plano) e outra com

variagao somente em um dos eixos (variagao unidimensional). Os dados de entrada

base (raios de curvaturas e propriedades materiais) foram aqueles utilizados nos

testes dos casos de superficies lisas.

4.2.2.1 Superficie com Ondulagdes com Variagao no Plano

Neste teste, os seguintes dados iniciais foram utilizados:

Raios de curvaturas do Corpo 1: Ry, = R,,, = 0,1 mm

y

Raios de curvaturas do Corpo 2: R, = R,,, = 0,05 mm
Médulos de elasticidade: E; = 180 x 10°* MPa ; E, = 210 x 10°* MPa
Coeficientes de Poisson: v; = 0,25; v, = 0,3;

Dominio emxey: [-3; 3] x1073 mm;
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e Separacao inicial da superficie de referéncia: g, = —4 x 10~°> mm
O perfil das ondulacdes, o qual é acrescido a superficie de referéncia do Corpo

1, é dado por:

r(x,y) = (0,00001) cos(2,0 - 10* x) sen(2,0 -10®y)  [mm]  (66)

A Tabela 8 sumariza os resultados deste teste. Pode-se notar, primeiramente,
que o método LCPMin, ja na menor discretizagao (32 x 32), foi bem mais demorado
que outros métodos (entre aproximadamente 2 a 5 vezes), chegando a demandar
mais de 4 horas (16069 s) para obter a solugdo com a malha 64 x 64. Para a malha
128 x 128, o tempo ultrapassou 12 horas e a execucao foi encerrada sem que uma
solucdo fosse encontrada. Quanto aos resultados de forga e pressdao maxima,
observa-se que os testes com a malha 32 x 32 resultaram em valores de forca total
semelhante em todos os métodos. Ja quando a malha foi aumentada para 64 x 64,
LCPMin, LCPSolve, LCPSolve_MQC e LCPGurobi apresentaram o mesmo valor de
forca total e leve aumento de pressdo maxima. Para a solugédo obtida com o LCPQuad
nesta malha, o resultado de for¢ca € levemente superior e a pressdo maxima difere
daquelas obtidas pelos demais métodos. Essa divergéncia pode ser explicada pelo
valor da fungdo objetivo no seu ponto étimo calculado: f(p) = 103 para a malha
64 x 64. Aumentando para 128 x 128, aplicando LCPQuad, os resultados encontrados
divergiram mais ainda da solugdo, neste caso o valor de sua fungao objetivo chega a

ser de f(p) = 5876. Verificando o valor da fungdo objetivo obtido com os outros

métodos, esses apresentam f(p) < 1,0 x 10 ° com todas as malhas e com isso é
possivel estimar que, para este problema, os resultados acabem divergindo aplicando
o método de resolugao por programacgéao quadratica, LCPQuad, a medida que a malha
é refinada.

Com relagao a rapidez dos trés métodos que convergiram para o resultado, o
LCPSolve foi o mais vantajoso, sendo de menor custo computacional, seguido pelo
LCPSolve_MQC, com aproximadamente 60 s (menos de 1%) a mais para a simulagao

da malha 128 x 128, conforme apresentado na Figura 42.
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Tabela 8 -Resultados para o contato em dominio bidimensional de superficie com ondulagées

com variacao no plano

Forga de p = . Tempo
Método N contato ressao maxima | computacional
(MPa)
(N) (s)
32 0,03 4588 21
LCPMin 64 0,03 7246 16069
128 - - Mais de 12 h
32 0,03 4588 4
LCPSolve 64 0,03 7246 280
128 0,03 10338 14708
32 0,03 4588 4
LCPSolve_MQC
64 0,03 7246 278
128 0,03 10338 14767
32 0,03 4801 5
LCPQuad 64 0,04 2117 85
128 0,11 4598 2592
32 0,03 4588 9
LCPGurobi 64 0,03 7246 628
128 0,03 10338 41971

Fonte: autoria propria

Figura 42 — Tempo de simulagdo para o contato de superficie com ondulagdes com variagao
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Figura 43 — Fungao da ondulagao com variagao bidimensional, vista tridimensional
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Figura 44 — Fungao da ondulagado com variagao bidimensional, vista bidimensional no plano xy
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Tendo conhecimento de como sdo as ondulagdes do Corpo 1, sdo mostradas
as distancias normais entre os pontos das superficies apds a deformagao do contato
entre os corpos, em uma vista tridimensional (Figura 45), além da vista de topo

representada pelo plano xy (Figura 46). A distribuicdo de pressdo de contato é
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apresenta em uma vista tridimensional (Figura 47) e no plano xy em uma vista de topo
(Figura 48).

Figura 45- Distancia final apés a deformacao entre os Corpos 1 e 2, vista tridimensional, malha
128 x 128
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Figura 46 — Distancia final apés a deformacgédo entre os Corpos 1 e 2, vista bidimensional no

plano xy, malha 128 x 128
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Figura 47 - Pressao de contato, vista tridimensional, malha 128 x 128
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Figura 48 - Pressiao de contato, vista bidimensional no plano xy, malha 128 x 128
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Fonte: autoria prépria

Comparando os graficos de distancias finais (Figura 45) com o de presséo

(Figura 47), é possivel notar que nos pontos onde as distancias finais sdo superiores
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a zero a pressao € nula, e onde a distancia é nula a pressao é diferente de zero. Além
disso, os pontos de maior pressao sao aqueles que possuem os picos de ondulagao
mais adentro do Corpo 2 (Figura 44).

Novamente neste teste, como ja ocorrido no primeiro teste em dominio
bidimensional com os corpos lisos (Contato Pontual - Caso1), onde os raios de
curvaturas dos corpos eram reduzidos (0,1 e 0,05 mm), houve problemas de
convergéncia com o método LCPQuad, além da ndo convergéncia com o método
LCPMin.

4.2.2.2 Superficie com Ondulagdes com Variacdo Unidimensional

Analogamente como realizado no segundo caso bidimensional liso (Contato
Pontual - Caso 2), os dados utilizados neste teste sdo de raios de curvatura mais
proximo de casos reais de engenharia. Os seguintes dados iniciais foram utilizados:

» Raios de curvaturas do Corpo 1: Ry, = Ry, = 20 mm

» Raios de curvaturas do Corpo 2: R,, = R,, = 50 mm

e Modulos de elasticidade: E; = E, = 205 x 10> MPa
e Coeficientes de Poisson: v; = v, =0,3;
e Dominioemxey: [-1; 1]x1073 mm;

e Separagao inicial da superficie de referéncia: g, = —0,01 mm

A ondulacao a ser considerada para fins de teste foi periddica, com picos de
mesmo tamanho e mesma amplitude de onda, foi descrita pela equacao, fungao

somente da coordenada x:
r(x,y)=0,001 cos(SOOOx) [mm] (67)

Os resultados das simulacbes com os métodos estudados estdo mostrados na
Tabela 9. Utilizando dados de curvaturas mais coerentes com as pecas em aplicagdes
de engenharia, os cinco métodos apresentaram valores semelhantes, tanto quanto a
forca total quanto a pressdao maxima, para uma mesma discretizagao.

Nas aplicagbes com os meétodos LCPMin, LCPSolve, LCPSolve_ MQC e

LCPGurobi, considerando todas as malhas, obteve-se, ao final das
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execugbes, f(p) <1,0x 1073. Ja o maior valor da fungdo objetivo aplicando
LCPQuad foi de f(p) = 0,063 na malha 128 x 128, o que indica que, apesar do valor
dessa grandeza ser bem superior aquela dos outros métodos, o resultado convergiu
para a solugdo. Entdo, a verificacdo do método mais adequado no presente caso pode
ser feita com relagao a rapidez na resolugao da maior malha (128 x 128), sendo essa
comparagao ilustrada na Figura 49. Analisando a figura e os dados da Tabela 9,
observa-se que o melhor desempenho foi do método LCPSolve_ MQC, com tempo
total de aproximadamente 2% menor que o LCPSolve. Ja o pior desempenho foi do
LCPGurobi, cujo tempo para resolugao é bem superior ao tempo de todos os outros

métodos (aproximadamente entre 5,7 a 6 vezes maior).

Tabela 9 — Resultados para o contato em dominio bidimensional de superficie com ondulagoes

com variagao unidimensional

Método N Fc::r?taaf: Pressao maxima com-lp-)?:t';'::(i)onal

(N) (MPa) (s)

32 593 2730 <1

LCPMin 64 602 4283 10
128 618 4439 1700

32 593 2730 <1

LCPSolve 64 602 4283 27
128 618 4439 1616

32 593 2730 <1

LCPSolve_MQC 64 502 4283 >
128 618 4439 1584

32 593 2730 <3

LCPQuad 64 602 4283 101
128 618 4439 1686

32 596 2730 <3

LCPGurobi 64 602 4283 160
128 618 4439 9699

Fonte: autoria prépria
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Figura 49- Tempo de simulagao para o contato de superficie com ondulagées com variagao

unidimensional, malha 128 x 128
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Fonte: autoria prépria

As Figuras 50 e 51 apresentam os graficos da fungdo de ondulagdo numa vista
tridimensional e numa vista de topo (plano xy), respectivamente.Ja nas Figuras 52 e
53 sdo mostrados os valores das distancias finais de cada ponto do Corpo 1
(ondulado) apés o contato, em uma vista tridimensional e em uma vista de topo (plano
xy), respectivamente. Finalmente, na Figura 54 é mostrado o grafico de pressdes apds
o contato em uma vista tridimensional, e na Figura 55 o valor das pressdes em uma
vista de topo (plano xy).

E perceptivel que o grafico de distancias (Figura 52) também mostra a
geometria do Corpo 1 (acima) apds o contato E analisando a distribuicdo de presséo
(Figuras 54 e 55), em combinagcdo com a Figura 52, nota-se, como esperado, que a
pressao € nao nula onde a distancia final até o Corpo 2 é nula, sendo que os maiores

valores ocorrem nas maiores saliéncias do Corpo 1.



Figura 50 - Funcdo da ondulagdao com variagdo unidimensional, vista tridimensional
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Figura 51- Fungao da ondulagao com variagédo unidimensional, vista bidimensional no plano xy
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Figura 52 - Distdncia final apds a deformacgao entre os Corpos 1 e 2, vista tridimensional, malha
128 x 128
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Figura 53 - Distancia final apés a deformacgao entre os Corpos 1 e 2, vista bidimensional no

plano xy, malha 128 x 128
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Figura 54 — Pressdao de contato, vista tridimensional, malha 128 x 128
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Figura 55- Pressdao de contato, vista bidimensional no plano xy, malha 128 x 128
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Logo, como os resultados de testes para os casos bidimensionais com valores
de curvaturas reais foram satisfatérios e coerentes, € possivel continuar a
investigacao aplicando os métodos em superficies reais medidas com perfilometria

oOtica.

4.3 CONTATO COM SUPERFICIES RUGOSAS REAIS

Apods os resultados com testes em situagdes hipotéticas, apresentados nas
secdes anteriores, tanto para casos com superficies lisas quanto para casos com
superficies onduladas, estes serviram de motivagdo para aplicar os codigos para
superficies rugosas reais. Assim, nesta segdo sdo apresentados resultados de
simulacgdes realizadas com superficies reais, cujas rugosidades foram obtidas através
de medigbdes de uma superficie de cilindro de motor de combustéo interna (Subsecéo
4.3.1) e de uma superficie polida com lixa 1200 (Subsecgédo 4.3.2). O dominio das
superficies das rugosidades (tamanho da amostra) € de 0 a 0,8 mm nas duas diregdes,
para ambas as superficies.

Além das simulagbes em dominio bidimensional, também foram realizadas
simulagdes em dominio unidimensional, utilizando-se seg¢des das superficies em
determinadas posi¢cdes (“planos de cortes”) para se obter o perfil de rugosidades
unidimensionais.

A separacéo inicial g, (distancia inicial entre a superficie de referéncia z = 0
do Corpo 1 em relagao a superficie do Corpo 2, conforme ilustrado na Figura 13) foi
considerada de aproximadamente 0,2 vezes o desvio padrao das rugosidades. Esse
valor foi definido através de simulagdes preliminares de forma que a area real de
contato ficasse na faixa de 4 a 10% da area aparente. A area real foi estimada a partir
da identificacédo e contabilizagdo das regides do dominio onde a pressao nao é nula.

Como no presente trabalho o contato é considerado elastico, isto €, sem
plastificacdo dos materiais, e em situagdes reais usualmente ocorre deformacao
plastica dos picos que entram em contato (YASTREBOV, 2019), o que provoca
achatamento desses picos, aplicou-se um filtro de suavizagdo nas rugosidades
experimentais para representar uma situagcdo mais proxima da real. O filtro aplicado
foi do tipo média mdvel, com cinco pontos para calculo do valor suavizado. De acordo

com Smith (2013), o filtro de média mdvel € utilizado com o objetivo de eliminar ou
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diminuir algum ruido indesejavel em um sinal. Neste caso € obtido calculando-se a
média de um conjunto de cinco valores que representam as alturas das rugosidades
e na proxima iteragao é adicionando um novo valor ao conjunto, descartando o mais

velho. Desse modo € gerada uma sequéncia com os valores suavizados das

rugosidades.

4.3.1 Superficie com Rugosidade de um Cilindro de Motor de Combust&o Interna

Os dados base utilizados sdo de dois corpos de ago, com as seguintes
caracteristicas:

» Raios de curvaturas do Corpo 1: Ry, = Ry, = 1000 mm
* Raios de curvaturas do Corpo 2: R,, = R, = 1000 mm

e Moddulos de elasticidade: E; = E, = 210 x 10°> MPa
e Coeficientes de Poisson: v; = v, =0,3;
e Dominio emxey: [0;0,8] mm;

e Separacao inicial da superficie de referéncia: g, = 9 x 10> mm

As Figuras 56 e 57 apresentam, em vistas tridimensional e de topo,

respectivamente, as rugosidades obtidas das medi¢dées em uma malha de 702 x 702
pontos no dominio.
Para fins de simulagcado, de forma a testar as resolugbes dos métodos com diferentes
tamanhos de malha, foram realizadas aproximacdes nos dados obtidos da medicéo
para se adaptar as malhas 32 x 32, 64 x 64 e 128 x 128. As Figuras 58 e 59
apresentam as vistas tridimensional e de topo, respectivamente, para a malha 32 x 32
e, de forma similar, as Figuras 60 e 61 para a malha 64 x 64 e as Figuras 62 e 63 para
a malha 128 x 128.
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Figura 56 — Rugosidade de um cilindro de motor de combustao interna, vista tridimensional
(malha 702 x 702)
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Figura 57 — Rugosidade de um cilindro de motor de combustédo interna, vista de topo — plano

xy (malha 702 x 702)
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Figura 58 — Aproximacgao da rugosidade de um cilindro de motor de combustédo interna por

malha 32 x 32 (vista tridimensional)
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Figura 59 — Aproximacao da rugosidade de um cilindro de motor de combustédo interna por
malha 32 x 32 (vista de topo — plano xy)
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Figura 60- Aproximacao da rugosidade de um cilindro de motor de combustédo interna por

malha 64 x 64 (vista tridimensional)
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Figura 61 — Aproximacéao da rugosidade de um cilindro de motor de combustéo interna por

malha 64 x 64 (vista de topo — plano xy)
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Figura 62 — Aproximacgao da rugosidade de um cilindro de motor de combustédo interna por
malha 128 x 128 (vista tridimensional)
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Figura 63 — Aproximacao da rugosidade de um cilindro de motor de combustédo interna por
malha 128 x 128 (vista de topo — plano xy)
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4.3.1.1 Simulagdo em Dominio Bidimensional do Contato com Superficie de Cilindro

de Motor de Combustao Interna

Ressalta-se aqui que, devido as aproximagdes das rugosidades, o intervalo da
separacgao inicial ao longo do Corpo 1 varia em fungdo da malha. Para o caso da

superficie de cilindro de motor tem-se gmin = —0,0003 mm e gmax = 0,0009 mm
para a malha 32 x 32; gmin = —0,0005 mm e gmax = 0,0018 mm para a malha

64 x64; e gmin = —0,0006 mm e gmax = 0,0026 mm para a malha 128 x 128.

Na Tabela 10 estdo apresentados, para as diferentes malhas e métodos, os
valores de forca, pressdo maxima e tempo computacional obtidos da resolugdo do
problema de contato em dominio bidimensional com a rugosidade de uma superficie
de cilindro de motor de combustéo interna.

Para uma mesma discretizacao, observa-se que os valores de forca de contato
e pressao maxima sao coincidentes, independentemente do método de solugcdo. Nos
dois casos onde ha divergéncia nesses valores, essa é da ordem de 1%. Nota-se
também que, a medida que a malha é refinada, tanto o valor de forgca como o valor da
pressdo maxima aumentam. Esse comportamento € atribuido principalmente a melhor
representacdo da superficie com uma malha mais refinada, a qual consegue captar
melhor os picos de rugosidades. O refino da malha também influencia o calculo da
area real de contato. No presente caso observou-se que a razao entre a area real e a
area aparente é de aproximadamente 7% para a malha 32 x 32, e diminui para 5,6%
para a malha 128 x 128.

Com relagao ao valor final da fungdo objetivo, com exceg¢ao da solugao via
LCPQuad, a qual apresentou maior valor f(p) = 1,5, para todas as outras

discretizacdes e métodos verificou-se que f(p) < 1,0 x 108, podendo-se considerar
que as solugdes convergiram.

Com relagcado ao tempo computacional, o melhor desempenho foi do método
LCPMin para todas as discretizacbes. Para uma melhor visualizagdo e comparacgao,
a Figura 64 ilustra, para a malha 128 x 128, o tempo computacional para os diferentes
métodos. Da analise desta figura e da Tabela 10, considerando a maior discretizacao
(malha 128 x 128), nota-se que os métodos LCPSolve e LCPSolve_MQC
demandaram em torno de 10% mais tempo que o LCPMin. Ja os métodos LCPQuad

e LCPGurobi tiveram os piores desempenhos, sendo que o primeiro demandou em
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torno de 2,4 vezes mais tempo que o LCPMin, e o segundo em torno de 21 vezes

mais.

Tabela 10 — Resultados para o caso de contato de superficie com rugosidade de cilindro de

motor de combustao interna (dominio bidimensional)

Método N '::%rr:;taatdoe Pressao maxima com:zlra%?onal
(N) (MPa) (s)
32 7,6 723 <1
LCPMin 64 14 1478 13
128 20 2985 1250
32 7,6 723 <1
LCPSolve 64 14 1478 29
128 20 2985 1383
32 7,6 723 <1
LCPSolve_MQC 64 14 1478 29
128 20 2985 1376
32 7,7 721 3
LCPQuad 64 14 1478 96
128 20 2973 3627
32 7,6 723 4
LCPGurobi 64 14 1478 319
128 20 2985 26455

Fonte: autoria prépria
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Figura 64 - Tempo de simulagao para superficie com rugosidade de um cilindro de motor de

combustido interna, malha 128 x 128 (dominio bidimensional)

25000

]
o]
[
[
=

15000

10000

Tempo computacional {s)

5000

, = ] ] .

LCFMIn LCPSolve LCPSolve_MQC LCPQuad LCPGurobi
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Graficos representativos da distancia entre as superficies do Corpo 1 e do
Corpo 2 ap6s o contato sdo apresentados nas Figuras 65 e 66. A Figura 65(a) mostra
as distancias vistas de um angulo superior, enquanto que a Figura 65(b) mostra as
distancias vistas de um angulo inferior (notar que nas regides de contato a distancia é
nula).

Figura 65 — Distancia final apés a deformacao entre os Corpos 1 e 2, vistas tridimensionais

(a) Vista das distincias em angulo superior
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(b) Vista das distancias em angulo inferior
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Figura 66 — Distancia final apés a deformacéao entre os Corpos 1 e 2, vista bidimensional do

plano xy
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Nos graficos das Figuras 67 e 68, observa-se claramente que o valor das

pressdes € nulo nas regides mais distantes entre os corpos, ou seja, nas regides em

amarelo apresentadas nos graficos 66 e 67 e nas outras regides seu valor varia de

acordo com o valor dos picos das rugosidades.

Figura 67 — Pressao de contato, vista tridimensional, malha 128 x 128
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Figura 68 — Pressdao de contato, vista bidimensional do plano xy, malha 128 x 128
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4.3.1.2 Simulagdo em Dominio Unidimensional do Contato com Superficie de Cilindro

de Motor de Combustao Interna

A fim de tentar detalhar o comportamento da superficie rugosa, realizaram-se
analises considerando o contato como sendo linear (dominio unidimensional) em
diferentes sec¢des transversais, com discretizagao correspondente aquela obtida dos
dados medidos (702 pontos). As sec¢des foram feitas paralelas ao eixo x, nas posigdes
y=0;y=02;y=04;,y=0,6 ey =0,8 mm. Os tempos computacionais ndo foram
analisados pois, conforme ja comentado anteriormente, a solugdo para casos
unidimensionais € bastante rapida (menos de 7 s), e ndo foram observadas grandes
diferencas de desempenho entre os métodos.

As Figuras 69 a 73 apresentam, para as diferentes seg¢des, a separagao inicial
(linha pontilhada) e a posicao final do Corpo 1, que também ¢é a distancia normal de
cada ponto da superficie apdés a deformacéo (linha azul continua), normalizadas pelo
valor da separacéo inicial maxima. Também é apresentada, nos mesmos graficos, a
presséo de contato (linha vermelha continua) normalizada pelo seu valor maximo.

Observando os graficos de todas as se¢des, nota-se que a pressao ocorre onde
a distancia final entre os corpos (linha azul continua) € nula, ou seja, onde ha contato.
E, como esperado, o formato final da pecga sofre alteragdes. Além disso, para uma
mesma se¢ao, o ponto onde ocorre a maior pressao € a regiao dos maiores picos de
rugosidade, o que corresponde a maior “penetragao” inicial (isto €, maior separagao
inicial negativa), como pode ser observado ao se comparar as curvas de separagao

inicial (linha pontilhada) e de presséao (linha vermelha continua).
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Figura 69 — Separacgao inicial (g), distancia final apés a deformagao (e) e pressdo de contato (p)

normalizadas para a superficie de cilindro de motor de combustao interna (se¢ao y= 0 mm)
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Figura 70 — Separacgao inicial (g), distincia final apés a deformacao (e) e pressdao de contato (p)

normalizadas para a superficie de cilindro de motor de combustao interna (se¢aoy = 0,2 mm)
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Figura 71 — Separacgao inicial (g), distancia final apés a deformagao (e) e pressao de contato (p)

normalizadas para a superficie de cilindro de motor de combustao interna (se¢aoy = 0,4 mm)
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Fonte: autoria prépria

Figura 72 — Separacgao inicial (g), distancia final apés a deformacao (e) e pressdo de contato (p)

normalizadas para a superficie de cilindro de motor de combustao interna (se¢aoy = 0,6 mm)
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Figura 73 — Separacgao inicial (g), distancia final apos a deformacao (e) e pressao de contato (p)

normalizadas para a superficie de cilindro de motor de combustao interna (se¢dao y=0,8 mm)
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A Tabela 11 apresenta os valores de forga de contato e pressdo maxima
obtidos para as diferentes se¢des, bem como o maior pico de rugosidade naquela
secdo. A secado onde ocorre a maior forca de contato, 48 N/mm, é a se¢ao que possui
0 pico mais alto de rugosidade, y = 0,2 mm, e as se¢des que possuem 0 menor valor
de forga sdo também as se¢des onde os picos mais altos de rugosidade sdo menores
em relagdo as outras segbes: y = 0,6 e y = 0,8 mm. O mesmo comportamento nao
ocorre em se tratando da pressao maxima, isto €, ndo ha relagao direta do valor desta
com o maior pico de rugosidade, a qual ocorre emy = 0,4 mm no ponto x = 0.

De modo geral, a pressdao maxima no caso unidimensional chega a ser entre
duas a trés vezes maior do que o valor da pressao maxima no caso bidimensional, e
o valor de forga normal total* cerca de duas vezes maior. As justificativas para essas
diferengas séo: i) a aproximagao do caso unidimensional, que considera um perfil de
rugosidades constante ao longo da dire¢ao transversal (diregdo y no presente caso),
e ii) a malha mais refinada nos testes unidimensionais, 0 que provoca uma diminui¢ao

da area real de contato e, consequentemente, um aumento nos valores de pressao.

4 Como a forga de contato obtida no caso unidimensional representa uma forga distribuida ao longo
do comprimento transversal, para esta analise comparativa entre forcas dos casos uni e
bidimensionais, ela foi multiplicada pela dimensao da amostra ao longo do eixo y (0,8 mm).
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Tabela 11 - Resultados das se¢des transversais para o caso de contato com rugosidade de

cilindro de motor de combustao interna

Valor de y | Forga de contato | Pressdo maxima | Pico de rugosidade
(mm) (N/mm) (MPa) (mm)
0,0 35 6035 7,0 x 104
0,2 48 6480 9,0 x 10
0,4 32 8689 7,2x 10
0,6 31 5181 6,4 x 10
0,8 31 5189 6,4 x 104

Fonte: autoria prépria

4.3.2 Simulagdes com Rugosidade de uma Superficie Polida com Lixa 1200

Para analisar a sensibilidade das resolugées do LCP de contato com relagao aos picos
de rugosidade, foram realizados ainda testes com uma superficie de uma pega polida
com lixa 1200, em que as alturas dos picos estdo na ordem de nanbmetros.

Os dados base utilizados sdo de dois corpos de ago, com as seguintes
caracteristicas:

» Raios de curvaturas do Corpo 1: Ry, = Ry, = 1000 mm
e Raios de curvaturas do Corpo 2: R,, = R,, = 1000 mm
e Moddulos de elasticidade: E; = E, = 210 x 10°> MPa

e Coeficientes de Poisson: v; = v, =0,3;

e Dominio emxey: [0;0,8 mm

e Separacao inicial da superficie de referéncia: g, = 1,4 x 107% mm

As Figuras 74 e 75 apresentam, em vistas tridimensional e de topo,
respectivamente, as rugosidades obtidas das medi¢gbes em uma malha de 702 x 702
pontos.

Analogamente ao realizado para os testes com a superficie de cilindro de motor,
aproximacgodes foram feitas nos dados obtidos das medi¢cbes para se adaptarem as

malhas dos testes. Assim, as Figuras 76 e 77 apresentam as vistas tridimensional e
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de topo, respectivamente, para a malha 32 x 32 e, de forma similar, as Figuras 60 e

61 para a malha 64 x 64 e as Figuras 62 e 63 para a malha 128 x 128.

Figura 74 - Rugosidade de superficie polida com lixa 1200, vista tridimensional (malha
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><10'5
T 5- 2
é 0
3 0-
®
ke -2
S 5
= -4
nd
-6
0.6 0.4 0 0 0.4 0.6
' 0 0 ' x107°
y [mm] X [mm]

Fonte: autoria propria

Figura 75 — Rugosidade de superficie polida com lixa 1200, vista do plano xy (malha 702 x 702)
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Figura 76 — Aproximacgao da rugosidade de superficie polida com lixa 1200 por malha 32 x 32,

vista tridimensional
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Figura 77 — Aproximacéao da rugosidade de superficie polida com lixa 1200 por malha 32 x 32

(plano xy)
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114

Figura 78- Aproximagéao da rugosidade de superficie polida com lixa 1200 por malha 64 x 64,

vista tridimensional
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Figura 79 — Aproximacao da rugosidade de superficie polida com lixa 1200 por malha 64 x 64

(plano xy)
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Figura 80 — Aproximacao da rugosidade de superficie polida com lixa 1200 por malha
128 x 128, vista tridimensional
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Figura 81 — Aproximacao da rugosidade de superficie polida com lixa 1200 por malha 128 x 128

(plano xy)
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4.3.2.1 Simulagdo em Dominio Bidimensional do Contato com Superficie Polida com
Lixa 1200

Conforme ja ressaltado para o caso da superficie de cilindro de motor, o

intervalo da separacgao inicial ao longo do Corpo 1 varia em fungdo da malha. Para o

caso da superficie polida tem-se: gmin = —=5x10"° mm e gmax = 9,3 x10~° mm
para a malha 32 x 32; gmin = —6,7x 10"®* mm e gmax = 1,2x 10”° mm para a
malha 64 x 64; e gmin = —8,8 x 10"® mm e gmax = 1,3 x 107° mm para a malha
128 x 128.

A Tabela 12 apresenta os resultados de forga, pressdao maxima e tempo
computacional, para os diferentes métodos e discretizacdes, obtidos da resolucdo do
problema de contato em dominio bidimensional com a rugosidade de uma superficie
polida com lixa 1200. Nota-se que os valores de forca de contato e pressdo maxima
sao menores, se comparados com os respectivos valores obtidos para a superficie do
cilindro de motor de combustao interna (Tabela 10). Isso ja era esperado, pois as
amplitudes das rugosidades da superficie polida sdo em torno de duas ordens de
grandeza inferiores aquelas da superficie do cilindro de motor.

Observa-se também que, para as malhas 64 x 64 e 128 x 128, o método
LCPQuad apresentou resultados discrepantes em relagédo aos outros métodos. Ao
analisar o valor final da fungdo objetivo, verificou-se que, para a malha 64 x 64, a

solugdo via LCPQuad apresentou f(p) =1,0 e, para a malha 128 x 128,

f(p) = 14,4.Ja para os outros métodos, considerando todas as malhas, o valor final
da fungdo objetivo foi sempre inferior a 1,0 x 108 (f(p) < 1,0 x 1078).

Quanto a razdo entre a area real e a area aparente, esta foi de
aproximadamente 12% para a malha 32 x 32, 7,6% para a malha 64 x 64, e 4,4% para
a malha 128 x 128, diminuindo com o refino da malha, como também observado no
caso da superficie de cilindro de motor.

Com relagao ao tempo computacional, excluindo-se a solugdo obtida via
LCPQuad devido a sua nado convergéncia para este caso, pode-se observar que o
melhor desempenho foi do método LCPMin. De forma a melhor comparar o
desempenho dos métodos, a Figura 82 apresenta, para a maior discretizagao (128 x
128), o tempo computacional para os diferentes métodos. Da analise desta figura e

da Tabela 12, nota-se que os métodos LCPSolve e LCPSolve MQC demandaram em
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torno de 60% mais tempo que o LCPMin. Ja o LCPGurobi apresentou o pior

desempenho, sendo aproximadamente 24 vezes mais demorado que o LCPMine 15

vezes mais que os métodos LCPSolve e LCPSolve  MQC.

Tabela 12 — Resultados para o contato com superficie polida com lixa 1200 (dominio

bidimensional)

Forga de Pressao maxima Tempc_>
Método N contato computacional
N) (MPa) (s)
32 0,20 7,5 <1
LCPMin 64 0,26 21 15
128 0,36 55 679
32 0,20 7,5 <1
LCPSolve 64 0,26 21 32
128 0,36 55 1084
32 0,20 7,5 <1
LCPSolve_MQC 64 0,26 21 31
128 0,36 55 1077
32 0,20 7,5 <3
LCPQuad 64 4 9 45
128 7.4 15 1552
32 0,20 7,5 3
LCPGurobi 64 0,26 21 234
128 0,36 55 16127

Fonte: autoria prépria
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Figura 82- Tempo de simulagédo para superficie polida com lixa 1200, malha 128 x 128
(dominio bidimensional)
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Nas Figuras 83 e 84 estao representadas as distancias entre os corpos apés o
contato, e nas Figuras 85 e 86 as pressdes. Analogamente como apresentado nas
figuras do teste de cilindro de motor de combust&o interna, a Figura 83(a) apresenta
as distancias vistas de um angulo superior, enquanto que a 83 (b) mostra as distancias

vistas de um angulo inferior.

Figura 83 — Distancia final apos a deformacao entre os Corpos 1 e 2, vistas tridimensionais

(a) Vista das distincias em angulo superior
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(b) Vista das distancias em angulo inferior
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Figura 84 - Distancia final entre os Corpos 1 e 2, vista bidimensional no plano xy
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Assim como nos testes anteriores, as regides mais distantes entre os corpos
apo6s o contato (Figura 84) sdo as regides de menor pressao, ou nulas. Para analise

desse ultimo parametro sao apresentados os graficos das Figuras 85 e 86.

Figura 85 — Pressao de contato, vista tridimensional, malha 128 x 128
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Figura 86 — Pressdao de contato, vista bidimensional no plano xy
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Fonte: autoria prépria
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4.3.2.2 Simulagdo em Dominio Unidimensional do Contato com Superficie Polida com
Lixa 1200

Como realizado para a superficie de cilindro de motor, a andlise do contato
unidimensional da pecga considerando cinco cortes transversais também foi realizada
para a superficie polida com lixa 1200.

As Figuras 87 a 91 apresentam, para as diferentes secdes, a separacgao inicial
(linha pontilhada) e a distancia final (linha azul continua) do Corpo 1, normalizadas
pelo valor da separacgdo inicial maxima. Também é apresentada, nos mesmos
graficos, a pressdo de contato (linha vermelha continua) normalizada pelo seu valor
maximo. A Tabela 13 apresenta os valores de forca de contato e pressdo maxima
obtidos para as diferentes se¢des, bem como o maior pico de rugosidade naquela
segao.

Devido a pecga ser polida, como pode ser observado nos graficos, as alturas
dos picos de rugosidade em todas as secdes sao semelhantes, ndo ocorrendo muitos
picos isolados. Isso também é possivel observar na Tabela 13, onde ha trés secdes,
y=0mm, y=0,4 mme y= 0,6 mm, com o pico mais alto medindo 2,0 x 10> mm e
outras duas seg¢des com valores inferiores, mas ainda proximos (1,3 x 10° e 2,0 x 10
5 mm). Dessa forma, ndo ha grande variagdo da forga de contato entre as segoes,
sendo o maior valor em y = 0,4 mm. O maior valor da pressao maxima ocorreu em
uma se¢ao de maior pico de rugosidade (y = 0,6 mm). Como a altura dos picos é mais
homogénea, ndo é tdo nitida a relacdo da pressdao maxima com O maior pico de
rugosidade.

Assim como ocorreu com os testes com a superficie de cilindro de motor,
também nos casos unidimensionais com a superficie polida os resultados de pressao
e forgca sdo maiores que aqueles dos testes bidimensionais. O valor da forca chega a
ser trés vezes maior, e 0 de pressao maxima cerca de até cinco vezes maiores que
aqueles obtidos nos testes bidimensionais. Analogamente, justificado pela
aproximacgao unidimensional do problema e maior acuracia a medida que a malha é
mais refinada, provocando uma diminuicdo da area real de contato da aspereza e,

consequentemente, um aumento da pressao local.
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Figura 87- Separacgao inicial (g), distincia final ap6s a deformacéo (e) e pressdo de contato (p)

normalizadas para a superficie polida com lixa 1200 (se¢do y = 0 mm)
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Fonte: autoria prépria

Figura 88 - Separacao inicial (g), distancia final apos a deformacao (e) e pressao de contato (p)

normalizadas para a superficie polida com lixa 1200 (se¢do y = 0,2 mm)
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Figura 89 - Separacao inicial (g), distancia final apos a deformacao (e) e pressao de contato (p)

normalizadas para a superficie polida com lixa 1200 (se¢dao y = 0,4 mm)
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Figura 90- Separacgao inicial (g), distdncia final apos a deformacéo (e) e pressdao de contato (p)
normalizadas para a superficie polida com lixa 1200 (se¢do y = 0,6 mm)
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Figura 91- Separacao inicial (g), distancia final apés a deformacgéo (e) e pressio de contato (p)

normalizadas para a superficie polida com lixa 1200 (se¢do y = 0,8 mm)

1 5 T T T
----- sep inicial
—dist final
1+ —pressao |

0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8
X [mm]

Fonte: autoria prépria

Tabela 13 - Resultados das segoes transversais para o caso de contato com superficie polida

com lixa 1200

Valor de y Forca de contato Pressao maxima ruzic::s(; ddaad e
(mm) (N/mm) (MPa) (mm)
0,0 1,11 309 2,0x10°
0,2 1,04 153 1,6 x 10
0,4 1,20 203 2,0x10°
0,6 1,11 310 2,0x 10°°
0,8 0,86 114 1,3x 107

Fonte: autoria prépria
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5. CONSIDERAGOES FINAIS

5.1 CONCLUSOES GERAIS

Este trabalho teve como objetivo desenvolver e aplicar técnicas eficientes para
a obtencdo da distribuicdo da pressdo de contato entre corpos elasticos com
superficies rugosas. O problema para a obtengcdo da distribuicdo da pressdo de
contato foi formulado como um problema de complementaridade linear (LCP), que
pode ser associado a um problema de otimizagédo. Para a obtengao da solugéo, foram
aplicadas as seguintes estratégias numéricas: método de Lemke, pacote Gurobi,
programacgao quadratica e a resolugdo da programacgao quadratica por minimos
quadrados nao-negativos. Como forma de validacdo, foram solucionados problemas
com superficies lisas, em dominios uni e bidimensionais. Problemas com superficies
com ondulagdes, em dominios uni e bidimensionais, foram analisados inicialmente
considerando superficies virtuais, isto €, superficies com ondulagcbes geradas por
fungbes analiticas. Em seguida, foram consideradas superficies reais, isto €, obtidas
a partir de dados de medig¢des de rugosidades.

Com relacdo aos métodos utilizados para a solugdo do LCP, observou-se que
o método de Lemke (tanto aquele implementado por Almqvist (2022) como o
modificado) e o pacote Gurobi sempre encontraram solugdo factivel para a
minimizagdo da fungao objetivo, sendo, portanto, bastante robustos. Ja a resolugéao
por minimos quadrados convergiu em todos os casos, com exce¢ao da analise da
superficie com ondulagdo com variagao no plano com malha 128 x 128, cuja execugao
foi interrompida devido ao alto tempo decorrido. Por outro lado, os resultados obtidos
através de programacgdo quadratica por vezes ndo representavam uma solugéo
adequada do problema fisico (isto €, o valor encontrado da fungdo obijetivo, que
deveria ser nulo, ndo era proximo de zero).

Sobre o desempenho em termos de velocidade computacional dos métodos
utilizados para a solugéo do LCP, o pacote Gurobi apresentou os maiores tempos, em
todos os testes realizados. Observou-se também que o método de Lemke modificado
aqui foi ligeiramente mais agil nas analises com superficies virtuais, em todos os
casos, se comparado ao método de Lemke implementado por Almqvist (2022). Porém,
nos testes com superficies reais, o método de resolugdo por minimos quadrados nao-

negativos demostrou o melhor desempenho, sendo cerca de 20% mais rapido que o
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método de Lemke. De forma geral, e para os casos que encontrava solugéo factivel,
o método de programacao quadratica teve desempenho inferior ao método de Lemke
e ao método de resolucido através de minimos quadrados e superior ao Gurobi.

Verificou-se que nos testes unidimensionais, tanto para o caso liso quanto para
0 caso rugoso, todos os métodos convergem para a solugéo de forma rapida (menos
de 7 s). Assim, pode-se concluir que, para essas aplicagdes, os métodos sao
equivalentes em robustez e desempenho.

Para caso em dominio bidimensional, dois métodos se destacaram: o método
de Lemke (LCPSolve e LCPSolve_MQC), e o método de resolugdo através de
minimos quadrados n&o-negativos (LCPMin). Para os testes com superficies virtuais,
tanto para o contato liso quanto o rugoso, onde a separagao inicial de referéncia (£0)
é negativa, e assim as componentes do vetor de separagao inicial (g) s&o, em sua
maioria, termos negativos, o método de Lemke aqui modificado (LCPSolve_MQC),
mostrou ser o mais adequado a ser utilizado.

Ja para os testes com superficies reais de engenharia, em condi¢gdes de
contato d modo que a relagdo entre a area real e a area aparente esteja entre 4% e
20%, o que gera um vetor de separagao inicial (g) na sua maioria com termos
positivos, o método LCPMin foi o mais rapido. Isso pode ser explicado, no
equacionamento via minimos quadrados nao-negativos, o objetivo & encontrar uma
solugdo p, com termos ndo-negativos de modo que a distancia entre Cp e C™'g seja
a menor possivel. Isto significa que, quanto mais g possuir termos positivos, menor é
a distancia entre Cp e C""g, e assima convergéncia a solugéo é mais rapida. O oposto
ocorre a medida que g possui termos negativos. Portanto, como o interesse desta
pesquisa € a analise do estudo das pressdes em superficies rugosas reais, 0 método
de solugdo por minimos quadrados nao-negativos, aplicado aqui através do cdédigo
denominado LCPMin é o mais indicado por ser o mais rapido dentre os métodos
avaliados, e converge para a solugdo com uma fungédo objetivo muito préxima de zero,

o que representa uma solugdo adequada do problema.

5.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Como continuidade da presente pesquisa, sugerem-se 0s seguintes tdpicos:
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Realizar estudos detalhados do calculo da area real de contato, em
particular investiga¢des da influéncia da discretizagao;

Adaptar o problema de contato elastico para contato elasto-plastico, de
forma a se aproximar a condi¢des reais de aplicacdo, onde pode ocorrer
plastificacdo dos picos de rugosidades;

Acoplar as estratégias de solugédo para o contato rugoso com problemas de
lubrificagdo mista;

Realizar o calculo das tensbdes subsuperficiais dos corpos em contato e

verificar a influéncia da rugosidade na distribuicdo das tensdes.
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