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RESUMO

LANHI, Sandmara. OTIMIZACAO DE MATERIAIS PERIODICOS TRELICADOS VIA
METODO DE HOMOGENEIZACAO NIAH E METAMODELO DE KRIGING. 102 f.
Dissertacdo — Programa de POs-Graduacdo em Engenharia Mecénica e de Materiais,
Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2018.

A evolucdo tecnoldgica requer cada vez mais o desenvolvimento de novos materiais de
engenharia que atendam a condi¢des multifuncionais. Devido a isso, um tipo de material que
tem chamado a atencdo de pesquisadores sdo 0s materiais constituidos de células trelicadas.
Estes sdo materiais celulares formados por barras, compondo trelicas e estrutura com padréo
periddico. Devido a tal periodicidade, em muitos casos estes materiais apresentam melhores
propriedades fisicas quando comparados com aqueles de estrutura aleatoria de igual densidade
relativa. Porém, devido a heterogeneidade de sua estrutura (material sélido e vazios) na
microescala (escala da célula), a obtencdo das propriedades macroscdpicas do material ndo €
direta. Uma maneira de obter tais propriedades é utilizar o método da homogeneizacéo
assintética (AH). Este método tem fundamentacdo matematica baseada na teoria da perturbacéo
e as propriedades efetivas de materiais periddicos sdo obtidas atraves da resolucao de equacdes
diferenciais parciais definidas para a célula unitdria. No entanto, pode demandar o
desenvolvimento de um programa computacional especifico de acordo com o elemento finito
utilizado na discretizacdo da célula. Em consequéncia disso, alguns pesquisadores
desenvolveram a nova implementacao da homogeneizacgéo assintética (NIAH). A NIAH utiliza
softwares comerciais de elementos finitos como ‘“caixas pretas” para os célculos de
deslocamentos, forcas, temperaturas e fluxos de calor. O emprego de um software comercial
permite que qualquer tipo de elemento ou técnica nele disponivel seja utilizado na modelagem
da célula unitaria. Além disso, permite a interacdo com técnicas de otimizacdo baseadas em
metamodelos. Assim, este trabalho tem como objetivo a utilizagdo da NIAH para obtencgéo das
propriedades efetivas elasticas e de condutividade térmica de materiais periddicos trelicados.
Ademais, busca-se otimizar duas células unitarias iniciais a fim de obter melhores respostas
mecénicas e/ou térmicas, mantendo-se a densidade relativa constante. No entanto, ha duas
dificuldades: o ndo acesso ao cddigo fonte do programa comercial para calculo da sensibilidade
e 0 numero relativamente grande de varidveis de projeto. Para contornar essas dificuldades,
utiliza-se uma técnica baseada em metamodelos, denominada Kriging, juntamente com um
algoritmo de programacdo quadratica sequencial (SQP) utilizado como otimizador local,
associado a uma estratégia de preenchimento para refinar o modelo. As areas das secGes
transversais das barras da célula unitaria sdo tomadas como variaveis de projeto, tendo-se como
objetivo a maximizacdo do mddulo de cisalhamento, a maximizagéo da condutividade térmica
na direcdo X, a maximizacdo do modulo de cisalhamento combinado com a condutividade
térmica na direcdo X e a minimizacdo do coeficiente de Poisson. Com isso, obteve-se um
conjunto de geometrias 6timas, as quais varias sdo validadas com resultados encontrados na
literatura. Em problemas de minimizacdo do coeficiente de Poisson, obteve-se materiais com
estruturas tipicas auxéticas. A utilizacdo da NIAH permitiu obter as propriedades de forma
rapida e acurada quando comparada com a AH. A técnica de otimizacgdo utilizada, baseada em
metamodelagem, conseguiu encontrar boas solugbes. Entretanto, na etapa de construcdo do
metamodelo de Kriging houve um pouco de dificuldade devido ao grande nimero de variaveis
de projeto e ao critério de preenchimento que se mostrou computacionalmente pouco eficiente.

Palavras-chave: Material Periddico Trelicado. Homogeneizacdo. NIAH. Otimizacgéo. Kriging.



ABSTRACT

LANHI, Sandmara. OPTIMIZATION OF PERIODIC TRUSS MATERIALS BY NIAH
HOMOGENIZATION METHOD AND KRIGING METAMODEL. 102 f. MSc Dissertation —
Posgraduate Program in Mechanical and Materials Engineering, Federal University of
Technology — Parana. Curitiba, 2018.

The rapid technological evolution requires, more and more, the development of new
engineering materials that meet multifunctional conditions. Because of this, one type of material
that has attracted the attention of researchers are the so-called periodic truss materials. These
are cellular materials composed by bars, forming trusses and structure with a periodic pattern.
Due to such periodicity, in many cases, these materials have better physical properties when
compared to materials of random structure of equal relative density. However, due to the
heterogeneity of its structure (solid material and voids) in the microscale (cell scale), obtaining
the macroscopic properties of the material is not straightforward. A way to obtain these
properties is to use the asymptotic homogenization (AH) method. This method has a
mathematical foundation based on the perturbation theory and the effective properties of
periodic materials are determined through the resolution of partial differential equations defined
for the unit cell. However, it may require the development of a specific computational program
according to the finite element used in the discretization of the cell. As a result, some
researchers have developed the new implementation of asymptotic homogenization (NIAH).
NIAH uses commercial finite element software such as “black boxes” for calculations of
displacements, forces, temperatures and heat flows. The use of commercial software allows any
type of available element or technique to be used in the modeling of the unit cell. In addition,
it allows the interaction between optimization techniques based on metamodels. Thus, this work
aims to use the NIAH to obtain the elastic and thermal conductivity properties of periodic truss
materials. Moreover, it is sought to optimize two initial unit cells in order to obtain better
mechanical and thermal responses, keeping the relative density constant. However, there are
two difficulties: the non access to the source code of the commercial program for calculating
the sensitivity and the relatively large number of design variables. To overcome these
difficulties, it is employed a technique based on metamodels, called Kriging, in combination
with a sequential quadratic programming algorithm (SQP) used as a local optimizer, associated
to an infill strategy to refine the model. The areas of the transversal sections of the bars of the
unit cell are taken as design variables aiming the maximization of the shear modulus, the
maximization of the thermal conductivity in the x direction, the maximization of the shear
modulus combined with the thermal conductivity in the x direction and the minimization of the
Poisson coefficient. With this, we obtained a set of optimal geometries and several of them are
validated with results found in the literature. In problems of minimization of the Poisson
coefficient were obtained with materials with typical auxetic structures. The use of NIAH
allowed to obtain the properties quickly and accurate when compared to AH. The optimization
technique used, based on metamodeling, was able to find good solutions. However, it faced
some difficulties in the construction phase of the Kriging metamodel due to the large number
of design variables and the computationally low efficiency of the infill criterion.

Keywords: Periodic Truss Material. Homogenization. NIAH. Optimization. Kriging.
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1. INTRODUCAO

1.1 CONTEXTO

A crescente evolugdo tecnoldgica requer, cada vez mais, o desenvolvimento de novos
materiais de engenharia que atendam a aplicagbes multifuncionais. Devido a este avancgo
tecnoldgico, os materiais celulares tém chamado a atencéo dos pesquisadores, pois combinam
boas propriedades mecanicas, térmicas e acusticas com baixo peso. Em consequéncia disso,
esses materiais possuem aplicacdes na biomedicina, engenharia aeroespacial, automobilistica,
militar, entre outros setores.

Os materiais celulares se caracterizam por apresentarem uma estrutura composta por
redes de suportes sélidos ou placas interligados, formando as arestas e as faces de suas células.
Esses materiais chegam a ter 20% ou menos do seu peso ocupado por material sélido (GIBSON
e ASHBY, 1997). Séo constituidos por poros que estdo distribuidos ao longo de sua matriz
solida, que pode ser polimérica, ceramica ou metélica e sdo classificados em relagdo ao tamanho
de suas células, variabilidade do tamanho das células (aleatdrias ou periddicas), tipo de poros
(abertos ou fechados) e densidade relativa da estrutura (WADLEY, 2002). Possuem baixo peso
e alta resisténcia, e apresentam 6timo desempenho em aplicagfes como isolamento térmico,
amortecimento de choque e vibracéo, e absorcdo acustica (SCHAEDLER et al., 2011). Como
exemplos de materiais celulares tém-se as espumas metalicas, estruturas tipo honeycomb (favos
de mel), painéis sanduiche, entre outros (GIBSON e ASHBY, 1997).

Dentre os materiais celulares, uma classe que tem se destacado é aquela dos periodic
truss materials (PTMSs), ou, em portugués, materiais constituidos de células trelicadas (MCCT).
Esses materiais sdo compostos por barras que sé transmitem forgas longitudinais (SIGMUND,
1994) e sua estrutura é formada por um padrao periddico de sua célula unitaria, como pode ser
visto na Figura 1.1. Em consequéncia de sua periodicidade, esses materiais exibem baixa
dispersdo de suas propriedades fisicas, quando comparados com as espumas metalicas. Estas,
por sua vez apresentam maior heterogeneidades em sua estrutura (GUTH, LUERSEN e
MURNOZ-ROJAS, 2015). Devido a isso, os materiais celulares periddicos normalmente exibem
propriedades mecanicas superiores aos demais materiais de estrutura aleatéria com igual
densidade relativa (NIU e YAN, 2016).
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L

Figura 1.1 - Material trelicado tridimensional produzidoém liga de aluminio Ti-6Al-4V com
10% de densidade relativa.
Fonte: Messner (2016).

Devido a grande quantidade de poros e heterogeneidades presente em sua estrutura, a
obtencdo das propriedades efetivas desses materiais se torna complexa. Em consequéncia disso,
diversos métodos tém sido desenvolvidos para esse fim. Segundo Cheng, Cai e Xu (2013), os
métodos numéricos mais utilizados na obtencdo das propriedades de materiais compdsitos com
estruturas complexas sdo o elemento de volume representativo (RVE, do inglés representative
volume element) e a homogeneizacdo assintética (AH, do inglés asymptotic homogenization).

O método RVE destaca um elemento de volume para representar toda a estrutura,
aplica condi¢des de contorno especificas, que podem ser de deslocamento unitério (Dirichlet)
ou de forga (Neumann) e encontra as propriedades efetivas fazendo com que sua energia de
deformacdo seja equivalente ao material homogéneo (CHENG, CAIl e XU, 2013). O RVE ¢
largamente utilizado devido a sua concepcao e simplicidade mecanica. Contudo, esse método
ndo possui rigorosa fundamentacdo matematica e fornece apenas uma estimativa aproximada
das propriedades efetivas. Devido a isso, ndo deve ser utilizado quando se deseja alta precisdo
das propriedades efetivas (ZHANG, SHANG e LIU, 2017).

O método AH, ao contrério do método RVE, possui rigorosa fundamentacéo
matematica baseada na teoria da perturbacdo e obtém as propriedades efetivas dos materiais
periddicos através da resolucdo de equacOes diferenciais parciais definidas para uma celula
unitaria. Esse método pode dar uma solucdo exata para a macroestrutura, se esta for
suficientemente grande e composta por um ndmero infinito de células unitarias (ZHANG,
SHANG e LIU, 2017). O método AH tem sido utilizado com sucesso na predicdo das

propriedades elasticas efetivas de materiais periddicos bidimensionais e tridimensionais,
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analitica e numericamente. No entanto, a obtencdo das propriedades efetivas pelo método da
AH demanda muito tempo computacional, principalmente devido a falta de ferramentas de
softwares genéricos ligados ao método e a sua formulacdo por elementos finitos. Em
consequéncia disso, recentemente Cheng, Cai e Xu (2013) desenvolveram uma nova
implementacdo para 0 método da homogeneizagao assintotica, denominado NIAH (do inglés
novel implementation of asymptotic homogenization). Esse método tem como base matemaética
0 método tradicional e utiliza softwares comerciais de elementos finitos como “caixas pretas”
(“black-box™) em auxilio nos calculos dos vetores de forcas, deslocamentos, fluxos de calor e
temperaturas. Nesse método, todo o célculo por elementos finitos é realizado atraves do
software, permitindo a utilizacdo de todos os tipos de elementos e técnicas disponiveis para
discretizacdo da célula unitéaria. Esta nova implementacdo, portanto, consegue resolver uma
variedade de problemas com células unitarias complexas e reduzir significativamente a sua
escala.

A utilizacdo de softwares comerciais torna o processo de obtengéo das propriedades
efetivas muito mais agil e eficiente. Porém, ndo permite o acesso de forma direta ao cddigo
fonte do software comercial para o calculo da sensibilidade. Apesar disso, permite a integracdo
com diferentes técnicas de otimizacdo, como por exemplo as técnicas baseadas em
metamodelos. Essa integracdo da NIAH com processos de otimizagdo é importante, visto que
0s materiais periédicos trelicados sao projetados para aplicagdes especificas. No entanto, esses
materiais apresentam estruturas bastante complexas e, devido a isso, 0 processo de otimizagao
se torna custoso e demorado. Assim, a utilizacdo de técnicas baseadas em metamodelos visa
reduzir o tempo computacional gasto na otimizacao.

Os metamodelos (também chamados de modelos substitutos ou superficies de
resposta) tém como objetivo fazer aproximacdes de um modelo de alta fidelidade, a fim de
aliviar a carga computacional durante os calculos e suavizar possiveis ruidos da funcéo objetivo
e das restrigdes. Assim, uma vez que o modelo substituto tenha sido construido, 0 modelo de
alta fidelidade é esquecido e a busca subsequente ¢ feita apenas no modelo substituto (AHMED
e QUIN, 2009). Exemplos de classes tipicas de metamodelos sdo: regressdes polinomiais,
splines, redes neurais artificiais e Kriging (ROUSTANT, GINSBOURGER e DEVILLE, 2012).

Um dos metamodelos mais utilizados e que tem sido utilizado em diferentes tipos de
problemas € Kriging. Este é basicamente um processo de interpolagdo espacial, no qual o
modelo interpola as respostas em exatamente todos 0s pontos experimentais ou pontos iniciais
(obtidos por um projeto de experimentos ou DOE, do inglés design of experiments) e prevé as

respostas para novos pontos (AHMED e QUIN, 2009). Ou seja, assumindo uma funcao
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desconhecida f : D < R"™ = R, Kriging prevé os valores desconhecidos de f(x) para um

ponto x € D através de observagdes conhecidas f em um conjunto de experimentos conhecidos

X = {x®,..,x@}"(q € N) (ROUSTANT, GINSBOURGER e DEVILLE, 2012). Assim,
devido a complexidade dos materiais periddicos trelicados e ao grande numero de variaveis
presentes em problemas desse tipo, propbe-se a utilizagdo de uma técnica de otimizacao baseada
em metamodelos. O objetivo de usar metamodelos em casos como este é tornar o processo mais

eficiente e diminuir o tempo computacional das analises.
1.2 OBJETIVO E JUSTIFICATIVA

Esse trabalho tem como objetivos a aplicacdo da nova implementacdo da
homogeneizacdo assintotica (NIAH) para a obtencdo das propriedades elasticas e térmicas
efetivas de materiais trelicados e a utilizacdo de uma técnica de otimizacdo baseada em
metamodelos, denominada Kriging, a fim de obter células com configuracGes 6timas que
atendam a condices de cargas especificas.

As funcbes objetivo analisadas sdo referentes as respostas mecanica, térmica e
termomecanica, visando a maximizacdo do modulo de cisalhamento, a maximizacdo da
condutividade térmica na direcdo x, a maximizacdo do modulo de cisalhamento combinado
com a condutividade térmica na direcdo X e a minimizacéo do coeficiente de Poisson. Para isso,
as areas das secdes transversais dos elementos das células sdo tomadas como variaveis de
projeto.

A utilizacdo da NIAH se justifica pela facil implementacdo do método e por permitir
a utilizacdo de diferentes tipos de elementos disponiveis em softwares comerciaisl de elementos
finitos, na obtencdo das propriedades efetivas homogeneizadas de materiais trelicados. J& com
a utilizacdo do metamodelo de Kriging, procura-se aumentar a eficiéncia do processo de
otimizacdo e diminuir o tempo computacional. A utilizagdo de métodos ligados a softwares
comerciais de elementos finitos permite facilmente a integracdo com diferentes estratégias de

otimizagdo, como é o caso das técnicas baseadas em metamodelos.
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1.3 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

Este texto estd dividido em seis capitulos. No primeiro tem-se a introducdo, onde
busca-se apresentar um breve panorama do contexto do trabalho. No capitulo 2, apresentam-se
a definicdo de materiais periodicos, bem como o método da homogeneizagdo assintotica e a
nova implementacdo do método da homogeneizacdo assintotica (NIAH). No capitulo 3,
apresentam-se 0s parametros constitutivos e o método grafico para verificacdo da isotropia das
propriedades dos materiais. No capitulo 4, apresentam-se a definicdo de um problema de
otimizac&o, a técnica de otimizacéo baseada em metamodelos, bem como as técnicas essenciais
para a geracdo da amostra e construcdo do metamodelo de Kriging, o algoritmo de otimizacéo
e o detalhamento das funcgdes objetivo utilizadas no trabalho. No capitulo 5, apresentam-se 0s
resultados obtidos utilizando-se a NIAH na obtencdo das propriedades homogeneizadas e
através da otimizacdo de duas células iniciais. E, por fim, no capitulo 6, sdo apresentadas as

conclusdes e sugestbes para trabalhos futuros.
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2 MATERIAIS PERIODICOS

2.1 GENERALIDADES SOBRE MATERIAIS PERIODICOS

Os materiais periddicos sdo descritos a partir da repeticdo de sua célula base, a qual
possui dimensfes muito menores que a dimensdo de dominio global. A obtencdo das
propriedades efetivas desses materiais pode ser realizada a partir da anélise de apenas uma de
suas células unitarias (HASSANI e HINTON, 1998).

Dessa forma, um meio heterogéneo é dito periddico se as fungbes que descrevem

qualquer quantidade fisica ou geométrica desse meio obedecem a relacéo

F(x + NY) = F(x), (2.1)

onde F é a propriedade fisica, que pode ser representada na forma de funcédo escalar, vetorial
ou tensorial, x = [x;,x,,x3]T é 0 vetor posi¢do para um ponto qualquer, N é uma matriz

diagonal 3x3 de numeros inteiros arbitrarios, representada por

ng 0 O
0 0 nj

onde n1, Nz e n3 sdo responsaveis pela translacdo da fungdo analisada nas direcdes principais, €
Y = [V}, Y, Y5]Té um vetor de valores constantes que determina o periodo da estrutura, isto é,
as dimensdes da celula base.

Na teoria da homogeneizacédo, considera-se que o periodo Y, quando comparado com
as dimensdes de dominio global, é muito pequeno. Dessa forma, funcdes caracteristicas de
materiais altamente heterogéneos irdo variar muito rapidamente dentro de uma vizinhanga
muito pequena de um ponto x, conforme ilustrado na Figura 2.1. Assim, deve-se considerar
duas escalas diferentes de dependéncia para todas as quantidades: uma em escala de nivel
macroscopico ou global, representada por x que indica variagdes lentas, e outra em nivel
microscopico ou local, representada por y, a qual indica oscilagdes rapidas (HASSANI e
HINTON, 1998). Na Figura 2.2 podem-se observar as escalas de dependéncia do material. A
proporcdo entre as duas escalas é dada pelo pardmetro ¢, conhecido como dimensédo

caracteristica da heterogeneidade e definido pela equagéo
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(2.3)

F(x)

[ LI T

i+1 X
Figura 2.1 - Funcéo representativa da variacao de propriedades em um material heterogéneo.
Fonte: Hassani e Hinton (1998).
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Figura 2.2 - Material periodico e célula unitéria correspondente.

A variacdo do tensor constitutivo eléstico na escala microscopica dificulta a anélise
precisa para esses materiais (GUTH, 2012). Apesar disso, as propriedades em escala
macroscéopica do material podem ser determinadas de forma aproximada utilizando o método
de homogeneizacdo. Esse método ignora a microestrutura na avaliacdo global, simplificando
consideravelmente a analise (SIGMUND, 1994).

2.2 HOMOGENEIZACAO
Por meio da teoria da elasticidade linear, as propriedades equivalentes de materiais

com microestrutura periddica podem ser obtidas através da utilizacdo do metodo da

homogeneizacdo por meio de expansao assintética. Esse método fundamenta-se no fato de que
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o tamanho de uma célula unitéaria, a qual se repete inimeras vezes ao longo do dominio global,
é muito menor que o tamanho representativo da estrutura global (NEVES, RODRIGUES e
GUEDES, 2000).

Segundo Hollister e Kikushi (1994), o método da homogeneizacéo € baseado em trés
pressupostos. O primeiro presume que o deslocamento (ou temperatura) possa ser escrito sob a
forma de expansdo assintotica. O segundo supde que o material possa ser dividido em duas
escalas, micro e macroescala, e que estas possam estar relacionadas através do parametro e,
conforme a Equacdo (2.3). O terceiro pressuposto € que os deslocamentos (ou temperaturas)
nos limites da célula unitaria sejam periédicos, ou seja, que tenham os mesmos valores em faces
opostas da célula.

Assim, 0 método da homogeneizacdo permite que a partir da avaliagdo do
comportamento microscépico, ao nivel da célula unitéaria atraves da expanséo assintética em
duas ou mais escalas, seja obtido o comportamento macroscopico. Isso é realizado com o
objetivo de reduzir drasticamente o esforgo computacional, visto que a anélise é realizada com
apenas uma célula unitaria e ndo com o dominio total. Sob o olhar matematico, a
homogeneizacdo assintdtica se baseia em uma teoria de limites utilizada para substituir
equacOes diferenciais com coeficientes rapidamente oscilantes, sob o pressuposto de
periodicidade usando a expansdo assintOtica, por equacdes diferenciais com coeficientes
constantes ou quase constantes (HASSANI e HINTON, 1998).

Desta forma, nesta secao é apresentada uma breve descri¢do das equacdes governantes
e dos tensores homogeneizados para materiais peridédicos. Maiores informac@es a respeito do
equacionamento do método podem ser encontradas em Guth (2012), Mufioz-Rojas et al. (2010),
Hassani e Hinton (1998), Hassani e Hinton (1999) e Guedes e Kikuchi (1989).

2.2.1 Homogeneizacao das propriedades elasticas

Partindo do pressuposto de que o campo de deslocamentos u possa ser escrito sob a

forma de expansdo assintotica do material ndo homogéneo, tem-se

U(X, Y) =l (X) + &uy (X, Y)' (24)

onde u, sdo campos de deslocamentos periddicos em relacdo a coordenada y, o que significa

que eles produzem valores idénticos em lados opostos da célula unitaria, e os subscritos 0 e 1
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referem-se & macro e micro escalas, respectivamente. Considerando que ndo ha tragdes nas

fronteiras internas das células, o principio dos trabalhos virtuais pode ser escrito como

fo:SSdQ—fb-SudQ—ft-SudF=0 Véu €V, (2:5)
Q

Q r

onde o representa o tensor de tensdes, € o tensor de deformacdes, b as forcas de corpo, t as
forcas de superficie que agem nas fronteiras I' do dominio £, 8u o deslocamento virtual sofrido
pela estrutura e V,, o conjunto de deslocamentos virtuais cinematicamente admissiveis.

A partir da Equagdo (2.5) e do desenvolvimento encontrado nas referéncias citadas, é
possivel obter a expressao que representa a escala macroscopica da célula,

f6x8u0: Ef : 9,u,dQ — jb-&uodﬂ—jt-SuOdF =0, (2.6)
) Q r

onde o operador 2, é

100k  0(h
=_ 2.7
aX 2 ( axl + axk > ( )
e EH é o tensor constitutivo elastico homogeneizado, definido por
B = - E:(I1-0d,x)dY
Y

sendo | o tensor identidade de quarta ordem, onde cada coluna representa a aplicacdo de um
campo de deformacdo unitéria, x é um tensor de segunda ordem que representa 0S
deslocamentos da célula unitéaria, Y o periodo da célula e |Y| o volume total da célula (ou area
para células em 2D).

Além de ser apresentado conforme a Equacdo (2.8), cada componente do tensor

constitutivo elastico pode ser encontrada por

1 anl
Egkl(x) = mf <Eijkl ~ Eijpq ﬁ) dy, (2.9)
q
Y
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onde os indices kl representam a direcéo de aplicacdo da carga e o termo )({,‘l é uma funcdo que

é a solucdo da equacdo para o problema da célula unitaria
f6y8u1 tE:dyxdY = f6y8u1 : E:1dY. (2.10)
Y Y

Contudo, como é necessaria apenas a derivada de x para resolver as equacdes até aqui
apresentadas. Vale ressaltar que no limite, quando a dimensdo caracteristica da
homogeneizacao ¢, tende a zero, os problemas em micro e macro escalas estdo desvinculados.
Assim, a solucdo pode ser determinada apds a obtencdo de y atraves da Equacdo (2.10), do
tensor elastico constitutivo homogeneizado, pela Equacéao (2.8) e, por fim, pela construgdo da
equacdo macroscopica, dada pela Equacéo (2.6).

Utilizando o método dos elementos finitos obtém-se x, de forma que

Kyx="P, (2.11)

onde K é a matriz de rigidez homogeneizada global, determinada por

K= ZJ BTD B dYe (212)
e Qe

e P é uma matriz que abrange os casos de carga global resultantes do desenvolvimento da

homogeneizacéao

P= ZJ BTD dYe. (2.13)
e Qe

Cada coluna da matriz P € um vetor de forcas referente a deformagéo unitaria que foi
imposta em uma dada direcdo sobre a célula. O termo D é a matriz constitutiva do elemento
utilizado no sistema global de coordenadas, equivalente a matriz E da Equacao (2.8) conforme
é mostrado no APENDICE A, e B é a matriz composta pelas derivadas das funcdes de
interpolagdo que descrevem o campo de deslocamentos do elemento no sistema global de
coordenadas. A Equacdo (2.12) e a Equacao (2.13) estdo representadas sob a forma matricial

em notacdo compacta, conforme também foi utilizada pelos autores Yan et al. (2006).
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O sistema linear da Equac&o (2.11) é um problema de valor de contorno que deve ser
resolvido a partir de uma discretizacdo apropriada no dominio da célula unitaria. Para isso, €
necessaria a definicdo de condi¢cbes de contorno essenciais e, como no procedimento da
homogeneizacdo os problemas devem respeitar as consideracbes de periodicidade, é
introduzida uma restricdo cinematica na célula unitéaria. Essa restricdo de periodicidade exige
que o campo de deslocamentos tenha os mesmos valores em faces opostas da célula unitéria.
Assim, considerando condicBes de contorno periddicas na fronteira, assume-se que a célula a
ser analisada esta longe do limite do dominio, onde os efeitos locais, como as heterogeneidades
de tensdo local, efeitos de tamanho e borda, ndo ocorrem (ARABNEJAD e PASINI, 2013).

2.2.2 Homogeneizacdo das propriedades de condutividade térmica

Da mesma forma que estdo expostas as equagdes para as propriedades mecéanicas,
nesta subsecdo é apresentada uma sintese do desenvolvimento das equacfes homogeneizadas
para problemas com aplicacdes em transferéncia de calor (conducéo térmica). No entanto, uma
abordagem energética é utilizada ao invés do principio dos trabalhos virtuais.

Assim, define-se a condutividade térmica Kt como periddica na célula, a qual pode ser

representada por

Kt(x,y) = Kt(x,y + Y). (2.14)

Tomando o campo de temperaturas, T, na célula e expandindo-o assintoticamente, tem-

Se

T=TXy) =Ty(x) + cT,(x,y), (2.15)

onde T; € periodica na dimensdo Y da célula.
Seguindo a mesma logica utilizada para determinar o tensor constitutivo elastico, a
condutividade térmica homogeneizada pode ser encontrada como apresentado em Guth (2012)

e Mufioz-Rojas et al. (2010) na forma

1
Kt? = i J Kt(x,y) - [1- V,R(x,y)] aY, (2.16)
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onde R(x,y) séo as temperaturas caracteristicas da célula unitaria, ja V,, € definido por

a()
0y;

(%,),0) = (2.17)

Além disso, cada termo do tensor condutividade térmica pode ser encontrado por

o R

sendo que R(x,y) pode ser obtido por meio de

1 T
W f [I-V,R(xy)] - Kt(x,y) - V,8T,(x,y)dY = 0. (2.19)
Y

No sentido de obter as temperaturas caracteristicas da célula unitaria, R(x,y), €
necessario resolver a Equacdo (2.19). Para isso, utiliza-se o método dos elementos finitos, onde

tem-se um sistema semelhante ao descrito na Equacéo (2.11),

CR = Q, (2.20)

onde C é a matriz de rigidez homogeneizada no sistema global e Q € a matriz que abrange os
casos de carga térmica global que decorrem do desenvolvimento da homogeneizacdo. Cada
coluna da matriz Q esta relacionada a um vetor de gradiente térmico imposto em determinada
direcdo da célula unitaria.

Os termos C e Q séo

C= Z f BTKtB dY® (2.21)
e Qe
e
Q= Z f BTKtdY®, (2.22)

e Qe
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onde K é a matriz constitutiva térmica do elemento utilizado no sistema global de coordenadas.
A Equacédo (2.21) e a Equagdo (2.22) também estéo representadas sob a forma matricial em
notacdo compacta, conforme foi utilizada pelos autores Yan et al. (2006).

Semelhante a forma que se alcangou os deslocamentos da célula unitéria, x, as
condicGes de contorno periddicas devem ser aplicadas nas fronteiras da célula, ou seja, em lados
opostos da célula as temperaturas devem ser iguais, a fim de encontrar a solugédo para a Equacéo

(2.20) encontrando as temperaturas caracteristicas R.

23 NOVA IMPLEMENTACAO DO METODO DA HOMOGENEIZACAO
ASSINTOTICA (NIAH)

A fundamentacdo matematica da nova implementacdo do método de homogeneizagédo
assintética (NIAH), proposta por Cheng, Cai e Xu (2013), é baseada no método tradicional,
AH. Porém, podem ser empregados softwares comerciais de elementos finitos, o que possibilita
a utilizacdo de qualquer tipo de elemento ou técnica disponivel nessas ferramentas para a
modelagem da célula unitaria e obtencdo das propriedades efetivas do material.

Iniciando a realizacdo dessa implementacgéo, reescreve-se a Equacéao (2.13) e a matriz

de rigidez, Equacédo (2.12), em funcdo dos campos de deformacGes unitarios.

fil = f BT E €2V gy, (2.23)
Y

K= f BT EB aY, (2.24)
¥

onde f*! é o vetor de forgas globais, E é a matriz de rigidez constitutiva e & corresponde a trés
(2D) ou seis (3D) campos de deformagdes unitérios. Para obter o vetor de forcas da Equacéo
(2.23) e a matriz de rigidez da Equacgdo (2.24) é necessario a aplicacdo dos campos de
deformacéo, conforme descritos abaixo, sob condi¢Ges de contorno periddicas. Para problemas

em duas dimensoes (2D) esses campos de deformacdes para o elemento de barra séo escritos

€11 1 0 0
£=1{&2;, 0V =1Jop, G2 =111 002 =g (2.25)
€12 0 0 1

como
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Agora, considerando que x°*Y é um vetor de deslocamentos nodais correspondentes
aos campos de deformacfes unitarias €2V, reescreve-se a Equagdo (2.23) em funcio dos

deslocamentos nodais e tem-se

fi = f BT E B x°D gy
Y

i = f BTEBdY - x°*V (2.26)

fle =K XO(kl).

Essa alteracdo expressa que o vetor de forcas pode ser determinado pela multiplicacéo
entre a matriz de rigidez e o campo de deslocamentos x°*Ydecorrente da deformacéo
homogénea €°*Y. No software comercial, aplica-se os deslocamentos nodais x°*% em cada
no, realiza-se a anélise estatica e obtém-se o vetor de forgas f* diretamente através do software.

No caso bidimensional, os campos de deslocamentos correspondentes aos campos de

deformacdes da Equacdo (2.25) para elemento de barra séo

_(u 0(11) _ (X oz2) _ (0 o12) _ (0.5y
wof) 0-0) 2P0} w0-02 em
onde x ey, representam as coordenadas nodais. Como outra alternativa o campo xﬁgz) pode ser
reescrito como
0(12) _ (¥ 2.28
X5 = {o} (228)

Nota-se que, a primeira etapa para realiza¢ao do procedimento da NIAH compreende
a construcdo do modelo da célula unitaria por elementos finitos, a aplicacdo dos campos de
deslocamentos unitérios x°*V (denominados deslocamentos prescritos) em cada né da célula e
a realizacdo da andlise estatica pelo software para obter as forcas de reagdes nodais f**.

Posteriormente, na segunda etapa, as reacdes nodais f*' sio aplicadas em seus
respectivos nés com as condi¢Ges de contorno periodicas e realiza-se a analise estatica
novamente. Como resultado dessa analise, sdo obtidos os campos de deslocamentos
caracteristicos ¥*. As condicdes de contorno periddicas, sdo aplicas como restricdes nos
deslocamentos diretamente no software comercial de elementos finitos, conforme é descrito na

Secdo 2.4. E por fim, na terceira etapa, aplicam-se em cada n6 os deslocamentos caracteristicos
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¥, realiza-se novamente a analise estatica e obtém-se as forgas nodais f** correspondentes
a aplicacao dos deslocamentos caracteristicos.
Dessa forma, com os valores dos deslocamentos e das forcas nodais, o tensor elastico

homogeneizado pode ser obtido a partir de

1
Y]

(Xo(ij) _ )‘”(i]')T(fkl _ f*(kz))_ (2.29)

Ei’}m =
A Figura 2.3 apresenta o fluxograma desse procedimento, o qual também pode ser
realizado a fim de se obter o tensor de condutividade térmica homogeneizada. Contudo, sdo

aplicados campos de temperaturas e fluxos de calor para realizar a analise.

4 N

Modelo de elementos finitos
da célula

v

Aplicam-se os

deslocamentos prescritos
x°*D ¢ obtém-se f¥!

I

Aplicam-se as forcas nodais
f¥! + C.C. periodicas e
obtém-se X~

\. . /
v
~

Aplicam-se os

deslocamentos

caracteristicos X*' e obtém-

se f*(&D)

\. - /
Determina-se o tensor constitutivo
eléstico:

1 Ly
H _ 0(ij ~1j kil # (kD)
Ef;m—m(x(‘”*X)(f —f )

Figura 2.3 - Fluxograma do método NIAH na obtenc¢éo do tensor constitutivo elastico.
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Reescrevendo a Equacdo (2.22) referente aos casos de cargas globais térmicas para o
método da NIAH, tem-se

g = f BT Kt VT°O) g, (2.30)

Y

onde q’/ é o vetor de cargas térmicas globais, Kt é a condutividade térmica e VT°W ¢ o
gradiente térmico unitério. Para o caso bidimensional, os gradientes térmicos para o elemento

de barra sdo escritos como

(9T
VTOU)={S;€}, VT0(1)={(1)}, VT°(2)={2}. (2.31)

\5y)

Posteriormente, considerando que R°U) representa os campos de temperatura

correspondentes aos gradientes térmicos unitarios e o substituindo-o na Equacéo (2.30), tem-se

q = f BT Kt B R°Y) gy
Y

= f BT Kt BdYR'V) (232)
Y
onde os campos de temperaturas prescritas para o caso bidimensional séo
o) — (¥ o) _ {0 (2.33)
R™ = {O}’ RO = {y}’

sendo x e y as coordenadas nodais de cada no6 da célula.

Semelhante ao procedimento realizado para encontrar o tensor elastico
homogeneizado pela nova implementacéo, faz-se para determinar o tensor térmico. No entanto,
aplicam-se os campos de temperatura R°Y, realiza-se analise térmica e obtém-se o fluxo de
calor g/ correspondente diretamente a partir dos resultados de saida do software.

Assim, o processo para a implementacdo da NIAH para a anélise térmica se d&
inicialmente pela aplicacdo dos campos de temperatura nodais R°U’ para se obter os fluxos de

calor q/ correspondentes. Posteriormente, aplica-se o fluxo de calor q’ obtido, em cada no,
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juntamente com as condi¢des de contorno periddicas e obtém-se as temperaturas caracteristicas

R*¥) como resultado de saida do software. Como ultima etapa, aplicam-se as temperaturas

caracteristicas R*U) em cada n6 da célula e se obtém o fluxo de calor correspondente q*/.
Dessa forma, com os valores das temperaturas e dos fluxos de calor, a condutividade

térmica homogeneizada é determinada por

1 N e . .
Ktf = i RO — R*(‘))T(qf -q7), (2.34)
onde R°® e R*(® s3o as temperaturas prescritas e caracteristicas, respectivamente, e q’ e q*/sdo
os fluxos de calor correspondentes as temperaturas. A Figura 2.4, ilustra o procedimento para

obtencdo do tensor térmico.

(- N

Modelo de elementos finitos
da célula

\. J

v

Aplicam-se as temperaturas

prescritas R%() e obtém-se

\, J
'

Aplicam-se os fluxos de

calor q/ + C.C. periédicas e
obtém-se R*()

}

Aplicam-se as temperaturas

caracteristicas R"U) e

obtém-se q*/
\. /

v

Determina-se o tensor constitutivo

térmico:

1 S e o i

Figura 2.4 - Fluxograma do método NIAH na obtenc¢éo do tensor constitutivo téermico.
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No método AH, para se obter o vetor de for¢as, Equacgdo (2.13) e o vetor de cargas
térmicas, Equacdo (2.18) é preciso realizar a integracdo das equacdes para cada elemento. Isso
indica que todos os detalhes das matrizes relacionadas aos elementos, como matriz constitutiva
e matriz deslocamento-deformacdo, devem ser conhecidos. Assim, diferentes tipos de
elementos (elemento sélido, elemento de barra, elemento de viga e elemento de casca) levardo
a matrizes diferentes e, consequentemente, a construcao de codigos diferentes.

A dificuldade encontrada na implementacdo numérica do método AH por elementos
finitos tem levado somente a utilizacdo de elementos solidos 2D e 3D. Isso se da ao fato, de que
a utilizacdo de outros tipos de elementos aumentardo a dificuldade no trabalho de derivagéo das
equacdes. Porém, mesmo utilizando apenas esses dois tipos de elementos na discretizacdo de
células unitarias com microestruturas complexas, havera um nimero muito grande de
elementos, e a resolucdo dessas equacdes pode ser demorada (CHENG, CAl e XU, 2013).

Nesta nova metodologia, os vetores de forgas, deslocamentos, temperaturas e fluxos
de calor, podem ser obtidos diretamente através dos resultados de saida do software comercial
de elementos finitos. Além disso, qualquer técnica ou elemento disponivel no software possa
ser utilizado para modelar e discretizar a célula unitéaria.

A NIAH tem sido utilizada na obtencdo de propriedades elésticas e térmicas de
materiais periddicos em diversos trabalhos, como exemplos séo citados: o trabalho de Cheng,
Cai e Xu (2013), no qual foi desenvolvida a nova metodologia, e foi utilizada para obter as
propriedades elasticas de uma célula quadrada com furo central retangular, material periédico
trelicado octaedrico e material trelicado com nucleo octaédrico oco. No trabalho de Cai, Xu e
Cheng (2014), desenvolveu-se a NIAH para aplicacfes em placas e estruturas de casca e foi
utilizada na obtencdo das propriedades de uma estrutura honeycomb com nucleo periddico
tipico hexagonal e em painel sanduiche com nucleo periddico trelicado.

No estudo realizado por Wang et al. (2015), o método também foi utilizado para
determinar as propriedades efetivas de placas rigidas hierarquicas e de seus reforcos. Nos
trabalhos de Yi et al. (2015) e Yi, Cheng e Xu (2016) os autores estenderam o método a
estruturas de vigas com periodicidade ao longo do eixo. Ja no trabalho de Xu, Cheng e Yi
(2016), foi aplicada em estruturas de vigas de Timoshenko para avaliagédo da rigidez ao
cisalhamento. No trabalho de Zhang, Shang e Liu (2017), o método foi desenvolvido para
prever os coeficientes efetivos de expansdo térmica para materiais compositos periddicos
reforgados com fibra. Além destes trabalhos, a NIAH foi utilizada para prever as propriedades
elasticas de nanocompdsitos de PVC no trabalho de Zhao et al. (2016). No trabalho de Cheng

e Xu (2016), foi utilizada na obtencdo das propriedades para estruturas de placas periddicas.
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Nos trabalhos de Wang et al. (2017a), Wang et al. (2016), Hao et al. (2016a) e Hao et al (2016b)
foi utilizada para obter as propriedades el&sticas efetivas de estruturas de cascas rigidas (ou
“shell”) e no trabalho de Wang et al. (2017b) NIAH foi utilizada para encontrar as propriedades

dos reforcos de estruturas de cascas rigidas.
2.4 CONDICOES DE CONTORNO PERIODICAS

Condicoes de contorno periodicas podem ser utilizadas para simular grandes sistemas,
simplesmente pela modelagem de um elemento de volume representativo. S&o frequentemente
aplicadas na modelagem de materiais para eliminar a presenca de superficies e evitar grande
quantidade de células (no caso de materiais celulares). Assim, quando aplicadas em uma célula
(por exemplo), as condi¢Bes de contorno periddicas conseguem representar um sistema de
estrutura infinita com padréo periddico, dado pela repeti¢do da célula ao longo da estrutura (Wu
etal., 2014).

Dessa forma, uma vez que o conjunto de células unitarias repetidas representa um
corpo fisico continuo, duas quantidades devem ser cumpridas nos nés das fronteiras das células
unitérias vizinhas. A primeira condicdo € que os deslocamentos devem ser continuos, ou seja,
as células unitéarias adjacentes ndo podem ser separadas ou transpassar nos limites umas das
outras, apos a deformacdo. A segunda condicdo implica que a distribuicdo de tensdo nos nos
das fronteiras paralelas opostas de uma célula unitaria devem ser as mesmas. Sendo assim, a
célula que respeita essas duas condi¢cdes pode ser dita como um corpo fisicamente continuo
(LUTHER, 2005).

Considerando uma estrutura periédica constituida por um conjunto de células unitarias

repetidas, o campo de deslocamentos dessa estrutura periddica pode ser representado como

u; (%1, %2, %3) = €037 + u; (X1, %2, X3), (2.35)

onde s?j é o tensor deformacdo global da estrutura periddica, x; € um campo de coordenadas e

u; € a parte periodica das componentes de deslocamento, geralmente desconhecida e
dependente dos casos de cargas globais aplicadas.

A Equacéo (2.35) atende o primeiro requisito para que o material seja considerado
continuo. No entanto, ndo pode ser aplicado diretamente nos ndés dos limites da célula, visto
que a parte periddica da equacao u; (x;, x, x3) € geralmente desconhecida. Dessa forma, para

qualquer célula unitaria, os campos de deslocamentos devem sempre aparecer em pares
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paralelos (LUTHER, 2005). Assim, os deslocamentos para um par de n6s encontrados nos
limites paralelos e opostos da célula pode ser escrito como

uft = el +ug (2.36)

uf” = elx T +uj, (2.37)
onde os indices k* e k™~ identificam o k-ésimo par de nés dos limites paralelos de uma célula.
Vale ressaltar que u; (x4, x5, x3) € 0 mesmo valor para os dois lados opostos da célula (devido
a periodicidade), entdo a diferenca entre as duas Equacdes (2.36) e (2.37) é

uft —uf” = e (xft —xf7) = el Axf. (2:38)

O parametro Ax}‘ é constante para cada par de nos, 0 que torna todo o lado direito da
Equacdo (2.38) constante. Assim, as equacdes apresentadas podem ser facilmente aplicadas na
andlise de elementos finitos como equacdes de restricdo de deslocamentos nodais (LUTHER,
2005).

Como os deslocamentos nas dire¢6es x e y em lados opostos devem ser iguais, o termo

Ax}‘ é igual a zero, e assim a Equacao (2.38) fica

ukt —uk= =o. (2.39)

No entanto, tais condi¢des de deslocamentos ndo garantem a segunda condicdo. Dessa
forma, para se garantir a continuidade dos campos de tensdes, € necessario a aplicacdo das
condigoes

K+ — k= = (2.40)
okt gk =0 (2.41)

onde a,, e o; sdo as tensdes normal e de cisalhamento para o k par de nos paralelos opostos nos
limites da célula unitaria. Porém, analisando o problema através da utilizagdo do método de
elementos finitos baseado em deslocamentos, a aplicacdo de apenas a Equagdo (2.38) pode
garantir a unicidade da solucéo e satisfazer automaticamente a segunda condicdo (LUTHER,
2005).
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Utilizando softwares comerciais, as condi¢cBes de contorno periodicas podem ser
aplicadas como restricGes dentro do préprio software. De modo a exemplificar a aplicacdo
dessas em um software de elementos finitos, toma-se a célula unitaria representativa da Figura
2.5e0snbs 1, 2e4 como nos de referéncia. A partir dos nds de referéncia, os demais podem
ser restritos. O nd 5 é independente, pois ndo é um no localizado no limite da célula. Os nés 3,
7 e 9 devem ter a mesma propriedade que o n6 1, ou seja devem estar restritos ao n6 1. O n6 6
deve ter a mesma propriedade que o0 nd 4 e o no 8 deve ter propriedade igual ao n6 2. Quando
afirma-se, por exemplo, que o0 né 6 deve ter a mesma propriedade de deslocamento que 0 no 4,
exige-se que as componentes do deslocamento do né 6, us e Ve devem ser iguais ao no 4, us e

V4.

Izl No de referéncia
@ No dependente
@ No independente

1 2 3
Figura 2.5 - Exemplo de aplicacdo de condicGes de contorno periddicas.
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3 RELACOES CONSTITUTIVAS

3.1 PARAMETROS CONSTITUTIVOS

Os parametros constitutivos dependem das propriedades do material em questdo. Uma
propriedade fundamental para alguns materiais é a isotropia, a qual relaciona os diferentes
modulos elasticos encontrados em diferentes orientaces do material. Por exemplo, materiais
como minerais cristalinos, madeira e compdsitos reforcados com fibras apresentam diferentes
modulos elasticos em diferentes direcGes. Esses sdo ditos anisotropicos. No entanto, vale
ressaltar que para materiais anisotropicos, podem existir direcGes particulares nas quais as
propriedades sdo iguais. Essas direcGes indicam as simetrias desses materiais. Porém, para
varios outros materiais, a orientacdo da microestrutura cristalina e dos gréos € aleatoria. Dessa
forma, as propriedades elasticas macroscopicas sdo essencialmente as mesmas em todas as
direcdes. E para esses materiais com simetrias completas em todas as direcGes da-se o nome de
materiais isotrépicos (SADD, 2009).

Assim, para o caso tridimensional, o tensor eléstico para materiais isotrépicos € dado

por

[E1111 E1122 Ei133 0 0 0 7
Eyz11  Ezz22  Eza33 0 0 0
E E E 0 0 0

gGD) — [F3311 Faszz  Fasss 31
0 0 0 Ei212 0 0 7 (31)
0 0 0 0 Ezpz O
| O 0 0 O O E3131_

onde 0s termos E1111 = E2222 = Eszas, E1122 = E1133 = E2233 € E1212 = E2323 = E3131. Além disso,
0s termos E1122 = E2011, E1133 = E3311, E2233 = E3322, 0U Seja 0 tensor elastico é simétrico. E para

0 caso bidimensional o tensor € igual a

E1111 Ei122 0
ECD) = |Eyyq1  Eaoz 0 |, (3.2)
0 0 Ei712

onde os termos E1111 = E2222 € E1122 = E2211.
A definicdo do tensor eléstico para materiais isotropicos leva a definigdo de cinco

constantes A, G, E, v e B, que sdo a constante de Lamé, o modulo de cisalhamento, 0 mddulo
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elastico, o coeficiente de Poisson e 0 médulo volumétrico®, respectivamente. Apesar das cinco
constantes serem relacionadas entre si, deve-se lembrar que apenas duas sdo necessarias para
caracterizar o material. E se apenas duas sdo dadas, as outras trés podem ser determinadas
(SADD, 2009). Desta forma, cada componente do tensor elastico pode ser reescrito em funcéo
destas constantes, como por exemplo a Equacdo (3.3) é escrita em funcdo do coeficiente de
Poisson e do maédulo elastico do material, atraves da relacdo tenséo-deformacao de um material

linear elastico

1-v v v 0 0 0
o 1-v v 0 0 0 c
(11 1—v 0 0 0 11
| 022 | 1-2v €22
33| _ E 5 0 0 €33 (3.3)
o1z~ (1+v)(1-2v) 1-2v ez |
023} sim > 0 lV23J
o
31 1— 20 V31
2

Jé& para o caso bidimensional sujeito ao estado plano de tensGes, tem-se
1

011

E
{“22} R ’
012 ( V%) 0

Pode-se representar também os parametros constitutivos em funcdo dos componentes

S = c

0 €11
1— v {822}. (34)
Y12

do tensor elastico, conforme apresentados pela relacdo tensdo-deformacéo. Para o caso de
materiais isotrépicos tridimensionais:
e Modulo de cisalhamento:

G == E1212. (35)

e Modulo Volumétrico:

_ E1111 + 2E1122 .

: (3.6)

B3D

! Normalmente o médulo volumétrico é representado pela letra K, mas para evitar ambiguidade com o tensor
térmico utiliza-se, neste trabalho, a letra B.
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e Coeficiente de Poisson:

3D E1122 (37)

vr = .
E1111 + E1122

Para o caso de materiais isotropicos bidimensionais:

e Moddulo de cisalhamento:
G = E1212. (38)
e Modulo Volumétrico:

E1111 + Eq122 _

B?P = 5 (3.9)
e Coeficiente de Poisson:
E
2D — Eiljz : (3.10)
111

A seqguir é apresentado a definicdo de cada parametro constitutivo.

3.1.1 Mddulo de elasticidade ou médulo de Young (E)

A aplicacdo de uma tenséo (o) em uma determinada direcdo resulta numa deformacéo
unitaria (¢) nessa mesma direcdo e o parametro que indica a relacdo entre essas duas grandezas
é 0 modulo de elasticidade ou modulo de Young, E (GUTH, 2012).

Um corpo submetido a tragdo uniaxial na dire¢do 1 a relacdo linear entre a tenséo e a

deformacéo é dada por

011 = E€q3. (3.11)

A aplicacdo de uma tensdo normal positiva (tracdo), sempre resultard em um

alongamento (deformacéo positiva) e 0 modulo de elasticidade sempre seré positivo.
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3.1.2 Coeficiente de Poisson (v)

O coeficiente de Poisson, v, é definido como a relacdo entre a deformacéo transversal
e a deformacdo axial, resultantes da aplicagcdo de uma carga uniaxial em um corpo. Por exemplo,
se uma tensdo é aplicada na direcdo 1, para um material isotropico, o coeficiente de Poisson é
determinado por

yo 22 B3 (3.12)
€11 €11

O sinal negativo foi inserido na relacdo para compensar o fato de que as deformacdes
transversal e axial tém sinais opostos. Para materiais comuns, o coeficiente de Poisson possui
valores positivos, pois a deformacéao axial em um corpo submetido a carga axial sera positiva e
a deformacdo transversal sera negativa (porque a largura do corpo diminui). Ou como no caso
da aplicacdo de carga de compressédo, tem-se a situacdao oposta, onde o corpo tende a diminuir
de tamanho (deformacéo axial negativa) e a ficar mais largo (deformacdo transversal positiva)
(GERE, 2001).

Segundo Jasiuk, Chen e Thorpe (1992), os limites do coeficiente de Poisson sdo

—1<v<1 (3.13)
-1<v<1/2, (3.14)

para 0s casos bi e tridimensional, respectivamente.

Em casos onde o coeficiente de Poisson é negativo, o material se expande em todas as
direcdes quando tracionado em apenas uma, aumentando seu volume (EVANS, 1991). Estes
sdo denominados materiais auxeticos e, quando comparados com 0s materiais tradicionais,
apresentam algumas caracteristicas superiores, como por exemplo alta resisténcia a indentacao,
maior resisténcia a fratura e melhores propriedades de absorcdo de vibracdo (GRIMA e GATT,
2010).
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3.1.3 Mddulo de cisalhamento (G)

O modulo de elasticidade transversal ou médulo de cisalhamento, G, é definido como
a tensdo transversal necessaria para causar uma deformacao angular unitaria (GUTH, 2012). E

é obtida pela Lei de Hooke para tens@es e deformacfes em cisalhamento, dada pela equacéo

012 = GY12. (3.15)

O modulo de cisalhamento de qualquer material € menor que a metade, contudo, maior

que um ter¢o do médulo de elasticidade E do material em questdo (BEER et al., 2011).

3.1.4 Mddulo volumétrico (B)

O modulo volumétrico ou rigidez volumétrica, representa a proporcéo de pressdo (ou
tensdo hidrostatica, o) necessaria para causar a dilacdo volumétrica do material (g,,), essa

relacdo é dada por

3.2 CONDUTIVIDADE TERMICA (k)

O fluxo de calor em materiais sélidos esta associado com as diferencas de temperatura
dentro do material. Esse processo € conduzido pela Lei de Fourier da conducdo de calor, que é
arelacéo o vetor de fluxo de calor q e o gradiente de temperatura VT (SADD, 2009). Esta teoria

formula a seguinte relacéo

D

onde kij & o tensor condutividade térmica do material. Lembrando que o tensor é simétrico, ou
seja, k;; = kj; e, para o caso isotropico, k;; = kd&;;, onde 0 §;; € o tensor delta de Kronecker e

assim tem-se
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Dessa forma, o tensor condutividade térmica na forma matricial, para o caso

tridimensional é

k 0 O
Kt3? =0 k 0 (3.19)
0 0 k
onde
k3D = Ktll = Ktzz = Kt33. (320)
Para o caso bidimensional
Kt2l = [0 " (3.21)
onde
kZD = Ktll = Ktzz. (322)

3.3 DIAGRAMAS POLARES DAS COMPONENTES TENSORIAIS

A representacdo das componentes dos tensores eléstico e térmico por diagramas
polares visa demonstrar o comportamento de cada propriedade em diferentes orientacdes, visto
que apenas pela representacdo matricial esse comportamento nao é evidente.

Assim, a partir de um tensor elastico E dado em um sistema de referéncia (x, y, z),
pode-se reescrever este mesmo tensor em outro sistema de referéncia, agora representado por

E’, através da relacéo
E' =T TET}, (3.23)

onde T é a matriz de transformacdo dada por

-2 2 2
i my ny lymy mn, nyly
12 m3 n2 l,m, myn, nyl,
2 2 2 lym msn nsl

T = I3 m3 ns 3M3 3N3 st | (3.24)

2L, 2Z2mm, 2nn, Ilim,+1l,m;y mn, +myn; nl, +nyly
2,1 2myms 2nynsy  Lyms 4+ lzm, mynzg +mgn, nyls +ngly
L 213l 2msymy 2n3ny Lzmg + Limsz mang +myng  ngly + nylsl

sendo li, mj e nj sdo 0s cossenos diretores entre os eixos (x',y’, z") e (X, Y, z) definidos por Saad
(2009) como
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L m ny Cos(ax’x) COS(Cley) Cos(ax’z)
[lz m;, nz]= cos(ayr,) cos(ay,r,) cos(a,r,)|, (3.25)
lz m3 nz cos(a,r,) cos(a,r,,) cos(a,,)

onde a,, € 0 angulo entre os eixo x’ e x.
Para o caso de rotacdo dos eixos x e y aum angulo « (Figura 3.1). A matriz de cossenos

diretores é dada por

li mi nq] [cosa sina O
l, m; ny|=|[-sina cosa O (3.26)
I; mg ny 0 0 1
YL
yF
%
AY
\
\\
A —
-
\\\ o /”X|
A PR
\ ’,’
\ ’z
\ /t
\ e
\ P
A ,/
Ay -
\ -
\\ e U.\
e” » X

Figura 3.1 - Rotacdo do plano xy a um angulo a.

Desta forma, para o caso de rotacdo do plano xy as matrizes de transformacéo T para

0s casos tridimensional e bidimensional sdo (GUTH, 2012)

[ 12 m: 0 lymy 0 0
12 m: 0 l,m, 0 0
30 | O 0 1 0 0 0
o124, 2mym, 0 lm,+Il,m, 0 0 (3.27)
0 0 0 0 myns Nzl
. 0 0 0 0 min; nslyd
e
1z mi lymy
Ty =15  m Lm, |, (3.28)
2L, 2mym, lim,+1l,m

respectivamente.

Assim, pode-se obter as componentes rotacionadas em angulos de 0 a 360°. A Figura

3.2 mostra o diagrama polar da componente E1111 rotacionada e normalizada pela componente
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maxima de E1111. Para materiais isotrépicos, o diagrama polar apresenta uma circunferéncia
com raio unitario (representada pela linha azul na Figura 3.2), qual é associado ao valor maximo
da componente. Desvios no comportamento circunferencial do diagrama polar, representam o

grau e a direcdo do comportamento anisotrépico do material (TROMANS, 2011).

Rmax — 1 —> E““/ Enllmiix Y,

| \ Ellll E1122 E1112

0os X E= Ez222  Ezz12
0s sim Ei212
0.25 )

= 0 *

-0.25 E{111 E{122 E{uz
05 ’ E'= E3220  E3z12

-0.75 sim E{212

-1
-1 -0.75-0.5-0.25 0 0.250.50.75 1
X

Figura 3.2 - Diagrama polar da componente E1111 rotacionada e normalizada pelo valor
méaximo da componente.
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4  OTIMIZACAO

4.1 DEFINICAO DE UM PROBLEMA DE OTIMIZACAO

Segundo Arora (2012), um problema de otimizagédo pode ser escrito em forma de um
problema de minimizacdo de uma funcdo objetivo f(x), onde busca-se encontrar um vetor de
variaveis de projeto x, sujeito a restricGes de igualdade h; (x) = 0 e a restrigOes de desigualdade

gi(x) < 0. Matematicamente, um problema de otimizacao pode ser escrito como

min fx)
talque: hi(x) =0, (j=1ap) (4.1)
g:(x) <0, (i=1am).

Nota-se que a representacdo da Equacdo (4.1) é para tratar apenas problemas de
minimizacao, sendo que isso ndo é uma restricdo e que o problema de maximizagdo de uma
funcdo F(x) é equivalente a minimizar uma funcdo transformada f (x) = —F(x).

A regido factivel S pode ser definida como

S={x|hj(x)=0,j=1ap; gi(x)SO,i=1am}, 4.2)

na qual a funcdo f(x) de n variaveis terd um ponto de minimo global em x* se

fx) < f(x), (4.3)

para todo x na regido factivel S, e se essa desigualdade se manter para todo x diferente de x".
Entretanto, se a relacdo (4.3) for satisfeita somente para uma pequena vizinhanca N de

X" pertencente ao espaco factivel S, definida como

N = {x|x € S com ||x — x*|| < &}, (4.4)

para qualquer § > 0, entdo X" serd um ponto de minimo local.



50

4.2 OTIMIZACAO BASEADA EM METAMODELOS

Metamodelos sdo conhecidos também como superficies de respostas, modelos
auxiliares, modelos substitutos, entre outros, e sdo uma alternativa barata para analises custosas
reduzindo consideravelmente o tempo computacional. A ideia basica do metamodelo, é
construir uma funcéo aproximada do modelo de alta fidelidade, que deve dar uma resposta
muito proxima ou até mesmo exata, como aquela que o modelo de alta fidelidade daria.
Exemplos de metamodelos podem ser superficie de respostas, modelo de Kriging, funcdes de
base radiais, redes neurais, splines, regressdes polinomiais, entre outros (RAMU e PRABHU,
2013).

Os metamodelos podem indicar tendéncias ou padrdes 6timos presentes nos dados da
amostra e avanca diretamente para respostas conclusivas ao invés de se mover passo a passo ao
longo de alguma trajetéria. Fornecem uma aproximacao rapida do modelo computacional,
permitindo que seja utilizado para identificar variaveis importantes e visualizar as rela¢des de
entrada-saida. Em outras palavras, 0 modelo possibilita, além da estimativa do ponto 6timo, o
desenvolvimento da intuicdo e compreensao do que estd acontecendo no modelo (JONES,
SCHONLAU e WELCH, 1998).

Dessa forma, devido a dificuldade, grande numero de variaveis e demora no tempo
computacional nos processos de otimizagdo, alguns problemas de engenharia requerem a
construcdo de um modelo (metamodelo) de baixo custo f para avaliar e reproduzir a resposta
de uma funcédo objetivo desconhecida f. Assim, é dito que f(x) € uma funcdo continua que
representa custo, métrica ou performance de um processo (ou produto) definida por um vetor
de varidveis x € D c R™, onde D se refere ao espaco de projeto. Além disso, a Gnica visdo que
pode-se ter de f é através de observacdes discretas ou de pontos experimentais
{x® > FO = £(x@D)]i =1,...,q}. A partir da geragdo da amostra, a ideia é usa-la para
construir uma funcéo de aproximacéo f de baixo custo que faca previsdes para qualquer ponto
de projeto x € D (FORRESTER, SOBESTER e KEANE, 2008). De forma geral, a técnica de
otimizagdo baseada em metamodelos pode ser resumida e representada pela Figura 4.1.

Utilizou-se neste trabalho, para a geracao das amostras, o hipercubo latino 6timo. No
processo de otimizagdo utiliza-se o metamodelo de Kriging, para diminuir o tempo
computacional, e como otimizador ¢é utilizado o algoritmo de programacdo quadratica
sequencial (SQP, do inglés sequential quadratic programming). Este ultimo é ainda associado

a estratégia de preenchimento da amostra para atualizar iterativamente o modelo e aumentar a
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eficiéncia do algoritmo na busca pelo 6timo global. As técnicas mencionadas sdo apresentadas

na sequéncia.

' N

Defini¢do do problema
(variaveis de projeto, funcédo
objetivo, restrigdes, etc.)

. v
Y

e ™

Projeto de experimentos
(DOE)

\, v,
Y

-

Avaliacédo da funcédo objetivo

L Refino da amostra

Figura 4.1 - Fluxograma do processo de otimizacdo baseado em metamodelos.

4.2.1 Projeto de experimentos

Y

em cada ponto da amostra

Y

Construcdo do metamodelo

>y

Y

'/

Avaliacdo da qualidade do
metamodelo

Y

Satisfatorio?

t Otimizacdo }

A teoria que abrange a geracdo do plano de amostras para que se obtenha a melhor

informagdo possivel utilizando um tamanho limitado de amostras é chamada de projeto de
experimentos ou DOE (do inglés design of experiments) (RYBERG, BACKRYD e NILSSON,
2012). Segundo Forrester, SObester e Keane (2008), os metamodelos sdo mais precisos na

vizinhanca dos pontos conhecidos em que a fungdo objetivo € avaliada. Dessa forma, para que

se obtenha um modelo preciso, 0s pontos amostrados devem estar distribuidos o mais

uniformemente possivel, preenchendo todo o espaco de projeto. Assim, pode-se dizer que um
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projeto de experimentos que atenda a essa caracteristica “preenche” o espaco de projeto (space-
filling).

Diferentes projetos de experimentos atendem os critérios para a construcdo de
metamodelos, entre eles podem ser citados: fatorial completo, as sequéncias quase-aleatdrias
de Halton, Sobol e Torus, e hipercubos latinos (PASSOS, 2016). Contudo, a forma mais direta
de se obter um plano de amostras uniformes, segundo Forrester, SObester e Keane (2008), é
através de uma malha retangular de pontos, qual é denominada de amostra fatorial completa
(do inglés full factorial). A malha é obtida dividindo a variavel de projeto em um namero de |;
compartimentos de tamanhos iguais e gerando subamostras aleatérias dentro desses
compartimentos. Ou seja, a amostra completa é uma malha de pontos experimentais de q", onde
g € 0 numero de niveis em uma dimensdo e n € o numero de varidveis de projeto, também
chamados de fatores, onde os mais comuns séo 2" e 3".

A Figura 4.2 representa uma amostra fatorial completa, a qual produz um plano de
amostras tridimensional. E possivel ver que a amostra ira satisfazer o critério de uniformidade,
no entanto esta técnica apresenta duas falhas. A primeira falha é que a amostra é definida apenas
para projetos de certos tamanhos, como por exemplo aqueles que podem ser escritos como
produtos dos nimeros de niveis para cada dimensdo, ou seja g = I * [, * ... * [,,. 1SS0 mostra
gue o tamanho da amostra por fatorial completa aumenta exponencialmente com o nimero de
variaveis de projeto, levando a um numero incontrolavel de amostras. A segunda falha, é que
quando projetado nos eixos das varidveis de projeto, 0s pontos irdo se sobrepor e isso pode
prejudicar a predicdo do metamodelo (FORRESTER, SOBESTER e KEANE, 2008).

1 1 e e o eile o o e o
0.5 X1 e o o e fle e o o o
MOS 0 e o o e fle o o o o
o] 1t e 3 . e o o o o
s I T e
0
1 Ot e . . e o o o o
1t e . el e o o o
0.5 05t e . ejifle e o o X3
! D D 6 B B
< 0 0.5 0
2 0 X 0O 05 1 0 05 1 0 05 1
1
(@) (b)

Figura 4.2 - Exemplo de uma amostra fatorial completa tridimensional com [3 4 5] pontos nas
direcdes x1, X2 € x3, respectivamente; (a) Representacéo tridimensional, (b) grafico por pares.
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4.2.1.1 Hipercubos latinos aleatdrios

Um projeto experimental com g pontos e n dimensdes é escrito como em uma matriz

X={® x@ .. x@} dedimensdo g x n, onde cada coluna representa uma variavel e
cada linha x® = {x® %" ... x{} representa um ponto da amostra. Uma amostra do

hipercubo latino (LHS, do inglés latin hypercube sampling) é gerada de tal maneira que cada
uma das n dimensdes seja dividida em g niveis iguais e que exista somente um ponto (ou
amostra) em cada nivel, ou seja visa gerar pontos cujas projecoes sejam ortogonais. Os locais
dos pontos sdo determinados através de um procedimento aleatorio (VIANA, 2015). Um
exemplo de cubo latino com 15 pontos amostrais e em trés dimensdes pode ser visto na Figura
4.3.

(a) (b)
Figura 4.3 - Cubo latino aleatério com 15 pontos experimentais em trés dimensdes. (a)
Representacdo em trés dimensoes, (b) representacdo em grafico por pares.

Outra caracteristica que aumentou a popularidade do hipercubo latino é sua
flexibilidade. Por exemplo, se algumas dimensdes forem excluidas, o projeto final ainda sera
um projeto de hipercubo latino (talvez um projeto subdtimo, mas sera um hipercubo latino).
Isso se d& ao fato, de que as amostras de hipercubo latino ndo séo colapsaveis. Desta forma,
caso ndo haja orcamento suficiente para gerar outro conjunto de amostras, adequadas & um
dominio menor, os dados existentes podem ser reutilizados sem reducdo do nimero de pontos
amostrados. Em outros projetos de experimentos, como por exemplos fatoriais ou projetos de
compositos centrais (do inglés central composite designs), quando suas dimensdes sdo

eliminadas, os pontos colapsam um em outro (VIANA, 2013).
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O hipercubo latino também sofre com a “maldicdo da dimensionalidade”. Enquanto a
uniformidade é mantida e preservada em cada dimenséo, as propriedades de preenchimento de
espaco podem ser duvidosas. Conforme o numero de variaveis aumenta torna-se mais dificil de
preencher o espaco de projeto. Quando a otimizacgéo leva os pontos a regides mais distantes do
espaco de projeto, a amostra tende a criar espagos vazios no centro do espago de projeto. Essa
caracteristica ndo é s6 observada em amostras de hipercubos latinos, mas pode ser algo que é
tipico para altas dimensdes (VIANA, 2013).

Quando o hipercubo latino é usado, garante-se a ortogonalidade das amostras, contudo
ndo ha garantia de que os pontos estardo uniformemente distribuidos ao longo do espago de
projeto. Por exemplo, todos os pontos podem estar dispostos na diagonal principal do espacgo
de projetos, isso farda com que o critério de estratificacdo multidimensional seja satisfeito, no
entanto, o espaco de projetos ndo sera preenchido uniformemente. Para contornar isso, deve-se
definir um critério de uniformidade que possa distinguir a qualidade das amostras
(FORRESTER, SOBESTER e KEANE, 2008).

4.2.1.2 Hipercubos latinos 6timos

Segundo Forrester, Sébester e Keane (2008), uma das medidas mais utilizadas para
analisar a uniformidade de um plano de amostras é a métrica introduzida por Johnson, Moore
e Ylvisaker (1990) e posteriormente melhorada por Morris e Mitchell (1995). A definicdo de
maxmin pode ser feita tomando di, dz, ..., dm como sendo a lista dos Unicos valores para as
distancias entre todos os pares de pontos possiveis de uma amostra X (organizados de forma
crescente) e chamando Ji, Jo, ..., Jm, @ quantidade de pares separados pela disténcia d;. A
qualidade da distribuicdo de X, ordenada da melhor para a pior, € definida por amostras que
maximizam o valor de dz, dentro dessas, aquelas que minimizam o valor de Ji, dentro dessas,
aquelas que maximizam o valor de d, dentro dessas, as que minimizam o valor de J,, e assim
por diante (FORRESTER, SOBESTER e KEANE, 2008). A distancia d; pode ser definida por

Kk 1/p
d;(x® —x@) = Z|xj(1) -2 (4.5)

Jj=1

onde p assume valores iguais a 1, caracterizando a denominada norma retangular, ou 2, relativa
a norma euclidiana. Nao ha indicios de qual seja a melhor ou mais adequada para a avaliacdo

do plano de amostras. Contudo, aconselha-se o uso da norma retangular a fim de diminuir o
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custo computacional, principalmente quando grandes planos de amostras sdo avaliados
(FORRESTER, SOBESTER e KEANE, 2008).
Para tornar o processo de otimizacdo do DOE mais eficiente, Morris e Mitchell (1995)

criaram um critério para combinar os parametros dj e J;, definido por

1/q

b0 = D Jja7 | . (46)
j=1

Morris e Mitchell (1995) recomendam minimizar ¢, para g=1, 2, 5, 10, 20, 50 e 100, e entdo
escolher a melhor amostra de acordo com a métrica maxmin. Contudo, como o espaco de
projetos gerado por hipercubos latinos é grande, ndo € usual tentar encontrar uma amostra que
seja 6timo global (FORRESTER, SOBESTER e KEANE, 2008).

4.3 CONSTRUCAO DO METAMODELO DE KRIGING

Kriging é um caso especial de metamodelo de base radial, baseado em um processo
Gaussiano. E flexivel e depende de um conjunto de pardmetros que controlam as propriedades
do modelo, como a suavidade da superficie de respostas, capacidade de diferenciacdo e de
especificar a influéncia de cada dimensdo de entrada (MARTIN e SIMPSON, 2005).

A teoria aqui apresentada sobre Kriging baseia-se nos trabalhos de Jones, Shonlau e
Welch (1998), Jones (2001) e Forrester, Sébester e Keane (2008). Parte-se do pressuposto que
uma funcdo desconhecida e deterministica f (x) de n variaveis é avaliada em um conjunto de q

pontos de um plano de amostras X = {x® x® ... x@}", tenha como respostas

observadas f = {f®, f@, ., f (‘U}T. Para essa funco, deseja-se encontrar uma expressao para
um valor previsto em um novo ponto x. No entanto, antes de amostrar os pontos, ndo se sabe o
valor da fungéo neste ponto. Para isso, as respostas observadas em um ponto x sdo modeladas
COMO um processo estocastico, normalmente distribuido com média p e variancia ¢%. De
maneira intuitiva, isso significa que a funcéo tem um valor tipico de p e pode variar em um

intervalo de [u - 30, 1 + 30]. O vetor referente a esse processo estocastico, é dado por

Z(x(l))
7= : 4.7

Z(x(D)
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onde o vetor aleatério tem média igual a 1 (1 é um vetor coluna de g x 1 de numeros uns) e

cada varidvel aleatoria é correlacionada entre si e com as demais pela expresséo da funcao de

base
q
. ; pj
cor[Z(x(l)),Z(x(D)] = exp —Z 0j|xj(l) - xj(l)| . (4.8)
j=1
Desta forma, a matriz de correlagcdes de tamanho g X q, de todos os dados observados
é dada por

cor[Z(x(l)),Z(x(l))] cor[Z(x(l)),Z(x(‘”)]
e a matriz de covariancia por
cov(Z,Z) = o?W. (4.10)

Assume-se que a matriz de correlacdes reflete a expectativa de que a fungéo se

comportara de determinada maneira, mantendo-se suave e continua. Essas correlacGes

dependem da distancia absoluta entre os pontos da amostra |xj(i) - xj(l)| e dos parametros 6; e
pj-

E intuitivo que na medida que dois pontos se aproximam mostram ter uma correlagio

. - C A i i)|PJ -
muito préxima e a distancia x® — x; > 0 eexp (—|xj - xj(l)| ) — 1. No caso contrario, onde

]
0s pontos movem-se a direcGes opostas, x> — x; — oo s = @) o 0, ou seja, 0s
p ¢ p ,Xj x] exp x] x]' ) ]a,
pontos ndo tém correlacdo. Na Figura 4.4, trés correlacdes diferentes séo mostradas para valores
de p; iguaisa 0.2, 1 e 2. Esse parametro € responsavel pela suavidade da correlagéo e parap; =
2 na Equacdo (4.8), tem-se a funcdo de correlacdo Gaussiana. Essa correlagdo é suave e

apresenta suaves gradientes de xj(l) —x; = 0. Reduzindo p; para valores proximos a um,

aumenta-se a razdo na qual a correlagdo comeca a cair quando |xj(l) - xj(l)| aumenta. Para

valores muito baixos de p;, afirma-se que ndo ha correlagdo entre dois pontos e que ha uma

descontinuidade entre Z (x]@) e Z(x;).
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Figura 4.4 - Influéncia do pardmetro p na funcéo de correlagao.

O parametro 6; da Equacdo (4.8) pode ser expresso como a medida da importancia ou

qudo ativa € a variavel x;. Para interpretar isso, € dito que a variavel x; € ativa se para pequenos
valores de |xj(l) — xj(l)| podem levar a grandes diferencas nas funcdes em x® e x), Olhando

a Figura 4.5 e a Equacdo (4.8) pode-se perceber que para grandes valores de 6;, pequenos

i l o 1 n e . . -
valores de |xj(l) — xj( )| se transformardo em grandes “distancias” e, assim, baixa correlacdo. E

para baixos valores de 6;, todos os pontos terdo alta correlagéo, com Z (xj) sendo semelhante
por toda a amostra. Desta forma, a “atividade” do parametro 6; € util para problemas com
grandes numeros de varidveis onde consegue-se determinar quais variaveis sdo mais
importantes e talvez elimina-las das etapas de buscas futuras.

Os parametros 0 e p sdo desconhecidos, para 0s quais as componentes da matriz de
correlacbes € dependente. Para determina-los, maximiza-se a estimativa da verossimilhanca

(maximum likelihood estimation - MLE), isto &,

In(6?) + In|W
max <— lq1n(&") | ”), (4.11)
0.p 2
e, assim, obtém-se as estimativas de maxima verossimilhanca para [ e 2, dadas por
Tw-1
PO (4.12)

1Tp-11’
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52— (f—1)" P (f - 14 (4.13)

0.8

x@—xj P)
=
(o)}

J

exp(-§

0.2

Figura 4.5 - Influéncia do parametro ¢ na fungao de correlagéo.

Até aqui foi proposto que os parametros de correlagdo sdo determinados pela
estimativa da maxima verossimilhanca dos dados observados f. No entanto, na prética, 0s
parametros p sdo assumidos como constantes e variam-se 0s parametros 0 para valores que
melhor se ajustem ao modelo. Isso se justifica devido ao fato que para diferentes valores de 0
ha grande diferenca nas funcbes de correlagdes obtidas, conforme ilustrado na Figura 4.5.
Assim, para obter 0 resolve-se a Equacdo (4.11) utilizando métodos de pesquisa global como
algoritmos genéticos ou recozimento simulado. Para o parametro p, normalmente, assume-se 0
valor 2 pois, como pode ser visto na Figura 4.4, este proporciona maior suavidade.

Agora, para obter uma nova predi¢do f em um ponto x, f deve ter consisténcia com
os dados observados anteriormente e com 0s parametros de correlagdo encontrados. Assim,
escolhe-se uma previsdo que maximize a estimativa da verossimilhanca da amostra e da
previsao, atendendo aos parametros de correlacdo. Através do desenvolvimento feito em Jones

(2001) e Forrester, Sébester e Keane (2008), tem-se que a predi¢do para as respostas y em um
ponto x ndo amostrado é

fOO) =p+@Tw (- 1p) (4.14)

onde @ é o vetor de correlagdes entre os dados observados e a nova previsdo. O modelo é

gerado de forma que a previséo interpola todos os dados. Se for feita uma previsdo em um ponto
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x®, @ ¢é ai-ésima coluna de W, e isso significa que ®¥~1 é o i-ésimo vetor unitario, portanto
fX) =4+ f®— 4= f®, Kriging apresenta a melhor predicéo linear e ndo tendenciosa da
saida ainda ndo observada, gerando a predicéo sob a forma de uma combinacao de um modelo
global com ruido aleatério (CUI et al., 2016).

Por fim, o erro de uma previsao para um processo estocastico é dado por

(1-1"9 1)

82(y) — A2 Ty-1
$x)=6°11—-0'P 1D + e

(4.15)

O calculo do erro da previsdo é uma das maiores vantagens de modelos Gaussianos
como Kriging. A Equacéo (4.15) tem propriedade intuitiva de que s2(x) é zero para qualquer
ponto que ja tenha sido amostrado, sendo isso evidente, ja que ndo ha incerteza nos pontos ja
conhecidos. Além disso, o0 erro pode ser usado para posicionar pontos de preenchimento do
modelo, onde as incertezas nas previsdes do modelo sdo mais altas. Outra caracteristica
interessante de Kriging é a possibilidade de determinar facilmente a variancia que existe na
aproximacdo para um dado ponto estimado. Essa caracteristica permite que o modelo seja
refinado caso a incerteza seja maior do que o desejado (KROETZ, 2015).

Outra vantagem do metamodelo de Kriging é a possibilidade de utilizacdo de
diferentes funcdes de correlacdo, além da funcdo Gaussiana. No pacote DACE (do inglés
Design and Analysis of Computer Experiments), desenvolvido inicialmente por Lophaven,
Nielsen e Sondergaard (2002), por exemplo, estdo disponiveis as fun¢bes Gaussiana, cubica,
exponencial, linear, esférica e spline. Na Figura 4.6, sdo apresentadas as aproximacGes do
modelo de Kriging para diferentes fungdes de correlagéo, utilizando cinco pontos de amostra.

A funcdo utilizada para aproximacéo é

f(x) = (6x —2)?sin(12x — 4), (4.16)

avaliada no intervalo de [0; 1] e em um DOE de X = {0; 0.25; 0.5; 0.75; 1}.
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——-Pred. Kriging - —-Pred. Kriging
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*  Amostra ® Amostra
15} Fun. Real {f‘ 15¢ Fun. Real I}
——-Pred. Kriging ———Pred. Kriging

f(x)

(c) (d)
Figura 4.6 - Utilizacdo de diferentes funcdes de correlacdo para o metamodelo de Kriging: (a)
Gaussiana; (b) exponencial; (c) linear; (d) spline.

Para observar a precisdo do metamodelo de Kriging, realizou-se a predicdo da fungéo
de Branin-Hoo. Esta funcdo possui duas varidveis e trés otimos globais posicionados em
Xmin1 = 10.962; 0.165}, X;uin2 = {0.124;0.818} e X,,;, 3 = {0.543; 0.152}, que resultam
em uma funcgéo objetivo de f,,;» = 0.397887. Esta foi redimensionada do espaco real X €
[-5;10] e [0; 15] para o espago X € [0; 1]2.

5 _ 5_ 2 1 _
f(x) = (xz — mxf Xy - 6) + 10 (1 — §> cos(x;) + 10, (4.17)
Onde .721 = 15x1 - 5 e .7?2 = 15x2.
A Figura 4.7 (a) apresenta a fungéo real e a Figura 4.7 (b) o modelo predito da fungéo.
A predicdo foi realizada utilizando 25 pontos de amostra. Com isso, pode-se observar que a
predicdo de Kriging é, de fato, uma representacdo muito proxima da funcdo de Branin

verdadeira.
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0.2 | 1 0.2
N\ .
0 : : 0 : :
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Figura 4.7 - (a) Funcdo de Branin-Hoo; (b) Predicdo de Kriging da funcdo de Branin-Hoo
baseada em 25 pontos amostrais.

A metodologia do metamodelo de Kriging é baseada na modelagem da funcéo objetivo
e das restricbes como processos estocastico. Essa abordagem tem como ideia basica adaptar um
processo estocastico aos dados, e desta forma, ajustar o modelo para representar como a fungéao
tipicamente se comporta. Esse tipo de metodologia é especialmente boa na modelagem de
funcbes néo lineares e multimodais que geralmente ocorrem na engenharia, o que justifica a

utilizacdo do metamodelo de Kriging neste trabalho.

44 PROGRAMAGCAO QUADRATICA SEQUENCIAL

A programacdo quadratica sequencial (SQP, do inglés sequential quadratic
programming), € um dos métodos mais eficazes na otimizacdo ndo linear, gerando etapas
através da resolucdo de subproblemas quadraticos. Esta abordagem de programacao quadratica
pode ser utilizada na busca pelo 6timo em pequenos e grandes problemas, mostrando sua forga,
principalmente na resolugcdo de problemas com restricdes ndo lineares (NOCEDAL e
WRIGHT, 2006).

A ideia basica do SQP é modelar um problema de programacéo néo linear por uma
solucdo aproximada x*, através de um subproblema de programagcéo quadratica. Na sequéncia,
usar a solugdo para este subproblema para construir uma aproximagdo melhor x<*1. Esse
processo de iteracOes cria uma sequéncia de aproximacdes, que deseja-se que convirjam para
uma solucdo x” (BOGGS e TOLLE, 1995).

Ha varias maneiras de apresentar o problema de programacao quadratica que deve ser

resolvido a cada iteracdo no processo de otimizacéo, e neste caso é utilizado o problema de
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otimizagdo com apenas restricdes de igualdade (de forma a simplificar a apresentacéo)
(ARORA, 2012)

minimizar f(X)

sujeitoa: h;(x) =0; i=1,..,p. (4.18)

A funcéo Lagrangeana para o problema de otimizacéo da Equacao (4.18) é dada por

p
L(x V) = f(X) + Z vy (X) = F(X) + v+ h(x), (4.19)

onde v; € o multiplicador de Lagrange para a i-ésima restricdo de igualdade h;(x) = 0. Vale
ressaltar que ndo existe nenhuma restricao para que v; seja positivo ou negativo.

As condicbes de necessarias de otimalidade (KKT, Karush-Kuhn-Tucker) sdo

14
VL(x,v) =0, VF(x) + z v Vhy(x) = 0, (4.20)

h(x)=0; i=1..,p. (4.21)

A Equacdo (4.20) representa n equacgdes porque ha n varidveis de projeto e mais p
equacOes referentes a restricdo de igualdade. Assim, as Equacdes (4.20) e (4.21) fornecem um
sistema de n + p equacbes, com n + p incAgnitas. Estas equagdes ndo sdo lineares e podem ser
resolvidas pelo método de Newton-Raphson.

Reescrevendo o sistema de Equacdes (4.20) e (4.21) e simplificando-o conforme Arora
(2012) tem-se

2 x) (k) v %)
V L N Ax [f | (4.22)

(k+1)

onde o subescrito k representa que as quantidades estdo sendo calculadas na iteragdo k. V2L é a
matriz Hessiana da fungéo Lagrangeana de dimensdo nxn, N é uma matriz nxp cuja i-ésima
coluna é o gradiente da restricdo de igualdade h;(x) e Ax®) = x(k+1) — x(0)

A solucdo da Equacdo (4.22) fornece a mudanca no projeto Ax®) e um novo valor

para o multiplicador de Lagrange v(**1). O processo iterativo de Newton-Rapshon é utilizado
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para resolver as condigdes necessarias do KKT e é continuado até que um critério de parada
seja satisfeito.

A Equacdo (4.22) é também a solugédo de um problema quadratico, definido como

. 1
minimizar: VfTAX + EAXTVZLAX

_ (4.23)
sujeito a: h; + n®WTAx=0; i=1,..,p,
onde n® & o gradiente da fungéo h,;.
A funcdo Lagrangeana para o problema quadréatico da Equacéo (4.23) é
1 14
L= VfTax -+ AXTV2LAX + Z v (hy + nOT Ax), (4.24)

i=1

As condicBes necessarias de otimalidade KKT, tratando Ax como variavel

desconhecida, fornecem

VL = 0; Vf + V2LAX + Nv =0 (4.25)

h +n®OTAx=0; i=1,..,p. (4.26)

Se forem combinadas e colocadas na forma matricial, as EquacGes (4.25) e (4.26)
resultardo na Equacéo (4.22). Assim, o problema de minimizar f(x) sujeito a h;(x) = 0 pode
ser resolvido iterativamente resolvendo o subproblema quadrético da Equag&o (4.25) (ARORA,
2012).

A solucdo para Ax do subproblema quadratico é tratada como uma direcéo de busca e
0 tamanho do passo é determinado minimizando uma funcéo de descida apropriada para obter
um algoritmo convergente. Além disso, na pratica a matriz Hessiana ndo € calculada, sdo
utilizadas formas aproximadas, como por exemplo a forma aproximada obtida pelo método
BFGS (ARORA, 2012).

Quando séo adicionadas restri¢coes de desigualdade ao problema original, o problema
de programacéo quadratica torna-se

minimizar: f = ¢’d + 0.5d"Hd
sujeitoa:nDTd =¢;; i=1,..,p, (4.27)

alTd<b; j=1,.,m,



64

onde c é o gradiente da funcdo objetivo f, H é a matriz Hessiana da funcdo Lagrangeana (ou a
sua aproximacao), d é a direcdo de busca, aU’¢ o gradiente da funcéo gj. e; € ai-ésima funcdo
de igualdade h; negativa e b; é a j-ésima funcdo de desigualdade g; negativa. Assim, a funcéo

Lagrangeana do problema fica

m p
L(x,v) = f(X) + z w;g;(x) + Z vy (%), (4.28)
j i=1

Jj=1

onde w; € o multiplicador de Lagrange para a j-ésima restrigao de desigualdade g;(x) < 0.

4.4.1 Critério de preenchimento

Sabe-se que os metamodelos séo aproximacdes de uma fungéo verdadeira, a qual se
deseja representar. Assim, em um processo de minimizacdo, € sensato refinar o modelo em
regides de possiveis pontos de minimo, de maneira a aumentar sua precisao.

Assim, neste trabalho, os pontos de preenchimento sdo obtidos minimizando o
metamodelo. Ou seja, apds construir o metamodelo a partir das amostras iniciais, utiliza-se o
algoritmo SPQ para realizar a busca pelo ponto de étimo. Encontrado o ponto de étimo, esse €
entdo adicionado aos demais pontos da amostra. Posteriormente, avalia-se a funcdo objetivo
para o ponto de 6timo e atualiza-se 0 metamodelo. Isso € feito iterativamente até que o critério
de parada seja atingido, que nesse caso é o numero de avaliacGes da funcdo objetivo.

4.4.2 Detalhamento das fungdes objetivo

As funcgdes objetivo a serem utilizadas para otimizacdo sdao o médulo de cisalhamento,
a condutividade térmica, o coeficiente de Poisson e 0 modulo de cisalhamento combinado com
a condutividade, todas em forma normalizada.

Sabendo que as funcdes objetivos podem ser representadas pelas componentes dos
tensores térmico e elastico, tem-se

e Modulo de cisalhamento G, (a ser maximizado):

Ei212(%) )

0
1212

Fi(x) = (4.29)

e Condutividade térmica na direcdo x (a ser maximizada):
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Kt11(x)
F(x) =———- 4.30
> (%) K, 0 (4.30)
e Coeficiente de Poisson v, (a ser minimizado):
E112(X) Ei111°
Fg(X) — 1122( ) 1111 . (431)

Ellll(x) E11220

e Moddulo de cisalhamento G,, e condutividade térmica na direcdo x (a ser

maximizado):

F,(x) = 1E1212(X) thn(X) _
! 2 Eip15° 2 Kt,,°

(4.32)

Na definicdo das funcGes objetivo acima, (-)° representa o valor da propriedade da célula

inicial, utilizado para normalizag&o.

45 PROCEDIMENTO DE OTIMIZACAO UTILIZANDO NIAH

Anteriormente mencionou-se que as areas das secdes transversais de cada elemento
das células unitérias seriam tomadas como variaveis de projeto. Assim, em um processo de
otimizacdo que envolve a utilizacdo de metamodelos, tendo definidas as variaveis de projeto e
as funcdes objetivos, pode-se gerar um conjunto de amostras para representar as variaveis de
projeto. Essas sdo geradas aleatoriamente utilizando o hipercubo latino 6timo. Para isso,
utilizou-se a fungdo 1hsdesign do MATLAB. Esta fungéo permite obter um hipercubo latino
6timo baseado no critério de otimizacdo escolhido pelo usuario, qual pode ser maximin ou
correlation. O critério de maximin é o critério desenvolvido por Morris e Mitchell (1995), e 0
segundo critério € responsavel por minimizar a correlacdo. Assim, o DOE € gerado
iterativamente até que se obtenha a melhor amostra de hipercubo latino 6timo conforme o
critério e o numero de iteragdes escolhido pelo usuario.

Na sequéncia, a funcdo objetivo é avaliada em cada ponto da amostra e para cada
calculo da funcdo objetivo é preciso modelar a célula por elementos finitos para obter a
propriedade em questdo através da NIAH, e isso também é realizado no MATLAB. A célula é

modelada por elementos finitos pelo software comercial ABAQUS utilizando elementos de
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barra bidimensionais (2D) a fim de comparar os resultados obtidos neste trabalho com os
resultados obtidos por Guth (2012).

Ap0s a geracdo do conjunto de amostras e avaliar a funcdo objetivo de cada amostra,
pode-se realizar a construcdo do metamodelo de Kriging. Para construir o metamodelo é
utilizado o pacote DACE, desenvolvido por Lophaven, Nielsen e Sondergaard (2002), o qual
apresenta trés funcGes de regressao (regressdo polinomiais de ordem zero, um e dois) e sete
funcBes de correlacdo, dentre elas a Gaussiana, a qual € utilizada neste trabalho.

Construido o modelo, realiza-se a busca pelo ponto de 6timo utilizando o algoritmo de
programacdo quadratica sequencial (SQP). Isso é feito buscando-se diretamente no
metamodelo, seja através da maximizacdo ou minimizagdo do problema. Encontrado o ponto
de 6timo, este é adicionado aos demais pontos da amostra, depois disso a funcéo objetivo é
avaliada neste ponto e as propriedades sdo obtidas pela NIAH. Por fim, o0 modelo ¢ atualizado
e isso é feito iterativamente até que o critério de parada tenha sido satisfeito.

O esquema de todo o processo para a otimizacdo das células é apresentado no

fluxograma apresentado na Figura 4.8.
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Figura 4.8 - Fluxograma do processo de otimizagéao.
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5 RESULTADOS

Os resultados referentes a utilizacdo da NIAH para a obtencdo das propriedades
efetivas de quatro células unitérias e os resultados referentes ao processo de otimizacdo sdo
apresentados neste capitulo. As otimizacOes realizadas sdo a maximizacdo do modulo de
cisalhamento, a maximizacdo da condutividade térmica na dire¢do x, a maximizacdo do modulo
de cisalhamento combinado com a condutividade térmica na direcdo x e a minimizacdo do

coeficiente de Poisson

5.1 RESULTADOS DA APLICACAO DA NIAH (SEM OTIMIZACAO)

As propriedades efetivas obtidas através da NIAH, para quatro células unitarias, sdo
apresentadas nesta secdo. Para isso, algumas células foram escolhidas a partir do trabalho de
Guth (2012), como por exemplo, a célula inicial e as células otimizadas para maximo maddulo
volumeétrico e para méximo coeficiente de Poisson, as quais também foram utilizadas por
Rossari e Mufioz-Rojas (2014) para a implementagdo da NIAH. Com estas, compara-se as
propriedades efetivas obtidas pela NIAH e pela AH. Outra célula foi retirada do trabalho de
Mufioz-Rojas et al. (2011) para calculo das propriedades efetivas. As células iniciais retiradas
do trabalho de Guth (2012) e de Mufioz-Rojas et al. (2011) sdo aqui denominadas de célula
inicial | e célula inicial Il, respectivamente.

A célula inicial | é formada por elementos de barra modelados em 2D, em que a area
da secdo transversal, modulo de elasticidade e condutividade térmica do material de base, sdo
A =1x10° m2, E = 210 GPa e k = 50 W/m °C, respectivamente. Cada lado da célula tem 0.1 m
de comprimento e densidade relativa de 49%. A configuragdo da célula inicial é apresentada no
Quadro 5.1, juntamente com o material correspondente, os tensores elastico e térmico, obtidos
pela AH e NIAH, e os diagramas polares das componentes normalizadas E, ,,, Ef,,, e Kt
As componentes sdo normalizadas e rotacionadas (entre 0 e 360°) em fungdo de sua maxima

componente.
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Célulainicial 1

X

XIXIXIX

X

}X‘
X
X
X

X
X

Célula base inicial |

Material correspondente

Tensor constitutivo (AH) (Guth (2012))

0.1150 0.0271 0
E¥ =10.0271 0.1150 0 GPa
0 0 0.0240

Ktt — [0.00390

0 ] w
0.03901 mo¢

Tensor constitutivo (NIAH)

0

0.11500 0.02706
W
EH = [0.02706 0.11500 0 ] GPa KtH = [0'0%897 . 03(,)897] —
0 0  0.02404 : m>C
1 1 1
0.5 0.5 0.5
>0 >0 >0
-0.5 -0.5 -0.5
1 -1 -1
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 -1 -0.5 0 0.5 1
X X X
Componente Ef ,, Componente Ef,, Componente KtH,
rotacionada e normalizada rotacionada e normalizada rotacionada e normalizada
em funcéo de em funcéo de em funcéo de
EF ., =0.11500 GPa ER , =0.04397 GPa Ktl, =0.03897 W/m°C

Quadro 5.1 - Resultados da homogeneizacéo via NIAH e AH para a céelula inicial I.

Outra célula para a qual foram obtidas as propriedades elasticas e térmicas pela NIAH
é a célula resultante da otimizagdo para maximizacao do coeficiente de Poisson, obtida por Guth
(2012). A comparagdo entre os resultados obtidos via NIAH e via AH é apresentado no Quadro

5.2.
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Célula obtida por Guth (2012) resultante da maximizacao do coeficiente de Poisson

Célula otimizada

Material correspondente

Tensor constitutivo (AH)

Componente Ef ,,
rotacionada e normalizada
em funcéo de
EF ., =0.07390 GPa

Componente Ef
rotacionada e normalizada
em funcéo de
ER , =0.00001 GPa

0.0739 0.0739 0
EX =0.0739 0.0739 0| GPa H:[0-0372 ]_
0.0373] moc
0 0 0
Tensor constitutivo (NIAH)
0.07390 0.07388 0
. w
[0 07388 007390 0 GPa KtH = 0-032)718 003?735] -
0.00001 : : m°C
1 1 1
O.S/ \ 0.5 0.5/ \
>0 >0 >~ 0
0.5 \ / 0.5 0.5 K /
-1 -1 -1
- -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 )% 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Componente KtH,
rotacionada e normalizada
em funcéo de
Ktl, =0.03735 W/m°C

Quadro 5.2 - Resultados da homogeneizacdo via NIAH e AH para a célula de maximo

coeficiente de Poisson.

A terceira célula utilizada na comparacdo das propriedades é aquela encontrada por

Guth (2012) para a maximizacao do médulo volumeétrico, a qual esta representada no Quadro

5.3.
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Célula obtida por Guth (2012) resultante da maximiza¢do do médulo volumétrico

Célula otimizada Material correspondente

Tensor constitutivo (AH)

0.0580 0.1256 0

0 0 0.0338

0.1256 0.0580 0
EH — 0 ] w
0.04371 mOC

Tensor constitutivo (NIAH)

B [813?333 012565 0 opa | wer=[0087L 0 4 W
0 0 003383 '
1 ! 1
0.5 0.5 / \ 0.5
- 0 >0

-1 -0.5 0 0.5 1

0.5 0.5 K / 0.5
. -1
1 05 0 05 1
X

-1 -0.5 0 0.5 1
X

X
Componente Ef ,, Componente Ef ., Componente KtH,
rotacionada e normalizada rotacionada e normalizada rotacionada e normalizada
em funcéo de em funcéo de em funcéo de
EM ., =0.12563 GPa ER., =0.03383 GPa KtH, = 0.04371 W/m°C

Quadro 5.3 - Resultados da homogeneizacéo via NIAH e AH para a célula de maximo modulo
volumétrico.

Por fim, a dltima célula foi retirada de Mufioz-Rojas et al. (2011). No presente
trabalho, esta célula é denominada de célula inicial Il, sendo também formada por elementos
de barra 2D, os quais possuem area inicial, médulo de elasticidade e condutividade térmica do
material base iguais a A = 1.12x10° m2, E = 210 GPa e k = 50 W/m °C, respectivamente. Cada
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lado da célula tem 0.1 m, e possui densidade relativa 20%, qual é mantida constante durante o
processo de otimizagdo. Suas propriedades efetivas e diagramas polares sdo apresentados no
Quadro 5.4.

Célula inicial 11

Material correspondente

Célula base inicial Il

Tensor constitutivo (NIAH)

0.01841 0.00665 0
w
EY = [0.00665 001841 0 ] GPa e R
0 0  0.00665 : m>C
1 1 1
0.5 0.5 / \ 0.5 / \
>0 >0 >0
-0.5 -0.5 \ / -0.5 k /
1 -1 -1
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X X
Componente EF, Componente Ef,, Componente KtH,
rotacionada e normalizada rotacionada e normalizada rotacionada e normalizada
em funcdo de em funcéo de em funcdo de
EF ., =0.01918 GPa ER., = 0.00665 GPa Ktl, = 0.00597 W/m°C

Quadro 5.4 — Resultados da homogeneizacdo via NIAH para a célula inicial II.

Observou-se que os resultados obtidos através da utilizacdo da NIAH, quando
truncados na quarta casa decimal, coincidem com os resultados obtidos por Guth (2012). Isto
mostra que a nova metodologia realmente é precisa e 0s codigos desenvolvidos para célculo

dos tensores sdo validos.
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O tempo computacional gasto para o calculo do tensor elastico foi de 82 segundos e
56 segundos para calculo do tensor térmico. A analise total, referente a aplicacdo de um campo
de deslocamentos ou temperaturas, gasta em média 27 segundos. Ou seja, esse tempo € referente
a aplicacdo de um campo de deslocamento prescrito, realizacdo da analise estatica ou térmica,
obtencéo das forcas de reacdo (ou fluxo de calor), aplicacdo destas forcas (mais condicéo de
contorno periddica), realizacdo da segunda analise estatica para obtencdo dos deslocamentos
caracteristicos e, por fim, aplicacdo desses deslocamentos e obtencédo das forcas de reacdo. Para
obter esses resultados o computador usado dispde de um processador Intel® Core i5-4440 CPU
de 3.10 GHz e memoria RAM de 32 GB.

5.2 RESULTADOS DA OTIMIZACAO

Os dois modelos de células iniciais foram utilizados no processo de otimizagdo. A
célula inicial retirada do trabalho de Guth (2012), apresentada no Quadro 5.1, e a célula
utilizada no trabalho de Mufioz-Rojas et al. (2011), apresentada no Quadro 5.4. Para ambas, as
areas das secOes transversais sdo tomadas como variadveis de projeto e durante o processo de
otimizacéo a restricdo de volume é imposta. Os limites das areas sdo fixosem 1 x 10™% e 1 X
1072 m? e depois quando obtidas as células otimizadas, as areas que obtiveram o valor minimo

sdo excluidas, a fim de representacdo apenas.

5.2.1 Resultados célula inicial |

5.2.1.1 Maximizagdo do moédulo de cisalhamento

A componente Ef, do tensor eléastico é otimizada neste problema. No processo de
otimizagdo, foi utilizado um DOE de 300 amostras para gerar o modelo inicial e mais 220
pontos de preenchimento. Os resultados para este problema sdo apresentados no Quadro 5.5.

Os resultados obtidos atraves da NIAH sdo comparados com os resultados obtidos por
Guth (2012), visto que a célula obtida neste trabalho é semelhante a célula obtida pelo autor
citado. No entanto, as componentes EX ,,, EiL ., EE, . e EF,,, do tensor elastico ndo séo nulas,
isso ocorre porque a célula obtida ndo é simétrica e cada elemento seu apresenta area diferente
dos demais. Assim quando calculado o tensor estas componentes ndo zeram. A justificativa

para as areas serem diferentes é devido ao método de otimizacéo utilizado, visto que o processo
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de otimizacdo baseado em metamodelos se constr6i a partir de um DOE qual é gerado
aleatoriamente. Assim, é previsivel que ndo se obtenha células totalmente simétricas, como as
células obtidas por Guth (2012).

Maximizagdo do modulo de cisalhamento

Célula otimizada Material correspondente

Tensor constitutivo (AH) (Guth(2012))

0.0918 0.0918 0

[0.0918 0.0918 0
Ef =
0 0 00918

u _ [0.0437 0 w
GPa Kt = 0 0.0437] moc

Tensor constitutivo (NIAH)

.091 .091 .001
F‘H=[009 78 0.09179 0.00175 0.04371 0.00083] w

0.09179 0.09178 0.00175] GPa Kt = [

0
0.00175 0.00175 0.09179 0.00083  0.043711 m°C
1 1 1
0.5 0.5 0.5
>0 >0 >0
05 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X X
Componente Ef ,, Componente Ef ., Componente KtH,
rotacionada e normalizada rotacionada e normalizada rotacionada e normalizada
em funcéo de em funcéo de em funcéo de
EF ., =0.18708 GPa ER. , =0.09179 GPa Ktl, =0.04371 W/m°C

Quadro 5.5 - Resultados referentes a maximizacdo do médulo de cisalhamento para a célula
inicial 1.
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O ganho em relacdo a funcéo objetivo foi de 3.8 vezes, resultando em um moédulo de
cisalhamento de 91.8 MPa. Através dos diagramas polares, percebe-se que o material tem
méaxima rigidez normal a 45° e maxima rigidez ao cisalhamento nas direcfes paralelas aos eixos
x e y. Observa-se, ainda, que o material obtido para esta célula, apresenta isotropia térmica.

A curva de convergéncia para fungédo objetivo em questdo € apresentada na Figura 5.1.
Nesta figura, observa-se que com aproximadamente 100 pontos de preenchimento j& foi

encontrado o maximo da funcgéo e que, a partir disso, esta manteve-se constante.

o W e W
o W o R o

Funcio objetivo normalizada

g
o

ro
.
1

2.2 : - : :
0 50 100 150 200 250

N° de avaliacdes
Figura 5.1 - Curva de convergéncia da funcdo objetivo para a maximizacdo do modulo de
cisalhamento para a célula inicial I.

5.2.1.2 Maximizagdo da condutividade térmica na diregdo x

A componente Ktf do tensor térmico homogeneizado é maximizada neste problema.
Para isso, utilizou-se um DOE inicial de 300 amostras e 450 pontos de preenchimento. A célula
encontrada € apresentada no Quadro 5.6.

Esse resultado é importante para validar os demais resultados, visto que € evidente que
0s elementos devem estar alinhados na direcdo X, pois quando configurados desta forma
apresentam maior condutividade térmica e rigidez nesta dire¢do. Guth (2012) também obteve
esta configuracdo de célula e maxima condutividade de 0.08742 W /m°C. Porém, a célula obtida

por ele apresenta maior uniformidade no valor das areas dos elementos. Isso pode ser observado
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comparando-se a célula obtida neste trabalho com aquela da Figura 5.2, obtida por Guth (2012).

Novamente a diferenca nas areas se justifica pelo método de otimizac&o utilizado.

Maximizacéo da condutividade térmica na direcédo x

il

Célula otimizada Material correspondente

Tensor constitutivo (AH) (Guth(2012))

03672 0 0
w
Ef=| 0 0 0|GPa ket = [00874 0
0 0 0 0 0l m°C

Tensor constitutivo (NIAH)

0.36716 0 0
w
Ef=| 0 000001 0|GPa ket = [0-08742 0]
0 0l moc
0 0 0
1 1 1
0.5 0.5 0.5
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X X
Componente EF Componente EfL ., Componente KtH,
rotacionada e normalizada rotacionada e normalizada rotacionada e normalizada
em funcéo de em funcéo de em funcéo de
EE ., = 036716 GPa ER. , =0.09179 GPa Ktl, =0.08742 W /m°C

Quadro 5.6 - Resultados referentes a maximizacgao da condutividade térmica na diregédo x para

a célula inicial 1.
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Figura 5.2 - Célula obtida por Guth (2012) referente a maximizagdo da condutividade térmica
na direcdo X.

O material obtido possui maxima rigidez ao cisalhamento em um angulo de 45° e
apresentou ganho na funcéo objetivo de 2.2 vezes, em relacéo ao cisalhamento da célula unitaria
inicial. Pelo processo de otimizacdo a obtencdo da maxima condutividade térmica se deu em
aproximadamente 300 pontos de preenchimento e isso pode ser observado pela curva de

convergéncia na Figura 5.3.

24 T T T

—_ — o
=) o] r2 r2

_.
I~

Funcio objetivo normalizada

o
1

1 L 1 1 L
0 100 200 300 400 500

N° de avaliacOes
Figura 5.3 - Curva de convergéncia da fungdo objetivo para a maximizagdo da condutividade
térmica na direcdo x para a celula inicial 1.
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5.2.1.3 Maximizagdo do modulo de cisalhamento e da condutividade térmica na diregdo x

A maximizacdo da soma das componentes EL,,, e Ktk foi avaliada nesta secdo,
conforme funcgéo objetivo da Equacdo (4.32). No processo de otimizacdo utilizou-se um DOE
de 300 amostras mais 500 pontos de preenchimento. A configuracdo da célula obtida € a mesma
que foi encontrada para o problema de maximizacdo do modulo de cisalhamento (ver Quadro
5.7) e amesma célula encontrada pelo autor Guth (2012). O aumento da funcgéo objetivo foi de

2.15 vezes, conforme curva de convergéncia da Figura 5.4.

22 T T T T
S 2t 1
3
=
E
S
= 18F 1
)
2
)
=
C -
S 16} 1
O
g
=
[
1.4+ 1
0 100 200 300 400 500

N° de avaliacdes
Figura 5.4 - Curva de convergéncia da funcdo objetivo para a maximizacdo do mddulo de
cisalhamento combinado com a condutividade térmica na direcéo x para a célula inicial I.

Novamente o material apresenta maxima rigidez normal a 45°, méxima rigidez ao
cisalhamento nas direcOes paralelas aos eixos x e y e apresenta comportamento isotropico em

relacdo & condutividade térmica.
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Maximizagdo do mddulo de cisalhamento combinado com a condutividade térmica

na direcao x
Célula otimizada Material correspondente
Tensor constitutivo (NIAH)
0.09180 0.09179 0
w
E” =[0.09179 0.09180 0 |GPa KtH = [0'0‘8371 0 02371] —
0 0 0.09179 : m>C
1 1 1
0.5 0.5 0.5
>0 >0 >0
05 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X X
Componente Ef |, Componente Ef ., Componente KtH,
rotacionada e normalizada rotacionada e normalizada rotacionada e normalizada
em funcéo de em funcéo de em funcéo de
EE ., =0.18357 GPa EE,, =0.09180 GPa Kti =0.04372 W /m°C

Quadro 5.7 - Resultados referentes a maximizacgao do modulo de cisalhamento combinado com
a condutividade térmica na direcdo x para a célula inicial .

5.2.1.4 Minimizagdo do coeficiente de Poisson

Neste caso, utilizou-se um DOE de 300 amostras e mais 420 pontos de preenchimento.
Obteve-se uma célula com configuracdo notavelmente mais complexa que as demais células
otimizadas (ver Quadro 5.8), apresentando um coeficiente de Poisson de -0.99766, o que

representa um ganho de 4.24 vezes em relacdo a célula inicial 1. O autor Guth (2012) também
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obteve geometrias mais complexas para este mesmo problema. Além disso, obteve dois

resultados e em ambos obteve um coeficiente de Poisson de -0.99.

Minimizacéo do coeficiente de Poisson

5

Célula otimizada Material correspondente

Tensor constitutivo (NIAH)

0.02868 —0.02861  0.01432

w

Ef =|-0.02861  0.02868 —0.01431|GPa KtH=[8-gg;‘;g g-ggﬁg] -
0.01432 —0.01431  0.00716 : : m°C

Coeficiente de Poisson

E1122
V= —

= = —0.99766
E1111

1 1 1
0.5 0.5 0.5
>0 >0 >0
-0.5 -0.5 0.5
1 -1 -1

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

X X X
Componente Ef ,, Componente Ef ., Componente KtH,
rotacionada e normalizada rotacionada e normalizada rotacionada e normalizada
em funcéo de em funcéo de em funcéo de
EM ., =0.03583 GPa ER., = 0.03580 GPa KtH, = 0.03728 W/m°C

Quadro 5.8 - Resultados referentes a minimizacao do coeficiente de Poisson para a célula inicial
l.



81

Conforme os diagramas polares do Quadro 5.8, a célula obtida possui méxima rigidez
normal a 30°, ao cisalhamento a 60° e condutividade térmica na diregdo x a 40°.

O gréfico de convergéncia da funcdo objetivo € apresentado na Figura 5.5, no qual é
possivel observar uma regido de provavel minimo local, para o qual o ganho é de 3.6 vezes e
um coeficiente de Poisson de -0.8475. Para esse valor de coeficiente de Poisson a configuragao
da célula é similar aquela do Quadro 5.8, porém as &reas dos elementos sdo diferentes. Casos
onde o orcamento computacional € menor, € possivel encontrar materiais com coeficientes de

Poisson negativos quase 6timos.

Funcio objetivo normalizada

-1 . . : :
0 100 200 300 400 500

N° de avaliacdes
Figura 5.5 - Curva de convergéncia da fungdo objetivo para a minimizacao do coeficiente de
Poisson para a célula inicial I.

Um material que apresente coeficiente de Poisson positivo, quando submetido a um
carregamento axial trativo, apresenta uma deformagéo transversal negativa. Ou seja, a largura
do seu corpo diminui na diregdo transversal e se alonga na dire¢cdo axial. O material
correspondente a celula inicial I, apresenta esse comportamento, pois possui coeficiente de
Poisson de 0.236. A Figura 5.6 apresenta o comportamento para este material quando submetido
a uma carga axial na direcdo horizontal, em um modelo com 64 células (oito células em cada

direcdo).
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U, Magnitude
+1.0342-02
+9.4772-03
+3.616e-03
+7.724e-03
+6.8092e-032
+6.031e-03
+5.169e-03
+4,308e-032

+3,4462-03 2 :
+2,585e-03 7

L

+1.7238-03
+8.6162-04
+0.000e+00

u=0

r

u=10.01

Figura 5.6 - Material deformado correspondente a célula inicial I.

Materiais com coeficiente de Poisson negativo sdo denominados materiais auxéticos.
Esses se expandem em todas as dire¢es quando tracionados em apenas uma direcdo. Algumas
estruturas celulares tipicas auxéticas podem ser vistas na Figura 5.7. Para a célula encontrada
no Quadro 5.8 pode-se identificar a formagdo de uma estrutura celular auxética, uma espécie

de “estrela”, a qual é representada em vermelho na Figura 5.8 e é similar & Figura 5.7(d).

TR

(a) (b)

(© (d

Figura 5.7 - Exemplos de estruturas auxeéticas.
Fonte: Adaptado de Prawoto (2012).
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Figura 5.8 - Célula otimizada referente a minimizacéo do coeficiente de Poisson para a célula
inicial I indicando a formacao tipica de uma estrutura celular auxética (em vermelho).

Ao aplicar um carregamento trativo horizontal nesse material tem-se o efeito de
expansdo na diregdo transversal, como pode ser comprovado pela simulacdo do material
correspondente no modelo com 64 células (Figura 5.9). Entretanto, observa-se que a expansdo
é obliqua em relacdo a solicitacdo, pois a “estrela” esta em posicdo inclinada em relacdo aquela
da Figura 5.7(d). Analisando-se a célula inicial, verifica-se que sua configuracdo ndo permite
encontrar uma estrutura tipo estrela orientada exatamente conforme aquela da Figura 5.7(d),
visto que as posi¢Oes dos nds ndo sdo varidveis de projeto. Ja o deslocamento superior ndo
uniforme no modelo da Figura 5.9 ¢, provavelmente, devido ao “efeito de borda”, pois foi
utilizado um namero finito de células.

Na analise da deformacdo dos materiais correspondentes, tanto da célula inicial |
quanto da célula otimizada, os nds da extremidade esquerda foram restritos na direcao x, 0s nds
da extremidade inferior foram restritos na direcdo y e aplicou-se um deslocamento de 0.01 m
nos nos da extremidade direita. As linhas pontilhadas na cor cinza representam o material em
seu estado sem deformacao. Para todos os casos o fator de escala para a representacédo do campo

de deslocamentos foi igual a 5.
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u, uz
+8.886e-03
+7.717e-03
+6.548e-03
+5.379e-03
+4,210e-03
+3.041e-032
+1.871e-032
+7.024e-04
-4.668e-04
-1.6368-03
-2.805e-03
-3.974e-03
-£.1432e-03

Figura 5.9 - Material deformado correspondente a minimizacéo do coeficiente Poisson para a
celula inicial I (mapa de deslocamento na direcéo vertical).

5.2.2 Resultados célula inicial 1l

5.2.2.1 Maximizagdo do modulo de cisalhamento

Neste problema, a componente E ., do tensor elastico foi novamente maximizada e
como resultado da otimizacdo tem-se a célula apresentada no Quadro 5.9. No processo de
otimizagdo utilizou-se um DOE inicial de 300 amostras e mais 750 pontos de preenchimento.

A célula obtida é similar aquela encontrada para a maximizacdo do modulo de
cisalhamento da célula inicial I, no entanto, devido a diferenca nos valores das areas dos
elementos (devido a assimetria da célula) a rigidez normal e a condutividade térmica na direcdo
x foram perdidas em algumas dire¢6es do material. A curva de convergéncia para a funcao
objetivo em questdo € apresentada na Figura 5.10, e o ganho em relacdo a célula inicial foi de

1.88 vezes.
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Maximizagdo do mddulo de cisalhamento

::::::::::::0,0,0,0,
PRRRRIKHKARRARR

0

Célula otimizada Material correspondente

Tensor constitutivo (NIAH)

0.01253 0.01252 0.00099
w
EF = [0.01252 0.01253 0.00099|GPa KtHz[g'ggng 8'8823;]
0.00099 0.00099 0.01252 : :

moC

1 1 1
0.5 0.5 0.5
>0 >0 >0
05 -0.5 -0.5
-1 -1 -1

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

X X X
Componente Ef ,; Componente Ef ., Componente Ktf,
rotacionada e normalizada rotacionada e normalizada rotacionada e normalizada
em funcéo de em funcéo de em funcéo de
EH ., =0.02702 GPa EE ., =0.01252 GPa Kti =0.00670 W /m°C

Quadro 5.9 - Resultados referentes a maximizagdo do modulo de cisalhamento para a célula
inicial I1.
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Funcio objetivo normalizada
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w2
1

1.2 - - -
0 200 400 600 800

N° de avaliacdes
Figura 5.10 - Curva de convergéncia da funcdo objetivo para a maximiza¢do do médulo de
cisalhamento para a célula inicial 1.

5.2.2.2 Minimizagéo do coeficiente de Poisson

Dois resultados foram encontrados na minimizacéao do coeficiente de Poisson da célula
inicial Il. O primeiro resultado estd apresentado no Quadro 5.10, para o qual o valor 6timo
obtido foi de -0.97365, através de um DOE inicial de 300 amostras e 500 pontos de
preenchimento.

O material obtido apresenta maxima rigidez normal na direcdo y, ao cisalhamento a
45° e méaxima condutividade térmica na dire¢do x a 60°. O aumento na funcdo objetivo foi de
2.7 vezes. A convergéncia da funcdo objetivo pode ser observada na Figura 5.11e o minimo foi
encontrado com 300 iteragdes e que a partir disso manteve-se constante.

O coeficiente de Poisson da célula inicial Il é 0.36, ou seja, esse material quando
submetido a uma carga axial tem uma deformac&o transversal negativa. Esse comportamento
pode ser visto na Figura 5.12, onde as linhas pontilhadas na cor cinza representam o material
em seu estado sem carregamento. A analise foi feita em um modelo com 64 células (oito células
em cada diregéo), tomando as mesmas condi¢Oes de contorno e carregamento utilizado para a

andlise da célula | e da célula otimizada, na Se¢éo 5.2.1.4.
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Minimizag&o do coeficiente de Poisson - resultado 1

Célula otimizada

| [/

Material correspondente

Tensor constitutivo (NIAH)

0.00292 —-0.00284

0

w
E" = [-0.00284 000964 0 |GPa Kt = [000550 000020]
0 0 0.00002 : : m>C
Coeficiente de Poisson
E
v=—222 — _0.97365
E1111
1 1 1
0.5 0.5 0.5
>0 >0 >0
05 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X X
Componente Ef |, Componente EfL Componente KtH,
rotacionada e normalizada rotacionada e normalizada rotacionada e normalizada
em funcéo de em funcéo de em funcéo de
EE ., = 0.00964 GPa ER , =0.00456 GPa Ktl, =0.00426 W /m°C

Quadro 5.10 - Resultados referentes a minimizagdo do coeficiente de Poisson para a célula

inicial Il (resultado 1).
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Funcio objetivo normalizada

-1 : " : :
0 100 200 300 400 500

N° de avaliactes
Figura 5.11 - Curva de convergéncia da funcéo objetivo para a minimizacdo do coeficiente de
Poisson para a célula inicial 11 (resultado 1).

U, mMagnitude
+2.149e-02
+1.970e-02
+1.791e-02
+1612e-02
+1432e-02
+1.253e-02
+1.074e-02
+8.953e-03
+7.162e-03
+5.372e-03
+3.581e-03
+1791e-03
+0.000e+00

u=0.01

v=20
Figura 5.12 - Material deformado correspondente a célula inicial II.

A célula encontrada (Quadro 5.10) apresenta estrutura tipica auxética, semelhante a
um hexagono. Esta esta destacada em vermelho na Figura 5.13 e pode ser comparada com a
Figura 5.7(a). Neste caso, quando aplica-se uma carga trativa na diregdo x, 0 mesmo expande-
se perpendicularmente, como pode ser visto no resultado da simulacdo do material
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correspondente, apresentado na Figura 5.14. Pode-se observar uma expansdo quase uniforme
na direcdo vertical do material. Ou seja, o efeito da expanséo é perpendicular a aplicacdo da

carga.

I

Figura 5.13 - Célula otimizada referente a minimizacédo do coeficiente de Poisson para a célula
inicial 1l (resultado 1) indicando a formacéo tipica de uma estrutura celular auxética (em
vermelho).

u, Uz
+1.8568-02
+1,608e-02
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+5.9188-03 ® S A
+4,338e-03 MG
+2,758e-03 AR
+1.178e-03
-4.022e-04
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Figura 5.14 - Material deformado correspondente a minimizacéao do coeficiente de Poisson para
a célula Il - resultado 1 (mapa de deslocamento na direcdo vertical).

O segundo resultado encontrado para este problema esta apresentado no Quadro 5.11,
para o qual encontrou-se um coeficiente de Poisson de -0.97720 utilizando-se um DOE de 350

amostras e mais 600 pontos de preenchimento.
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A melhora da funcéo objetivo para este problema também foi de 2.7 vezes, sendo que
a curva de convergéncia pode ser vista na Figura 5.15. O material correspondente a essa célula
unitaria apresenta méaxima rigidez normal a 80°, rigidez ao cisalhamento a 30° e méaxima
condutividade térmica a 60°.

Para a célula do Quadro 5.11 pode-se identificar, em vermelho, na Figura 5.16,
também uma espécie de “estrela”, caracteristica de estrutura auxética. Neste caso, ao analisar-
se 0 material quando sujeito a uma solicitacdo trativa na direcdo horizontal, a expansao é
inclinada. Esse comportamento pode ser observado pela simulagéo do material correspondente,
cujo resultado esta representado na Figura 5.17 em modelo com 64 células. Como no caso da
célula inicial 1, isso é devido a estrutura tipo estrela estar em posicdo inclinada em relacao

aquela da Figura 5.7(d).
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0 100 200 300 400 500 600
N° de avaliagdes
Figura 5.15 - Curva de convergéncia da funcéo objetivo para a minimizacdo do coeficiente de
Poisson para a célula inicial Il (resultado 2).




91

Minimizag&o do coeficiente de Poisson- resultado 2

Célula otimizada

LN

i

N AN

Material correspondente

Tensor constitutivo (NIAH)

0.00269 —0.00263
E¥ =1-0.00263  0.00271
—0.00132  0.00133

—0.00132
0.00132
0.00068

GPa

KtHz[

0.00263 0.00073] w
0.00073 0.00354] mo¢

Coeficiente de Poisson

1
—_

-0.5 0 0.5 1
X

Componente Ef |,
rotacionada e normalizada
em funcéo de
EF ., =0.00337 GPa

p=122 _ 97990
E1111
1 1 1
0.5 0.5 0.5
>0 >0 >0
0.5 0.5 0.5

-1 -0.5 0 0.5 1
X

Componente EfL
rotacionada e normalizada
em funcéo de
ER. , =0.00333 GPa

-1 -0.5 0 0.5 1
X

Componente KtH,
rotacionada e normalizada
em funcéo de
Ktl, =0.00395 W/m°C

Quadro 5.11 - Resultados referentes a minimizagdo do coeficiente de Poisson para a célula

inicial 11 (resultado 2).
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N

Figura 5.16 - Célula otimizada referente a minimizacédo do coeficiente de Poisson para a célula
inicial 1l (resultado 2) indicando a formacéo tipica de uma estrutura celular auxética (em

vermelho).
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Figura 5.17 - Material deformado correspondente a minimizag
a célula Il - resultado 2 (mapa de deslocamento na direcao vertical).
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6 CONSIDERACOES FINAIS

6.1 CONCLUSOES GERAIS

Este trabalho teve como objetivo a utilizacdo da nova implementacdo da
homogeneizacdo assintdtica (NIAH) na obtencdo das propriedades efetivas de materiais
trelicados, em combinacdo com uma técnica baseada em metamodelos (Kriging) para a
otimizagdo desses materiais. No processo de otimizacdo, foi utilizado o algoritmo de
programacdo quadratica sequencial (SQP) como otimizador local, associado a um critério de
preenchimento para, iterativamente, refinar o modelo de Kriging. Assim, a partir dos resultados
obtidos e apresentados nos capitulos anteriores, as seguintes conclusfes podem ser destacadas:

e Para um mesmo problema, as propriedades obtidas pela NIAH foram comparadas com
propriedades obtidas pela técnica convencional da homogeneizacdo assintética (AH), o
que comprovou a equivaléncia dos métodos. A utilizacdo da NIAH permitiu que as
propriedades fossem obtidas de forma rapida, pois softwares de elementos finitos podem
ser utilizados como caixas pretas nos calculos de deslocamentos, temperaturas, fluxos
de calor e forcas. Além disso, 0 método permite que qualquer tipo de elemento
disponivel no software comercial seja utilizado, sem qualquer implementacdo adicional.
Ao contrario da AH, na NIAH ndo é necessario implementar algoritmos especificos para
cada tipo de problema.

¢ Na etapa de constru¢do do modelo de Kriging das células analisadas, observou-se um
pouco de dificuldade para gerar o modelo, devido ao grande nimero de variaveis (60 e
72 variaveis), o que levou a adicdo de muitos pontos de preenchimento. Isso indica que
o critério de preenchimento utilizado ndo é muito eficiente. Porém, mesmo com
dificuldades para se ajustar aos dados, ainda assim foi possivel encontrar resultados que
estdo presentes na literatura e resultados onde a célula obtida fosse quase simétrica,
como foi o caso da célula otimizada para maximo modulo de cisalhamento e simétrica
para 0 caso da maximizacdo do modulo de cisalhamento e condutividade térmica na
direcdo x, ambos os resultados foram obtidos para a célula inicial 1.

e Um conjunto de geometrias 6timas foi apresentado e varias delas foram validadas com
os resultados encontrados no trabalho de Guth (2012). Mesmo sem aplicacdo de

restricdo de isotropia, encontrou-se materiais isotropicos para a propriedade térmica,
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como foi 0 caso da maximizacdo do médulo de cisalhamento e condutividade térmica
na dire¢do x. Além disso, para outros casos obtiveram-se materiais quase isotropicos.
No problema de minimizacdo do coeficiente de Poisson, conseguiu-se obter valores
proximos de -1. Na otimizagdo da célula inicial | obteve-se -0.99 com tensor térmico
quase isotropico e para a célula inicial Il ficou em torno de -0.97 e em um dos resultados
da célula Il também se obteve um tensor térmico quase isotropico.

Para todos os problemas de minimizacdo do coeficiente de Poisson, o material
correspondente a célula encontrada foi submetido a uma carga axial horizontal trativa,
a fim de verificar o comportamento do material. E para ambos os casos o material se

comportou como o esperado, ou seja, se expandiu na direcdo transversal.

6.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Para trabalhos futuros, como continuidade do presente trabalho, sugerem-se os

seguintes topicos:

Implementar e modelar estruturas com elemento de viga, o que, para alguns casos,
poderia representar de forma mais realista 0 comportamento desses materiais, visto que
com elemento de barra ndo existe transmissdo de momento nas rotulas.

Utilizar a NIAH com outros tipos de elementos disponiveis no software comercial de
elementos finitos para discretizar os elementos da célula base.

Como o metamodelo de Kriging apresentou alguma dificuldade em problemas com alto
namero de variaveis (60 e 72), utiliza-lo aliado a alguma técnica que seja mais adequada
para problemas de alta dimensdo. Da bibliografia, pode-se citar duas possiveis técnicas
para tratar esse problema: (i) aquela apresenta por Ulaganathan et al. (2016), na qual os
autores representam o modelo de alta dimensdo (HDMR, do inglés high dimensional
model representation) com o auxilio do gradiente de Kriging melhorado (GEK-HDMR,
onde GEK vem do inglés Gradient Enhanced Kriging) para explorar as vantagens do
gradiente em modelar problemas de alta dimenséo e (ii) a técnica proposta por Bouhlel
et al. (2018), na qual foram desenvolvidos dois métodos que combinam o metamodelo
de Kriging com a técnica de minimos quadrados parciais.

Aliar o metamodelo a um critério de preenchimento mais eficiente.

o Incluir restri¢Oes de isotropia, visando maior aplicagdo para o material otimizado

encontrado.
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APENDICE A - EQUIVALENCIA ENTRE A MATRIZ DE RIGIDEZ DE
SOFTWARE COMERCIAL DE ELEMENTOS FINITOS E AQUELA
APRESENTADA NO DESENVOLVIMENTO TEORICO

Este apéndice destina-se a mostrar a equivaléncia das equacdes da matriz de rigidez
apresentadas no desenvolvimento teorico (Capitulo 2) e aquelas do software comercial de
elementos finitos.

Para isso, inicia-se 0 procedimento a partir da equacdo da matriz de rigidez global

homogeneizada K e da matriz de carga global P, dadas por

K= Zf BTD B dY® (A1)
e Q€

P= 2f BTD dye, (A.2)
e Q¢

onde B é uma matriz composta pelas derivadas das funcdes de interpolacdo que descrevem o
campo de deslocamentos e D é a matriz constitutiva do elemento de barra, ambas no sistema de
coordenadas globais.

A matriz B possui a seguinte forma

[ON1($) IN;($)
= 0 0 = 0 0
N () IN>($)
0 — 0 0 = 0
., WO e
B= 0z 0z (A.3)
IN;(§) IN:($) 0 N, (§) IN,(§) 0 '
oY X Y X
0 dN;(§) IN;(S) 0 dIN,($) 9Ny (§)
9z oY 9z oY
IN;($) 0 IN;($) INy(§) 0 IN;($)
| "oz X 9z ox |

na qual N1 e N2 sdo funcbes de interpolagdo lineares, dependentes da coordenada local ¢,

definido no intervalo -1 < ¢ < 1.
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A matriz D é determinada através da transformacdo da matriz constitutiva D’
representada no sistema de referéncia local. Esta é determinada através da relagéo constitutiva
elastica do elemento de barra

o=D'g, (A.4)

na qual o é o vetor de tensdes e € 0 vetor de deformac6es. Na forma matricial, D’ é dada por

(E 0 0 0 0 0

1o 0 0 0 0 of

1o o 0 o o ol

D’=10 0 0 0 o of (A.5)
[ooooooJ
00000 0

Dessa forma, para determinar a matriz D no sistema de referéncia global, utiliza-se a

matriz de transformacéo, conforme a relagéo

D=TID'T,, (A.6)

onde T, é a matriz de transformacao, definida em Cook et al. (2002) e dada por

-2 2 2
i my ny lymy mny nyly
12 ms n’ l,m, myn, n,l,
T, = 12 m3 nZ l3ms msng nsls (A7)

2L, 2mym, 2mmn, lLim,+lLm; mmn, +myn, nyl, +nyly |
2Ll 2mymg 2nyns ILhomg 4+ lsmy, mons +man, nyls +ngly
| 2151, 2mymy 2n3ny  Iymy +1limg; mang + mynsy  nzly +nqglsl

E ainda, o vetor de deformacdes presente na Equacéo (A.4) pode ser determinado pela
relagdo entre a matriz das derivadas das func6es de interpolacdo com o vetor dos deslocamentos

nodais, u, representado nas coordenadas globais como

e=Bu (A.8)

Assim, tem-se as equacdes para o desenvolvimento tedrico para um elemento de barra.

Contudo, como neste trabalho é utilizado software de elementos finitos, é necessario definir a
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equacéo de rigidez do material em funcdo dos termos processados pelo software e apresentar a
equivaléncia das propriedades para cada forma de célculo.
Com esse intuito, utiliza-se o principio dos trabalhos virtuais aplicado a equacéo da

matriz de rigidez, conforme

du"Ku = 8u’ f BTD B dY® u. (A.9)
Qe
Rearranjando a Equacdo (A.9) em funcdo do vetor de deformagdes (conforme a

Equacéo (A.8)), tem-se a equacédo no sistema global, de modo que

Su™Ku= | 8™Dedye. (A.10)
Qe
Para representar a Equacao (A.10) no sistema de coordenadas locais, é necessario
transformar o campo de deformacdes € e a matriz constitutiva D para o sistema de coordenadas
locais. Assim, a equacdo de transformacdo da matriz D é a Equacdo (A.6) e para 0 campo de
deformac6es a equacao de transformacéo é

€= Tg_T 8" (A.ll)

onde €' é o vetor de deformac@es no sistema de coordenadas locais.
Dessa forma, substituindo as Equagdes (A.6) e (A.11) na Equagdo (A.10) para o

sistema de coordenadas locais, tem-se
SuTKu = f 8¢ T, TT, D'T. T, Te dYe. (A.12)
Qe

Rearranjando a equacdo anterior e utilizando a relagéo dada pela Equacdo (A.8) e

adotando o subindice L, para referenciar o sistema local, tem-se
Su’Ku = | 8u] B/D'B, dY*° u,. (A.13)
Qe

Agora, como a matriz de transformacédo de coordenadas para os deslocamentos é dada

por
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cosf sind 0 0
= A.14
T [ 0 0 cos@ sin 9]' ( )

onde 6 é o angulo de orientacdo do elemento de barra, consegue-se determinar o campo de

deslocamentos no sistema global pela equagéo

u, =Tu. (A.15)

Dessa forma, substituindo o campo de deslocamentos obtido na Equagéo (A.13)

Su"Ku = 8u'T? f BID'B,dY® T u, (A.16)
Qe

e ajustando os termos, tem-se a equacdo da rigidez para a formulacdo de elementos finitos de

software comercial

K=TT J B/D'B, dY°T, (A.17)
Qe

onde D’ é definido pela Equacdo (A.5), E € o modulo de elasticidade do elemento de barra

aplicado na direcéo do eixo da barra e B € uma matriz linha definida por

ON:(§) IN2(D)] (A.18)

BL =
X X

Desta maneira, mostra-se a equivaléncia da matriz de rigidez para as duas formas de
calculo: pelo desenvolvimento tedrico e pela utilizacdo de software comercial de elementos

finitos.



