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APRESENTACAO

Caros passageiros,

Sejam bem-vindos a bordo dessa aula.

Aqui vocés serdo transportados por meio de uma
sequéncia diddtica composta por quatro tarefas com foco
nas representagdes algébricas e grdficas de Numeros
Complexos.

O voo possui um destino interdisciplinar, com escalas
nas disciplinas de Matemadtica e Fisica e conexdes em outras
dreas do conhecimento.

Acomodem os seus materiais nos compartimentos em
cima ou embaixo de suas carteiras. Ndo é permitido ficar
com duvidas. Lembramos que o conhecimento é a capacidade
humana de entender e compreender. Aprender é sensacional.

Em caso de emergéncia, chame pelo seu professor(a),
que possui uma das mais nobres profissdes com grande
responsabilidade em contribuir com a sua formagdo e
desenvolvimento enquanto individuo em uma sociedade.

A DECOLAGEM estd autorizada. Desejamos a todos
uma étima aulal

Apertem os cintos e boa aprendizagem!

Cilio José Volce

Claudete Cargnin
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Introducgao

As tarefas tematicas que compdem este produto educacional foram concebidas
no decorrer dos estudos e desenvolvimento da pesquisa de mestrado profissional
intitulada “Recursos Didaticos para Numeros Complexos na perspectiva da teoria
dos Registros de Representacdao Semidtica” disponivel no enderego:

<<http://portal.utfpr.edu.br/cursos/coordenacoes/stricto-sensu/ppg-mat/producao-academica>>. A

sua estrutura foi pensada de modo a relacionar o conteudo Numeros Complexos a um
contexto real de aplicacdo, explorando as operagdes de adigdo, subtracédo,
multiplicagdo e divisdo, com foco nas representagdes algébricas e graficas dessas
operagoes. Ainda, buscamos sintetizar atividades com possibilidades de utiliza-las de
forma interdisciplinar com a Fisica no quesito de vetores e forgas. No decorrer das
apresentacoes das tarefas, ha solugdes e curiosidades sobre o tema avido e
orientagdes para o professor da disciplina de matematica.

Dessa forma, organizamos este material que contém quatro tarefas com
abordagens que envolvem as etapas de acdo, formulacdo, validacdo e
institucionalizagdo com inspira¢gdes na Teoria das Situagdes Didaticas — TSD (Guy
Brousseau).

Com esse produto, pretende-se incentivar os alunos a estudarem, revisarem
conteudos e refletirem sobre as mudancas de registros. Acredita-se que os recursos
interativos podem: auxiliar na compreensdo dos conceitos, operagdoes e
representacbes dos Numeros Complexos; diminuir lacunas de aprendizagens;
melhorar os fundamentos matematicos dos estudantes; permitir uma participagao
ativa dos estudantes; e trazer dinamicidade para a sala de aula. O objetivo deste
instrumento € contribuir com o ensino e a aprendizagem de numeros complexos. Os
objetivos especificos de cada tarefa da sequéncia didatica estdo detalhados no

Quadro 1 a seguir:


http://portal.utfpr.edu.br/cursos/coordenacoes/stricto-sensu/ppg-mat/producao-academica

Quadro 1 - Organizacédo da Sequéncia Didatica

re

~

SEQUENCIA DIDATICA

Proposta Descrigao Objetivos
v' Conhecer alguns calculos e principios
tedricos que explicam o que leva um aviao
a voar;
Nessa tarefa, faremos uma breve ) .
. . Apresentar o conjunto de Numeros
introdugdo aos estudos que . . .
_ . Complexos, pois tal conhecimento ajuda a
Tarefa 1 norteard0 NOSSO VOO rumo a . ) L
_ . explicar conceitos da aerodindmica e estes
compreensdo de  conceitos

O que faz um

aviao voar?

matematicos que nos ajudardo a
compreender como atuam as
forgcas que permitem que um avido

voe.

sdo fundamentais para compreendermos o
que garante a sutentacdo de um avido no
ar;

Apresentar algumas formas de
representagdo dos Numeros Complexos,
sendo as formas: algébrica, algébrica-

trigonométrica e grafica.

Tarefa 2
Ndmeros
Complexos
na

Aerodindmica

Nessa tarefa, apresentaremos a

~ 1
expressao z + Z

Demonstrar a importancia do estudo dos
Numeros Complexos para a compreensao
de conceitos da aerodindmica;

Operar com numeros complexos na

~ 1
expresséo z + —;
numeros

Representar graficamente

complexos a partir de sua forma algébrica.

Conceituar vetores e forga;
Apresentar as principais forgas presentes

em um voo, sendo: Sustentagdo; Arrasto;

Tarefa 3 Nessa tarefa, estudaremos alguns _ o
Resultante; Tragdo da Hélice e Peso.
Vetores e vetores e forgas que atuam em um . L
» Resolver atividades algumas posi¢cdes em
avido.

Forcas que um avidao pode se encontrar: voo
ascendente; VOO horizontal; VOO
descendente e voo em curva.

Tarefa 4 Nessa tarefa, exploraremos ] .

. ~ Representar graficamente nameros

Caixas- equacgdes do 2° e do 3° grau com o

] complexos dados em forma algébrica.

Pretas raizes complexas.

Fonte: o autor.




Tarefa 1

o

Investigue quais disciplinas que vocé ja estudou ou

) # 4
estuda na escola e que podem trazer conhecimentos para A /\ i
. NN 8
ajudar a explicar o que faz um aviéo voar. ?j:_g\ Uinqgg af‘\
. . . e )
Pesquise, discuta e compartilhe com os seus .,;--'f,---" —

colegas e com o seu professor(a) algumas possiveis <
féormulas, calculos e principios de teorias que podem

ajudar a explicar os mistérios que fazem com que uma maquina tdo pesada voe.

Professor(a), nesse momento converse com o0s seus alunos e solicite que
discutam com os colegas de sala sobre o que eles pensam a respeito das possiveis
respostas para os questionamentos feitos e, em seguida, pegca para que eles
registrem as suas ideias para posterior discusséo.

Na sequéncia, apos as reflexées realizadas, apresente aos alunos a seguinte
curiosidade que os ajudara a compreender e a responder parcialmente alguns dos

questionamentos ja feitos.

Curiosidade

Disciplinas que ajudam a explicar o voo de um aviao

A aviacao esta baseada nos principios da matematica e da fisica. Alguns desses
principios sdo estudados na escola e podem auxiliar nas explicagées do voo de um
avidao. Para que um aviao voe, é necessario que algum tipo de forca consiga
vencer ou anular o seu peso. Ocorrem conceitos Fisicos quando ele esta em
movimento, em particular, nas asas do avido, também chamadas de aerofdlios. Os
calculos ficam por conta da matematica, com conceitos aritméticos, algébricos e
geométricos.

Esse breve texto esta baseado em: O que faz um avido voar? UFRGS. Disponivel
em: <https://www.if.ufrgs.br/tex/fis01043/20031/Andre/>. Acesso em: 15 dez. 2021.



https://www.if.ufrgs.br/tex/fis01043/20031/Andre/
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Possivelmente, ao responder os questionamentos anteriores sobre alguns
calculos que ajudam a explicar o que faz um avido voar, vocé possa ter observado
algumas equagdes, muito utilizadas para ajudar a resolver exercicios e situagdes-
problema encontrando solugdes nos quais numeros nao sio conhecidos. Vamos
relembrar uma possibilidade de resolugéo de equagao do 2° grau, pois utilizaremos
essa resolugéo para discutir raizes quadradas de numeros negativos.

Uma equacao do 2° grau pode ser representada em sua forma completa por:

a.x’?+b.x+c=0

Para determinar suas raizes podemos utilizar, por exemplo, a formula resolutiva
de equacao do 2° grau, conhecida como método de Bhaskara.

Vamos considerar a seguinte equagao: x? + 4x + 5 = 0. Vamos resolvé-la?

X’ 4+4x+5=0

A=b%?—4-a-c _h+AJA
A=42—-4-1-5 x:2—
A=16 — 20 a
A=—4 —4++-4
X=—--—
21

No conjunto dos numeros reais (), sabemos que a V4 = 2, mas qual é a vV—47?

E agora, como podemos continuar essa resolugéo? Existe raiz quadrada de

numeros negativos?

Professor(a), nesse momento proponha uma pesquisa aos seus alunos. Essa
pesquisa pode ser por meio de livios ou da internet. Instigue os estudantes a
procurarem possiveis respostas para o calculo de raizes quadradas de numeros
negativos. A partir dai, provavelmente, sera possivel associar N—1 a um numero
imaginario representado pela letra i. Apos determinar a solugéo, solicite que 0s
estudantes fagcam a substituicdo de x1 e x2 na equagdo para verificar a validade
dessas respostas. Aproveite essa oportunidade para apresentar e discutir com 0s

seus alunos o conjunto dos Numeros Complexos.

A solucéo para o calculo de raizes quadradas de numeros negativos surgiu com
a criacdo dos numeros imaginarios, cuja unidade imaginaria representada pela letra i,

éiguala+v—1, ouseja, i’ = —1.
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Voltando para a equagao anteriormente mencionada, temos:

V=i= /2D =Vai?=2.i

_—4iZ.i
T
_—4+2.i_ ’ 4
X, = > = i
=420 -
X, = > = i
Portanto, obtemos: S={x; = —2+i;x, = -2—1i}.

Os numeros complexos surgem a partir de equagdes em que as resolugdes
possuem raizes de numeros negativos, o que, até entdo, ndo era possivel de resolver
trabalhando com os numeros reais. Na imagem a seguir, observamos que o conjunto

dos numeros reais () € um subconjunto do conjunto dos numeros complexos ().

Fonte: o autor.

Os numeros complexos podem ser representados por meio de alguns registros,
entre eles: registro algébrico; registro algébrico-trigonométrico; e registro grafico. Veja
a seguir essas possiveis maneiras de representagdes para as raizes da equagao x* +

4x + 5 = 0 que calculamos anteriormente.

Registro Algébrico Registro Algébrico - Registro Grafico
Representado na Trigonométrico Representado no plano de
forma Representado Argand-Gauss
z = a + bi, composta na forma 2 ne

por uma parte z = p(cosh +i.senB) Z=—2+i

real a e uma parte ’ 1
imaginaria b. x; = V5(cos153° + i. sen153°) = B
*= -2+, x, = V/5(cos207° + i.sen207°) mz:”*i )

x2= —2—1i
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Professor(a), o tema apresentado nas tarefas pode ser interessante tanto para
0S meninos, quanto para as meninas. Utilize a curiosidade a seguir para conversar
com os alunos sobre a participacdo das mulheres em profissées que historicamente
possuem a predominéncia masculina no exercicio da profissdo. Mostre para eles que
tanto homens quanto mulheres podem fazer parte das mais diversas profissées.

Ainda, aproveite também essa oportunidade para relembrar os alunos e

explorar o conteudo de porcentagem presente no texto.

Curiosidade

Participacao das mulheres na forga aérea

De acordo com a Forca Aérea Brasileira — FAB, ha mais de 10 mil mulheres em
funcbes como pilotos de combate e comandantes de organizacdo militar.
Historicamente, as mulheres eram exceg¢des na aviagao civil. No entanto, a
presengca de mulheres na FAB ja € uma realidade em praticamente todos os
setores. Dados da FAB mostram que “desde 2003, houve um aumento de 277%
da participagao feminina. Hoje sdo 10.160 mulheres na FAB, o equivalente a
14,55% do efetivo de militares”.

Em relacdo aos Terceiros-Sargentos formados na Escola de Especialistas de
Aeronautica (EEAR) nos ultimos sete anos, 5.739 sdo homens e 3.057, mulheres.

Esse breve texto esta baseado em: Forga aérea também é lugar de mulher. FAB.
Disponivel em: <https://www.fab.mil.br/noticias/mostra/21673>. Acesso em:
15.02.2021.

Fechamento da tarefa 1: o que faz um avido voar? Até aqui vimos algumas
possibilidades de disciplinas que podem ajudar a explicar o que faz um avido voar,
por exemplo: Matematica e Fisica. No entanto, essa questdo ainda nao foi
respondida completamente e vocé pode estar se perguntando: o que isso tem a ver
com o que faz um avido voar? Nada a ver? E o que vocé estd achando? Entéo
vamos fazer as tarefas 2 e 3, pois com elas teremos mais embasamentos para

compreender o voo de um aviao.



https://www.fab.mil.br/noticias/mostra/21673
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Tarefa 2

&

F(z)=z+1/z

A AERODINIAMIC

A aerodinamica € uma parte da mecanica dos fluidos que estuda
0s gases em movimento, e em particular o movimento relativo

UOCE entre 0 ar e os corpos solidos. Ao construir um avido, os
SABIA?

acarretando uma diferenca de pressao. Nas aeronaves, os aerofélios se encontram

engenheiros se fundamentaram nos principios da aerodinamica,

principalmente na elaboragdo do aerofdlio. Um aerofdlio é

projetado para causar certa variagao da velocidade de um fluido,

nas asas e no leme, proporcionando a sustentagdo e diregdo do avido, logo o
mantendo no ar, cuja explicagado esta na conservagao de energia enunciada pelo
Principio de Bernoulli (PORTOLAN, 2017).

E quanto aos numeros complexos? Ha alguma contribuicdo desses
numeros na aerodindmica? Estudos como os de Camata (2015), Pereira (2017) e
Novais (2020) dizem que ha contribuicdes dos numeros complexos na aerodindmica
e destacam ainda o cientista russo Nicolai Egorovich Joukowski (1847-1921).

Camata (2015) descreve que Joukowski (1906), utilizando transformacodes
geométricas, construiu uma curva fechada no plano complexo que representa o perfil
de uma asa de aviao (aerofélio de Joukowski) e, usando o principio de Bernoulli (1738)
e a teoria das fungdes complexas, calculou a forga de levantamento responsavel pela
sustentagdo do corpo. Ainda, ressalta que os numeros complexos permitiram uma
explicagdo matematica capaz de definir as caracteristicas do perfil aerodinamico da
asa do aviado, colaborando com o progresso aeronautico.

Pereira (2017) comenta que ndo se pode deixar de destacar a grande
contribuicdo dos numeros complexos para varias areas, como para a Dinamica dos
Fluidos e Aerodinamica, onde Nikolai Joukowski desenvolveu um método que
possibilitou que engenheiros aeronauticos fizessem estudos sobre aerofélios e sua

influéncia na sustentagao de avides (construgédo das asas).
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Novais (2020) ressalta que esse cientista foi responsavel por demonstrar que a
imagem de uma circunferéncia de raio unitario no z - plano é mapeada' dentro de
uma curva de formato de um aerofélio no w — plano, semelhante a uma asa de avido.
Ao estudar a fungéo f:C *-» €, deduziu uma funcéo de variavel complexa dada por:
F)=z+ .

Essa transformacéao ficou conhecida como transformacédo de Joukowski, que
propde um aproveitamento da conhecida solugdo analitica para um escoamento
potencial ao redor de um cilindro com circulacdo e conclui que “se os fluxos
aerodinamicos” para um fluxo em torno de um circulo sdo conhecidos, entdo suas
imagens sob o mapeamento w = f(z) sera o fluxo aerodindmico para um fluxo em
torno do aerofdlio (NOVAIS, 2020).

Professor(a), é evidente que o estudo de variaveis complexas exige conceitos
matematicos que estdo alem da matematica basica estudada até o Ensino Médio.

Como sugestao de tarefa 2 para os alunos, seguiremos Novais (2020): Proponha a

seus alunos um estudo da expresséo z + % Atribua arbitrariamente alguns valores

para z em sua forma algébrica (z = a + bi) e solicite o resultado dessa expresséo.
Explore os conceitos de conjugado, de Minimo Multiplo Comum (MMC) e as

operagbes de adigcédo, subtracdo, multiplicagdo e divisdo de Numeros Complexos. A

representacdo grafica podera ser visualizada utilizando o Software GeoGebra.

Questao da tarefa 2:
Apos conhecermos a importante expressao z + % estudada por Joukowski que,
segundo alguns estudos, explica matematicamente a forga de levantamento

responsavel pela sustentacdo do voo de um avido, determine o seu valor para

z1,2,,23,e z, apresentados a seguir e represente-os graficamente. Se considerar

necessario, utilize o Software Geogebra.

! Mais informagdes em: https://biztechbrz.wordpress.com/2011/02/06/deducoes-sobre-o-aerofolio-de-
joukowsky/. Dedugdes sobre o aerofélio de Joukowski. Acesso em 10/01/2022.



https://biztechbrz.wordpress.com/2011/02/06/deducoes-sobre-o-aerofolio-de-joukowsky/
https://biztechbrz.wordpress.com/2011/02/06/deducoes-sobre-o-aerofolio-de-joukowsky/
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Representagdo grafica de z, , z;, z3, e z,4.

-~
g{Imi@
4
1
Z3 + — 41 + —
z3 1
[ ] 2 L]
Re (@),
& 4 2 0 z a & N
® -2 @
1
= + — Zg + —
Z4 2
-a
&

Fechamento da tarefa 2: observe que os resultados das operagdes propostas estao
um em cada quadrante na representagao grafica. Isso se deve ao fato de que ora

usamos a > 0,oraa <0, assimcomoorab>0,orab<0.

Curiosidade

Santos Dumont: Ja que estamos no assunto aviagdo, um personagem nao pode
ficar de fora: Santos Dumont! Vocé sabia que ele, antes mesmo de ser conhecido
por seus feitos na aviagao, ja era um dos pioneiros das corridas de automével na
Franga? Pois é! Mesmo antes de inventar o avido, ele ja era recebido como heroi
no Brasil, gragas a seus feitos como piloto. Em Petrépolis - RJ, tem um museu s6
para ele, que se chama: Museu Casa de Santos Dumont. Nele, ha muita coisa
bacana sobre o talento, a criatividade e os feitos deste grande brasileiro. Para
conhecer um pouco mais sobre a vida e a obra de Santos Dumont, faga um tour
virtual em seu museu.

Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=y399gLjdO3EA. Duragdo: 26
minutos. Acesso em: 01.07.2021.

<l



https://www.youtube.com/watch?v=y39qLjd03EA
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Tarefa 3

UETORES E FORC

Alguns dos conteudos basicos da Fisica s&do os estudos de

PARA vetores e forgas. Os vetores representam as grandezas vetoriais
RELEMBRAR e indicam seu moddulo, dire¢cdo e sentido. O médulo é o valor
numeérico do vetor seguido da unidade de medida que define a

O o | 9randeza vetorial. A diregao € a reta onde o vetor esta localizado,

e as diregdes possiveis sao: diagonal, horizontal e vertical.
Forga é o agente da dindmica responsavel por alterar o estado de repouso ou
movimento de um corpo. Quando se aplica uma forgca sobre um corpo, esse pode

desenvolver uma aceleragédo, como estabelecem as leis de Newton, ou se deformar.

INDICAGAO DE LEITURAS E VIDEOS

Para a realizacao da tarefa 3, se necessario, sugerimos as seguintes leituras:
Numeros Complexos

Disponivel em: http://www.uel.br/projetos/matessencial/superior/vc/vc01.htm. Acesso em:
27.12.2021.

Numeros Complexos e polindmios

Disponivel em: https://www.ime.usp.br/~oliveira/ComplexosCap1.pdf. Acesso em: 27.12.2021.

O que sdo numeros imaginarios?; O que sdao niumeros complexos?; O plano complexo; Soma
e subtragcao de numeros complexos; Multiplicagdo de numeros complexos; Conjugados
complexos e divisdo de numeros complexos; Valor absoluto e angulo de nimeros complexos;
Distancia e ponto médio de numeros complexos; Forma polar de niumeros complexos;
Multiplicacao e divisdao de numeros complexos na forma polar; Problemas envolvendo
numeros complexos

Disponivel em: https://pt.khanacademy.org/math/algebra-home/alg-complex-numbers. Acesso em:
27.12.2021.

Uma das possibilidades para visualizar os numeros complexos € por meio de
vetores. Vamos ver como os vetores agem aqui. A seguir apresentaremos algumas

forcas vetoriais que atuam no aviao:


http://www.uel.br/projetos/matessencial/superior/vc/vc01.htm
https://www.ime.usp.br/~oliveira/ComplexosCap1.pdf
https://pt.khanacademy.org/math/algebra-home/alg-complex-numbers
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ALGUMAS FORCAS QUE ATUAM EM UM AVIAO
Fs

FORCA DE SUSTENTACAO

(TRACAO DA HELICE)

P (peso)

Fonte: o autor.

Forca de Sustentacgao (Fs) Forca de Arrasto (Fa)

Forca de Sustentacdo (Fs) é a Forca de Arrasto (Fa), essencialmente
componente da forca aerodinamica uma forga de atrito, € a componente da
perpendicular & direcdo do movimento do forga aerodinamica paralela a dire¢éo de
voo (STUDART; DAHMEN, 20086, p. 36). voo (STUDART; DAHMEN, 2006, p. 36).

Tragao da Hélice (T) Peso (P)

Tracao da Hélice (T) é a for¢ca produzida Peso (P) é a for¢a da gravidade (P = m
pelo motor e € dirigida ao longo do eixo -g) atuando sobre o avido e dirigida para
longitudinal do avido (STUDART; o centro da Terra (STUDART; DAHMEN,

DAHMEN, 2006, p. 36). 2006, p. 36).

Forca Resultante (R)

Surge em virtude do diferencial de pressao entre o intradorso e o extradorso do aerofélio e
tende a empurra-lo para cima, auxiliada ainda pela reagao do ar (Terceira Lei de Newton).
Ela é representada, de maneira didatica e para melhor compreensao do estudante, como
um vetor que, quando decomposto, da origem a duas forgas componentes. A componente
da forga resultante perpendicular (ou normal) a diregéao do fluxo € chamada de sustentagao;
a componente da forca resultante ao longo da dire¢ao do fluxo é chamada de arrasto.

Disponivel em: https://www.grc.nasa.gov/WWW/K-12/airplane/presar.html. Acesso em:
10.01.2022.

Fs

R (Forca resuLTanTE)
-

FORGCA DE SUSTENTAGAO ==

-
-
-

FA FORCA DE ARRASTO

Fonte: o autor.



https://www.grc.nasa.gov/WWW/K-12/airplane/presar.html
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CONTROVERSIAS SOBRE A FORGA DE SUSTENTAGAO

Quando o assunto € a forga aerodinamica conhecida como sustentagao, nao

ha uma explicagdo simples para esse tema, assim como ndo ha consenso entre

cientistas e algumas teorias, de forma a explicar completamente a forga de

sustentacao, o que deixa uma situacao intrigante no ponto de vista fisico.

Segundo Regis (2020), ha duas teorias concorrentes que comumente sao

propostas para explicar a sustentagcao aerodinamica: Teorema de Bernoulli e Terceira

Lei de Newton. E sobre essas duas teorias que se trata o Quadro 2 a seguir:

Quadro 2 — Breve descrigéo sobre o Teorema de Bernoulli e Terceira Lei de Newton

Teorema de Bernoulli

Terceira Lei de Newton

- Considerado o mais popular para explicar a
sustentagéo aerodindmica, diz que a pressao de um
fluido diminui a medida que sua velocidade aumenta,
e vice-versa;

- O Teorema de Bernoulli considera a sustentagao
como uma consequéncia da superficie superior
curva de um aerofélio (nome técnico de uma asa de
avidao). Por causa dessa curvatura, o ar viajando
através do topo da asa se move mais rapido do que
0 ar se movendo na superficie inferior da asa, que é
plana;

- O aumento da velocidade no topo da asa esta
associado a uma regiao de menor presséao, o que faz

gerar a sustentacéo.

- Principio newtoniano de agao e reagao;

- Explica a sustentagdo como um impulso
para cima na asa com 0 ar em movimento
abaixo dela;

- O ar tem massa. Portanto, a terceira lei de
Newton estabelece que o impulso para baixo
da asa resulta em uma igualdade e o oposto
dessa situagdao empurra de volta para cima;
- Este relato newtoniano de sustentacéo
aplica-se a asas de qualquer formato, curvas
ou planas, simétricas ou nao, e vale para
aeronaves voando invertidas ou de lado (o
recurso critico é um angulo de ataque

adequado).

Criticas a Teoria

Criticas a Teoria

O teorema por si s6 ndo explica por que a velocidade
superior no topo da asa traz pressdo mais baixa junto
com ela ou, o por que, na pratica, um avido com asas
que possuem superficie superior curva - ou mesmo
superficies planas na parte superior e inferior é capaz
de voar invertido, desde que o aerofdlio encontre o

vento que se aproxima em um angulo apropriado.

O principio de agédo e a reagdo ainda nao
consegue explicar a mais baixa pressdo no
topo da asa, independentemente de o

aerofdlio ser curvado ou no.

Fonte: Adaptado de Regis (2020) — tradug&o nossa.
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Cada uma dessas teorias esta correta dentro de seus préprios contextos, e
nenhuma delas contradiz a outra. O problema é que nenhuma delas produz uma
explicagdo completa que leva em consideragao todas as forgas basicas e demais
fatores fisicos que regem o levantamento aerodindmico, sem deixar problemas
inexplicados. Ainda, nem as duas teorias juntas fornecem uma explicagdo completa
de sustentagdo. Uma explicagao completa deve explicar todas as forgas e fatores que

agem na asa, sem nenhum problema, maior ou menor (REGIS, 2020).

POSIGOES DO AVIAO

Nessa secdo, vamos considerar algumas posi¢dées em que um avidao pode se

encontrar: repouso; voo ascendente; voo horizontal; voo descendente e voo em curva.

AERONAVE EM REPOUSO

Das forgas que atuam sobre a aeronave em repouso (parada), a unica forga a se
destacar é o peso (P). Quando o motor passa a funcionar, gera a tragao (T) e o
avido comega a mover-se para frente, com isso surge o Arrasto. A tragdo deve ser
maior do que o Arrasto para que o aviao ganhe velocidade. Com o aumento de
velocidade, surge nas asas a Forca de Sustentacdo. Quando essa forga for plena,
o aviao estara em condi¢cdes de decolar. Agindo nos controles de voo o piloto faz

com que o aviao suba.
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VOO ASCENDENTE

Forgas envolvidas:
e Forcga de tragcao da Hélice: inclinada para cima suportando parcialmente o peso.
e Forca de Sustentacao: perpendicular ao vento relativo.
e Peso da aeronave: decomposto em duas for¢cas, uma oposta a sustentacdo a
outra oposta a tragao.

e Forca de Arrasto: oposta a Tracgao.

SUSTENTACAO
4

LNHADQHORIZONTE L = T

Fonte: o autor.

Questao: Considere um aviao de pequeno porte em condi¢gdes normais em voo
ascendente que apresenta uma Forca de Tragéo de 1500 N representando 25% maior
do que as forcas opostas a ela (Forgca Peso decomposta no eixo x e a Forga de
Arrasto). Sabendo que a Forga Peso € igual a 980 N e que o angulo formado entre a
Forga Peso e sua respectiva componente no eixo y € de 30°, determine:

a) Componente da Forga Peso no eixo x.
b) Forga de Arrasto.
c) Forca Resultante da Sustentagdo com o Arrasto.
Obs: os valores em Newton atribuidos aos vetores sao ficticios.

Solugéao:

a) Para calcular a componente da Forga Peso no eixo x, podemos utilizar a
seguinte relagao:

Py
980
P, =980 .sen 30°

P, =490 N

sen 30° =
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b) Para calcular a Forga de Arrasto, podemos utilizar a seguinte relagéo:
Forca de Tragdo = (P, + Forga de Arrasto) . 1,25
1500 = (490 + Forga de Arrasto) . 1,25
1200 = 490 + Forga de Arrasto
Forga de Arrasto = 1200 — 490
Forca de Arrasto = 710 N

c) A Forga de Sustentagao é igual ao modulo de P, ou seja, vale 980 N.
Para calcular a For¢a Resultante, podemos utilizar o teorema de Pitagoras:
R? =980% + (490 + 710)?
R? = 9802 + 12007

R = /9802 + 12002
R = 154932 N

VOO HORIZONTAL

No voo Horizontal o avido se desloca horizontalmente
Forcgas envolvidas:
e A Forga de Sustentagao deve ser igual ao peso.
e Atracao deve ser maior que o Arrasto, pois o avido precisa de uma alta velocidade
aerodinamica para continuar voando.

SUSTENTAGAO

A
o\

TRAGAO -~ sl ARRASTO

l

PESO

Fonte: o autor.




23

Questao: Considere um aviao de pequeno porte em condigdes normais em voo
horizontal que apresenta uma Forga Resultante de 1200 N entre a Sustentagcado e o
Arrasto. Sabendo que a Forgca Peso desse aviao é de 980N e que a Forga de Tragao
da Hélice possui 20% a mais do que o valor da Forca de arrasto, determine:

a) Forca de Sustentagao.
b) Forga de Arrasto.
c) Forca de Tracdo da Hélice.
Obs: os valores em Newton atribuidos aos vetores sao ficticios.

Solugéo:

a) A Forca de Sustentacao € de 980 N, pois em um voo horizontal a Forga de

Sustentagdo deve ser igual a Forga Peso (em maodulo).

b) Para calcular a Forca de Arrasto, podemos utilizar o Teorema de
Pitagoras:
12002 = 9802 + F,*
F,% = 1200% — 9802

F, = /12002 — 9802
F, = 692,53 N

c) Para calcular Forga de Tragcédo da Hélice, basta aumentar 20% na Forga
de Arrasto.
T =692,53.1,20 = 831,036 N



VOO DESCENDENTE
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Na descida, o avido usa a propria acdo da gravidade para planar por um
determinado tempo.

Forgas envolvidas:

e A sustentagdo € menor que 0 peso.
e Decompondo a forga Peso temos uma componente com o0 mesmo sentido da

Tragao auxiliando o aviao a planar.

i Al
SUSTENTACAO O

.
.

LINHA DO HORIZONTE

Fonte: o autor.

Questao: Considere um aviao de pequeno porte em condigdes normais em voo

descendente que apresenta Forga de Sustentacdo de 1082,53 N; Forgca Peso (Px)

decomposta de 625 N. Determine a Forga Peso desse avido.
Obs: os valores em Newton atribuidos aos vetores sao ficticios.

Solugéo:

A forca de Sustentacao é igual a Forga Peso decomposta (Py). Dessa forma,

podemos determinar a Forga Peso por meio do Teorema de Pitagoras:
P? = 6252 + 1082,532
P = V(6252 + 1082,53%)
P=1250N
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Curiosidade
AVIAO DE ACROBACIA - Quando o avido forma um angulo de 90° com a linha

do horizonte, a Forga de Sustentagcao € nula e a aceleragéo é dada pelo peso do

aviao. Com o aumento da velocidade, o arrasto aumenta até se igualar ao peso —

teremos ai a velocidade final.

ARRASTO

Fonte: o autor.

VOO EM CURVA

Forgas envolvidas:

Para o estudo da curva, podemos decompor a sustentacdo em duas
forcas: a forga centripeta e a forca chamada de -P, que deve se opor ao peso.

Como se pode deduzir desse grafico, a forga de sustentagdo deve ser
maior que o Peso ja que uma de suas componentes, a forca -P, tem a mesma
intensidade que o Peso.

A sustentacdo deve ter um valor tal que a sua componente vertical
chamada de — P seja igual o Peso. Para que isso acontega devemos ter um angulo

de inclinagéo correto de acordo com a situagéao.

SUSTENTACAO - PESO

(1

N /

I \\\\\ é@}
N

O

|

N
FORCA CENTRIPETA Laff—

#

®©

PESO

Fonte: o autor.
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Questao: Considere um aviao de pequeno porte em condigdes normais em voo
em curva que apresenta For¢ca de Sustentacao igual a 2500 N. Determine a Forga
Peso desse avido, sabendo que o angulo formado entre a forga de sustentacdo e a
forga centripeta (Fc) € de 30°.

Obs: os valores em Newton atribuidos aos vetores séo ficticios.
Solugéo:
O angulo formado entre a forga de sustentagéo e a forga -P € de 60°.

60° = 2
€08 58 = 5500

Py = 2500 .cos 60°
P, = 1250 N

Curiosidade

VOO EM CURVA DE 60°
Em uma curva de 60°, a sustentagdo deve ser igual ao dobro do peso para que

sua resultante vertical seja igual e oposta ao peso.

COMPONENTE
SUSTENTACAQ =2 X PESO _ _ EMY

===

FORGA CENTRIPETA

Fonte: o autor.

Fechamento da tarefa 3. Professor(a), aproveite a Tarefa 3 para explorar a
interdisciplinaridade entre a Matematica e a Fisica em um contexto real de aplicacéo
dos Numeros Complexos em sua forma vetorial. Ainda, reflita, relembre e discuta com
os estudantes o conceito de modulo e argumento de vetores complexos presente nas
questdes. Solicite que seus alunos elaborem uma producdo de texto dissertativo-
argumentativo ou um mapa conceitual abordando os temas ja estudados. A
argumentacao e exposi¢cado dos conceitos podera ser utilizada como um indicador de

aprendizagem.
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Tarefa 4

CRIKAS-PRETAS

Antes de apresentar a questao proposta nessa Tarefa 4, recomendamos a
leitura da curiosidade a seguir:

Curiosidade

Caixas-Pretas

As caixas-pretas ndo sao pretas, mas laranjas, com a finalidade de, em casos de
acidentes, facilitar a sua localizagao entre os destrocos.

Histéria

A primeira caixa-preta, criada em 1939, era um tipo de camera e gravava apenas
imagens. Como toda camera, tinha o interior totalmente escuro — uma explicagéo
possivel para seu nome.

Quantidade

Sao duas. Uma unidade grava os sons na cabine de comando. A outra registra os
dados de voo, como a rota, as sucessivas mudancas de altitude e até quais botdes
foram apertados no painel da aeronave.

Duracgao
As caixas gravam as duas horas mais recentes de voo. Os registros mais antigos
sao apagados automaticamente.

Materiais

Envoltas em camadas de silica, aluminio e titanio, as placas de memdria podem
resistir a choques, temperaturas de até 1.000 °C e submersao a até 6 mil metros de
profundidade.

Localizagao

As duas caixas-pretas ficam na cauda, a parte menos atingida em impactos. As
informacdes sao enviadas para |4 a partir de microfones e outros dispositivos
instalados no cockpit (espago onde se aloja o piloto nos avides).

Alerta

Um cilindro localizado junto as caixas-pretas é responsavel por emitir um alarme,
que dura 30 dias. Depois disso, a caixa tem de ser encontrada a moda antiga: a olho
nu.

Essas informagdes pertencem ao site da revista Super interessante.
Fonte: https://super.abril.com.br/tecnologia/os-misterios-da-caixa-preta/. Acesso
em: 29.12.2021.



https://super.abril.com.br/tecnologia/os-misterios-da-caixa-preta/
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Professor(a), na questao que sera apresentada a seguir, temos uma situagdo
de confilito entre a impossibilidade de calcular a raiz quadrada de um numero negativo
no conjunto dos numeros reais e a demanda de se conciliar os conhecimentos

instituidos no mundo da Matematica com a solugdo concreta e real de um problema.

Questao: Um avido possui duas caixas-pretas, uma delas, caixa 1, com uma
parte em forma de cubo e outra, caixa 2, com uma parte em forma de um
paralelepipedo reto retangular.

A parte em forma de cubo na caixa 1 possui aresta x e a parte em forma de
paralelepipedo reto retangular na caixa 2 possui as dimensoes X, 2 e x+3, conforme a

figura a seguir:

X+3

OSSR
. RECORDER |

DO NOT OPEN

LRSS

caixa 1 caixa 2

Fonte: Adaptado de Super Interessante (2020). Disponivel em: https://super.abril.com.br/tecnologia/os-

misterios-da-caixa-preta/. Acesso em: 29 dez. 2021

As unidades de medidas de ambas as caixas estdo em decimetros (dm).
Leia atentamente cada um dos itens a seguir e faca o que se pede:
a) A area da base (Ac) da parte em forma de cubo da caixa preta 1 € 11 dm* menor
do que a area da base (Ap) da parte em forma de paralelepipedo da caixa preta 2.
Escreva a equacao que represente essa situagao.
A =4,-11
x2=2.(x+3)—-11
x?=2.x+6-11
x2=2.x-5

x2—-2.x+5=0


https://super.abril.com.br/tecnologia/os-misterios-da-caixa-preta/
https://super.abril.com.br/tecnologia/os-misterios-da-caixa-preta/
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b) Calcule os valores de x que satisfagam a situacao descrita no item anterior e
represente-os graficamente. Se considerar necessario, utilize o Software GeoGebra.

x> =2.x+5=0

—b +Vb? — 4ac Portanto, temos:
X =
2a S={x=1+2i; x,=1-2i}.

—(-2)+./(-2)2—-4.15
*= 2.1
' Representacgao grafica

_ +2+£+4-20
N 2

42+ V=16 oy =1+2i
- 2

+2 +./16.(-1) 1
X =
2

F
Fmi (2)

X

X

X

42141642
=

+2+4.i -2 ®
=T Ty =1—2i

+2+4.i
0=

124 . Fonte: o autor.
X, = =1-2.i

=1+2.1

2

C) O volume (Vc) da parte cubica da caixa preta 1 € 8 dm® maior do que o volume
(Vp) da parte em forma de paralelepipedo caixa preta 2. Escreva a equagao que
represente essa situacao.
V.=V, +8
x3=2.x.(x+3)+8
x3=2x2+6x+8

x3—2x>—6x—8=0
d) Verifique diretamente na equacgao do item anterior que x = 4 é uma raiz real.

43 - 2.4 -64-8=0
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e) Determine as outras raizes da equacgao e represente-as graficamente. Se

considerar necessario, utilize o Software GeoGebra.

Conhecendo umas das raizes, uma possibilidade de resolugéo para determinar
as outras raizes da equagao x3 — 2x? — 6x — 8 = 0 € por meio do Teorema do fator,
que afirma que “Se ¢ é uma raiz de um polinébmio p(x), de graun > 0, entdo (x —c) é
um fator de p(x)” (DANTE, 2016, p. 213).

Ainda, pelo teorema de D’ Alembert?, da divisdo de p(x) por (x — ¢) resulta
um quociente q(x) e um resto p(c) tal que:

p(x) = (x — c)q(x) + p(c)

Se ¢ é uma raiz de p(x), entdo p(c) = 0 e temos:

p(x) = (x — c)q(x)
Portanto, (x — ¢) é um fator de p(x).

Para efetuar a divisdo de x3 — 2x%? — 6x — 8 por x — 4, podemos utilizar o

Método da chave, conforme mostraremos a seguir:

x3-2x2-6x-8 Xx-4
-3 +4x2 X2+ 2x+2
2x2-6x-8
-2x%+ 8x
2x-8
-2x+ 8
0

Outra possibilidade de efetuar a divisdo de x3 —2x2 —6x —8 por x — 4 é
utilizando o dispositivo de Briot-Ruffini, que permite efetuar as divisées por polindbmios

do tipo (x — a).

2Teorema de D’Alembert: “O resto da divisdo de um polinémio p(x) por (x - a) é p(a)” (DANTE, 2016,
p. 212).
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Apos aplicar o dispositivo de Briot-Ruffini, podemos reescrever a equagdo x> —
2x% — 6x — 8 = 0 da seguinte maneira: (x — 4)(x* + 2x + 2) = 0. Para encontrar as
demais raizes, podemos determinar as solugdes do polindmio x2 + 2x + 2.

X2 4+2x+2=0

B —b +Vb?% — 4ac

2a Portanto, temos:

2422412 S={x =—1+i3x,=-1-i}

x= 2.1 Representacgao grafica

—24++4-8 Tim@

X

X

—zi\/—_4 ry=—1-+1

Re(®,

:f.):—l—?,

X =——=-1+4+1i Fonte: o autor.

Professor(a), talvez os estudantes encontrem dificuldades para determinar as
raizes de uma equacgdo de terceiro grau. Como sugestéo, indicamos o estudo do
Teorema de D’ Alembert e do Teorema do fator. Ainda, recomendamos o Teorema
das Raizes Racionais para o caso de nao se conhecer previamente uma das raizes,
ou ainda, o estudo das Relagbes de Girard. Além disso, para efetuar as divisoes,

pode-se explorar o Método da chave ou o dispositivo de Briot-Ruffini.
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f) As conclusdes que vocé chegou nos itens b) e e) sao validas para o problema
das caixas pretas do avidao? Justifique sua resposta apresentando seus
argumentos a respeito da relagdao entre numeros complexos e medidas.
Espera-se que os estudantes argumentem que ndao ha ordem nos numeros
complexos, portando as solugdes encontradas nos itens b) e e) ndo sao validas para o

problema das caixas-pretas do avido.

Curiosidade

Video com aplicagdo do Teorema de Pitagoras em um tridngulo retadngulo. Por
meio desse video, pode-se enriquecer a discussao de que 0s humeros complexos
nao possuem ordem e, portanto, ndo devem ser utilizados como medidas de
comprimento. Cabe ainda discutir a medida da hipotenusa ser ZERO, ou seja, uma
medida nula, que n&o existe enquanto comprimento.

O video encontra-se disponivel em:
https://www.youtube.com/watch?v=JsCvu4DIHi8&ab channel=YvanMonka e tem a
duragédo 02min.10seg. Acesso em: 14.05.2021.

HIPOTENUSA NULA

Fonte: o autor.



https://www.youtube.com/watch?v=JsCvu4DIHi8&ab_channel=YvanMonka
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Fechamento da tarefa 4: Professor(a), aproveite essa oportunidade para explorar a
interpretacdo do enunciado do problema e discutir com os seus alunos que no
conjunto dos numeros complexos nao existe ordem e que esse € um dos motivos
para nédo se estabelecer um numero complexo como medida. Medir é comparar, e
para o caso especifico dessa tarefa ndo é possivel fazer uma comparacéo e analisar
qual dimensdo da caixa € maior do que a outra quando se utiliza um numero
complexo.

Utilize essa situagao de conflito para discutir que existem possibilidades de
resolver equagdes propostas no mundo da matematica e no campo das ideias, no
entanto, resolver um problema real exige uma solugdo que se adeque a realidade.

E importante que os alunos possam pensar e refletir no que eles estéo fazendo.
Nem tudo é fazer contas! Além dos calculos, € preciso dar uma resposta adequada
em relagédo ao problema. O aluno precisa estar ciente de qual € a pergunta central
que ele precisa responder. Retorne ao enunciado e desenvolva essa rica discussao
com os seus alunos.

Professor(a), se vocé considerar que nao vale a pena aplicar essa questao,
pode deixa-la de fora do conjunto de tarefas, no entanto, entendemos que é
importante o aluno analisar as respostas dos calculos que ele faz em relacdo ao

problema.
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DECOLAGEM
E POUSO

DE UM AVIAO &

EMBARQUE NESSE VOO COM
DESTINO A UMA APLICAGCAO DE
NUMEROS COMPLEXOS

CILIO JOSE VOLCE
CLAUDETE CARGNIN




APRESENTACAO

Caros passageiros,

Sejam bem-vindos a bordo dessa aula.

Aqui vocés serdo transportados por meio de uma
sequéncia diddtica composta por quatro tarefas com foco nas
representagdes algébricas e grdficas de Ndmeros Complexos.

O voo possui um destino interdisciplinar, com escalas nas
disciplinas de Matemdtica e Fisica e conexdes em outras dreas
do conhecimento.

Acomodem os seus materiais nos compartimentos em cima
ou embaixo de suas carteiras. Ndo é permitido ficar com
dudvidas. Lembramos que o conhecimento é a capacidade humana
de entender e compreender. Aprender é sensacional.

Em caso de emergéncia, chame pelo seu professor(a), que
possui uma das mais nhobres profissdes com grande
responsabilidade em contribuir com a sua formagdo e
desenvolvimento enquanto individuo em uma sociedade.

A DECOLAGEM estad autorizada. Desejamos a todos uma
otima aulal

Apertem os cintos e boa aprendizagem!

Cilio José Volce

Claudete Cargnin
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Tarefa 1

e %

Investigue quais disciplinas que vocé ja estudou ou

e 7
estuda na escola e que podem trazer conhecimentos para ) f\/\ ] 4
. . "~ ’ \\\ _‘:]_'_"i‘ //
ajudar a explicar o que faz um avido voar. (@ Gy u#‘\
. . . ’_,-\) S — _,’I
Pesquise, discuta e compartiihe com os seus A )

colegas e com o seu professor(a) algumas possiveis <
férmulas, calculos e principios de teorias que podem

ajudar a explicar os mistérios que fazem com que uma maquina tdo pesada voe.

Tarefa 2

P
T,

F(z)=z+ 1/z

-
ok ;
A AERODILAMICA
i y

A aerodinamica € uma parte da mecanica dos fluidos que estuda
0s gases em movimento, e em particular o movimento relativo

UOCE entre o ar e os corpos sélidos. Ao construir um avido, os
SABIA?

acarretando uma diferenca de pressao. Nas aeronaves, os aerofélios se encontram nas

engenheiros se fundamentaram nos principios da aerodinamica,

principalmente na elaboracdo do aerofdlio. Um aerofdlio é

projetado para causar certa variagao da velocidade de um fluido,

asas e no leme, proporcionando a sustentagéo e dire¢ao do aviao, logo o mantendo no
ar, cuja explicacédo esta na conservagao de energia enunciada pelo Principio de
Bernoulli (PORTOLAN, 2017).

E quanto aos numeros complexos? Ha alguma contribuigdo desses
numeros na aerodindmica? Estudos como os de Camata (2015), Pereira (2017) e
Novais (2020) dizem que ha contribuicbes dos numeros complexos na aerodindmica e
destacam o cientista russo Nicolai Egorovich Joukowski (1847-1921).

Camata (2015) descreve que Joukowski (1906), utilizando transformagdes

geomeétricas, construiu uma curva fechada no plano complexo que representa o perfil
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de uma asa de aviao (aerofdlio de Joukowski) e, usando o principio de Bernoulli (1738)
e a teoria das fungdes complexas, calculou a forca de levantamento responsavel pela
sustentagao do corpo. Ainda, ressalta que os numeros complexos permitiram uma
explicagcdo matematica que possibilitou definir as caracteristicas do perfil aerodinamico
da asa do avido, colaborando com o progresso aeronautico.

Pereira (2017) comenta que ndo se pode deixar de destacar a grande
contribuicdo dos numeros complexos para varias areas, como para a Dinéamica dos
Fluidos e Aerodinamica, onde Nikolai Joukowski desenvolveu um método que
possibilitou que engenheiros aeronauticos fizessem estudos sobre aerofélios e sua
influéncia na sustentagao de avides (construgdo das asas).

Novais (2020) ressalta que esse cientista foi responsavel por demonstrar que a
imagem de uma circunferéncia de raio unitario no z — plano é mapeada?® dentro de uma
curva de formato de um aerofdlio no w — plano, semelhante a uma asa de avido. Ao
estudar a fungédo f:C *— €, deduziu uma fungao de variavel complexa dada por: F(z) =
zZ+ %

Essa transformacéao ficou conhecida como transformacédo de Joukowski, que
propde um aproveitamento da conhecida solugdo analitica para um escoamento
potencial ao redor de um cilindro com circulagdo e conclui que “se os fluxos
aerodinamicos” para um fluxo em torno de um circulo sdo conhecidos, entdo suas
imagens sob o mapeamento w = f(z) sera o fluxo aerodindmico para um fluxo em
torno do aerofdlio (NOVAIS, 2020).

Questao da tarefa 2:
Apds conhecermos a importante expressao z + % estudada por Joukowski que,

segundo alguns estudos, explica matematicamente a forca de levantamento
responsavel pela sustentacdo do voo de um avido, determine o seu valor para
z,,2,,Z3,e Z, apresentados a seguir e represente-os graficamente. Se considerar
necessario, utilize o Software Geogebra.

a) z; =5+2i C) z3=-5+2i

b) z, =5-2i d) z,=-5-2i

3 Mais informagdes em: https:/biztechbrz.wordpress.com/2011/02/06/deducoes-sobre-o-aerofolio-de-
joukowsky/. Dedugdes sobre o aerofdlio de Joukowski. Acesso em 10/01/2022.



https://biztechbrz.wordpress.com/2011/02/06/deducoes-sobre-o-aerofolio-de-joukowsky/
https://biztechbrz.wordpress.com/2011/02/06/deducoes-sobre-o-aerofolio-de-joukowsky/
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Tarefa 3

UETORES E FORC

Alguns dos conteudos basicos da Fisica sdo os estudos de vetores

PARA e forcas. Os vetores representam as grandezas vetoriais e
RELEMBRAR indicam seu modulo, direcdo e sentido. O moddulo € o valor
numeérico do vetor seguido da unidade de medida que define a

O o | 9randeza vetorial. A direcéo € a reta onde o vetor esta localizado,

e as dire¢des possiveis sdo: diagonal, horizontal e vertical. Forca é
0 agente da dinamica responsavel por alterar o estado de repouso ou movimento de
um corpo. Quando se aplica uma forga sobre um corpo, esse pode desenvolver uma

aceleracao, como estabelecem as leis de Newton, ou se deformar.

INDICAGAO DE LEITURAS E VIDEOS

Para a realizagéo da tarefa 3, se necessario, sugerimos as seguintes leituras:

Numeros Complexos
Disponivel em: http://www.uel.br/projetos/matessencial/superior/vc/vc01.htm. Acesso em:
27.12.2021.

Numeros Complexos e polindmios

Disponivel em: https://www.ime.usp.br/~oliveira/ComplexosCap1.pdf. Acesso em: 27.12.2021.

O que sao numeros imaginarios?; O que sao numeros complexos?; O plano complexo; Soma
e subtragcao de numeros complexos; Multiplicagdo de numeros complexos; Conjugados
complexos e divisdo de numeros complexos; Valor absoluto e angulo de nimeros complexos;
Distancia e ponto médio de numeros complexos; Forma polar de nimeros complexos;
Multiplicagao e divisao de numeros complexos na forma polar; Problemas envolvendo
numeros complexos

Disponivel em: https://pt.khanacademy.org/math/algebra-home/alg-complex-numbers. Acesso em:
27.12.2021.

Uma das possibilidades para visualizar os numeros complexos é por meio de
vetores. Vamos ver como os vetores agem aqui. A seguir apresentaremos algumas

forgcas vetoriais que atuam no aviao:


http://www.uel.br/projetos/matessencial/superior/vc/vc01.htm
https://www.ime.usp.br/~oliveira/ComplexosCap1.pdf
https://pt.khanacademy.org/math/algebra-home/alg-complex-numbers
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ALGUMAS FORGAS QUE ATUAM EM UM AVIAO
FS

FORCA DE SUSTENTACAO

(TRACAO DA HELICE)

P (peso)

Fonte: o autor.

Forca de Sustentagéo (Fs) Forca de Arrasto (Fa)

Forga de Sustentagao (Fs) € a Forga de Arrasto (Fa), essencialmente
componente da forga aerodinadmica uma forca de atrito, € a componente da
perpendicular & diregdo do movimento do forga aerodinamica paralela a diregao de
voo (STUDART; DAHMEN, 2006, p. 36). voo (STUDART; DAHMEN, 2006, p. 36).

Tragao da Hélice (T) Peso (P)

Tracao da Hélice (T) é a forga produzida Peso (P) é a for¢a da gravidade (P = m
pelo motor e é dirigida ao longo do eixo -g) atuando sobre o avido e dirigida para
longitudinal do avido (STUDART; o centro da Terra (STUDART; DAHMEN,

DAHMEN, 2006, p. 36). 2006, p. 36).

Forca Resultante (R)

Surge em virtude do diferencial de pressao entre o intradorso e o extradorso do aerofdlio e
tende a empurra-lo para cima, auxiliada ainda pela reacao do ar (Terceira Lei de Newton).
Ela é representada, de maneira didatica e para melhor compreensao do estudante, como
um vetor que, quando decomposto, da origem a duas forgas componentes. A componente
da forga resultante perpendicular (ou normal) a diregéo do fluxo € chamada de sustentagao;
a componente da forga resultante ao longo da dire¢do do fluxo € chamada de arrasto.
Disponivel em: https://www.grc.nasa.gov/WWW/K-12/airplane/presar.html. Acesso em:
10.01.2022.

Fs B R (Forca ResuLTANTE)
FORGA DE SUSTENTAGAOD _ _ = =

-
-
-

FA FORCA DE ARRASTO

Fonte: o autor.



https://www.grc.nasa.gov/WWW/K-12/airplane/presar.html
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CONTROVERSIAS SOBRE A FORGA DE SUSTENTAGAO

Quando o assunto é a for¢a aerodinamica conhecida como sustentagao, néo ha
uma explicagao simples para esse tema, assim como nao ha consenso entre cientistas
e algumas teorias, de forma a explicar completamente a forga de sustentacdo, o que
deixa uma situagao intrigante no ponto de vista fisico.

Segundo Regis (2020), ha duas teorias concorrentes que comumente sao
propostas para explicar a sustentagdo aerodinamica: Teorema de Bernoulli e Terceira

Lei de Newton. E sobre essas duas teorias que se trata o Quadro 2 a seguir:

Quadro 2 — Breve descrigao sobre o Teorema de Bernoulli e Terceira Lei de Newton

Teorema de Bernoulli Terceira Lei de Newton

] ] ) - Principio newtoniano de agéo e reagéo;
- Considerado o mais popular para explicar a ] i
) ] ) - Explica a sustentagdo como um impulso
sustentagcao aerodinamica, diz que a pressdo de um ] ]
para cima na asa com o ar em movimento
fluido diminui @ medida que sua velocidade aumenta, ]
) abaixo dela;
e vice-versa;
- O ar tem massa. Portanto, a terceira lei de
- O Teorema de Bernoulli considera a sustentagao ) . )
o » _ Newton diz que o impulso para baixo da asa
como uma consequéncia da superficie superior )
) ) resulta em uma igualdade e o oposto dessa
curva de um aerofdlio (nome técnico de uma asa de | i
" o situagdo empurra de volta para cima;
avido). Por causa dessa curvatura, o ar viajando
- Este relato newtoniano de sustentagao
através do topo da asa se move mais rapido do que ]
o aplica-se a asas de qualquer formato, curvas
o ar se movendo na superficie inferior da asa, que é ] ] B
| ou planas, simétricas ou nao, e vale para

ana;
P aeronaves voando invertidas ou de lado (o
- O aumento da velocidade no topo da asa esta » . .
. » B recurso critico € um angulo de ataque
associado a uma regido de menor presséo, o que faz
. adequado).
gerar a sustentacao.

Criticas a Teoria Criticas a Teoria

O teorema por si s6 ndo explica por que a velocidade

superior no topo da asa traz press&o mais baixa junto ) . B o B
o N O principio de acédo e a reagao ainda nao
com ela ou, o por que, na pratica, um avido com asas . . ] _
) ] consegue explicar a mais baixa pressdo no
que possuem superficie superior curva - ou mesmo ]
. . o topo da asa, independentemente de o
superficies planas na parte superior e inferior é capaz
aerofolio ser curvado ou néo.
de voar invertido, desde que o aerofélio encontre o

vento que se aproxima em um angulo apropriado.

Fonte: Adaptado de Regis (2020) — tradugdo nossa.
Cada uma dessas teorias esta correta dentro de seus proprios contextos, e
nenhuma delas contradiz a outra. O problema é que nenhuma delas produz uma

explicagdo completa que leva em consideragéo todas as forgas basicas e demais
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fatores fisicos que regem o levantamento aerodindmico, sem deixar problemas
inexplicados. Ainda, nem as duas teorias juntas fornecem uma explicagédo completa de
sustentagcdo. Uma explicagcdo completa deve explicar todas as forgcas e fatores que

agem na asa, sem nenhum problema, maior ou menor (REGIS, 2020).

POSIGOES DO AVIAO

Nessa se¢ao, vamos considerar algumas posigcdes em que um aviao pode se

encontrar: repouso; voo ascendente; voo horizontal; voo descendente e voo em curva.

AERONAVE EM REPOUSO

Das forgas que atuam sobre a aeronave em repouso (parada), a unica for¢a a se
destacar € o peso (P). Quando o motor passa a funcionar gera a tragéo (T) e o
aviao comecga a mover-se para frente, com isso surge o Arrasto. A tracdo deve ser
maior do que o Arrasto para que o avido ganhe velocidade. Com o aumento de
velocidade surge nas asas a Forga de Sustentagdo. Quando essa forga for plena
0 aviao estara em condigdes de decolar. Agindo nos controles de voo o piloto faz

com que o aviao suba.
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VOO ASCENDENTE

Forcas envolvidas:
e Forca de tracdo da Hélice: inclinada para cima suportando parcialmente o peso.
e Forca de Sustentacdo: perpendicular ao vento relativo.
e Peso da aeronave: decomposto em duas forgas, uma oposta a sustentacéo a

outra oposta a tragao.

e Forca de Arrasto: oposta a Tragao.

LUNHADOHORZONTE %\ = el

Fonte: o autor.

Questao 1: Considere um aviao de pequeno porte em condicdes normais em

voo ascendente que apresenta uma Forca de Tracdo de 1500 N representando 25%
maior do que as forcas opostas a ela (Forga Peso decomposta no eixo x e a Forga de
Arrasto). Sabendo que a Forga Peso € igual a 980 N e que o angulo formado entre a
Forga Peso e sua respectiva componente no eixo y é de 30°, determine:

a) Componente da Forga Peso no eixo x.

b) Forca de Arrasto.

c) Forca Resultante da Sustentagao com o Arrasto.

Obs: os valores em Newton atribuidos aos vetores sao ficticios.



VOO HORIZONTAL
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No voo Horizontal o avido se desloca horizontalmente
Forcas envolvidas:

e A Forga de Sustentagao deve ser igual ao peso.

e A tracio deve ser maior que o Arrasto, pois o aviao precisa de uma alta velocidade
aerodinamica para continuar voando.

SUSTENTACAO

H

TRAGAD > ARRASTO

l

PESO

Fonte: o autor.

Questao 2: Considere um avido de pequeno porte em condigdes normais em

voo horizontal que apresenta uma Forga Resultante de 1200 N entre a Sustentacao e

o Arrasto. Sabendo que a Forga Peso desse aviao é de 980N e que a Forca de Tracao

da Hélice possui 20% a mais do que o valor da Forca de arrasto, determine:
a) Forca de Sustentagao.
b) Forca de Arrasto.
c) Forca de Tracao da Hélice.

Obs: os valores em Newton atribuidos aos vetores sao ficticios.



VOO DESCENDENTE

Na descida, o avido usa a propria agdo da gravidade para planar por um
determinado tempo.

Forgas envolvidas:

e A sustentacdo é menor que o peso.

e Decompondo a forga Peso temos uma componente com o mesmo sentido da

Trac&o auxiliando o avido a planar.

SUSTENTACAO

e
.

.t
.t

B

| \
|

s

LINHA DO HORIZONTE

Fonte: o autor.
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Questao 3: Considere um aviao de pequeno porte em condicdes normais em

voo descendente que apresenta Forgca de Sustentacdo de 1082,53 N; Forca Peso (Px)

decomposta de 625 N. Determine a Forga Peso desse avido.

Obs: os valores em Newton atribuidos aos vetores sao ficticios.



Curiosidade
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AVIAO DE ACROBACIA - Quando o avido forma um angulo de 90° com a linha
do horizonte, a Forga de Sustentacdo € nula e a aceleracao € dada pelo peso do
aviao. Com o aumento da velocidade, o arrasto aumenta até se igualar ao peso —

teremos ai a velocidade final.

ARRASTO

Fonte: o autor.

VOO EM CURVA

Forgas envolvidas:

Para o estudo da curva podemos decompor a sustentagdo em duas forcas: a
forca centripeta e a forga chamada de -P, que deve se opor ao peso.

Como se pode deduzir desse grafico, a forca de sustentagao deve ser maior que
o0 Peso ja que uma de suas componentes, a for¢ca -P tem a mesma intensidade que o
Peso.

A sustentacdo deve ter um valor tal que a sua componente vertical chamada de
— P seja igual o Peso. Para que isso acontegca devemos ter um angulo de inclinagéo

correto de acordo com a situagao.

SUSTENTACAO - PESO

Fonte: o aiitor
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Questao 4: Considere um avidao de pequeno porte em condicdes normais em
VOO em curva que apresenta Forga de Sustentagao igual a 2500 N. Determine a Forga
Peso desse avidao, sabendo que o angulo formado entre a forca de sustentagéo e a
forga centripeta (Fc) € de 30°.

Obs: os valores em Newton atribuidos aos vetores sio ficticios.

Curiosidade

VOO EM CURVA DE 60°
Em uma curva de 60°, a sustentacdo deve ser igual ao dobro do peso para que

sua resultante vertical seja igual e oposta ao peso.

COMPONENTE

Fonte: o autor.
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Tarefa 4

CRAIKAS-PRETAS

Antes de apresentar a questao proposta nessa Tarefa 4, recomendamos a leitura
da curiosidade a seguir:

Curiosidade

Caixas-Pretas

As caixas-pretas ndo sao pretas, mas laranjas, com a finalidade de, em casos de
acidentes, facilitar a sua localizagdo entre os destrogos.

Histoéria

A primeira caixa-preta, criada em 1939, era um tipo de camera e gravava apenas
imagens. Como toda camera, tinha o interior totalmente escuro — uma explicagéo
possivel para seu nome.

Quantidade

Sé&o duas. Uma unidade grava os sons na cabine de comando. A outra registra os
dados de voo, como a rota, as sucessivas mudancgas de altitude e até quais botdes
foram apertados no painel da aeronave.

Duragao
As caixas gravam as duas horas mais recentes de voo. Os registros mais antigos
sdo apagados automaticamente.

Materiais

Envoltas em camadas de silica, aluminio e titanio, as placas de memdria podem
resistir a choques, temperaturas de até 1.000 °C e submersao a até 6 mil metros de
profundidade.

Localizagao

As duas caixas-pretas ficam na cauda, a parte menos atingida em impactos. As
informagdes sdo enviadas para la a partir de microfones e outros dispositivos
instalados no cockpit (espago onde se aloja o piloto nos avides).

Alerta

Um cilindro localizado junto as caixas-pretas é responsavel por emitir um alarme,
que dura 30 dias. Depois disso, a caixa tem de ser encontrada a moda antiga: a olho
nu.

Essas informacdes pertencem ao site da revista Super interessante.
Fonte: https://super.abril.com.br/tecnologia/os-misterios-da-caixa-preta/. Acesso
em: 29.12.2021.



https://super.abril.com.br/tecnologia/os-misterios-da-caixa-preta/
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Questao: Um avido possui duas caixas-pretas, uma delas, caixa 1, com uma
parte em forma de cubo e outra, caixa 2, com uma parte em forma de um paralelepipedo
reto retangular.

A parte em forma de cubo na caixa 1 possui aresta x e a parte em forma de
paralelepipedo reto retangular na caixa 2 possui as dimensdes x, 2 e x+3, conforme a

figura a seguir:

TR X+3
. RECORDER

DO NOT OPEN

TOEE N
. RECORDER

caixa 1 caixa 2

Fonte: Adaptado de Super Interessante (2020). Disponivel em: https://super.abril.com.br/tecnologia/os-

misterios-da-caixa-preta/. Acesso em: 29 dez. 2021

As unidades de medidas de ambas as caixas estdo em decimetros (dm).

Leia atentamente cada um dos itens a seguir e faga o que se pede:
a) A area da base (Ac) da parte em forma de cubo da caixa preta 1 € 11 dm* menor
do que a area da base (Ap) da parte em forma de paralelepipedo da caixa preta 2.

Escreva a equacéao que represente essa situagao.

b) Calcule os valores de x que satisfagam a situacdo descrita no item anterior e

represente-os graficamente. Se considerar necessario, utilize o Soffware GeoGebra.
c) O volume (Vc) da parte cubica da caixa preta 1 € 8 dm® maior do que o volume
(Vp) da parte em forma de paralelepipedo caixa preta 2. Escreva a equagao que
represente essa situagao.

d) Verifique diretamente na equacgao do item anterior que x = 4 é uma raiz real.

e) Determine as outras raizes da equagédo e represente-as graficamente. Se

considerar necessario, utilize o Software GeoGebra.


https://super.abril.com.br/tecnologia/os-misterios-da-caixa-preta/
https://super.abril.com.br/tecnologia/os-misterios-da-caixa-preta/
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f) As conclusdes que vocé chegou nos itens b) e e) sao validas para o problema
das caixas pretas do avidao? Justifique sua resposta apresentando seus
argumentos a respeito da relagdao entre nimeros complexos e medidas.

Curiosidade

Video com aplicagédo do Teorema de Pitagoras em um tridngulo retangulo. Por
meio desse video, pode-se enriquecer a discussdo de que 0s humeros complexos
nao possuem ordem e, portanto, ndo devem ser utilizados como medidas de
comprimento. Cabe ainda, discutir a medida da hipotenusa ser ZERO, ou seja, uma
medida nula, que n&o existe enquanto comprimento.

O video encontra-se disponivel em:
https://www.youtube.com/watch?v=JsCvu4DIHi8&ab channel=YvanMonka e tem a
duragao 02min.10seg. Acesso em: 14.05.2021.

HIPOTENUSA NULA

Fonte: o autor.
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