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RESUMO

MICHELETTI, J. P. S. B. Solu¢ao numérica da equacao de Poisson em malhas estrutura-
das bidimensionais e tridimensionais. 111 f. Trabalho de Conclusdo de Curso - Curso de

Licenciatura em Matematica, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2021.

Neste trabalho, solucionamos numericamente equacdes diferenciais parciais elipticas de segunda
ordem, como as equagdes de Laplace e de Poisson, empregando o método de diferencas finitas
em malhas estruturadas bidimensionais e tridimensionais. Para solucionar o sistema de equacdes
lineares proveniente da discretizacao por diferencas finitas, usamos os métodos iterativos de
Gauss-Seidel e SOR. Além disso, construimos solu¢cdes manufaturadas para algumas equacdes de
Poisson, comparamos as solucdes exata e numérica e testamos valores 6timos para o pardmetro
de relaxacdo no método SOR. Também aplicamos a teoria estudada na solu¢do numérica de
problemas estaciondrios ou de equilibrio e utilizamos o Matlab e o Tecplot 360 para visualizar a
solucdo numérica. Concluimos que a convergéncia do método SOR € lenta em problemas com

condic¢des de contorno de Neumann e em problemas com singularidades.

Palavras-chave: Equacdo de Laplace; Método de diferencas finitas; Problemas estaciondrios;
Matlab; Tecplot 360.



ABSTRACT

MICHELETTI, J. P. S. B. Numerical solution of Poisson equation in bidimensional and
three-dimensional structured meshes. 111 pg. Monograph - Curso de Licenciatura em Matema-

tica, Universidade Tecnoldgica Federal do Parand. Curitiba, 2021.

In this work, we numerically solve second-order elliptic partial differential equations such as the
Laplace and Poisson equations, using the finite difference method in two-dimensional and three-
dimensional structured meshes. To solve the system of linear equations arising from the finite
difference discretization, we use the iterative methods of Gauss-Seidel and SOR. Furthermore, we
build manufactured solutions for some Poisson equations and compare the exact and numerical
solutions, and test optimal values for the relaxation parameter in the SOR method. We also apply
the theory studied in the numerical solution of stationary or equilibrium problems and employ
Matlab and Tecplot 360 to visualize the numerical solution. We conclude that the convergence of
the SOR method is slow in problems with Neumann boundary conditions and in problems with

singularities.

Keywords: Laplace’s equation; Finite difference method; Steady state problems; Matlab; Tecplot
360.
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1 INTRODUCAO

A teoria de equacdes diferenciais fundamenta modelos matemaéticos que descrevem
diversos fendmenos naturais, fisicos e bioldgicos, tais como meteorologia, desintegracdo radio-
ativa, escoamento de fluidos, resfriamento de um corpo, propagacdo de doengas infecciosas
e dispersdo de poluentes. As equacdes diferenciais presentes nesses modelos permitem fazer
previsoes sobre como os fendmenos se comportam em diversas circunstancias através do estudo
da variacdo de parametros, enquanto que em um experimento a observacio dessas variagdes

pode levar muito tempo, ser muito cara ou até mesmo impossivel (BOYCE; DIPRIMA, 2011).

1.1 EQUACOES DIFERENCIAIS

Uma equacdo diferencial é uma igualdade que relaciona uma funcao (ou func¢des) com
sua(s) derivada(s), onde a incégnita é uma fungdo (ou fungdes). Pode-se classificar as equagdes

diferenciais quanto a ordem, a linearidade e a homogeneidade:

1. a ordem ¢ dada pela derivada de maior ordem presente na equacdo diferencial;

2. alinearidade € definida pela dependéncia linear (grau um) das fungdes incdgnitas e das

derivadas dessas funcoes;

3. a homogeneidade € estabelecida quando o termo que independe das fungdes incognitas e

de suas derivadas é identicamente nulo.

Ha dois tipos de equacdes diferenciais: as ordindrias e as parciais.

Uma equagao diferencial ordinaria (EDO) de ordem n €é uma igualdade da forma
Flt,u(t), ' (t),...,u™ ()] = 0, (1.1)

onde F € uma funcdo que relaciona a varidvel independente t, a fungdo incognita u(t) e suas
n primeiras derivadas (BOYCE; DIPRIMA, 2011). Assim, em uma EDO a funcao incégnita
depende de uma tnica varidvel independente e as derivadas sdo simples, isto €, relativas a Gnica

varidvel independente. Toda fungdo u(t) que satisfaz a igualdade (1.1) é uma solugido da EDO.

Exemplo 1.1. Uma particula se desloca sobre o eixo x de modo que, em cada instante de tempo
t, a velocidade é o dobro da posicdo. Qual a funcdo que descreve a posicdo da particula no
instante t? Da Fisica, sabemos que a derivada de uma fungdo x(t), que descreve a posi¢do de
uma particula em relacdo ao tempo, é a fungdo que descreve a velocidade v(t) da particula em

relagcdo ao tempo. Dessa forma, temos que

v(t) = C(;t:v(t) =2zx(t), t>0. (1.2)
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A solugcdo da EDO (1.2), de primeira ordem, linear e homogénea, é dada pela familia de funcées
x(t) = ke*, k € R, obtida separando-se as varidveis (GUIDORIZZI, 2018).

Em contrapartida, uma equacao diferencial parcial (EDP) em n varidveis independentes

x1, ..., T, € uma igualdade da forma

(1.3)

2 2 k
7 (xh T, ou ou 0*u 0“u 0 u) _o,

Ox,’ " Oy 023 Oxy0zy 7 Oak

onde z = (1, ...,x,) € Q, Q2 é um subconjunto aberto de R", F' € uma fung¢do dada e u = u(x)
é a fungdo incégnita (IORIO, 1989). Portanto, em uma EDP a fungdo incégnita (ou fungdes
incognitas) depende de duas ou mais varidveis independentes e as derivadas sdo parciais, ou seja,
relativas a pelo menos duas varidveis independentes. Toda fungdo u (1, xo, . . ., ;) que satisfaz

a igualdade (1.3) € uma solugdo da EDP.

Exemplo 1.2. A equacdo unidimensional do calor

2

0 0
au(m,t} = K@u(x,t), x € [a,b], t >0, (1.4)

onde u(x,t) é a temperatura em um ponto x de uma barra no instante de tempo t, sendo a barra
constituida de um material condutor uniforme de calor e cuja superficie lateral estd termicamente
isolada, ou seja, a superficie lateral da barra ndo troca calor com o meio ambiente, e K é a
constante de difusibilidade térmica do material do qual a barra é constituida. Na estruturagdo
da equacdo (1.4), considera-se a lei do resfriamento de Fourier, a quantidade de calor em fungdo
do calor especifico e a fungdo u(x,t), que descreve a temperatura, continua com derivadas
parciais continuas até a segunda ordem (FIGUEIREDO, 1997).

A EDP (1.4) é uma equagdo de segunda ordem, parabdlica, linear e homogénea. Dada
uma equacao diferencial parcial de segunda ordem, como a equagdo (1.4), em duas varidveis x e
y do tipo
0%u 0%u 0%u ou ou
A B C D—+FE—+Fu=C( 1.5
8172+ 8x0y+ 8y2+ 8:E+ 8y+ “ ’ (13)

os valores de A, B e C definem as trés categorias de EDPs de segunda ordem. Assim, a EDP de

segunda ordem é:

1. eliptica, se B? — 4AC < 0;
2. parabdlica, se B? — 4AC = 0;
3. hiperbélica, se B?> — 4AC > 0.
A solugdo da equagdo do calor (1.4) pode ser obtida empregando-se o método de se-

paragdo de varidveis e a expansdo de u(x,t) em série de Fourier (NOS, 2019). Para tanto, é

preciso impor a equagdo (1.4) condigdes auxiliares para garantir a unicidade de solucao, isto é,
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para determinar uma solucao particular da familia de solu¢des da EDP. Existem dois tipos de

condig¢des auxiliares.

1. Condigdes iniciais: uma das varidveis independentes € fixada e s@o impostos o valor da
solucdo e das derivadas parciais em relacdo a essa varidvel fixa como funcdo das outras

varidveis. Por exemplo:

u(z,0) =f(x);
0

5.0 =g(a),

onde f(z) e g(x) sdo fungdes dadas.

2. Condicoes de contorno: condi¢des sobre o valor da solugdo e suas derivadas sao impostas

nas fronteiras do dominio espacial. Sdo condi¢des do tipo
0
au(z) + Ba—u(:c) = f(x),z € 09, (1.6)
n
onde « e ( sdo constantes dadas, f(x) é uma func¢do dada no bordo Jf2 da regido 2 e
0
a—u(a:) ¢ a derivada de u(z) na dire¢do normal a 0f). Quando 5 = 0, a condi¢ao (1.6)
n

¢ denominada condi¢do de Dirichlet'; quando o = 0, condi¢do de Neumann®; quando
a, B # 0, condigdo de Robin®.

As condicdes auxiliares definem se os fendmenos modelados por EDPs sdao problemas
de valor inicial, problemas de contorno ou problemas mistos. Esses fendmenos podem ser
classificados em dois tipos elementares de fendmenos fisicos: os transientes, que evoluem com o
tempo; os estaciondrios, que estdo em um estado de equilibrio e ndo evoluem mais com o passar
do tempo (FORTUNA, 2000).

Problemas de equilibrio sdo aqueles nos quais a propriedade de interesse ndo se altera
com o passar do tempo. Geralmente, esses problemas sdo modelados por EDPs elipticas da
forma 92 92

Uu u
= 4+ .+ — = 1.7
o2 T o = (7

onde u = wu(zy,....,x,), [ = f(x1,...,x,) e V denota o operador Laplaciano. Se f = 0, a

Vu

equagio (1.7) é denominada equacdo de Laplace* e as fungdes u que a satisfazem sdo funcdes

harmonicas; se f # 0, a equagio (1.7) é denominada equagio de Poisson”.

Segundo I6rio (1989), a equacdo de Laplace modela vérios problemas da Fisica Matema-
tica, entre eles o estudo de campos eletrostéticos, a energia de uma particula sobre a qual agem
apenas forcas gravitacionais e a distribuicdo de temperatura em estado estaciondrio. A Figura 1.1
ilustra a distribuicao de temperatura fornecida por uma EDP eliptica.

Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859): matemético alemao.

John von Neumann (1903-1957): matematico, fisico e engenheiro hiingaro-americano.
Victor Gustave Robin (1855-1897): matemaético aplicado francés.

Pierre-Simon Laplace (1749-1827): matematico, astronomo e fisico francés.

Siméon Denis Poisson (1781-1840): matematico e engenheiro francés.

A I S T S T
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Figura 1.1 — Distribuic@o de temperatura em um canal retangular preenchido por um substrato
que circunda um chip
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Fonte: Gpsgui (2019).

Os problemas transientes "envolvem a variacao temporal das grandezas fisicas de inte-
resse" (FORTUNA, 2000, p. 52), e podem evoluir ou ndo para um estado estaciondrio. Esses
problemas sdo modelados por EDPs parabdlicas ou hiperbdlicas, como a equagdo transiente de

difusdo de calor (1.8) e a equacdo da onda (1.9), respectivamente.

0 0?
2 2
2

Na equagdo (1.8), T'(¢, x) é a fungdo que descreve a temperatura e « é o coeficiente de
difusibilidade térmica do material; na equac@o (1.9), ¢(z, t) descreve a posi¢do de um ponto de
uma corda que vibra e v € uma constante relacionada a velocidade de propagac¢do de ondas na

corda esticada. A Figura 1.2 ilustra a difusio de temperatura modelada por uma EDP parabdlica.

Figura 1.2 — Distribuicao de temperatura em tecido biolégico com um tumor: (a) sem campo
eletromagnético e sem nanoparticulas; (b) com inducio de campo eletromagnético;
(c) com indugdo de campo eletromagnético e nanoparticulas

emperatura (°C)
Temperatura (°C)

(a) (b)
Fonte: Varén (2019) .
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A solugdo exata ou analitica das EDPs que modelam fendmenos estaciondrios ou feno-
menos transientes permite determinar o valor da propriedade fisica de interesse em qualquer
ponto do dominio espacial de observagdao do fendmeno. Contudo, ndo ha técnicas de solucao
analitica para grande parte das EDPs, como por exemplo, para as equagdes de Navier-Stokes,
que sdo equacgdes diferenciais parciais ndo lineares que simulam os campos de velocidade e de
pressdo em um escoamento. Assim, € necessario empregar métodos numéricos para aproximar a
solugdo dessas EDPs com o auxilio de computadores. Na solu¢do numérica, nao € mais possivel
determinar o valor da propriedade fisica de interesse em qualquer ponto do dominio espacial, ou
seja, em uma regido continua, mas somente em um conjunto de pontos do dominio previamente
escolhidos, isto é, em uma regido discreta. Essa regido discreta, ou dominio espacial discreto, é

denominada malha. A Figura 1.3 ilustra a discretiza¢do de uma regido continua R.

Figura 1.3 — Discretizagdo da regido R: e pontos interiores da malha; O pontos de fronteira da
malha

Fonte: Almeida (2017) .

Dessa maneira, para solucionar numericamente uma EDP precisamos inicialmente es-
crever seus termos em func¢ao dos pontos da malha. Neste processo, podemos utilizar malhas

estruturadas ou malhas néao estruturadas.

As malhas estruturadas apresentam uma estrutura regular na distribui¢do dos pon-
tos (FORTUNA, 2000), sendo que cada ponto interno possui 0 mesmo nimero de pontos
vizinhos (MALISKA, 2004). Esse tipo de malha facilita a programac¢ao numérica devido a distri-
bui¢do matricial dos pontos (MALISKA, 2004). As células computacionais sdo quadrilateros
em malhas estruturadas bidimensionais - Figura 1.4(a), e hexaedros em malhas estruturadas
tridimensionais - Figura 1.4(b). Nessas malhas, cada célula tem o mesmo niimero de células
vizinhas, exceto quando a célula pertence a fronteira (ou contorno). Os nés de cada célula sao

identificados pelos indices ¢ e j, em duas dimensdes, e pelos indices 7, j e k, em trés dimensoes.

Entretanto, devido a complexidade da geometria relativa ao dominio espacial do feno-
meno em observacao, nem sempre € possivel empregar uma malha estruturada. As malhas nao
estruturadas sdo mais versateis, possuem adaptabilidade e sdo mais apropriadas para discretizar
geometrias irregulares, sendo que em alguns problemas apenas malhas ndo estruturadas conse-
guem discretizar devidamente o dominio espacial (MALISKA, 2004). Malhas ndo estruturadas
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Figura 1.4 — Malhas estruturadas: (a) bidimensional; (b) tridimensional
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Fonte: N6s (2007).

nio obedecem a nenhuma lei de construcao e os pontos internos nao possuem o mesmo nimero
de pontos vizinhos. Nessas malhas, as células computacionais sao geralmente triangulares em
duas dimensoes - Figura 1.5(a), e tetraédricas em trés dimensdes - Figura 1.5(b). Diferentemente
das malhas estruturadas, os nds ndo podem ser identificados de forma tnica pelos indices ¢ e j,
em duas dimensdes, e pelos indices ¢, j e k, em trés dimensdes. Malhas nao estruturadas tém,

geralmente, mais células computacionais do que malhas estruturadas.

Dessa forma, malhas ndo estruturadas apresentam duas desvantagens: a discretizagao
do dominio espacial, geralmente complicada devido a falta de regularidade na distribui¢cdo dos
pontos; o tempo computacional para a solugdo das equagdes associadas a discretizacdo. Para
contornar essas desvantagens, podemos empregar malhas hibridas - Figura 1.5(b), que sdo uma
junc¢do de malhas estruturadas com malhas ndo estruturadas. O emprego de malhas hibridas se
justifica pelo fato de que, dependendo da propriedade fisica observada, a solucao numérica deve

ser mais precisa ou pode ser menos precisa em diferentes regides do dominio computacional.

A escolha da malha esta atrelada a natureza do fenOmeno a ser solucionado numerica-
mente (MALISKA, 2004), e consequentemente a estratégia adotada para discretizar a EDP. Na

discretizacdo da EDP, podemos empregar diferencas finitas, volumes finitos e elementos finitos.

1. No método de diferencas finitas, as derivadas da EDP sao substituidas por diferencas
algébricas obtidas através da expansdo em série de Taylor das varidveis da solu¢do em
varios pontos vizinhos ao ponto de avaliagio (THOMPSON; SONI; WEATHERILL,
1999).

2. No método de volumes finitos, as varidveis de solucao siao consideradas constantes dentro

da célula de controle e os fluxos através dos lados (ou faces) da célula (que separam valores
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Figura 1.5 — Malhas ndo estruturadas: (a) bidimensional; (b) tridimensional hibrida
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Fonte: (a) Researchgate (2019); (b) Pointwise (2019).

descontinuos da solu¢do) sdo calculados mais precisamente com um procedimento que
representa a dissolugdo de tal descontinuidade durante o intervalo de tempo (THOMPSON;
SONI; WEATHERILL, 1999).

. No método de elementos finitos, ha duas formas basicas de aproximacdao (THOMPSON;
SONI; WEATHERILL, 1999):

a) a variacional, onde as EDPs sdo substituidas por um principio variacional integral

mais fundamental (a partir do qual elas surgem através do cdlculo de variagdes);

b) aresidual ponderada, na qual as EDPs sdo multiplicadas por certas fungdes e depois

integradas sobre a célula computacional.

O método de diferencgas finitas € inerente a malhas estruturadas; o método de volumes
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finitos pode ser aplicado em malhas estruturadas e ndo estruturadas; o método de elementos

finitos € intrinseco a malhas nao estruturadas.

Neste trabalho, solucionamos numericamente EDPs elipticas, ou seja, EDPs que nao

apresentam termos do tipo

0]

a0 > 17

otn
onde t € a varidvel temporal e ¢ € uma propriedade fisica de interesse, como temperatura por
exemplo, usando o método de diferencas finitas em malhas blocoestruturadas bidimensionais e

tridimensionais.

Exemplo 1.3. A discretizacdo por diferencas finitas centradas de segunda ordem (FORTUNA,
2000) da equagdo de Laplace bidimensional

0? ?
9" (P ) F el ) =0, (1.10)
é dada por
@ @ ~ Uip1,j — 2Ui5 + Ui—1, n Uil — 2Ui5 + U j—1 =0, (1.11)
02 g dy? g (Az)2 (Ay)?

onde i, j representa o ponto (x;, y;).

Para solucionar numericamente a equagdo (1.10) no dominio discreto uniforme (Ax = Ay)

dado pela Figura 1.6, devemos aplicar (1.11) aos nove pontos interiores da malha uniforme.

Figura 1.6 — Dominio para a discretizacdo da equagdo de Laplace bidimensional

Ax

Fonte: Almeida (2017) .
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Dessa forma, denotando Ax = Ay = 3, obtemos:

Em (1,1) s ugy + oy — 2 (14 %) ury + 5% (a2 +ur0) = 0; (1.12)
Em (2,1) s ugy +ury — 2 (14 8°) ua1 + B (ua + ) = 0; (1.13)
Em(3,1)3U471+U271—2(1+5>U31+5 (ug2 + usp) = 0; (1.14)
Em (1,2) s upo + oz — 2 (14 %) w2 + 5% (ur 5+ ury) = 0; (1.15)
Em(2,2)1U3,2+U1,2—2<1+5)U22+5 (ug3 + uz1) = 0; (1.16)
Em(3,2):u4,2+u272—2(1+6>U32+6 (ug3 +usz1) =0; (L.17)
Em (1,3) s ups + oz — 2 (14 %) s + 5% (14 +ur2) = 0; (1.18)
Em (2,3) i uss + iz — 2 (14 6%) uzs + 52 (2.4 + uz2) = 0; (1.19)
Em (373):u4,3+u273—2(1+5 >u33+5 (usa +us2) =0. (1.20)

Nas equacoes (1.12)-(1.20), os termos em azul correspondem aos pontos de fronteira.
Definidas as condi¢coes de contorno, as equagoes (1.12)-(1.20) caracterizam um sistema linear

cuja solugdo fornece o valor de u(z,y) em cada um dos nove pontos interiores da malha.

Para aproximar a solucdo de sistemas lineares como o definido pelas equagdes (1.12)-
(1.20), empregamos dois métodos numéricos iterativos: o método de Gauss®-Seidel’ e o método
SOR (Successive Over-Relaxation) (BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2016; FERZIGER, 1981;
GERALD; WHEATLEY, 1994; HUMES et al., 1984; SCHWARZ, 1989).

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 OBJETIVO GERAL

Solucionar numericamente, em duas e trés dimensdes, problemas de equilibrio modelados
por equagdes diferenciais parciais elipticas empregando o método de diferencas finitas em malhas

estruturadas.

1.2.2 OBIJETIVOS ESPECIFICOS

* Construir solu¢des manufaturadas para equacdes diferenciais parciais.

* Discretizar as equacgdes de Laplace e de Poisson empregando diferencgas finitas centradas

de segunda ordem.

6 Carl Friedrich Gauss (1777-1855): matemético, astrénomo e fisico alemio; um dos mais influentes matematicos

na histéria da matematica.

7 Philipp Ludwig von Seidel (1821-1896): matemético alemdo.
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Solucionar o sistema linear proveniente da discretizacdo das equagdes de Laplace e de
Poisson através de dois métodos numéricos iterativos: o método de Gauss-Seidel e o
método SOR.

Testar valores 6timos de relaxacdo para o método SOR.

Construir cédigos em Linguagem C para solucionar numericamente, em duas e em trés

dimensdes, as equacdes de Laplace e de Poisson.

Utilizar um aplicativo grafico, como o matlab por exemplo, para visualizar as solucdes

exata e numérica das equagdes de Laplace e de Poisson.

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Os procedimentos metodoldgicos que adotamos sdo os seguintes:
Estudo de equacdes diferenciais parciais (FORTUNA, 2000; IC)RIO, 1989; JOHN, 1982;
NOS, 2019);

Estudo de métodos de discretizagdo, particularmente o método de diferencas finitas (FOR-
TUNA, 2000; STRIKWERDA, 1989);

Estudo de métodos iterativos para a solucdo de sistemas de equagdes lineares, particu-
larmente os métodos de Gauss-Seidel e SOR (BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2016;
FERZIGER, 1981; GERALD; WHEATLEY, 1994; HUMES et al., 1984; SCHWARZ,
1989);

Estudo da Linguagem C (SCHILDT, 1997);
Uso do matlab para visualicdo de curvas e de superficies (MATLAB, 2021);

Uso do overleaf para a escrita do texto em latex (OVERLEAF, 2019).

ESTRUTURA DO TRABALHO

O trabalho estd organizado em cinco capitulos e dois apéndices: no primeiro capitulo,

fazemos uma breve introducio ao tema do TCC, descrevemos os objetivos do trabalho e os

procedimentos metoldgicos adotados, definimos uma equacao diferencial parcial, classificando-a

quanto a linearidade, ordem e homogeneidade, e apresentamos as equacdes de Laplace e de Pois-

son, bem como problemas modelados por essas equagdes; no segundo capitulo, introduzimos o

método de diferencas finitas, empregando-o para discretizar as equagdes de Laplace e de Poisson,

assim como os métodos numéricos iterativos de Gauss-Seidel e SOR para solucionar os sistemas

de equacdes lineares proveniente das discretizagdes; no terceiro capitulo, construimos solugdes



23

manufaturadas para as equagdes de Laplace e de Poisson; no quarto capitulo, solucionamos
numericamente problemas de equilibrio; no quinto capitulo, fazemos as consideragdes finais; nos
apéndices, elencamos conceitos pertinentes ao trabalho, assim como os c6digos computacionais

em linguagem C utilizados nas simulac¢des do terceiro e do quarto capitulos.
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2 DISCRETIZACAO DA EDP

A solucdo numérica de uma EDP inicia com o processo de discretizacao.

2.1 POLINOMIO DE TAYLOR

O método das diferencgas finitas, empregado na solu¢do numérica de EDPs, tem como
base a férmula de Taylor' com resto de Lagrange?. Apresentam-se a seguir alguns teoremas

relativos a formula de Taylor, cujas demonstracdes podem ser encontradas em Guidorizzi (2018).

Teorema 2.1. Se u é uma funcdo diferencidvel até a segunda ordem no intervalo 1, entdo existe

pelo menos um T entre xq e x, com xg,x € I, tal que

u(x) = u(xg) + u'(zo)(z — x0) + (z — x0)2. (2.1)

Na igualdade (2.1), denomina-se
P(z) = u(xg) + u'(z0)(z — o)
de polindmio de Taylor de ordem um da fun¢@o « em torno de z(, sendo

EB(e) = Y (2 gy

2
o erro cometido ao se aproximar u(x) por P(zx).

Se nao € possivel calcular exatamente o valor de u(x), também nao € possivel calcular
qual o valor de 7, por isso a motivacdo da aproximacao. Também tém-se que, quanto mais

préximo x esté de xo, menor serd (z — x¢)? e, por consequéncia, E(z).

Para melhorar a aproximacao, podemos utilizar o polindmio de Taylor de ordem dois.

Teorema 2.2. Se u é uma funcdo diferencidvel até a terceira ordem no intervalo I, entdo existe

pelo menos um T entre xq e x, com xy,x € I, tal que

u(x) = u(xg) + u'(wo)(x — o) + u”(2x0) (7 — x0)? + u”;)(!x) (7 — x0). (2.2)
Em (2.2),
u(e) = o) + o (x0) & — o) + 0 (g )2

2

Brook Taylor (1685-1731): matemaético britdnico, membro da Royal Society.
2 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813): matematico e astrénomo italiano, posteriormente naturalizado francés.
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€ o polindmio de Taylor de ordem dois da fun¢@o « em torno de = e
u/// (T)
3!

¢ o erro cometido ao se aproximar u(x) por P(x).

E(z) =

(z — x0)*

Para x na vizinhanga de z, temos que

(z — 20)® < (x — m0)*.

Portanto, o erro cometido ao se aproximar uma funcao pelo polindmio de Taylor de
ordem dois € geralmente menor do que o erro cometido ao se aproximar pelo polindmio de

Taylor de ordem um.

Exemplo 2.1. Aproximar o valor de In(1,05) utilizando os polinémios de Taylor de ordem um e

de ordem dois da funcdo u(x) = In(x).
Consideremos xo = 1. Assim, pelo polinomio de Taylor de ordem um, temos que:
P(x) =u(1) +'(1)(z — 1);
P(x) =z — 1;
In(1,05) ~P(1,05) = 1,05 — 1 = 0,05. (2.3)

Empregando o polindomio de Taylor de ordem 2, obtemos que:

v'(1)

P(x) =u(l) +u/(1)(x — 1) + 5 (x —1)%
P() =(o 1) - 5w~ 1
In(1,05) ~P(1,05) = 0,05 — 0,00125 = 0, 04875, (2.4)

Comparando as aproximagdes com o valor de In(1,05), temos em (2.3) um erro menor

do que 1072 e, em (2.4), um erro menor do que 10~%.

2.2 METODO DE DIFERENCAS FINITAS

A solucao de uma EDP em uma regido continua R implica em se obter valores para a
funcdo incognita em todos os pontos de R. Porém, numericamente, o computador pode calcular
somente a solucdo em uma quantidade finita de pontos dessa regido. Este conjunto de pontos onde
a solucdo € calculada denomina-se malha (FORTUNA, 2000). A Figura 2.1 ilustra a discretizagdo

de uma regiao continua R.

Os pontos da malha na Figura 2.1 estdo localizados na interseccdo das retas paralelas ao
eixo x com as retas paralelas ao eixo y, separados respectivamente por uma distancia Ax e Ay,

ndo necessariamente iguais. Assim, um determinado ponto (7, j) tém coordenadas

(zo + 1Az, yo + jAY),
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Figura 2.1 — Dominio continuo discretizado
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Fonte: O Autor baseado em Fortuna (2000).

sendo que o ponto (o, yo) representa a origem do sistema de coordenadas (do problema), que
na Figura 2.1 é (0,0) (FORTUNA, 2000).

Para que possamos solucionar EDPs numericamente, estas devem ser expressas na forma
de operacdes aritméticas que o computador possa executar (FORTUNA, 2000). Segundo Fortuna
(2000, p. 74): "devemos representar os diferenciais da EDP por expressdes algébricas, ou seja,
discretizar a EDP". Consequentemente, antes de se resolver a EDP numericamente, precisamos
determinar as expressoes algébricas relativas aos termos da EDP, escritas em funcdo dos pontos
da malha (FORTUNA, 2000). Essas expressdes algébricas sdo aproximagdes por diferencas
finitas (LOGAN, 2015). A conclusao desse processo é uma equagdo algébrica, denominada
equacao de diferencas finitas ou EDF (FORTUNA, 2000). A EDF € entdo aplicada em cada
ponto da malha em que se deseja calcular a solucdo do problema (FORTUNA, 2000), originando
um sistema de equacdes lineares. Conforme Fortuna (2000), solucionando-se o sistema de EDFs,

determina-se uma solu¢@o aproximada da EDP, que ndo € exata devido a erros:

* inerentes ao processo de discretizacdo das equacdes;
* de arredondamento nos célculos feitos pelo computador;

* na aproximag¢do numérica das condi¢des auxiliares.

2.3 EXPANSOES EM SERIE DE TAYLOR

A ferramenta bdsica para aproximar as derivadas da EDP € a série de Taylor, que
estabelece uma relacdo entre o valor de uma funcao u e de suas derivadas em um ponto x com
os valores de u em pontos vizinhos de z (CUMINATO; JUNIOR, 2013). Se a funcdo u possui
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derivadas até a ordem n em um intervalo [a, b], com x, zy € [a, b], a expansdo de u em série de

Taylor € definida por:
du (Az)? d?u (Az)® dPu
— Ag— e au ..
u(@) = u(o) + o 21 dax? 3 dax3 oot L,
xo x0 o
onde Axr = x — zg e R, € o resto dado por
(Ax)" d™u
n — nl % ,5 S [CL, b]
13

Dessa forma, seja uma malha unidimensional com pontos uniformemente espacados

(Ax = x; — x;_1), como representado na Figura 2.2.

Figura 2.2 — Malha unidimensional com pontos uniformemente espacados

Fonte: Almeida (2017).

Para discretizar, pelo método de diferencas finitas, a primeira derivada de uma fun¢do u

d
no ponto z; = Az, denotada por d—u , devemos expandir a série de Taylor de v em torno de x;,
Tl
obtendo:
du (Ax) d®u (Az)® du
u(xi—i-Aa:)—u(xi)—i-Ax%i el i ﬁi—i_ -+ R,. (2.5)
Ao isolar a primeira derivada em (2.5), temos que:
du|  u(wi + Az) — u(w;) N Az d®u (Aaz)de’;u 2.6)
drl; Azx 2! da?|; 3 dad; ' ’

A expressdo (2.6) mostra que a primeira derivada € igual a
u(x; + Azx) —u(x;)
Az ’
mais os termos da série de Taylor até R,,. Estes termos constituem o erro local de truncamento
(ELT):

Az d*u (Az)? dPu
ELT = 2244 _ au
21 dl’z i 3' d133 7

O ELT (2.7) surge devido a utilizacdo de um nimero finito de termos na série de Taylor.

(2.7)

Esse erro estabelece a diferenca entre o valor exato da derivada e sua aproximagao numérica,
indicando como essa diferencga varia com a diminuicido do espacamento Az, ou seja, com o
refinamento da malha (FORTUNA, 2000).
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2.3.1 DISCRETIZACAO DAS DERIVADAS PRIMEIRA E SEGUNDA

A primeira derivada de uma funcdo » em um ponto x; € R € dada por:

duf gy, vt h) —ulz) 2.8)
dr | p=z, h—0
Uma forma de aproximar (2.8) é considerar
du u(x; +h)—u(x)
— ~ 2.9
Ax | p=g, h ’ 2.9)

para algum h € R suficientemente pequeno.

A aproximacao (2.9) utiliza o ponto x; + h a frente de x;, sendo denominada diferenca
progressiva (ou ascendente) de primeira ordem (CUMINATO; JUNIOR, 2013).

A aproximacdo (2.9) também pode ser deduzida a partir da série de Taylor. A expansao

em série de Taylor da fun¢do v em x = x; + h, em torno de x = z;, € igual a:

du h? d*u h3 d3u
Isolando a primeira derivada na equagao (2.10), obtemos que:
du _u(xz-—i—h)—u(:vi)_ﬁ@ _hjdgl _ (2.11)
At |pme; h 20 da? =y, 3! dad|i=s, ' '

Em (2.11), definimos um A suficiente pequeno, truncamos a série no primeiro termo e
ignoramos os termos relativos as derivadas de ordem maior do que ou igual a dois. Desta forma,

podemos reescrever (2.11) como:

du ~u(w+h) —u(x)
dil = - + O(h).

Assim,
u(x; +h) —u(x;)
h
€ uma aproximacgao progressiva de primeira ordem para a primeira derivada da funcao u. A

aproximag@o é de primeira ordem porque o menor expoente de A nos termos de O(h) é igual a 1.

Analogamente, ao expandir a fun¢@o u em série de Taylor em x = x; — h, temos que:

du h? d*u h3 d3u
Isolando a primeira derivada em (2.12), obtemos que:
du u(z) —u(x; —h) hd*u h? d3u
— = —— - 2.13
0z Lo, h T s, T 3 o, 2.13)
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Ignorando em (2.13) os termos relativos as derivadas de ordem maior do que ou igual
a dois, obtemos uma aproximacao por diferenga regressiva de primeira ordem para a primeira

derivada: y (z:) ( n)
u u(x;) —u(x; —
— = - ' O(h).
7 s, 7 +0(h)

Além das aproximagdes de primeira ordem, podemos obter uma aproximacao de segunda
ordem para a primeira derivada da funcdo u. Subtraindo a equacdo (2.12) da equagdo (2.10),

obtemos que:

du h3 d3u
Isolando a primeira derivada em (2.14), temos que:
, _ o 2 13
du _uzith)—u(zi—h) R du . (2.15)
Az | p—g, 2h 3! da3 | p=g,

Descartando em (2.15) os termos relativos as derivadas de ordem maior do que ou igual
a trés, obtemos uma aproximacao por diferenca centrada de segunda ordem para a derivada
primeira:
du u(z;+h)—u(x; —h) 9
— = O(h 2.16
4 o, oh + O, 2.16)

onde O(h?) indica ordem 2 para a aproximagdo, pois 0 menor expoente de h nos termos

descartados é 2.

J4 uma aproximacao para a segunda derivada da funcdo u pode ser obtida somando-se as
equacoes (2.10) e (2.12):

h? d*u h* d*u
Isolando a segunda derivada da funcdo u em (2.17), temos que:
d*u u(x; +h) —2u(x;) +u(x;, —h) _h*du
— = —2—— — 2.18
dz? =y, h? 4l dat =y, 2.18)

Ignorando em (2.18) os termos relativos as derivadas de ordem maior do que ou igual a

quatro, obtemos a aproximacao de segunda ordem para a derivada segunda:

o
dax?

_umih) —2u@) +u(m—h) (1), (2.19)

denominada aproximacao por diferenga centrada de segunda ordem.

Em algumas situac¢des, como na discretiza¢do da condi¢do de Neumann para pontos da
fronteira, para ndo precisarmos utilizar pontos fora da malha, denominados pontos fantasmas,

usamos apenas diferencas progressivas ou regressivas. Ja apresentamos as aproximagoes por
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diferencas regressivas e progressivas para a derivada primeira, mas apenas as de primeira ordem.
Podemos empregar também diferencas progressivas/regressivas de segunda ordem para a derivada

primeira, o que melhora a precisdao da aproximagdao numérica.

Uma forma de obter uma expressdo de diferencas regressivas de segunda ordem para a

derivada primeira (FERNANDO, 2004), € considerarmos a equacao :
du au(x;) + bu(x;i—1) + cu(z;—2)

= O(h? 2.20
dz |z, h + O, (2.20)
onde z; | = x; — he x;_o = x; — 2h, que pode ser reescrita como
du N
au(z;) + bu(z;—1) + cu(x;—2) = h% + O(h?). (2.21)

Em (2.20), determinamos os coeficientes a, b e ¢ calculando u(z;_1) e u(x;_) através

da expansdo em Série de Taylor da fun¢do u em torno x; = x;_; + h. Assim, temos que:

dul  (2h)*du

—a(r) — 9p 3

(o) =u(x;) 2hdx 5 o0 ditl,, + O(h?), (2.22)
du h* d*u 5

u(mi_l) :u(xz) - h% o + 5@ o + O(h ) (223)

Multiplicando (2.22) por ¢, (2.23) por b e somando au(x;) a ambos os lados desta dltima,

da adicdo dessas equacdes obtemos:

du h? d*u 3
au(x;) +bu(xi—1) +cu(z;—2) = (a+b+c)u(z;) —h(20—|—b)% +?(4c+b)@ +O(h?).
B Y224
Comparando (2.21) e (2.24), obtemos que:
a+b+c =0
2c+b =-1 . (2.25)
4dc+b =0
- ) 3 3 1 _y
A solucao do sistema (2.25) é a = 5 b=-2ec= R Substituindo esses valores em
(2.20), concluimos que:
du Bu(w;) — du(zi—1) + u(x;_o) )
— = O(h?). 2.26
dr o, oh +O() (2.26)

A expressao (2.26) € uma aproximacao regressiva de segunda ordem para a derivada
primeira. Analogamente, podemos determinar que:

@
dz

 =3u(g) + du(wigr) — u(Tige) 2
= o + O(h?). (2.27)

A expressao (2.27) é uma aproximagao progressiva de segunda ordem para a derivada

primeira.
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2.4 DISCRETIZACAO DE EQUACOES ESTACIONARIAS

Equagdes estaciondrias sao equagdes diferenciais que ndo possuem termos do tipo

Este tipo de equacdo pode representar fendmenos que estdo em equilibrio, isto €, que
ndo dependem do tempo (FORTUNA, 2000). Geralmente, esses fendmenos sdo modelados pela
equacgdo de Laplace, que em coordenadas cartesianas bidimensionais € dada por:

Py Py

VO G oy

0. (2.28)

Usualmente, a equacgdo (2.28) € discretizada por meio de diferencas centrais de segunda

ordem, definidas em (2.19), ou seja,

Yiv1; — 205 +ic1y Vi — 20 i

=0. 2.29
Bo? T (dyp 22

A equagdo (2.29) pode ser reescrita como:

Ar\’
Yiy1; — 205 + i1y + Ky (Vi1 — 205 + i 1) = 0. (2.30)

A
Adotando em (2.30) € = A—x, temos que:
Y

Vivrj + i1y + €Y1 + €Y1 — 2(1 + )i = 0. (2.31)

Ao aplicar a equacdo (2.31) em uma malha, obtemos um sistema linear que pode ser

solucionado numericamente pelos métodos iterativos descritos a seguir.

2.5 METODO DE GAUSS-SEIDEL

O método de Gauss-Seidel consiste em um processo iterativo que resolve um sistema
linear Az = b calculando uma sequéncia {z™,z® ... 2® . .} de aproximacdes da solugio

exata do sistema, a partir de uma aproximacio inicial 2(*) (HUMES et al., 1984).
Seja o sistema linear Ax = b, de ordem n:
1121 + Q1209 + A13T3 + - -+ + ATy = bl

9121 + Q92X + Ao3T3 + + - - + Aopxy, = by

az1xq + 329 + a33xs + -+ a3nTy = bg . (232)

Gnp1T1 + GpaTo + Ap3T3 + -+ - + GppTy = bn
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Fixada a ordem das equacdes, com a;; # 0,7 = 1,2,---  n, podemos reescrever as

equacdes do sistema (2.32) como:

R by — a1 — argrz — ... — A1nTn
L=
aii 7
o bg — Q211 — Q233 — ... — CLQnCCn'
g =
a22 7
- by — az1xy — azpwy — ... — A3nTn
g =
ass 7
" by — Ap1T1 — ApaTp — ... — Apnn—1Tn—1
=
ann
ey . ~ e e e 0 0 z :
Utilizando a aproximagdo inicial z(©) = (:cg L ,x%0)>, o método de Gauss-Seidel
calcula a sequéncia de aproximagdes {z(), 2 ... 2® 1} porintermédio das equacdes
(k) (k) (k)
k41 bl—(llgl’ — 13T — ... — Q1pT
2 = 2 3 ntn (2.33)
an
(k+1) (k) (k)
k+1 bg — A21Tq — Q23T3 " — ... — QpT
2 = n_ (2.34)
a22
(k+1) (k+1) k
:CUH_l) . b3 — a31q — A32T9 — ... Clgnl'%) (2 35)
3 33 )
k+1) (k+1) (k+1)
by, — am — Upo —...—a x
k41 n nldq n242 s n,n—14n—1
g+ — : (2.36)
QAnn

onde k + 1 indica a iteragao atual e k, a iteracdo anterior.

A sequéncia de aproximacgdes gerada pelas equacoes (2.33)-(2.36) converge se, dado

§ > 0, existe k tal que paratodo k > kei=1,2,...,n,

xl(-k)—xﬁ <4

Y

sendo T = (Z1, T3, . .., T,) a solugdo exata.

Contudo, como a solugdo exata T ndo é conhecida, precisamos adotar um critério de pa-
rada para o processo iterativo. Um critério possivel consiste na comparacdo de duas aproximagoes

consecutivas

k1) = (xgk_l), xék_l), . ,a:ﬁffl))

29 = (o, 20, a),
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utilizando a variacgdo relativa

Var® = max {vgk), vék), o ,vnk)} ,
onde
2% k1) .
(k)l , se ) £ 0,
(k) _ Ty
T 0 se alf) =D =9

O processo iterativo é interrompido quando Var®) < ¢, onde € é uma precisio prefixada.
A solucdo do sistema serd dada entdo pela k-ésima aproximacdo obtida. Entretanto, o processo
pode ndo convergir, o que faz com que seja necessdrio estipular um nimero maximo de iteragdes
(ITMAX) a serem realizadas (HUMES et al., 1984).

Pode-se mostrar que o método de Gauss-Seidel converge se a matriz dos coeficientes A

no sistema linear Ax = b € estritamente diagonal dominante, ou seja,

’@ii’> Z |ai]’ ‘ VZ:LQ,,TL (2.37)

A condi¢ao dada por (2.37) € suficiente a convergéncia do método de Gauss-Seidel,
sendo denominada critério das linhas (BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2016; HUMES et al.,
1984). Ha outros critérios de convergéncia para o método de Gauss-Seidel (GARCIA; HUMES;
STERN, 2003; KALABA; SPINGARN, 1978).

Exemplo 2.2. Utilizar o Método de Gauss-Seidel para solucionar o sistema linear obtido pela

aplicagdo da equagdo (2.31) no dominio espacial bidimensional ilustrado na Figura 2.3.

Figura 2.3 — Dominio espacial bidimensional para a equacdo discreta (2.31)

Fonte: Almeida (2017).
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Isolando 1); ; na equagdo (2.31), temos que:

1
VYij = 5

W+ (wm,j + i1+ €W + ezwi,j,l) . (2.38)

A equagdo (2.38) deve ser aplicada em cada ponto do dominio ilustrado na Figura 2.3.
Nos nove pontos internos (i,7) (1 < i,j < 3) desse dominio, ndo se conhece o valor de 1; ;.
Jd nos demais pontos, o valor de 1); j é definido pelas condig¢ées de contorno da EDP. As nove

equagoes obtidas sdo descritas a seguir.

e Linha com j = 1:

1

P11 = m (¢2,1 + o + 622/11,2 + €2¢1,0) ; (2.39)
1

o = m (@/)3,1 + 1+ 62%,2 + €2¢2,0> ; (2.40)
1

P31 = m (@04,1 + a1 + 62%113,2 + 62@/13,0) : (2.41)

e Linha com j = 2:

1 2 2

P12 = m (wzz + oo+ €13 t+€ wl,l) ; (2.42)
1 2 2

oo = m (¢3,2 + 1o+ € Pazte 1?2,1) ; (2.43)
1 2 2

P30 = m (1/)4,2 + oo + €33+ € 7%,1) : (2.44)

e Linha com j = 3:

1

P13 = m (%73 + o3 + 62%,4 + 621/11,2) ; (2.45)
1 2 2

o3 = m (%,3 + 13+ € Pagte %,2) ; (2.46)
1 2 2

g3 = m (1/)4,3 + 1oz + €3yt € ¢3,2> : (2.47)

Os valores de 1); j, dados pelas equagdes (2.39)-(2.47), devem ser calculados em alguma
ordem, isto é, devemos decidir se 1 3 serd calculado antes ou depois de 15 ,. Usualmente,
calculamos os valores de 1); j de acordo com a sua posigdo no dominio computacional. Exempli-
ficando, em duas dimensaes, esses valores sdao calculados da esquerda para a direita e de baixo
para cima. Assim, tal ordem resulta no cdlculo de @Z)&kfr b §k1+ b ¢§k1+ b w%’fj”, §’f2+1), é’f;l)

etc.

Aplicando o método de Gauss-Seidel, temos que os valores calculados de 1); ; pertencem
aiteracdo (k+1). Assim, usando a ordem de cdlculo definida anteriormente, obtemos as relacoes

recursivas para as equacoes (2.39)-(2.47), que sdo citadas a seguir.



35

e Linha com j = 1:

51;;1+1) = 2(114'62) (1/} kl) + o1 +e %01 + €Yy 0) (2.48)
o = 2(11+€2) (957 + i + 983 + E4ha0) (2.49)
i = 2(11+€2) (an + 85 + 983 + s, - (2.50)
* Linha com j = 2:
o = m (089 + oz + ) + vl ; 2.51)
b = 2(11+62> (0539 + ol + 2ol + S0l (2.52)
52 =0 T 7y (2 + 9857 + s + @0 ™) (2.53)
* Linha com j = 3:
s = m (48 + o + 1 + i) 5 (2.54)
Gt = 2(11+€2) (085 + 5™ + Evaa + 05 ™) (2.55)
v = 2(11 57 (s + 0857 + o+ E985™) (2.56)

Os termos sublinhados nas equagoes (2.48)-(2.56) indicam os valores dos elementos de
fronteira, que sdo definidos pelas condicdes de contorno. Retirando esses elementos, podemos

generalizar as equagoes (2.48)-(2.56) na seguinte forma:

1
U5 = grgey (Wi +uith) + Ul + Evh). 2.57)

Essa versao do método de Gauss-Seidel € a versao por ponto (PGS), pois a equagao

(2.57) prové o valor de apenas uma incégnita. Como para cada ponto do dominio calculamos
k41
ij >
¢ suficiente calcular a equacdo (2.57) em cada ponto do dominio até que o critério de parada seja
satisfeito (FORTUNA, 2000).

apenas um unico valor de v o custo computacional, a cada iteragdo, é baixo. Desta maneira,

2.5.1 GAUSS-SEIDEL POR LINHA

O método de Gauss-Seidel por linha (LGS) calcula simultaneamente os valores da
solucdo /¥ nos pontos de uma linha j = a,a € N. Para tanto, reescrevemos a equacio (2.31)

como:
¢z(—]&€-—{;) - ( )¢(k+1 wzﬁ-‘_i) - ¢z J+1 — € ¢23 1 (258)
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Aplicando a equacdo (2.58) no dominio da Figura 2.3, nos pontos da linha j = 1, temos

que:
8 —2(1 + @) gy =~ — G (2.59)
é’fﬁ D21+ &)l + Y = 20l — s (2.60)
Pa — 21+ S + T = 2l — 2. (2.61)

Os termos sublinhados nas equacgdes (2.59)-(2.61) sdo os elementos da fronteira da malha.
Essas trés equacdes constituem um sistema tridiagonal, que pode ser resolvido pelo algoritmo de

Thomas (FORTUNA, 2000). A solucao desse sistema s@o os valores de ) na primeira linha da

malha, isto €, Y1, Va1 € P3;1.

O método de Gauss-Seidel por linha calcula, a0 mesmo tempo, todas as incégnitas em
uma linha da malha. Por isso, e devido a necessidade de resolver um sistema tridiagonal para
cada linha da malha, o custo computacional do LGS é maior que a do PGS, porém a taxa de
convergéncia do LGS é maior (FORTUNA, 2000).

2.6 METODO SOR

O método SOR ¢ descrito nesta se¢do conforme Burden, Faires e Burden (2016) e Fortuna
(2000).

Com o avango das iteracdes do método de Gauss-Seidel, a diferenca entre sucessivas
aproximacoes 1(**1) e ¢(*) diminui se o método converge. Contudo, podem ser necessarias

muitas iteracdes até que se alcance a solu¢do do sistema de equagdes com a precisao prefixada.

Para diminuir a quantidade de iteracdes, ou seja, acelerar a convergéncia do método de
Gauss-Seidel, podemos empregar uma extrapolagcdo desse método: o método de sobrerrelaxacdes

sucessivas.

Seja & € R™ uma aproximagao para a soluc¢do do sistema linear Az = b. O vetor residual

de T com respeito ao sistema ér = b — Ax.

No método de Gauss-Seidel, o vetor residual € associado a cada aproximagao do vetor
solucdo. O objetivo € gerar uma sequéncia de aproximagdes que faca o vetor residual convergir

rapidamente para o vetor nulo.

Suponhamos que
9 = (0

denote o vetor residual para o método de Gauss-Seidel, correspondendo a sequéncia de aproxi-

magdes

:cﬁ’“) {a:§ ), :vgk),xg ), . ,x,(k)l, :ng 1), 9351:1), - ,x;’“_l)} .
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(k)

O m-ésimo componente do vetor r; €

i—1 n
7’7(7’2 =bp— > amjx§k) -> amja:§-k71),
=1 =i

ou, equivalentemente,

i—1 n
7‘7(7];) =b,, — Zamjx§k) — Z amjxgk_l) — amixz(k_l), Ym=1,2,---,n. (2.62)
j=1 j=i+1
J4 0 i-ésimo componente do vetor rgk) é
— k < k k
i) =b; - Za¢j$§- > az’jI§ gy,
j=1 j=it+1
o qual pode ser reescrito como
i—1 n
CLMZEZ(-kil) + T,L(,Lk) = bz — Z aijxg.k) — Z aijﬂfgkil). (263)
j=1 j=i+1

No Método de Gauss-Seidel, xl(k) ¢ dado por

i—1 n
k k—1
bi — Zaijxg- ) — Z aijxg- )
O =it | (2.64)

3
a’ZZ

Dessa forma, empregando (2.64) podemos reescrever (2.63) como:

i

Assim, utilizar o método de Gauss-Seidel pode ser caracterizado como determinar :L’Ek)
que satisfaca
k k-1 7“@
o = a4 (2.66)
Qi

A equacio (2.66) pode ser reescrita como:

k k-1 T(k)
¥ = gk~ )+wL, (2.67)

i A
Qg

com w > (. Certas escolhas de w reduzem a norma do vetor residual e fazem com que a

convergéncia seja significantemente mais rapida.

Métodos que geram uma sequéncia de aproximacodes empregando a relagio recursiva
(2.67) sdo denominados métodos de relaxacdo. Quando 0 < w < 1, os métodos sao denominados
métodos de subrelaxagdo, sendo mais uteis quando o sistema linear a ser resolvido € oriundo de
EDPs nio lineares (FORTUNA, 2000). Quando w > 1, os métodos sdo denominados métodos
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de sobrerrelaxacdo ou SOR (Sucessive Over-Relaxation), sendo utilizados para acelerar a

convergéncia de sistemas que sdo convergentes pelo método de Gauss-Seidel.

Finalmente, substituindo (2.62) em (2.67), com m = 7, concluimos que:

1—1 n
bi — Z aijxgk) — Z a,;jxg»k_l) — aiixz(k_l)
7j=1

xz(k) _ $Z(_kfl) tw = j=it1 ;
Q5
S W (k1)
bz‘ — Z CLZ‘J’QZJ' — Z aijxj
2P =1 -w) 2l pw—2 AL . (2.68)
A

A equagao (2.68) define a relacdo de recorréncia do método SOR.

2.7 DISCRETIZACAO DA EQUACAO DE POISSON BIDIMENSIONAL

A equacdo de Poisson bidimensional é dada por:
_ Qu N 0*u
022 Oy?

u(z,y) =g(x,y), se (z,y) € .

Vu =f(z,y), (v,y) € QCR%*e f(z,y) #0, (2.69)

A discretizacdo de (2.69) com diferencgas centradas de segunda ordem, definidas por

(2.19), resulta em:

(92u i 82u ~ Uit1,j — 2u,"j + Ui—1,5 Ui j+1 — 2ui,j + Ui j—1
0xliy  Oy?liy (Az)? (Ay)?
onde i, j = (x;,y;) € QUK.

~ fijs (2.70)

A expressdo discreta (2.70) define um esténcil de cinco pontos para o cédlculo de u; ;.

Esse esténcil € ilustrado na Figura 2.4(a).

Quando empregamos condic¢des de contorno de Dirichlet, a matriz A, no sistema linear
Au = f definido pela relagdo discreta (2.70), é simétrica (aij = a;; ou AT = A), diagonal

n

dominante | | a;; |> Z | aij | Vi =1,2,...,n| e definida positiva’> (CHENG, 2020). J4
J=1,j#i
quando utilizamos condi¢des de contorno de Neumann, com a derivada primeira na fronteira

discretizada com diferencas finitas centradas de segunda ordem dada por (2.16), a matriz A é
simétrica e semidefinida positiva4 (CHENG, 2020). Neste ultimo caso, precisamos determinar

valores para u; ; em pontos fantasmas, como ilustra a Figura 2.4(b).

A matriz A no sistema linear Au = f € determinante a convergéncia do método de
Gauss-Seidel.

3

Uma matriz real A,,x,, simétrica é definida positiva se 2TAz >0 para todo vetor z nao nulo. Todos os autovalores
de uma matriz simétrica definida positiva sdo positivos.

Uma matriz real A,, simétrica é semidefinida positiva se zTAz >0 para todo vetor  ndo nulo. Todos os
autovalores de uma matriz simétrica semidefinida positiva sao ndo negativos.

4
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Figura 2.4 — Discretizac¢do centrada de segunda ordem da equacdo de Poisson bidimensional: (a)
esténcil de cinco pontos; (b) pontos fantasmas na malha estruturada

Ul 541

ij+1 Uy @

i-1,j L, i+1,j

(a) (b)
Fonte: (a) Williams (2011); (b) Chen (2020).

2.7.1 SOLUCAO DO SISTEMA LINEAR

x
= €, obtemos que:

Isolando u; ; na equagdo discreta (2.70) e considerando — A
Y

Uij =

2 2 2
i+ (Ui—i-l,j F i1+ €U+ eu o — (Ax) fi,j) : (2.71)
A equagdo (2.71) deve ser aplicada a cada ponto do dominio discreto, gerando um sistema
de equacoes lineares. Esse sistema pode ser solucionado por intermédio dos métodos iterativos

de Gauss-Seidel e SOR, cujas equagdes iterativas sdo dadas, respectivamente, por:

k) _ 1 (k) (k+1) (k) 2,,(k+1)
uivj _2(1 + 62) (UZ-H] +ul 1,5 + 6 uz]-‘rl +e zg 1 ( ) fZ]) (272)

k+1 k w k k+1 k k+1)
u Y =(1-— w)ug’j) + m (u§+)1] + ug 1]) + € u§])+1 + €2u£] 1 (Ax)2fm-) )

(2.73)

2.8 DISCRETIZACAO DA EQUACAO DE POISSON TRIDIMENSIONAL

A equacio de Poisson tridimensional é dada por:

*u  *u  Ou 5
Vu_ax2+8y2+8 —f(l? y? ) (x,y,z)EQCR ef(x,y,z)%O, (274)

u(z,y, z2) =g(x,y, 2) se (z,y,2) € 0.
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Aplicando a equacdo (2.74) diferencas centradas de segunda ordem, definidas por (2.19),

temos que:
2 2 2
0%u n 0u 0u Witk — Uik T Uic1gk | Wigrik — 2Uigk + uz’,jfl,k_'_
Ox%lije  Oy?ligr 022 lijk (Az)? (Ay)?
Wighot1 — 25 + Uijk—1
+ (A2)2 ~ fijks (2.75)

sendo 4, j, k = (z;,y;, 2) € QU 0.

A expressdo discreta (2.75) define um esténcil de sete pontos para o calculo de u; j 1,

ilustrado na Figura 2.5.

Figura 2.5 — Esténcil de sete pontos para a discretizagio centrada de segunda ordem da equacgdo
de Poisson tridimensional

y
>
Fonte: ResearchGate (2013).
2.8.1 SOLUCAO DO SISTEMA LINEAR
Isolando u; ;;, na equagdo discreta (2.75) e considerando fy = ¢, obtemos que:

1
Ax)? + (Ay)? + €2)
1
2((Az)? + (Ay)* + €)

Uik =507 ((AY)? (uisr g + i1 k) + (D) (uipan +uigo1p)) +

+

(Ezui,j,kJrl + Ui jno1 — (Am)Q(Ay)zfi,j,k) : (2.76)

A equagdo (2.76) deve ser aplicada a cada ponto do dominio discreto, gerando um sistema
de equagdes lineares. As equagdes iterativas para a solugdo desse sistema por intermédio dos

métodos de Gauss-Seidel e SOR sdo dadas, respectivamente, por:

(k1) _ 1 2 (, (k) (k+1) 2 (, (k) (k+1)
U j g “2(A0) + (Ay? + &) ((Ay) (ui+1,j,k + Uiq,j,k) + (Az) (ui,j+1,k + ui,jfl,k)) +
1 2 (k) 2 (k+1) 2 2
( 1) (AR (AY)fiik) 2.77
+2((AJZ>2 + (Ay)g + 62) (6 uz,j,k—i—l +e€ uz,],k:—l ( I) ( y) fJJC) ( )
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k+1 k
G =1 -l
d 2 () (k+1) 2 (, (k) (k+1)
+2((Al.)2 + (Ay)Q + 62) ((Ay) (ui+17j7k; + ui—l,j,k:) + (ALE) (ui7j+17k + ui,j-LkJ)) +
w 2, (k) 2,040 (A2 AT 578
+2((A5€)2 T (Ay)? + ) (6 Uiggest T € Uity — (Az)*(Ay) fw,k)- (2.78)
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3 SIMULACOES COMPUTACIONAIS: SOLUCOES MANUFATURA-
DAS

Uma solu¢do manufaturada para a equacao de Poisson
Vu=f, (3.1)

¢ uma solucdo construida por intermédio da determinacdo da fun¢do f a partir da atribuicdo de

uma funcao para u. A partir desta atribuicdo, deriva-se v em relacdo as varidveis independentes.

Exemplo 3.1. Seja u(x,y) = x3y3. Derivando u(z,y) duas vezes em relacdo as varidveis

independentes x e v, temos que:

62 2
@U(% y) + a—?ﬂu(az, y) = 6zy (:c2 + y2) : (3.2)

Assim, u(x,y) = 23y> é uma solucdo manufaturada para a equagdo de Poisson (3.2).

Na construg@o de uma solu¢cdo manufaturada para a equacio de Poisson (3.1), devemos

considerar, além da fun¢io u, as condi¢des de contorno.

Neste capitulo, construimos algumas solu¢des manufaturadas para as equagdes de Poisson
bidimensional e tridimensional. Objetivamos com essas solu¢des validar os c6digos computa-
cionais, elaborados em linguagem C (Apéndice B), em malhas isotrdpicas (Ax = Ay = Az)
e anisotrdpicas (Ax # Ay # Az), assim como testar valores 6timos para o parimetro w no
método SOR.

Nos testes que realizamos com as solu¢des manufaturadas, avaliamos os seguintes

parametros:

1. hz, hy, hz (Az, Ay, Az): passo espacial nas diregdes, respectivamente, z, y e z;

2. Niumero de iteragoes: nimero de vezes que o computador precisa executar o codigo para
satisfazer o critério de parada (tolerancia, precisao prefixada) dos métodos iterativos de
Gauss-Seidel e SOR;

3. Erro absoluto: diferencga entre as solugdes exata (manufaturada) e numérica, na norma do

maximo (||erro absoluto||,) (Apéndice A);

4. Tempo de CPU: quantos segundos sdo necessarios para que o computador execute o

codigo;

5. w: parametro de aceleracdo de convergécia 6timo do método SOR.
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Na solucao numérica das solu¢des manufaturadas propostas, empregamos para os méto-

dos de Gauss-Seidel e SOR uma tolerancia (precisdo prefixada) de 1079,

Os testes computacionais foram efetuados em um computador com as seguintes configu-
racdes: processador AMD Ryzen 7 3700X; placa de video AMD Radeon RX 5700 XT; 2x8 Gb
de memoria RAM 3200 MHz; fonte de 600 W com PFC ativo e certificado 80 plus bronze.

Os codigos computacionais foram compilados/executados no Dev-C++ (LAPLACE,
2020), e as solugdes exata e numérica bidimensionais e tridimensionais foram visualizadas,
respectivamente, com o Matlab (MATLAB, 2021) e com o Tecplot 360 (TECPLOT, 2021).

3.1 BIDIMENSIONAIS

Elaboramos seis solucdes manufaturadas para a equagdo de Poisson bidimensional. Nas
cinco primeiras (problemas um a cinco), testamos condi¢des de contorno de Dirichlet; na sexta

(problema seis), condi¢des de contorno de Neumann.

Nos testes com condi¢des de contorno de Dirichlet, aplicados o operador Laplaciano
discreto (2.70) nos pontos interiores da malha, mantendo a solu¢do exata nos pontos de fronteira.
Ja no teste com condig¢des de contorno de Neumann, aplicamos o operador Laplaciano discreto
(2.70) em todos os pontos da malha. Neste caso, precisamos calcular valores para pontos
fantasmas. Para atribuir valores para estes pontos, empregamos a discretizacdo centrada de
segunda ordem para a derivada primeira, definida em (2.16). Isolando nesta expressao o ponto

fantasma, obtemos, para cada uma das fronteiras:

. ) ou
Fronteira inferior : ;o =u; 2 — 2Aya—;
Y
) ) ou
Fronteira superior : ;41 =U;pn—1 + 2Aya—;
Y
) ou
Fronteira esquerda : ug; =us; — 2Axa—;
x
. ou
Fronteira direita : Uma1,j =Um—1,5 T 2Ama—,
x

onde m,n € N representam o nimero de pontos da malha nas direcdes x e y, respectivamente.

Para problemas com todas as fronteiras de Neumann, hd uma condi¢do de compatibilidade
ou de integrabilidade (NOS; ROMA; CENICEROS, 2005; STRIKWERDA, 1989) para que os

problemas sejam bem postos. Para um problema bidimensional, essa condi¢do € dada por:

ou . )
— a condicdo de contorno de Neumann, e  a normal a fronteira.

on

sendo g =



1. Primeiro problema

Solugdo exata : u(x,y) = zy.

2

82

0
Equagdo de Laplace : @u(x, y) + a—y2u(x, y) =

Dominio: [0, 1]x[0, 1].
Condicdes de contorno de Dirichlet:

Fronteira inferior : u
Fronteira superior : u
Fronteira esquerda : u

Fronteira direita : u

Condigo inicial para os pontos interiores do dominio: u(z,y) = 0.

Tabela 3.1 — Solug@o numérica do primeiro problema 2D pelo método de Gauss-Seidel

Passo espacial: hx = hy = 0.1

Numero de iteragdes 136

|lerro absoluto|| 6.20246e — 007
Tempo de CPU (s) 0.5459 s

Passo espacial: hx = hy = 0.01

Numero de iteragoes 8469

||lerro absoluto||

9.76499¢ — 005

Tempo de CPU (s)

7.186 s

Passo espacial: hz = hy = 0.002

Numero de iteragdes

129193

|lerro absoluto|| .

2.48451e — 003

Tempo de CPU (s)

4561 s

Passo espacial: hx = 0.02 hy =0.1

Numero de iteragdes 1383

|lerro absoluto| 1.21496e — 005
Tempo de CPU (s) 0.5969 s

Passo espacial: hx = 0.01 hy = 0.005

Numero de iteragdes 18779

|lerro absoluto||

2.48601e — 004

Tempo de CPU (s)

30.91 s

Fonte: O autor.
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Tabela 3.2 — Solucao numérica do primeiro problema 2D pelo método SOR

Passo espacial: hz = hy = 0.1; w=1.6

Numero de iteracoes

42

||lerro absoluto||

3.71856e — 009

Tempo de CPU (s)

214 s

Passo espacial: hx = hy = 0.01; w=1.9

Numero de iteragdes

630

|lerro absoluto||

1.92781e — 006

Tempo de CPU (s)

3.372 s

Passo espacial: hz = hy = 0.002; w=1.9

Numero de iteragdes 11046

||lerro absoluto|| 1.1178e — 004
Tempo de CPU (s) 411.4 s

Passo espacial: hx = hy = 0.001; w=1.9

Numero de iteragdes 36106

|lerro absoluto||

4.89452e — 004

Tempo de CPU (s)

1.002e + 004 s

Passo espacial: hz = 0.02 hy =0.1; w=1.9

Numero de iteracdes

179

||lerro absoluto||

1.51961e — 008

Tempo de CPU (s)

2.587 s

Passo espacial: hx = 0.01 hy = 0.005; w=1.9

Numero de iteragdes 1454

|lerro absoluto|| 7.5251e — 006
Tempo de CPU (s) 7.978 s

Passo espacial: Az = 0.002 hy = 0.003; w=1.9

Numero de iteragdes 7898

||lerro absoluto||

7.35057e — 005

Tempo de CPU (s)

1722 s

Fonte: O autor.
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Figura 3.1 — Solu¢@o manufaturada do primeiro problema 2D no dominio [0, 1]x[0, 1]: (a) so-
lucdo exata; (b) solucdo numérica usando SOR, com hx = hy
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2. Segundo problema

Solugdo exata : u(z,y) = * + y°.
2 82
Equacido de Poisson : ——u(z,y) + —su(z,y) =
quag 52 (& Y) ayQU(rv y)

Dominio: [0, 1]x[0, 1].

Condicdes de contorno de Dirichlet:

Fronteira inferior : u(z,0) = x*;
Fronteira superior : u(r,1) = 2% + 1;
Fronteira esquerda : u(0,y) = y*;

Fronteira direita : u(1,y) = y* + 1

Condigo inicial para os pontos interiores do dominio: u(z,y) = 0.

Tabela 3.3 — Solugdo numérica do segundo problema 2D pelo método de Gauss-Seidel

Passo espacial: hx = hy = 0.1

Numero de iteragdes 137

|lerro absoluto|| 1.28327e — 006
Tempo de CPU (s) 2.801 s

Passo espacial: hx = hy = 0.01

Numero de iteragoes 8640

||lerro absoluto|| 1.95323e — 004
Tempo de CPU (s) 15.15 s

Passo espacial: hz = hy = 0.002

Numero de iteragdes 133585

|lerro absoluto|| . 4.96482¢ — 003

Tempo de CPU (s)

1.003e + 004 s

Passo espacial: hx = 0.02 hy =0.1

Numero de iteragdes 1400

||lerro absoluto|| 2.51059¢ — 005
Tempo de CPU (s) 2.397 s

Passo espacial: hz = 0.01 hy = 0.005

Numero de iteragdes 19211

|lerro absoluto|| 4.9728e — 004
Tempo de CPU (s) 56.22 s

Fonte: O autor.



Tabela 3.4 — Solu¢ao numérica do segundo problema 2D pelo método SOR

Passo espacial: hz = hy = 0.1; w=1.6

Numero de iteracoes

42

||lerro absoluto||

6.64642¢ — 009

Tempo de CPU (s)

3.486 s

Passo espacial: hx = hy = 0.01; w=1.9

Numero de iteragdes

635

|lerro absoluto||

3.87203e — 006

Tempo de CPU (s)

3.013 s

Passo espacial: hz = hy = 0.002; w=1.9

Numero de iteracoes

11255

||lerro absoluto||

2.23503e — 004

Tempo de CPU (s)

636.4 s

Passo espacial: hx = hy = 0.001; w=1.9

Numero de iteragdes

36986

|lerro absoluto||

9.78695e — 004

Tempo de CPU (s)

1.171e + 004 s

Passo espacial: hz = 0.02 hy =0.1; w=1.9

Numero de iteracdes

173

||lerro absoluto||

5.61945e — 008

Tempo de CPU (s)

3.162 s

Passo espacial: hx = 0.01 hy = 0.005; w=1.9

Numero de iteracoes

1470

|lerro absoluto||

1.51714e — 005

Tempo de CPU (s)

9.82s

Passo espacial: hx = 0.002 hy = 0.003; w=1.9

Numero de iteragdes

8034

||lerro absoluto||

1.47579¢ — 004

Tempo de CPU (s)

176.5 s

Fonte: O autor.
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Figura 3.2 — Solu¢do manufaturada do segundo problema 2D no dominio [0, 1]x [0, 1]: (a) solu-
¢do exata; (b) solugdo numérica usando SOR, com hx = hy = 1072, w = 1.9 ¢
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3. Terceiro problema

Solugdo exata : u(z,y) = x°y* + 2%y>.
0? 0?
Equagdo de Poisson : @u(x, y) + a—yQU(:p, y) = 22° + 2¢° + 627y + 6xy°.
Dominio: [0, 1]x[0, 1].

Condicdes de contorno de Dirichlet:

Fronteira inferior : u(z,0) = 0;
Fronteira superior : u(z,1) = 2° + 2%;

Fronteira esquerda : u(0,y) = 0;
Fronteira direita : u(1,y) = y* + y°.

Condigo inicial para os pontos interiores do dominio: u(z,y) = 0.

Tabela 3.5 — Solugdao numérica do terceiro problema 2D pelo método de Gauss-Seidel

Passo espacial: hx = hy = 0.1

Numero de iteragdes 192

|lerro absoluto|| 1.25632e — 009
Tempo de CPU (s) 8.592 s

Passo espacial: hz = hy = 0.001

Numero de iteragoes 21017

||lerro absoluto|| 1.95313e — 010
Tempo de CPU (s) 67.39 s

Passo espacial: hz = hy = 0.002

Numero de iteragdes 564766

|lerro absoluto|| 3.96753e — 011
Tempo de CPU (s) 4.61e 4+ 004 s
Passo espacial: hx = 0.02 hy =0.1

Numero de iteragdes 2389

||lerro absoluto|| 2.91985¢ — 009
Tempo de CPU (s) 2.021 s

Passo espacial: hz = 0.01 hy = 0.005

Numero de iteragdes 52611

|lerro absoluto|| 1.86393e — 010
Tempo de CPU (s) 1352 s

Fonte: O autor.



Tabela 3.6 — Solucao numérica do terceiro problema 2D pelo método SOR

Passo espacial: hz = hy = 0.1; w=1.6

Numero de iteracoes

54

||lerro absoluto||

1.17616e — 011

Tempo de CPU (s)

1.375 s

Passo espacial: hx = hy = 0.01; w=1.9

Numero de iteragdes

1244

|lerro absoluto||

3.82409¢e — 012

Tempo de CPU (s)

5.638 s

Passo espacial: hz = hy = 0.002; w=1.9

Numero de iteracoes

34006

||lerro absoluto||

1.81769e — 012

Tempo de CPU (s)

2693 s

Passo espacial: hx = hy = 0.001; w=1.9

Numero de iteragdes

138985

|lerro absoluto||

1.06273e — 012

Tempo de CPU (s)

4.747e + 004 s

Passo espacial: hz = 0.02 hy =0.1; w=1.9

Numero de iteracdes 247

||lerro absoluto|| 1.753e — 011
Tempo de CPU (s) 2.215 s
Passo espacial: hx = 0.01 hy = 0.005; w=1.9

Numero de iteragdes 3200

|lerro absoluto||

5.65657¢ — 012

Tempo de CPU (s)

106.8 s

Passo espacial: hx = 0.002 hy = 0.003; w=1.9

Numero de iteragdes 22781
||lerro absoluto|| 2.9074e — 012
Tempo de CPU (s) 1238 s

Fonte: O autor.
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Figura 3.3 — Solugéo manufaturada do terceiro problema 2D no dominio [0, 1]x [0, 1]: (a) solu¢do

1]
exata; (b) solu¢do numérica usando SOR, com hx = hy = 1072, w = 1.9 e 630
iteragdes
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Fonte: O autor com o Matlab (2021).



53

4. Quarto problema

Solucdo exata : u(z,y) = e*n(@+eos®)

Equacdo de Poisson :

0? 0>
@U(l‘, ?J) + TyQU(x, y) = (senz(y) + COSQ(IL‘> — Sen(l‘) — Cos(y)) esen(x)—&—cos(y).

Dominio: [0, 10]x 0, 6].
Condicdes de contorno de Dirichlet:

Fronteira inferior : u
Fronteira superior : u
Fronteira esquerda : u

Fronteira direita : u

Condigo inicial para os pontos interiores do dominio: u(z,y) = 0.

Tabela 3.7 — Solucao numérica do quarto problema 2D pelo método de Gauss-Seidel

Passo espacial: hx =1 hy = 0.6

Numero de iteragdes 151

|lerro absoluto|| 2.21717e — 001
Tempo de CPU (s) 9.024 s

Passo espacial: hz = 0.1 hy = 0.06

Numero de iteragdes 9576

||lerro absoluto|| 2.30752e — 003
Tempo de CPU (s) 46.51 s

Passo espacial: hx = 0.02 hy = 0.012

Numero de iteragdes 158419

||lerro absoluto|| 3.40134e — 003
Tempo de CPU (s) 4.12e + 004
Passo espacial: hz = 0.2 hy = 0.6

Numero de iteragdes 970

||lerro absoluto|| 1.57767¢ — 001
Tempo de CPU (s) 2.803 s

Passo espacial: hx = 0.1 hy =0.03

Numero de iteragdes 26913

|lerro absoluto|| 2.66628¢ — 003
Tempo de CPU (s) 507.2 s

Fonte: O autor.



Tabela 3.8 — Solu¢ao numérica do quarto problema 2D pelo método SOR

Passo espacial: hx =1 hy = 0.6; w=1.6

Numero de iteracoes

38

||lerro absoluto||

2.21717e — 001

Tempo de CPU (s)

1.861 s

Passo espacial: hx = 0.1 hy = 0.06; w=1.9

Numero de iteragdes

621

|lerro absoluto||

2.32476e — 003

Tempo de CPU (s)

2.96 s

Passo espacial: hx = 0.02 hy = 0.012; w=1.9

Numero de iteracoes

12194

||lerro absoluto||

2.19903e — 004

Tempo de CPU (s)

1466 s

Passo espacial: hx = 0.01 hy = 0.006; w=1.9

Numero de iteragdes

41504

|lerro absoluto||

7.31003e — 004

Tempo de CPU (s)

1.455e + 004 s

Passo espacial: hx = 0.2 hy = 0.6; w=1.9

Numero de iteracdes

166

||lerro absoluto||

1.57766e — 001

Tempo de CPU (s)

2.423 s

Passo espacial: hz = 0.1 hy =0.03; w=1.9

Numero de iteracoes

1884

|lerro absoluto||

2.74246e — 003

Tempo de CPU (s)

20.09 s

Passo espacial: hx = 0.02 hy = 0.02; w=1.9

Numero de iteragdes

6895

||lerro absoluto||

2.29626e — 004

Tempo de CPU (s)

1402 s

Fonte: O autor.
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Figura 3.4 — Solu¢éo manufaturada do quarto problema 2D no dominio [0, 10]x [0, 6]: (a) solu¢do
exata; (b) solu¢do numérica usando SOR, com hz = 107!, hy = 6x1072, w = 1.9
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5. Quinto problema

82

02TV * 53

Solugdo exata : u(x,y) =

Equacdo de Poisson :

32
+ 7“(:57 y) -

In(zy + 2)cos(xy).

(2% + y*)cos(xy)In(zy + 2) —

2(2% + y*)sen(zy)

xy + 2

(w2‘+fy2)008(xy)‘

(zy +2)?

Dominio: [0, 3] %[0, 3].
Condicdes de contorno de Dirichlet:

Fronteira inferior : u(z,0
3

Fronteira superior : u(z,
Fronteira esquerda : (0

Fronteira direita : u(3

= In(2);

= In(2);

(

= In(3z + 2)cos(3z);
(
(

= In(3y + 2)cos(3y).

Condigdo inicial para os pontos interiores do dominio: u(z,y) = 0.

Tabela 3.9 — Solucao numérica do quinto problema 2D pelo método de Gauss-Seidel

Passo espacial: hz = hy = 0.3

Numero de iteracdes 136

|lerro absoluto|| 6.8135¢ — 002
Tempo de CPU (s) 2.372 s

Passo espacial: hx = hy = 0.03

Numero de iteragdes 14361

||lerro absoluto| .

7.86107e — 004

Tempo de CPU (s)

98.97 s

Passo espacial: hz = hy = 0.006

Numero de iteracdes

100001

||lerro absoluto||

797233e — 003

Tempo de CPU (s)

9635 s

Passo espacial: hz = 0.06 hy = 0.3

Numero de iteragdes

1833

||lerro absoluto||

5.39952¢ — 002

Tempo de CPU (s)

5.959 s

Passo espacial: hz = 0.03 hy = 0.015

Numero de iteragdes

35736

|lerro absoluto||

5.70269¢e — 004

Tempo de CPU (s)

688.3 s

Fonte: O autor.
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Tabela 3.10 — Solu¢do numérica do quinto problema 2D pelo método SOR

Passo espacial: hx = hy = 0.3; w=1.6

Numero de iteracoes

37

||lerro absoluto||

6.81354e — 002

Tempo de CPU (s)

1.188 s

Passo espacial: hx = hy = 0.03; w=1.9

Numero de iteragdes

838

|lerro absoluto||

7.86052e — 004

Tempo de CPU (s)

3.11 s

Passo espacial: hz = hy = 0.006; w=1.9

Numero de iteracoes

21912

||lerro absoluto||

3.14946e — 005

Tempo de CPU (s)

2973 s

Passo espacial: hx = hy = 0.003; w=1.9

Numero de iteragdes

79519

|lerro absoluto||

7.90026e — 006

Tempo de CPU (s)

2.621e + 004 s

Passo espacial: hz = 0.06 hy = 0.3; w=1.9

Numero de iteracdes

183

||lerro absoluto||

5.39954¢e — 002

Tempo de CPU (s)

1.566 s

Passo espacial: hx = 0.03 hy = 0.015; w=1.9

Numero de iteracoes

2227

|lerro absoluto||

5.70428e — 004

Tempo de CPU (s)

65.92 s

Passo espacial: hx = 0.006 hy = 0.01; w=1.9

Numero de iteragdes

16958

||lerro absoluto||

6.49659¢ — 005

Tempo de CPU (s)

5785 s

Fonte: O autor.
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Figura 3.5 — Solu¢éo manufaturada do quinto problema 2D no dominio [0, 3] x [0, 3]: (a) solug¢do
exata; (b) solu¢do numérica usando SOR, com hz = hy = 3x1072, w = 1.9 e 838
iteragdes
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Fonte: O autor com o Matlab (2021).
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6. Sexto problema

Solugdo exata : u(z,y) = cos(2mx)cos(2my).

Equacdo de Poisson :
0? 0?

%u(x, y) + 8—yzu(x, y) = — 872cos(2mx)cos(2my).

Dominio: [0, 1]x[0, 1].
Condig¢des de contorno de Neumann:

Fronteira inferior : — (%u(x, 0) = 2mcos(2mz)sen (2m(0)) = 0;
Fronteira superior : a—yu(z, 1) = —2mcos(2mx)sen (2m(1)) = 0;
Fronteira esquerda : — gxu(o, y) = 2msen (27(0)) cos(2my) = 0;

Fronteira direita : (faru(l’ y) = —2msen (2w (1)) cos(2my) = 0.

Condigdo inicial para os pontos interiores do dominio: u(z,y) = 0.

Tabela 3.11 — Solu¢do numérica do sexto problema 2D pelo método de Gauss-Seidel

Passo espacial: hx = hy = 0.1

Numero de iteracoes

179

Variacao relativa maxima no GS

9.80862¢ — 007

|lerro absoluto||

3.35611e — 002

Tempo de CPU (s) 0.6505 s
Passo espacial: hx = hy = 0.01
Numero de iteragdes 43196

Variagdo relativa maxima no GS

5.60654e — 007

||lerro absoluto||

3.29052e — 004

Tempo de CPU (s)

70.82 s

Passo espacial: hx = hy = 0.002

Numero de iteragdes

100001

Variagdo relativa maxima no GS

1.54821e — 001

||lerro absoluto|| .

1.38011e — 005

Tempo de CPU (s)

3855 s

Passo espacial: hx = 0.02 hy = 0.1

Numero de iteragdes 1004

Variagdo relativa maxima no GS 9.99565e — 007
|lerro absoluto|| 5, 1.7186e — 002
Tempo de CPU (s) 0.7623 s

Passo espacial: hz = 0.1 hy = 0.02

Numero de iteracdes 1004

Variagao relativa mdxima no GS 9.99565e — 007
||lerro absoluto|| 1.7186e — 002
Tempo de CPU (s) 0.5976 s

Fonte: O autor.



Tabela 3.12 — Solu¢do numérica do sexto problema 2D pelo método SOR

Passo espacial: hz = hy = 0.1; w=1.6

Numero de iteracoes

30

Variacgdo relativa maxima no SOR

8.98496e — 007

|lerro absoluto||

3.35592¢e — 002

Tempo de CPU (s) 0.4262 s
Passo espacial: hx = hy = 0.01; w=1.9
Numero de iteragdes 100001

Variacao relativa mdxima no SOR

8.98902¢ — 001

|lerro absoluto||

3.29052e — 004

Tempo de CPU (s)

160.6 s

Passo espacial: hx = hy = 0.002; w=1.9

Numero de itera¢des

100001

Variagdo relativa maxima no SOR

7.0558

|lerro absoluto||

1.31596e — 005

Tempo de CPU (s)

3955 s

Passo espacial: hz = 0.02 hy =0.1; w=1.9

Numero de iteracdes

263

Variacao relativa mdxima no SOR

9.87492e — 007

||lerro absoluto||

1.71823e — 002

Tempo de CPU (s) 0.7747 s
Passo espacial: hz = 0.1 hy = 0.02; w=1.9
Numero de iteragdes 263

Variacgdo relativa maxima no SOR

9.87492¢ — 007

|lerro absoluto||

1.71823e — 002

Tempo de CPU (s) 0.5767 s
Passo espacial: hx = 0.01 hy = 0.005; w=1.9
Numero de iteragdes 100001

Variagdo relativa maxima no SOR

4.96521e — 002

||lerro absoluto|

2.05636e — 004

Tempo de CPU (s)

320.1s

Passo espacial: hx = 0.005 hy = 0.01; w=1.9

Numero de iteragdes

100001

Variacao relativa mdxima no SOR

2.07068

|lerro absoluto||

205636e — 004

Tempo de CPU (s)

320.9 s

Fonte: O autor.
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Figura 3.6 — Solu¢do manufaturada do sexto problema 2D no dominio [0, 1]x[0, 1]: (a) solu¢do

exata; (b) solucdo numérica usando SOR, com hx
iteracoes
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Fonte: O autor com o Matlab (2021).
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3.2 TRIDIMENSIONAIS

Construimos quatro solu¢des manufaturadas para a equagdo de Poisson tridimensional.
Nas trés primeiras (problemas um a trés), testamos condi¢des de contorno de Dirichlet; na quarta

(problema quatro), condi¢des de contorno de Neumann.

Nos testes com condi¢des de contorno de Dirichlet, aplicados o operador Laplaciano
discreto (2.75) nos pontos interiores da malha, mantendo a solug¢do exata nos pontos de fronteira.
Ja no teste com condi¢des de contorno de Neumann, aplicamos o operador Laplaciano discreto
(2.75) em todos os pontos da malha. Neste caso, precisamos calcular valores para pontos
fantasmas. Para atribuir valores para estes pontos, empregamos a discretizacdo centrada de
segunda ordem para a derivada primeira, definida em (2.16). Isolando nesta expressao o ponto

fantasma, obtemos, para cada uma das fronteiras:

.. ) ou
Fronteira inferior : w; j o =u; j2 — 2A2—;
0z
) ) ou
Fronteira superior : ;41 =; -1 + 2Aza—;
z
) ou
Fronteira esquerda : g ;1 =usg 1 — 2A:Ua—;
x
D ou
Fronteira direita : U, 11,k =Um—1jk + 2Axa—;
x
) ou
Fronteira frontal : u; 05 =u;25 — 20y——;
dy
ou

Fronteira posterior :  w; 41,5 =Ujpn—14% + 2Aya—.
Yy

onde m,n,l € N representam o nimero de pontos da malha nas direcdes z, y e z, respectiva-

mente.

Para problemas tridimensionais com condi¢des de contorno de Neumann em todas as
fronteiras, a condi¢cdo de compatibilidade (N()S; ROMA; CENICEROS, 2005; STRIKWERDA,

1989) € dada por:
///Q /= /8997 34

u - R .
sendo g = — a condicdo de contorno de Neumann, e 7 a normal a fronteira.
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1. Primeiro problema

Solugdo exata : u(x,y, z) = ryz.
Equacdo de Laplace :

o 0? 0?
@U(Z’, Y Z>+87y2u(x7y7 Z) + @U(l’, Y, Z) =0.

Dominio: [0, 1]x[0, 1]x[0, 1].

Condi¢oes de contorno de Dirichlet:

Fronteira inferior : u(z,y,0) = 0;
Fronteira superior : u(z,y, 1) = zy;
Fronteira esquerda : u(0,y, z) = 0;

Fronteira direita : u(1,y, z) = yz;
Fronteira frontal : u(z, 0, z) = 0;
Fronteira posterior : u(z, 1, z) = x2

Condigdo inicial para os pontos interiores do dominio: u(z,y, z) = 0.

Tabela 3.13 — Solu¢do numérica do primeiro problema 3D pelo método de Gauss-Seidel

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.1

Numero de iteragdes 145

|lerro absoluto|| 1.66916e — 007
Tempo de CPU (s) 2.265 s

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.02

Numero de iteragdes 2676

|lerro absoluto|| 7.06986e — 006
Tempo de CPU (s) 163.7 s

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.01

Numero de iteragdes 9200

||lerro absoluto|| 3.03518¢e — 005
Tempo de CPU (s) 8673 s

Passo espacial: hx = 0.02 hy = 0.1 hz =0.1

Numero de iteracdes 1061

|lerro absoluto|| 2.54059e — 006
Tempo de CPU (s) 2.743 s

Passo espacial: hz = 0.1 hy = 0.02 hz = 0.1

Numero de iteragdes 1061

|lerro absoluto|| 2.54059¢ — 006
Tempo de CPU (s) 3.124 s

Passo espacial: hx = 0.1 hy = 0.1 hz = 0.02

Numero de iteracoes 1061

||lerro absoluto|| 2.54059¢ — 006
Tempo de CPU (s) 2.798 s

Fonte: O autor.



Tabela 3.14 — Solu¢do numérica do primeiro problema 3D pelo método SOR

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.1; w=1.6

Numero de iteragoes 46

|lerro absoluto|| 8.40304e — 010
Tempo de CPU (s) 0.991 s

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.02; w=1.9

Numero de iteragdes 233

|lerro absoluto| 9.27537e — 010
Tempo de CPU (s) 19.23 s

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.01; w=1.9

Numero de iteracdes 694

|lerro absoluto| . 3.85123e — 007
Tempo de CPU (s) 421.6 s

Passo espacial: hx =0.02 hy =0.1 hz=0.1; w=1.9

Numero de iteragoes 225

|lerro absoluto|| 1.66474e — 010
Tempo de CPU (s) 3.785 s

Passo espacial: hx = 0.1 hy =0.02 hz =0.1; w=1.9

Numero de iteracoes 225

|lerro absoluto|| 1.66474e — 010
Tempo de CPU (s) 1.369 s

Passo espacial: hx = 0.1 hy =0.1 hz =0.02; w=1.9

Numero de iteracoes 225

|lerro absoluto|| 1.66474e — 010
Tempo de CPU (s) 1.377 s

Figura 3.7 — Solu¢do numérica a[i|[j][k]

Fonte: O autor.

[0,1]x[0,1]x[0, 1], usando SOR, com hz
694 iteragdes

hy = hz = 1072, w

095

0868182
0786364
0.704545
0622727
0.540809
0.458091
0377273
0.2954556
0213636
0131818
005

Fonte: O autor com o Tecplot 360 (2021).
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2. Segundo problema

Solugdo exata : u(x,y, z) = sen(x)y + cos(y)z + e*x.

Equacao de Poisson :

0? 0? 0?
92 u(x,y, z) + o2 u(z,y, )+@u(m,y,z) = —sen(x)y — cos(y)z + €.
Dominio: [0, 1]x[0, 1]x[0, 1].
Condig¢oes de contorno de Dirichlet:
Fronteira inferior : u(z,y,0) = sen(z)y + «;
Fronteira superior : u(x,y, 1) = sen(x)y + cos(y) + ex;
Fronteira esquerda : u(0, y, z) = s(y)z;
Fronteira direita : u(1,y, 2) = sen(1)y + cos(y)z + €
Fronteira frontal : u(z, 0, z) = z 4 €*x;
(z,1,2) =

Fronteira posterior : u(x, 1, 2

Condigdo inicial para os pontos interiores do dominio: u(z, y, z)

Tabela 3.15 — Solu¢do numérica do segundo problema 3D

=0.

pelo método de Gauss-Seidel

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.1

Numero de iteragdes 129

|lerro absoluto|| 6.87848¢ — 005
Tempo de CPU (s) 0.6132 s

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.02

Numero de iteragdes 2351

|lerro absoluto|| .

2.94193e — 004

Tempo de CPU (s)

80.5 s

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.01

Numero de iteragdes

7968

||lerro absoluto||

1.21129e — 003

Tempo de CPU (s)

2497 s

Passo espacial: hx = 0.02 hy = 0.1 hz =0.1

Numero de iteracdes 945

|lerro absoluto|| 5.108e — 005
Tempo de CPU (s) 148 s

Passo espacial: hz = 0.1 hy = 0.02 hz = 0.1

Numero de iteragdes 939

|lerro absoluto||

6.17376e — 005

Tempo de CPU (s)

1.368 s

Passo espacial: hx = 0.1 hy = 0.1 hz = 0.02

Numero de iteracoes 945
|lerro absoluto|| 7.3711e — 005
Tempo de CPU (s) 1.578 s

Fonte: O autor.
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Tabela 3.16 — Solu¢do numérica do segundo problema 3D pelo método SOR

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.1; w=1.6

Numero de iteragoes 38

|lerro absoluto|| 7.58368e — 005
Tempo de CPU (s) 0.6274 s

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.02; w=1.9

Numero de iteragdes 179

|lerro absolutol|| 3.16834e — 006
Tempo de CPU (s) 7.263 s

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.01; w=1.9

Numero de iteracdes 276

|lerro absoluto| . 3.94529¢ — 005
Tempo de CPU (s) 163.4 s

Passo espacial: hx =0.02 hy =0.1 hz=0.1; w=1.9

Numero de iteracdes 175

|lerro absoluto|| 6.53754e — 005
Tempo de CPU (s) 0.7885 s

Passo espacial: hx = 0.1 hy =0.02 hz =0.1; w=1.9

Numero de iteracoes 174

|lerro absoluto| . 5.62796e — 005
Tempo de CPU (s) 0.7039 s

Passo espacial: hx = 0.1 hy =0.1 hz =0.02; w=1.9

Numero de iteragoes 175

|lerro absoluto|| . 3.43253e — 005
Tempo de CPU (s) 0.775 s

Fonte: O autor.

Figura 3.8 — Solu¢do numérica ali][j|[k] do segundo problema 3D no dominio
[0,1]x[0,1]x[0, 1], usando SOR, com hz = hy = hz = 1072, w = 19e¢
D76 iteragdes

3.66455
330808
286364
261818
227273
1.82727
1.58162
1.23638
0.880808
0.545455
0.2

Fonte: O autor com o Tecplot 360 (2021).
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3. Terceiro problema

Solugdo exata : u(x,y,2) =re? + y?sen(z) + z*cos(x).

Equacao de Poisson :

Fronteira frontal : u(z, 0, z) = 2% + 2*cos(z);

02 02 02
) u(x,y, z) + a—g/?u(x,y, z) + @u(x, Y, z) =2 (e + sin(z) + cos(x)) +
—22cos(x) + x%e¥ — yPsin(z)).
Dominio: [0, 1]x[0, 1]x[0, 1].
Condicdes de contorno de Dirichlet:
Fronteira inferior : u(z,y,0) = x?%e¥;
Fronteira superior : u(z,y,1) = 2%¢¥ + y*sen(1) + cos(x);
Fronteira esquerda : u(0, y, 2) = y*sen(z) + 27
Fronteira direita : u(1,y, 2) = ¥ + y*sen(z) + z*cos(1);
(z,0,2) =
u(r, 1,2) =

Fronteira posterior : u(x, 1, z) = 2%e + sen(z) + z%cos(z).
Condigdo inicial para os pontos interiores do dominio: u(z,y, z) = 0.

Tabela 3.17 — Solu¢do numérica do terceiro problema 3D pelo método de Gauss-Seidel

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.1

Numero de iteragdes 138

|lerro absoluto|| 4.49052¢ — 005
Tempo de CPU (s) 0.6567 s

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.02

Numero de iteragdes 2523

|lerro absoluto|| 8.92937e — 005
Tempo de CPU (s) 1252 s

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.01

Numero de iteragdes 8626

||lerro absoluto|| 3.78902¢ — 004
Tempo de CPU (s) 3534 s

Passo espacial: hx = 0.02 hy = 0.1 hz =0.1

Numero de iteracdes 1008

|lerro absoluto|| 2.14633e — 005
Tempo de CPU (s) 2.499 s

Passo espacial: hz = 0.1 hy = 0.02 hz = 0.1

Numero de iteragdes 1004

||lerro absoluto|| 1.70853e — 005
Tempo de CPU (s) 2.049 s

Passo espacial: hx = 0.1 hy = 0.1 hz = 0.02

Numero de iteracoes 1006

||lerro absoluto|| 2.23853e — 005
Tempo de CPU (s) 2.888 s

Fonte: O autor.
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Tabela 3.18 — Solu¢ao numérica do terceiro problema 3D pelo método SOR

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.1; w=1.6

Numero de iteragoes 43

|lerro absoluto|| o, 4.62281e — 005
Tempo de CPU (s) 0.8859 s

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.02; w=1.9

Numero de iteragdes 219

|lerro absolutol|| 1.91005e — 006
Tempo de CPU (s) 18.55 s

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.01; w=1.9

Numero de iteracdes 635

|lerro absoluto| . 7.67582¢ — 006
Tempo de CPU (s) 258.2 s

Passo espacial: hx =0.02 hy =0.1 hz=0.1; w=1.9

Numero de iteracoes 184

|lerro absoluto|| 3.64771e — 005
Tempo de CPU (s) 0.9684 s

Passo espacial: hx = 0.1 hy =0.02 hz =0.1; w=1.9

Numero de iteracoes 179

|lerro absoluto| . 2.30278¢ — 005
Tempo de CPU (s) 0.6102 s

Passo espacial: hx = 0.1 hy =0.1 hz =0.02; w=1.9

Numero de iteragoes 184

|lerro absoluto|| 3.9744e — 005
Tempo de CPU (s) 0.9077 s

Fonte: O autor.

Figura 3.9 — Solucdo numérica a[i|[j][k] do terceiro problema 3D no dominio [0, 1]x [0, 1] %[0, 1],
usando SOR, com hx = hy = hz = 1072, w = 1.9 e 635 iteracdes

3.65455
3.30808
296364
261818
227273
1.92727
158182
1.23636
0.880909
0.545455
02

Fonte: O autor com o Tecplot 360 (2021).
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4. Quarto problema

Solugdo exata : u(z,y, z) =cos(2mx)cos(2my)cos(2mz).

Equacdo de Poisson :

32 82 82
pye) u(x,y, z) + 873/2”(96’% z)+ 52 u(z,y,z) = — 12n%cos(2rxw)cos(2my)cos(2n2).

Dominio: [0, 1]x[0, 1]x[0, 1].
Condicdes de contorno de Neumann:

0
Fronteira inferior : — —u(z,y,0) = 2wsen (27(0)) cos(2mx)cos(2my) = 0;

0z

Fronteira superior P = ,1) = —27sen (27(1)) cos(2mz)cos(2my) = 0;

~ulz,
. 8
Fronteira esquerda : ~ u(0,y, 2) = 2msen (2m(0)) cos(2my)cos(2mz) = 0;

0
Fronteira direita : a—u(l,y, z) = —2msen (2n(1)) cos(2my)cos(2mz) = 0;
x

0
Fronteira frontal : — a—u(x, 0,z) = 2wsen (2m(0)) cos(2mx)cos(2mz) = 0;
Y

0
Fronteira posterior : a—u(m, 1,2) = —2msen (2m(1)) cos(2mx)cos(2mz) = 0.
Y

Condigo inicial para os pontos interiores do dominio: u(z,y, z) = 0.

Tabela 3.19 — Solucao numérica do quarto problema 3D pelo método de Gauss-Seidel

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.1

Numero de iteragdes 133

Variagdo relativa maxima no GS 9.59132e — 007
|lerro absoluto|| 3.35588e — 002
Tempo de CPU (s) 0.61 s

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.02

Numero de iteragdes 1858

Variagdo relativa maxima no GS 9.99903e — 007
|lerro absoluto|| 1.31707e — 003
Tempo de CPU (s) 73.12 s

Passo espacial: ho = hy = hz = 0.0125

Numero de iteragdes 32173

Variagdo relativa mdxima no GS 6.41806e — 007
||lerro absoluto|| 5.142e — 004
Tempo de CPU (s) 5073 s

Passo espacial: hx = 0.02 hy =0.1 hz =0.1

Numero de iteracdes 513

Variacao relativa maxima no GS 9.86846e — 007
||lerro absoluto)|| . 2.25835e — 002
Tempo de CPU (s) 1.503 s

Fonte: O autor.
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Tabela 3.20 — Solu¢do numérica do quarto problema 3D pelo método SOR

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.1; w=1.6

Numero de iteracoes 92

Variagdo relativa maxima no SOR 9.64194e — 007
|lerro absoluto|| 3.35588¢ — 002
Tempo de CPU (s) 0.5834 s

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.02; w=1.9

Numero de iteracdes 620

Variagao relativa maxima no SOR 9.82617e — 007
|lerro absoluto| . 1.31701e — 003
Tempo de CPU (s) 34.43 s

Passo espacial: hx = hy = hz = 0.0125; w=1.9

Numero de iteragdes 100001
Variacao relativa médxima no SOR 24013.4

|lerro absoluto|| . 5.142e¢ — 004
Tempo de CPU (s) 1.575e 4+ 004 s
Passo espacial: hx = 0.02 hy =0.1 hz=0.1; w=1.9

Numero de iteragoes 295

Variagdo relativa maxima no SOR 9.85619e — 007
|lerro absoluto| . 2.2583¢ — 002
Tempo de CPU (s) 0.9348 s

Fonte: O autor.

Figura 3.10 — Solugdo numérica a|i][j][k] do quarto problema 3D no dominio [0, 1]x [0, 1]x [0, 1],
usando SOR, com hx = hy = hz = 2x1072, w = 1.9 e 620 iteracdes

08

0.736364

0572727

0.405081

0245455

D.og18182
-0.0818182
-0.245455
-0.408081
-0.572727
-0.736364
-0.9

Fonte: O autor com o Tecplot 360 (2021).
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3.3 ANALISE DAS SIMULACOES

Na andlise das Tabelas 3.1 a 3.20, com resultados ilustrados nas Figuras 3.1 a 3.10, a
eficiéncia do método esta atrelada a quatro pardmetros: nimero de iteragdes; variagdo relativa

maxima; erro absoluto; tempo de CPU.

3.3.1 BIDIMENSIONAIS

Analisando os testes com condicdes de contorno de Dirichlet (problemas um a cinco),

concluimos que:

1. o método SOR, com w adequado, mostrou-se mais eficiente do que o método de Gauss-
Seidel quanto aos pardmetros nimero de itera¢des e tempo de CPU, determinando, geral-

mente, erros absolutos menores;

2. no método SOR, os pardmetros de relaxacdo w = 1.6 e w = 1.9 foram mais eficientes
(aceleracdo da convergéncia), respectivamente, em malhas mais grossas e em malhas mais

finas;
3. o método SOR, com w adequado, foi eficiente em malhas isotrépicas e anisotrépicas;

4. com um maior refinamento da malha, os erros absolutos aumentaram.

Quanto ao teste com condi¢des de contorno de Neumann (problema seis), a condi¢do de

compatibilidade (3.3) foi atendida na constru¢@o da solucdo manufaturada, ou seja,
101
// cos(2mx)cos(2my)dydr = / g=0.
0Jo 19)

Neste teste, os métodos de Gauss-Seidel e SOR sdo ineficientes em uma malha 500x500,
uma vez que a variagfo relativa maxima € grande (>> 107°) e o nimero de interagdes € o
valor maximo imposto (ITMAX = 10°). Em uma malha 100x100, o método de Gauss-Seidel é

eficiente, o que equivale ao método SOR com w = 1.

3.3.2 TRIDIMENSIONAIS

Nos testes com condi¢des de contorno de Dirichlet (problemas uma a trés), constatamos

que:

1. o método SOR, com w adequado, mostrou-se mais eficiente do que o método de Gauss-
Seidel quanto aos parametros nimero de iteragdes e tempo de CPU, determinando, geral-

mente, erros absolutos menores;
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2. no método SOR, os pardmetros de relaxacdo w = 1.6 e w = 1.9 foram mais eficientes
(aceleracdo da convergéncia), respectivamente, em malhas mais grossas e em malhas mais

finas;
3. o método SOR, com w adequado, foi eficiente em malhas isotrépicas e anisotrépicas;

4. com um maior refinamento da malha, os erros absolutos aumentaram.

Quanto ao teste com condicdes de contorno de Neumann (problema quatro), a condi¢ao

de compatibilidade (3.4) foi respeitada na constru¢c@o da solucao manufaturada, isto €,
10101
/// cos(2mx)cos(2my)cos(2mz)dzdydr = // g=0.
0J/0Jo 19)

Neste teste, 0 método SOR € ineficiente em uma malha 80x80x80, pois a variacdo relativa
madxima é grande (>> 107%) e o ndmero de interagdes é o valor maximo imposto (ITMAX =

10°). J4 o método de Gauss-Seidel foi eficiente nessa malha.
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4 SIMULACOES COMPUTACIONAIS: PROBLEMAS SINGULARES

2D

Neste capitulo, simulamos numericamente cinco problemas elipticos bidimensionais. Os

quatro primeiros, com solucdo exata conhecida, foram propostos por Mitchell (2017) para testar

singularidades em malhas adaptativas; o quinto ¢ uma adaptacio do problema de transmissao de

calor analisado por Gpsgui (2019), com solucdo exata desconhecida.

4.1 SOLUCAO ANALITICA SUAVE

Este € um problema bem comportado, isto €, um problema onde pequenas variagdes nos

parametros implicam em pequenas variagdes na solug@o. O nimero inteiro a determina o grau

do polindmio na solugdo exata.

Solugdo exata: u(z,y) = 2*z%(1 — z)%y*(1 — y)*
10,10

Solugdo exata para a = 10: u(x,y) = 299210(1 — )90 (1 — y)*0.

Equacdo de Poisson para a = 10:

0? 0?

@u(x,y) + a—yQu(:B,y) =204/ 10(1 — 4)10 (90:68(1 —2)1%° —2002°(1 — 2)? + 902'°(1 — x)8> +

+290210(1 = 2)! (90y5(1 - )'® - 2005° (1 — )° + 90y (1 - »)*) .

Dominio: [0, 1]x[0, 1].
Condicdes de contorno de Dirichlet:
Fronteira inferior : u

Fronteira superior : u
Fronteira esquerda : u

Fronteira direita : u

Condigo inicial para os pontos interiores do dominio: u(z,y) = 0.

Tabela 4.1 — Solucao numérica do problema Solucdo analitica suave 2D pelo método SOR

Passo espacial: hx = hy = 0.002; w=1.9

Numero de iteracdes

37663

Variacao relativa mdxima no SOR

9.99497e — 007

||lerro absoluto||

3.92699¢ — 005

Tempo de CPU (s)

3148 s

Passo espacial: hz = hy = 0.001; w=1.9

Numero de iteracoes

100001

Variacao relativa mdxima no SOR

8.18913e — 002

|lerro absoluto||

9.81529¢ — 006

Tempo de CPU (s)

3.013e + 004 s

Fonte: O autor.
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A Tabela 4.1 mostra os resultados das simulagdes em malhas uniformes 500x500 e
1000x1000 obtidas com o método SOR. As solugdes exata e numérica sdo ilustradas, respectiva-

mente, nas Figuras 4.1(a) e 4.1(b).

Figura 4.1 — Solugdo do problema Solugcdo analitica suave 2D no dominio [0, 1]x[0, 1]: (a)
solugdo exata; (b) solu¢io numérica usando SOR, com hx = hy = 1073, w = 1.9
e 100001 iteracdes
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(b)
Fonte: O autor com o Matlab (2021).
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4.2 PICO

Este problema apresenta um pico exponencial no interior do dominio. O par ordenado
(z., y.) sinaliza a localizagdo do pico, enquanto o parimetro o determina a amplitude do pico.
Solugio exata: u(x, y) = e~ ((@=we)*+(y=ve)*)
Solugio exata para & = 1000 e (2., y.) = (0.5,0.5): u(x,y) = e~ 1000((z-05)*+(y—0.5)%)
Equagdo de Poisson para o = 1000 e (x., y.) = (0.5,0.5):

82 82 1000( 2 2 0.5
5 Y) g, y) =4000000e 100w 08) 2

_40000006—1000(x2—ac+y2—y+0.5)x_i_
+4000000€—1000(z2—:1:+y2—y+0.5)y2+
(

_40000006_1000 x2—x+y2—y+0.5)y+
+19960006—1000(12—z+y2—y+0.5) )

Dominio: [0, 1]x[0, 1].

Condicdes de contorno de Dirichlet:
—1000((z—0.5)2+(—0.5)?).

Fronteira inferior : u(z,0) = e :
Fronteira superior : u(z, 1) = ¢~ '000((z-0.5*+(0.57%),
Fronteira esquerda : u(0,y) = ¢~ 1000((=0.5)*+(y—0.5)?).

Fronteira direita : u(1,y) = ¢ 1000((05)*+(=05)%),

Condigdo inicial para os pontos interiores do dominio: u(z,y) = 0.

Tabela 4.2 — Solu¢do numérica do problema Pico 2D pelo método SOR

Passo espacial: hx = hy = 0.002; w=1.9

Numero de iteragdes 36674

Variagdo relativa maxima no SOR 9.99412e — 007
|lerro absoluto|| 1.00121e — 003
Tempo de CPU (s) 3434 s

Passo espacial: hz = hy = 0.001; w=1.9

Numero de iteracoes 100001
Variagdo relativa maxima no SOR 3.74592e — 002
|lerro absoluto|| 2.50074e — 004
Tempo de CPU (s) 3.68e + 004 s

Fonte: O autor.

A Tabela 4.2 mostra os resultados das simula¢des em malhas uniformes 500x500 e
1000x1000 obtidas com o método SOR. As solugdes exata e numérica sdo ilustradas, respectiva-

mente, nas Figuras 4.2(a) e 4.2(b).
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Figura 4.2 — Solu¢@o do problema Pico 2D no dominio [0, 1]x [0, 1]: (a) solugdo exata; (b)
solu¢do numérica usando SOR, com hx = hy = 1073, w = 1.9 e 100001 iteracdes

(b)
Fonte: O autor com o Matlab (2021).

4.3 SINGULARIDADE NA FRONTEIRA ESQUERDA

De acordo com Mitchell ( 2017), muitos artigos empregam um exemplo 1D com uma

singularidade da forma x® no ponto final a esquerda do dominio. Esse exemplo pode ser estendido
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para 2D considerando-se a soluc@o constante em y. No quadrado unitdrio, o resultado € uma
solucdo que € singular ao longo da fronteira esquerda. O parametro o > ; indica a "forca" da
singularidade.
Solucdo exata: x“.
Solugdo exata para a = 0.6: u(z,y) = x°°.
Equacio de Poisson para o = 0.6:

0? 0?

@u(m, y) + 6—y2u($,y) = —0.242~

Dominio: [0, 1]x[0, 1].

Condig¢oes de contorno de Dirichlet:

Fronteira inferior : u(x,0) = 2°¢;
Fronteira superior : u(z,1) = 2%,
Fronteira esquerda : u(0,y) = 0;

Fronteira direita : u(1,y) = 1.

Condigo inicial para os pontos interiores do dominio: u(z,y) = 0.

Tabela 4.3 — Solucdo numérica do problema Singularidade na fronteira esquerda 2D pelo método
SOR

Passo espacial: hx = hy = 0.002; w=1.9

Numero de iteracdes

9651

Variacao relativa mdxima no SOR

9.99512¢ — 007

|lerro absoluto||

6.38978e — 003

Tempo de CPU (s)

2355 s

Passo espacial: hz = hy = 0.001; w=1.9

Numero de iteracoes

31087

Variacao relativa méxima no SOR

9.99899¢ — 007

||lerro absoluto||

4.58187e — 003

Tempo de CPU (s)

4763 s

Fonte: O autor.

A Tabela 4.3 mostra os resultados das simulagdes em malhas uniformes 500x500 e
1000x1000 obtidas com o método SOR. As solugdes exata e numérica sdo ilustradas, respectiva-
mente, nas Figuras 4.3(a) e 4.3(b).
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Figura 4.3 — Solucdo do problema Singularidade na fronteira esquerda 2D no dominio
[0,1]x[0,1]: (a) solucdo exata; (b) solugdo numérica usando SOR, com hx =
hy = 1073, w = 1.9 € 100001 iteragdes
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4.4 SINGULARIDADE INTERIOR

Este problema € uma extensao do problema apresentado na secdo 4.3, idealizado para
definir uma linha singular inclinada que ndo coincida com a fronteira. Os parametros o e 3

determinam, respectivamente, a magnitude da singularidade e a inclina¢ao da linha singular.

) cos(my/2) v <By+1)
Solugdo exata: u(z,y) = .

cos(my/2) + (x — By +1))* x> By +1)
Dominio: [—1, 1]x[—1, 1].
cos(my/2) se —1<x<0
Solugdo exata paraav = 2.5e = 0: u(z,y) = :
cos(my/2) +x*° se0 <z <1
Equacdo de Poisson para v = 2.5¢e § = 0:

2
0? 0?
@U(ﬂ% y) + aTJQU(l“,y) =

2
3.75z1/2 — 7TZcos (72/) se0 <z <1

Condig¢oes de contorno de Dirichlet:

0 se —1<2<0

Fronteira inferior : u(z, —1) = ;

2% sel0<zx<1

0 se —1<z<0

Fronteira superior : u(z, 1) = ;

2% se0<ax <1
Fronteira esquerda : u(—1,y) = cos(my/2);

Fronteira direita : u(1,y) = cos(my/2) + 1.
Condigao inicial para os pontos interiores do dominio: u(z,y) = 0.

Tabela 4.4 — Solu¢@o numérica do problema Singularidade interior 2D, com o = 2.5e 3 = 0,

pelo método SOR
Passo espacial: hx = hy = 0.004; w=1.9
Numero de iteragdes 9403
Variagdo relativa maxima no SOR 9.99948e — 007
||lerro absoluto|| 1.14475e — 003
Tempo de CPU (s) 316.7 s
Passo espacial: hz = hy = 0.002; w=1.9
Numero de iteragdes 29994
Variagdo relativa maxima no SOR 9.99947e — 007
||lerro absoluto| 5.03542e — 003
Tempo de CPU (s) 3603 s

Fonte: O autor.
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A Tabela 4.4 mostra os resultados das simulagdes em malhas uniformes 500x500 e
1000x1000 obtidas com o método SOR. A solu¢do numérica € ilustrada na Figura 4.4. Para os

parametros « = 2.5 e 3 = 0, observamos uma linha singular suave em = = 0.

Figura 4.4 — Solugdo do problema Singularidade interior 2D, com o = 2.5 ¢ # = 0, no dominio
[—1,1]x[—1, 1]: (a) solugdo exata; (b) solu¢do numérica usando SOR, com hx =
hy = 4x1073, w = 1.9 e 9403 iteracdes
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Dominio: [—1, 1]x[—1,1].

cos(my/2) se —1<zx<0
Solugdo exataparacv = 1.1e = 0: u(z,y) = .
cos(my/2) + 1!t se0<x <1
Equacdo de Poisson paraa = 1.1e 8 = 0:

2
o2 o2 —W—cos <7Ty> se —1<z<0
WU(% y) + WU(% y) = 4 27T2 Y

u Y 0.1127%9 — ZCOS (2) se0<z<1

Condicdes de contorno de Dirichlet:

e 0 se —1<z2<0
Fronteira inferior : u(x, —1) = :

I

T se0<z<1

. . 0 se —1<z2<0
Fronteira superior : u(z, 1) = :

9

M ose0<ax <1
Fronteira esquerda : u(—1,y) = cos(my/2);

Fronteira direita : u(1,y) = cos(ny/2) + 1.
Condigdo inicial para os pontos interiores do dominio: u(z,y) = 0.

Tabela 4.5 — Solucdo numérica do problema Singularidade interior 2D, com o = 1.1e § = 0,

pelo método SOR
Passo espacial: hx = hy = 0.004; w=1.4
Numero de iteragdes 53164
Variacao relativa mdxima no SOR 9.99963e — 007
|lerro absoluto|| 1.88862¢ — 001
Tempo de CPU (s) 2214 s
Passo espacial: hx = hy = 0.002; w=1.4
Numero de iteragdes 100001
Variagdo relativa maxima no SOR 3.85374e — 006
||lerro absoluto|| 4.48575e — 002
Tempo de CPU (s) 1.654e 4+ 004 s

Fonte: O autor.

A Tabela 4.5 mostra os resultados das simula¢des em malhas uniformes 500x500 e
1000x1000 obtidas com o método SOR. A solu¢do numérica € ilustrada na Figura 4.5. Para os

parametros o = 1.1 e 8 = (, observamos uma acentuada linha singular em x = 0.
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4.5 DISTRIBUICAO DE TEMPERATURA

Neste problema, adaptado de Gpsgui (2019), temos um canal retangular no qual o calor

gerado por uma fonte € dissipado.

Para simular a fonte de calor, usamos Figura 4.6 — Condi¢do de contorno u(z,y) =

. . . _ _ )4 .
a funcdo ilustrada na Figura 4.6 como condi- 80e~°(1=®)" para a fronteira supe-
cdo de contorno na fronteira superior do canal. rior do problema Distribui¢do de
Essa fun¢do tem um maximo igual a 80 em temperatura

x = 1. Na simula¢do numérica, aplicamos o

operador Laplaciano (2.70) em todo o domi- -
nio, exceto na fronteira superior, que ¢ mantida
fixa. Desta forma, queremos observar se a tem-
peratura € distribuida de forma a preservar o
valor maximo 80 somente na fronteira supe-

rior, onde esta localizada a “fonte” de calor.

Na equacio de Poisson, a fungdo f = »
1(5) 5 modela a dissipagdo do calor (GPSGUI, .
2019).
Solugdo exata: ndo ha. Fonte: O autor com o Winplot (2012).

Equacdo de Poisson:
0? 0? 5
@U( y)+ a2 u(z, ?J):_TOG'
Dominio: [0, 2]%[0, 1].

Condicdes de contorno de Dirichlet:
Fronteira inferior :

Il
SRS N

u(,

050 x)4

Fronteira superior : u(z,

?

Fronteira esquerda : u

<

Fronteira direita : u

(,0)
(z,1)
(0,9)
(2,)

Y

Condigo inicial para os pontos interiores do dominio: u(z,y) = 0.

Tabela 4.6 — Solugdo numérica do problema Distrituicdo de temperatura pelo método SOR

Passo espacial: hxz = 0.004, hy = 0.002; w=1.9

Numero de iteragdes 35878

Variagdo relativa maxima no SOR 9.99946e — 007
Tempo de CPU (s) 738 s

Passo espacial: hz = 0.002, hy = 0.001; w=1.9

Numero de iteragdes 100001
Variagdo relativa maxima no SOR 1.28106e — 006
Tempo de CPU (s) 8453 s

Fonte: O autor.
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A Tabela 4.6 mostra os resultados das simulagdes em malhas uniformes 500x500 e
1000x1000 obtidas com o método SOR. A solucdo numérica em ambas as malhas € ilustrada
nas Figuras 4.7 e 4.8. Podemos observar nessas figuras que a temperatura mixima ocorre na

fronteira superior, onde se localiza a “fonte” de calor.

Figura 4.7 — Solucdo numérica do problema Distribuicdo de temperatura 2D no dominio
[0,2]x[0, 1], usando SOR, com hz = 4 - 1073, hy = 2- 1073, w = 1.9 e 35878
iteragdes: (a) visualizacio bidimensional; (b) visualizacdo tridimensional
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Fonte: O autor com o Matlab (2021).
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Figura 4.8 — Solucdo numérica do problema Distribuicdo de temperatura 2D no dominio
[0,2]x]0, 1], usando SOR, com hx = 2 - 1073, hy = 1073, w = 1.9 e 100001
iteragdes: (a) visualizacio bidimensional; (b) visualizacdo tridimensional
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Fonte: O autor com o Matlab (2021).
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4.6 ANALISE DAS SIMULACOES

Um ponto singular, ou singularidade, € um ponto no qual uma funcio nao é definida
ou deixa de ser “bem-comportada” devido, por exemplo, a falta de diferenciabilidade ou de

analiticidade.

Ao simular numericamente modelos com singularidades, devemos avaliar aspectos tais

como: método de discretizacdo; tipo de malha; método de solugao de sistemas lineares.

Analisando as simulac¢des deste capitulo, concluimos que o método SOR, quando empre-
gado para solucionar sistemas lineares provenientes da discretizagdo com diferencas finitas de
EDPs elipticas de segunda ordem em malhas estruturadas, ndo € eficiente na solu¢do numérica
de problemas com singularidades fortes, como evidencia a problema Singularidade interior 2D,

coma=11ep=0.
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5 CONCLUSOES

Apresentamos neste trabalho solu¢des manufaturadas para a equacao de Poisson, uma
equacdo diferencial parcial eliptica de segunda ordem. Aproximamos essas solu¢des numeri-
camente empregando o método de diferencas finitas em malhas estruturadas em duas e trés
dimensdes. Nas aproximagdes, calculadas através de cédigos computacionais construidos em
Linguagem C, utilizamos os métodos iterativos de Gauss-Seidel e SOR para solucionar os
sistemas lineares provenientes da discretizagdo das EDPs. Com o auxilio dos softwares Matlab e

Tecplot 360, visualizamos as solucdes exata e numérica.

Baseados nos testes executados no Capitulo 3, concluimos que o método SOR exige,
geralmente, um nimero consideravelmente menor de iteracdes do que o método de Gauss-Seidel
para solucionar os sistemas lineares advindos do processo de discretizacdo usando diferencas
finitas. Mesmo assim, como mostram alguns testes do Capitulo 3 e as simula¢des do Capitulo 4, o
método SOR tem convergéncia lenta quando aplicado a problemas com condi¢des de contorno de
Neumann e a problemas com singularidades. Estes problemas podem ser solucionados de forma
mais eficiente com o emprego do método multigrid em malhas adaptativas com refinamento
localizado (NOS; ROMA; CENICEROS, 2005; NOS, 2007; CENICEROS; NOS; ROMA, 2010;
NOS; CENICEROS; ROMA, 2012; NOS et al., 2017).

Os principais desafios/dificuldades enfrentados pelo autor na elaboragdo deste trabalho
foram: compreensao/associacio das estruturas da linguagem C; selecdo de testes para o Capitulo
4; teste de valores 6timos para o parametro de relaxacdo w no método SOR; emprego do Matlab
para construir figuras tridimensionais. Quanto ao Matlab, o autor ndo conseguiu emprega-lo para

construir figuras 4D. Essas figuras foram geradas no Tecplot 360.

Este trabalho pode ser melhorado com a inclusdo de testes manufaturados com condi¢des
de contorno periddicas e de Neumann, com a presenca de singularidades fortes e ndo linearidades.
O intuito € destacar sob quais condi¢des o método SOR ¢ eficiente na solu¢dao numérica de EDPs

elipticas de segunda ordem discretizadas com diferencas finitas em malhas estruturadas 2D e
3D.
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APENDICE A

NORMAS

Seja M™" o espago vetorial das matrizes mxn reais ou complexas. Uma norma || - ||
¢ uma funcao que associa a cada matriz um nimero real ndo negativo e satisfaz as seguintes

propriedades:

1. ||A|| = 0 se e somente se A é uma matriz nula;
2. [[sA[] = |s|IA]l;

3. ||[A+ BJ|| <||4]|| + || B]| (desigualdade triangular),

comA,Be M™ ek eR.

Umanorma ||-|| : R" — R, que associa a um vetor de R" um nimero real, é denominada

norma vetorial. Similarmente, uma fungdo || - || : R"*" — R é uma norma matricial.

A norma de uma matriz € uma medida de quao grande sdo seus elementos; € uma medida
para determinar o "tamanho" de uma matriz de tal forma que nao € necessério saber quantas
linhas e colunas a matriz tem (BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2016). A norma de uma matriz
associada a um sistema linear pode ser um indicativo da convergéncia do método numérico

empregado para soluciond-lo (HUMES et al., 1984).

A NORMA-1

A norma-1 de uma matriz A € definida como sendo
n
All; = max Qi
1Al = max. (3 Jas ).
=1
ou seja, € a maior soma dos médulos dos elementos das colunas de A.

Exemplo A norma-1 da matriz
2 =5
-1 -3

A=

Ally = 8, uma vez que a soma dos valores absolutos dos elementos da primeira e da segunda
—-5|+|-3=8

é

colunas de A é, respectivamente, igual a: 2 + | — 1| = 3;
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A NORMA EUCLIDIANA

A norma Euclidiana de uma matriz A, também denominada norma-2, € definida como

1Al =, ZZ()

ou seja, € a raiz quadrada da soma dos quadrados dos elementos de A.

sendo

Exemplo A norma Euclidiana da matriz

a=]? 7]

Ally = /39, porque (/22 + (=5)2 + (—1)2 + (=3)2 = v/30.

é

A NORMA DO MAXIMO

A norma do méaximo de uma matriz A, também denominada norma infinito, é definida
como sendo
|[Alloo = max{]a;;|},

ou seja, € o maior valor absoluto dos elementos de A (BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2016).

Exemplo A norma do mdximo da matriz

o

Al|lso = 5, isto porque | — 5| > | — 3] > 2] > | — 1]

é
Podemos empregar o conceito de norma de uma matriz para determinar a magnitude do

erro cometido na solu¢do numérica de uma EDP pelo método das diferencas finitas. Exemplifi-

1 1.1
cando, suponhamos que A = |4| e B = |4.2| representem, respectivamente, as solugdos exata
7 7
0.1
e numérica de uma EDP em um determinado conjunto de pontos. Ao calcularmos B—A = [0.2],
0

temos que ||B — A||« = 0.2. Esta medida representa o maior erro absoluto cometido na aproxi-

macao e reflete o0 desempenho do método numérico na solu¢do numérica da EDP.
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APENDICE B

CODIGO PARA GERACAO DE FIGURAS 3D PELO MATLAB

o

% Program to generate a graphic of a function by a txt file

datl = importdata(’D:\Testes\2D\numeric_poisson2D.txt’);

x = datl(:,1);

y = datl(:,2);

z = datl(:,3);

F = scatteredInterpolant(x, y, z);
xx = linspace (min(x), max(x));

yy = linspace (min(y), max(y));
[XX, YY] = meshgrid(xx, vyy);

27 = F (XX, YY);
mesh (XX, YY, 7ZZ, 'facecolor’, ’'none’);
colorbar;
% Program to generate a surface in matlab
[X,Y]= meshgrid(0:0.01:1,0:0.01:1);

surf (X,Y,X.*Y);

colorbar
% Program to generate a function defined by two sentences
[X,Y]= meshgrid(-1:0.02:1,-1:0.02:1)
z=cos (pi*Y/2);

mask = X >0;

z (mask) = z(mask)+X (mask).”1.1;

surf (X,Y, z);

colorbar

CODIGO C BIDIMENSIONAL
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//Program to solve 2D Poisson’s equation by finite difference method

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include <conio.h>

#define imax 1005
#define Jmax 1005
#define tol pow (10, -4)
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#define itmax pow(10,5) //Number of maximum iterations in

Gauss—-Seidel Method

//******************************************************

//Functions

//******************************************************

double ex (double x,double y) {
double exact;
exact=cos (2xM_PIxx) *xcos (2+xM_PIxy);

return exact;

double f (double x,double vy) {
double value;
value=-8+pow (M_PI,2.)*cos (2«M _PIxx)*cos (2+«M_PIxy);

return value;

void initialdata (void);

void dirichletboundary (void);
void neumannboundaryl (void);
void neumannboundary2 (void);
volid initialconditionsl (void);

void i1nitialconditions2 (void)

~e

void ghostpoints (void);
void gaussseidel (void);
void sor (void);

void outputdata (void);

//******************************************************

//Global variables

//******************************************************

int i, 3j,it,m,n;

double hx,hy,sx,sy,erro=-1.0,erroaux;

double al[imax] [Jjmax],aaux[imax] [Jjmax];
//****‘k*************************************************
//Main

//*‘k**********‘k**********‘k******************************

int main () {
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53
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55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
7
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
38
89
90
91
92
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initialdata ();
//dirichletboundary () ;
neumannboundaryl ();
//neumannboundary?2 () ;
initialconditionsl ();
//initialconditions2 ();
ghostpoints ();
//gaussseidel ();

sor ();

outputdata ();

printf ("\nData stored\nPress any key to exit...");

getch ();

return 0;

//******************************************************

//Initial data

//******************************************************

void initialdata (void) {

//Length in x direction

sx=1;

//Number of steps in x direction
m=100;

//Length in y direction

sy=1;

//Number of steps in y direction
n=100;

//Spatial step

hx=sx/m;

hy=sy/n;

//number of mesh points is one more than number of steps
m=m+1;

n=n+1;

}

//*‘k**********‘k**********‘k******************************

//Assigning boundary conditions

//******************************************************
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118

119

120
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122

123
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void dirichletboundary (void)

for (i=1;i<=m; i++) {
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{

alil[l]l=exp(sin((i-1)~*hx)+1.0); //bottom

ali] [n]=exp(sin((i-1)+hx)+cos(6.0)); //top

}
for (3=1; j<=n; j++) {

alll[jl=exp(cos((j-1)«*hy)); //left
alm] [jl=exp(sin(10.0)+cos ((j—1) xhy)); //right

//Exact first derivative

volid neumannboundaryl (void)

for (i=1;i<=m; i++) {

al[i][1]1=0.0;
ali]l [n]=0.0;

for (j=1; j<=n; j++) {
all][j]1=0.0;
alm] [j]1=0.0;

/ /bottom
//top

//left
//right

//Second-order discrete first derivative

void neumannboundary2 (void)

for (i=1;i<=m;i++) {

{

alil[1]=(-3*a[i][1]+4*ali][2]-a[i][3])/(2*hy); //

bottom

alil [n]=(3*xal[i]l [n]-4%a[i]l[n-1]1+ali] [n-2])/(2xhy); //

top

}
for (3=1; j<=n; j++) {

allll[jl=(-3%alll[jl+4*al2][J]1-al31[3])/(2+hx); //left
alm] [J1=(3xa[m] [J]l-4*a[m-1][jl+alm-2]1[3J])/ (2+«hx); //

right
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//*‘k******‘k***‘k*******“k**‘k******************************
//Assigning initial condition

//******************************************************

//Interior points

volid initialconditionsl (void) {

for (i=2;i<m; i++) {
for (j=2; j<n; j++) {
al[i][]J]1=0.0;

aaux[i] [j]=alil [3];

//Entire domain

void i1nitialconditions2 (void) {

for (i=1;i<=m;i++) {
for (3=1; j<=n; j++) {
alill[3j1=0.0;

aaux[i] [j1=alil[]];

//******************************************************

//Assigning ghost points

//******************************************************

void ghostpoints (void) {

for (i=1; i<=m; i++) {
alil[0]=alil[2]; //bottom
afil [n+l]l=a[il [n-1]; //top

}

for (3=0; j<=(n+1); j++) {
al0][jl=al2][3]1; //left
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alm+l] [jl=alm-1]1[3j]; //right

//******************************************************

// Finite difference scheme - Iterative Gauss-Seidel

//******************************************************

void gaussseidel (void) {

int it=0;

double errogs=1.0,erroaux?;

FILE xgs;

gs=fopen ("iterations2D_GS.txt","w");

while ((errogs>=tol) && (it<=itmax)) {
errogs=0.0;
for (i=1;i<=m; i++) {
for (3=1; j<=n; j++) {
alil [jl=(-pow (hx,2) xpow (hy, 2)xf ((i-1) xhx, (]
—-1) xhy) +pow (hy, 2) x (a[i-1] [jl+a[i+1][J])+
pow (hx, 2) x (a[i]1[J-1]1+ali] [J+11))/ (2* (pow (
hx, 2) +pow (hy, 2)) ) ;
if (alil[3j1==0)
erroaux2=1.0;
else
erroaux2=fabs ((al[i] [j]l-aaux[i][]])/al
i1031);
if (errocaux2 > errogs)
errogs = erroaux?;
aaux[i] [Jl=alillJ];
}
}
ghostpoints ();
it++;
}
fprintf (gs, "The relative variation in the Gauss—-Seidel method
is equal to: %.6g\n The number of iterations in the Gauss
-Seidel method is equal to: %d\n",errogs,it);

fclose (gs);
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//******************************************************

// Finite difference scheme - Iterative SOR

//********************k**********************************

void sor (void) {

int it=0;
double errosor=1.0,erroaux3,w=1.9;
FILE *gsor;

gsor=fopen ("iterations2D_SOR.txt","w");

while ((errosor>=tol) && (it<=itmax)) {
errosor=0.0;
for (i=1;i<=m; i++) {

for (j=1; j<=n; j++) {

alil[jl=(-pow(hx,2)*pow (hy,2)«f ((i-1) «hx, (]
—-1) xhy) tpow (hy, 2) x (a[1i-1] [j]+a[i+1] [J])+
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pow (hx, 2) x (a[i1] [J-1]+ali] [J+1]))/ (2% (pow (

hx, 2) +pow (hy,2)));

alil[J]1=(1.0-w)*aaux[i] [Jl+w*xali]l [F];

if (ali]l[Jj1==0)
erroaux3=1.0;

else

erroaux3=fabs ((a[i] [J]l-aaux[i][]j])/al

i1031);

if (erroaux3 > errosor)

errosor = erroaux3;

aaux[i][jl=alil[3];
}
}
ghostpoints ();
LEks
}

fprintf (gsor, "The relative variation in the SOR method is

equal to: %.6g\n The number of iterations in the SOR

method is equal to: %d\n",errosor,it);

fclose (gsor) ;

//*‘k**********‘k**********‘k******************************

//Output files - Maximum norm of error

//*‘k**********‘k**********‘k******************************
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void outputdata (void) {

FILE *fp;
fp=fopen ("numeric_poisson2D.txt","w");
FILE xer;

er=fopen ("maximumerror2D.txt", "w") ;

for (i=1;i<=m;i++) {
for (j=1; j<=n; j++) {
erroaux = fabs(al[i][j]l-ex((i-1)*hx, (j-1) «hy))
if (erroaux>erro) {
erro = erroaux;
}
fprintf (fp, "%$.6g9 %.6g %.6g\n", (i-1)+hx, (J-1)xhy,al[i]]
1)
}
}
fprintf (er, "The maximum error made (infinite norm) is equal
to: %.6g\n",erro);
fclose (er);

fclose (fp);

CODIGO C TRIDIMENSIONAL

//Program to solve 3D Poisson’s equation by finite difference method

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include <conio.h>

fdefine imax 105

#define jmax 105

#define kmax 105

#define tol pow(10,-4)

#define itmax pow(10,5) //Number of maximum iterations in

Gauss—-Seidel Method

//******************************************************
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//Functions

//*********k***********k****k******************************

double ex(double x,double y,double z) {
double exact;
exact=cos (2+*M_PIxx)*xcos (2«M_PIxy)*cos (2«M PIxz);

return exact;

double f (double x,double y,double z) {

double wvalue;
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value=-12+pow (M_PTI,2.)*cos (2*xM_PIxx)*cos (2+xM_PIxy)*cos (2+xM_PI

*Z);

return value;

void initialdata (void);

void dirichletboundary (void);
void neumannboundaryl (void);
void neumannboundary2 (void);
void initialconditionsl (void);
void initialconditions2 (void);
void ghostpoints (void);

void gaussseidel (void);

void sor (void);

void outputdata (void);

//******************~k**********~k************************

//Global wvariables

//******************************************************

int i,3j,k,it,m,n, 1;

double hx,hy,hz,sx,sy,sz,erro=-1.0,erroaux;

double a[imax] [Jjmax] [kmax],aaux[imax] [Jjmax] [kmax];
//******************************************************
//Main

//******************************************************

int main () {

initialdata ();
//dirichletboundary () ;
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neumannboundaryl ();

//neumannboundary?2 () ;

initialconditionsl ();

//initialconditions2 ();

ghostpoints ();

//gaussseidel ();

SOr

() ;

outputdata () ;

printf ("\nData stored\nPress any key to exit...");

getch ();

return O;

//******************************************************

//Initial data

//******************************************************

void initialdata (void) {

//Length
sx=1.0;
//Number
m=100;
//Length
sy=1.0;
/ /Number
n=100;
//Length

sz=1.0;

in

of

in

of

in

x direction

steps in x direction

y direction

steps in y direction

z direction

//Number of steps in z direction

1=100;

//Spatial step

hx=sx/m;
hy=sy/n;
hz=sz/1;
//number
m=m+1;
n=n+1;
1=1+1;

}

of mesh points is one more than number of

steps
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//**k***********k***********k******************************

//Assigning boundary conditions

//******************************************************

void dirichletboundary (void) {

for (i=1; i<=m;i++) {

for (j=1; j<=n; j++) {

afi][3]1[1]=0.
ali]l [J]1[1]1=((1-1) xhx) % ((J-1)*hy);

}
for (3=1; j<=n; j++) {
for (k=1;k<=1; k++) {

all][3][k]=0.
a[m] [3] [k]=((3J-1) xhy) x ((k-1) xhz) ;

}
for (i=1;i<=m; i++) {

for (k=1;k<=1;k++) {

al[i][1][k]=0.
alil[n][k]l=((i-1) *hx)* ((k-1) *hz);

//Exact first derivative

void neumannboundaryl (void) {

for (i=1;i<=m; i++) {

for (J=1; j<=n; j++) {

afi] [3][1]=0.
afi] [3]1[1]=0.

}
for (j=1; j<=n; j++) {
for (k=1;k<=1;k++) {

alll[3j][k]l=0.
alm] [J][k]=0.

0;

0;

0j;

o O
~e  Ne

o
~.

//bottom

//left

//front

//bottom
//top

//left
//right

//top

//right

/ /back
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for (i=1;i<=m; i++) {

for (k=1;k<=1;k++) {
ali] [1][k]=
ali] [n][k]=

//front

0.0;
0.0; //back

//Second-order discrete first derivative

void neumannboundary2 (void) {

for (i=1;i<=m; i++) {

}

for (j=1; j<=n; j++) {
alil[3]1[1]1=(=3*ali][J1[1]+4*alil[]][2]-alil[]
1031)/(2xhz); //bottom
alil[31[11=(3*alil[Jj1[1]-4*ali]l[j]l[1-1]+a[i](
31[1-21)/(2%hz); //top

3
J
[

for (j=1; j<=n; j++) {

}

for (k=1;k<=1;k++) {
alll[J]llkl=(=3xall][]][kl+4*xa[2][J][k]l-al3][]
1[k1)/ (2xhx); //left
alm] [J]1[k]l=(3*a[m] [J][k]-4*a[m-1][Jj][k]+a[m
-21[311k]1)/ (2*hx); //right

for (i=1; i<=m;i++) {

}

for (k=1;k<=1;k++) {
ali] [1][k]=(=3xa[i] [1] [k]+4xa[i] [2] [k]-al1
1[31[k])/(2*hy); //front
ali]l [n] [k]=(3*al[i] [n][k]-4*xa[i] [n-1] [k]+ta[1i]]
n-2][k])/(2+hy); //back

//******************************************************

//Assigning initial condition

//******************************************************
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176 //Interior points

177

178 void initialconditionsl (void) {

179

180 for (i=2;i<m; i++) {

181 for (J=2; j<n; j++) {

182 for (k=2;k<1;k++) {

183 alill[31[k]1=0.0;

184 aaux[i] [J] [k]l=ali]l[]][k];
185 }

186 }

187 }

188}

189

190 //Entire domain

191

192 void initialconditions2 (void) {

193

194 for (i=1;i<=m; i++) {

195 for (3=1; j<=n; j++) {

196 for (k=1;k<=1;k++) {

197 ali]l[3j]1[k1=0.0;

198 aaux[i] [J][k]l=ali]l [J] [k];
199 }

200 }

201 }

202}

203

204 [/ kkkkkkk kAR A A A KKK KKK KKKk Kk kk kkk Kk Kk Kk Kk kK k ok Kk Kk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok
205 //Assigning ghost points

206 [/ Kkkkhkkkk kAR A AR KKK KKK KKK Kk kkkkkkkkk kK Kk ok Kk Kk kK ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok
207

208 void ghostpoints (void) {

209

210 for (i=1;i<=m; i++) {

211 for (3=1; j<=n; j++) {

212 alil[j]1[0]l=ali]l[3]1([2]; //bottom
213 alil[jl[1l+1l]l=alil[3]1[1-11; //top
214 }

215 }

216 for (3=1; j<=n; j++) {

217 for(k=1;k<=1;k++) {
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al0][J]l[k]l=al2][]][k]; //left
a[m+1] [j] [k]l=alm-1][3j][k]; //right

}
for (1=0; i<=(m+1) ; i++) {
for (k=0; k<= (1+1) ; k++) {
ali] [0] [k]l=a[i]l[2][k]; //front
ali] [n+1][k]l=alil [n-1][k]; //back

//******************************************************

// Finite difference scheme - Iterative Gauss-—Seidel

//*k*****************************************************

void gaussseidel (void) {

int it=0;
double errogs=1.0,erroaux?;
FILE =*gs;

gs=fopen ("iterations3D_GS.txt","w");

while ((errogs>=tol) && (it<=itmax)) {
errogs=0.0;
for (k=1;k<=1;k++) {
for (i=1;i<=m; i++) {
for (j=1; j<=n;jj++) {
ali] [3] [k]=(-pow (hx, 2) xpow (hy, 2) *pow (
hz,2)*f((i-1) *hx, (j-1) *hy, (k=1) xhz
)+
pow (hy, 2) xpow (hz,2) x (ali
-11 03] [kl+ali+1]1[J][k])
+pow (hx, 2) xpow (hz, 2) x (a
(11 [J-11[kl+ali]l[J+1][k
1)+
pow (hx,2) xpow (hy, 2) *(a[i1] [
jl[k=11+a[i]1[J][k+1]))
/ (2% (pow (hy, 2) *pow (hz
, 2) tpow (hx, 2) xpow (hz, 2)
+pow (hx, 2) xpow (hy,2)) ) ;
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if (ali]l[J][k]==0)
erroaux2=1.0;
else
erroaux2=fabs ((al[i] [J][k]-
aaux[1i][3][k])/alil [J][k])
if (erroaux2 > errogs)
errogs = erroaux2;
aaux[i] [J] [k]l=ali]l[J][k];
}

}
ghostpoints ();
A iEPF g
}
fprintf (gs, "The relative variation in the Gauss—-Seidel method
is equal to: %.6g\n The number of iterations in the Gauss
-Seidel method is equal to: %d\n",errogs,it);

fclose (gs);

//******************************************************

// Finite difference scheme - Iterative SOR

//******************************************************

void sor (void) {

int it=0;
double errosor=1.0,erroaux3,w=1.9;
FILE %gsor;

gsor=fopen ("iterations3D_SOR.txt","w");

while ((errosor>=tol) && (it<=itmax)) {
errosor=0.0;
for (k=1;k<=1;k++) {
for (i=1;i<=m;i++) {
for (j=1;J<=n; j++) |
ali] []] [k]=(-pow (hx, 2) xpow (hy, 2) xpow (
hz,2)*f((i-1) xhx, (j-1) xhy, (k-1) xhz
)+
pow (hy, 2) xpow (hz,2) x (ali
-11 031 [kl+ali+11[3]1[k])
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}
}
ghostpoints
it++;

}

()7
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+pow (hx, 2) xpow (hz, 2) x (a
(11 [J-11[kl+ali][J+1][k
1)+
pow (hx, 2) xpow (hy, 2) x (a[1] [
Jjllk-11+alil [J][k+1]))
/ (2 (pow (hy, 2) *pow (hz
, 2) tpow (hx, 2) xpow (hz, 2)
+pow (hx, 2) xpow (hy,2)) ) ;
ali]l [J]1[k]l=(1.0-w)*aaux[i] [J] [k]+wxal
i1 031 [k];
if (ali][3J][k]==0)
erroaux3=1.0;
else
erroaux3=fabs ((ali] [J] [k]~-
aaux[i][Jj]1[k])/alil[J][k])
if (erroaux3 > errosor)
errosor = erroaux3;
aaux[i] [J] [k]=ali]l [J][k];
}

fprintf (gsor, "The relative wvariation in the SOR method is

equal to: %.6g\n The number of iterations in the SOR

method is equal to:

fclose (gsor) ;

$d\n", errosor, it) ;

//******************************************************

//Output files - Maximum norm of error

//**k***********k***********k******************************

void outputdata (void) {

FILE *fp;

fp=fopen ("numeric_poisson3D.dat","w");

fprintf (fp, "%s %s
FILE xer;

[}
°

S %S %S\n","VARIABLES:","X","Y","Z","a");

er=fopen ("maximumerror3D.txt", "w") ;



315
316
317
318

319

320
321
322
323

324
325
326
327

328
329

330

109

for (k=1;k<=1;k++) {
for(i=1l;i<=m;i++) {
for (J=1; j<=n; j++) {
erroaux = fabs(ali]l[j][k]-ex((i-1)xhx
, (3-1) *xhy, (k-1) xhz));
if (erroaux>erro) {
erro = erroaux;
}
fprintf (fp, "%.6g9 %.6g %$.6g9 %.6g\n", (i-1) xhx, (
j=1) xhy, (k=-1) *hz i

~

o)
—

[
[
—
.
-
—

~
-
N
~

}

fprintf (er, "The maximum error made (infinite norm) is equal
to: %.6g\n",erro);

fclose (er);

fclose (fp);
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