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RESUMO

Neste trabalho, é apresentado o desenvolvimento de um controlador de dados amostra-
dos aplicado a um sistema helicéptero com dois graus de liberdade. Esse sistema possui
dindmica nao-linear, sendo modelado neste trabalho na forma quasi-LPV, permitindo
a utilizagdo de condigdes convexas para determinacao dos controladores desejados. A
metodologia utilizada possui robustez garantida pela norma H., para o controle das posi-
¢oes do sistema, sendo robusto a variacao da taxa de amostragem, ruidos e perturbagoes.
Além disso, como critério de desempenho foi utilizado em conjunto a norma Hs, que é
uma das contribuicoes deste trabalho. Para a analise e validacao do método proposto,
foram realizadas simulagoes computacionais variando a taxa de amostragem e introduzindo

perturbagoes ao sistema.

Palavras-chave: Controle Hy/H,, de dados amostrados. Helicoptero 2-DOF. Sistema

quasi-LPV. Sistemas nao-lineares.



ABSTRACT

In this work, the development of sampled-data controller is shown, applied to a two-degree
of freedom helicopter. This system has a non-linear dynamic, being modeled in this work in
the quasi-LPV form, allowing the utilization of convex conditions to determine the desired
controllers. The used methodology assure the robustness through H., norm bounds, where
the position control is robust to sample rate variation, noises and disturbance. Furthermore,
as a performance criterion, a H, standard was used, which is one of the contributions of
this work. For analysis and validation of the proposed method, computational simulations

were performed by varying the sample rate and adding disturbances to the system.

Keywords: Sampled Data Control Hs/H .. Helicopter 2-DOF. LPV system. Nonlinear

system.
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1 INTRODUCAO

Na area de controle classico, os processos considerados sao lineares e invariantes no
tempo (LTI), sendo possivel a aplicagao das técnicas de controle existentes e consolidadas
na literatura, tanto no tempo continuo, como discreto (OGATA, 2010). Entretanto, na
pratica existem muitos sistemas que apresentam comportamento nao-linear nos quais,
muitas vezes, técnicas de controle LTI nao sao precisamente validas. Dessa forma, uma
abordagem consiste em considerar que o modelo pode ser representado por um sistema
linear com pardmetros variantes no tempo (LPV), cuja dependéncia temporal é descrita
por uma dependéncia paramétrica variante no tempo (OLIVEIRA, 2000). Assim, para os
sistemas nao-lineares os parametros podem ser dependentes dos estados, sendo portanto
denominados de sistemas quasi-LPV (HUANG; JADBABAIE, 1999).

Dessa forma, técnicas de controle para sistemas LPV ou quasi-LPV tém recebido
uma atencao especial, tanto no desenvolvimento de novas estratégias, como em aplicacoes
praticas. Como exemplo pode-se citar a técnica de controle preditivo para sistemas multi-
LPV proposto por Yue e Su (2019), que consiste em utilizar varios sistemas LPV para
descrever o modelo e, para cada LPV, é projetado um controlador que sao comutados
por uma lei de comutacao. Um controlador robusto para sistemas LPV com atrasos ¢é
proposto por Nejem, Bouzizi e Bouani (2018), em que os parametros sao dependentes dos
estados do sistema. J4 Rahme, Meskin e Mohammadpour (2018) propéem um observador
adaptativo de modo deslizante que ¢ utilizado para diagnosticar falhas do atuador, devido
a imperfeicoes na medicao para sistemas modelados por LPV. No campo pratico, pode-se
citar trabalhos tais como o controle de realimentacao de estados para um sistema de
estacionamento automatizado proposto por AlcalA, Facerlas e Puig (2020), em que a
cinematica do sistema é representada por LPV. Outro exemplo é o controle LPV para
aerogeradores operando sob ventos fortes proposto por Djamai (2019), que consiste em
regular a velocidade do gerador para trabalhar em condigoes nominais aliviando as tensoes
induzidas na estrutura da torre. Por sua vez, Najarzadeh et al. (2021) propéem um modelo
LPV para controle e prevencao de surto do virus da influenza através da vacinagao e

tratamento antiviral.

Outro campo de aplicacao de sistemas LPV é o de controle de dados amostrados,
em que o comportamento da planta estd no tempo continuo e a atualizagao do sinal de
controle é de forma discreta (PALMEIRAS; SILVA.; FLORES, 2018). A abordagem de
controle de dados amostrados modelados por LPV tem aumentado com o tempo, devido a
necessidade pratica de implementacao das técnicas LPV com o uso de microcontroladores
(LOPES et al., 2020). Podem-se citar trabalhos como a aplicacao de controle amostrado

para sistemas LPV com parametros dependentes da func¢ao de Lyapunov que é proposta
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por Tan e Grigoriadis (2000), em que os estados do sistema e o intervalo de amostragem
dependem de parametros variantes no tempo. Para sistemas com atraso variavel nos estados,
Ramezanifar, Mohammadpour e Grigoriadis (2014) desenvolvem, a partir da combinagao
da dindmica de tempo continuo da planta e a de tempo discreto do controlador, a ideia
de sistemas hibridos com atraso nos estados. Ja Zhang et al. (2019) utiliza desigualdade
classica de Halanay para analise de estabilidade assintética do sistema de malha fechada

com a amostragem variando com o tempo.

Assim, percebe-se a constante utilizagao de controle de dados amostrados modelados
por LPV| devido a sua grande versatilidade para o controle de sistemas nao-lineares com
parametros variantes no tempo, tanto no desenvolvimento de novas técnicas, quanto na
aplicagdo prética. Dentre as aplicagoes praticas, pode-se citar Fujimoto (2000) que utiliza
controle de dados amostrado para o controle de posicao de um sistema de servo-motores de
um rob6 manipulador. A aplicacao para controle de voo de uma aeronave F-18, proposto por
Sakthivel et al. (2015), considera a presenga de atrasos de tempo aleatérios na amostragem,
ocasionando falhas nos atuadores. J4 Cheng et al. (2016) utiliza tal estratégia para o

controle de nivel de um sistema de 4 tanques sujeitos a atrasos de ocorréncia aleatoria.

Desse modo, um sistema em particular em que tal estratégia de controle pode ser
aplicada é o sistema do helicoptero com dois graus de liberdade (2-DOF). Tal sistema,
considerado por exemplo em Vishnupriyan, Manoharan e Ramalakshmi (2014), apresenta
dois graus de liberdade e consiste em uma viga articulada com um motor em cada uma de
suas extremidades fixados perpendicularmente. Sua dinamica nao-linear torna a aplicagao
de controle amostrado modelado por LPV favoravel. Além disso, vale ressaltar a importancia
de projetar controladores que considerem perturbagoes, incertezas e problemas advindos do
controlador de dados amostrados para o helicéptero, por se tratar de um sistema complexo
a ser controlado. Assim, neste trabalho, serd apresentada uma metodologia de controle de
dados amostrados para o sistema helicéptero 2-DOF, além da modelagem quasi-LPV do
sistema para tal aplicacao. No trabalho as seguintes notagoes sao utilizadas: I para matriz
identidade, x para indicar matriz bloco simétrico. (-)7 para matriz transposta, o operador
hermitiano definido por A# = A + AT e S™ para o conjunto de matrizes simétricas de

dimensao n.

1.1 JUSTIFICATIVA

Conforme apresentado, as estratégias de controle de dados amostrados utilizando a
abordagem LPV tém ganhado énfase na area de controle de sistemas nao-lineares tanto
no desenvolvimento de novas estratégias, quanto em simulagoes e aplicacoes praticas em
sistemas reais, sendo possivel a modelagem da dependéncia de parametros variantes no

tempo.

Assim, o presente trabalho traz contribui¢des para a area de controle, uma vez que
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propoe a aplicagao de uma estratégia de controle de dados amostrado em uma sistema

helicéptero 2-DOF, com a realizacdo da andlise e validacao de tal estratégia.

1.2 OBJETIVO

O trabalho tem como objetivo aplicar a estratégia de controle robusto Hs/Heso
de dados amostrados em um sistema nao-linear descrito por um modelo quasi-LPV. Tal
estratégia serd aplicada em um sistema Helicoptero 2-DOF considerando a modelagem

lagrangiana para a determinacao da sua dinamica.
1.3 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Modelar o sistema helicéptero 2-DOF na representagao quasi-LPV;

« Estudar e implementar o conjunto de LMIs necessérias para a sintese do controlador

robusto Hsy/Hs de dados amostrados modelados por quasi-LPV;
« Obter o controlador robusto Hs/H de dados amostrados;
o Implementar e simular o sistema controlado por meio do software MATLAB;

o Avaliar o desempenho do controlador sintonizado.

1.4 METODOLOGIA

Conforme mencionado anteriormente, o trabalho a ser desenvolvido é embasado no
estudo de controlador robusto Hs/H ., de dados amostrados modelados por sistemas quasi-
LPV. Assim, inicialmente foi realizada uma pesquisa bibliogréafica referente a controladores

robustos Hs/H., de dados amostrados.

Posteriormente, foi realizado o estudo do sistema Helicoptero 2-DOF e sua modela-
gem nao-linear da dindmica do sistema através do modelo quasi-LPV. Ademais, a partir
da modelagem quasi-LPV do sistema foi implementado o controlador robusto Hs/H.o de

dados amostrados.

Apés a obtencao do controlador, prosseguiu-se para a implementacao do sistema
no software MATLAB e a simulagao do mesmo. Por fim, foi elaborada a documentacao

técnica do trabalho, expondo o desenvolvimento e os resultados obtidos neste trabalho.

1.5 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Este documento é dividido em mais sete capitulos além desta introducao, os quais

sao:
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Capitulo 2 - Apresenta a teoria sistema de dados amostrados, além da condi¢ao de
sintese do controlador robusto de dados amostrados para a norma H., a ser utilizado

neste trabalho;

Capitulo 3 - Apresenta a condicdo de sintese do controlador robusto de dados
amostrados para a norma Ho, além do algoritmo utilizado para a sintese minimizando

as normas Hsy/Hoo, sendo esta, uma contribuicao do trabalho;

Capitulo 4 - Demonstra a modelagem do sistema Helicoptero 2-DOF através das

equacoes diferenciais no formato de espacgo de estados;

Capitulo 5 - Desenvolve a modelagem quasi-LPV do sistema 2-DOF, além de

apresentar a representacao da dinamica do sistema;

Capitulo 6 - Apresenta os ensaios realizados para avaliar o desempenho do controlador

proposto, além da sintese do controlador para cada caso;

Capitulo 7 - Apresenta os resultados obtidos por meio da simulacdo do modelo

proposto;

Capitulo 8 - Traz as conclusoes do trabalho, bem como perspectivas para o aprimo-

ramento desse trabalho.



13

2 SISTEMA DE DADOS AMOSTRADOS

O controlador de dados amostrados modelado por LPV tem grande aplicagdo na
area de sistemas nao lineares. Neste trabalho, sera utilizado um controlador de dados
amostrados modelado por LPV, cuja condigdo de sintese nao-convexa é transformada em
uma condigao bilinear pela introdugao de uma variavel de folga (HOOSHMANDI et al.,
2020). Tal condigao bilinear é entao resolvida pela aplicagdo de um procedimento iterativo,

descrito no decorrer do trabalho.

2.1 DEFINICAO

Considere o sistema nao-linear descrito através do sistema de equacao diferenciais

ordinérias representado pela Equacao (1)
@(t) = f(x(t), u(t), w(t))
y(t) = h(z(t), u(t)

em que f e h sdo campos vetoriais que representam a dindmica do sistema, x(t) € R™ sdo

(1)

os estados, u(t) € R™ as entradas de controle, w(t) € R™ as entradas exégenas (ruidos

nao mensuraveis que geram disttirbios no processo) e y(t) € R™ as saidas do sistema.

Utilizando a abordagem de modelo LPV apresentada por Gaspar et al. (2017) para
o sistema nao-linear descrito na Equagao (1), e considerando que todos os estados de z(t)
estao disponiveis para leitura, obtém-se a representacao quasi-LPV do sistema apresentado

na Equagao (2).

#(t) = A () x (1) + Bw (n (@) w (t) + Bu (1 (1)) u (t)
y(t) =z (1) @
2(t) = C2(n(8) 2 (t) + Daw (1 () w () + Dzw (0 (£)) w (¢)

(

Z2 t) == CQz (77 (t)) x (t) + Dsz (77 (t)) w (t) + D2zu (77 (t)) U (t)

A varidvel z (t) € R™ esta relacionada a robustez do sistema e 2, () € R"2 esta relacionado

ao desempenho, elementos que sao as saidas desejadas do sistema.

As matrizes do sistema sao fungoes reais continuas que variam no tempo de acordo
com o vetor n : Rt — R™ e podem ser polinomialmente dependentes dos parametros. O
vetor de pardmetros varia continuamente e assume-se que 7 (t) e sua derivada sdo limitadas.

Assim, o espago de pardmetros convexo pode ser definido de acordo com a Equacao (3)

O = {n:RT 5 R™ | n(t) € Ay n (1) € Ay} (3)
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onde A, e A, sao os conjuntos dos parametros admissiveis e suas derivadas, respecti-
vamente. Além disso, considere que A, e A, s@o conjuntos convexos compactos, como

apresentado na Equacao (4).

(4)

em que q;, 0y, —U; € v; 530 os limitantes inferiores e superiores do conjunto de parametros

variaveis e suas derivadas respectivamente.

Considere agora que o sistema LPV (3) é submetido a um sistema realimentado de

controle sujeito a efeitos de amostragem, como ilustrado na Figura 1.

w(r) W
> Slstelma A,
u(t) nao-linear x(1)
—

A 4
f Amostragem
=]

n(t,)
y
Controlador 1pv | ¥
| oﬂ/o4 ‘ontrolador ' e = ‘_/
de dados amostrados
ZOH Amostragem

Controlador LPV Continuo

Figura 1 — Malha fechada do sistema nao-linear de dados amostrados modelado por LPV.
Fonte: Adaptado Hooshmandi, 2020.

A estrutura de controle considerada utiliza os estados do sistema e a medicao de
pardmetros em instante de amostragens t,,,n € N, satisfazendo a condi¢ao apresentada na

Equacao (5).

O<ti<..<tn<.., Th=ty1—t, <T (5)

E importante ressaltar que a amostragem nao precisa ser periddica e T indica o maior
intervalo de amostragem. Além disso, a saida do controlador é atualizada a cada instante
de amostragem com base no vetor de estados e dos parametros LPV correspondentes.

Entéo, o sinal de controle serd constante por partes e pode ser visto na Equagao (6).

w(t) =u(ty) =K@ tn))wtn), tn <t<tn (6)
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Uma das maneiras de modelar os dados amostrados é considerar que o sistema esta

submetido a efeitos de atraso. Para tanto, considere a func¢ao indicadora definida por

T(t)=t—t, para t€[t,,ths1), NnEN (7)

em que 7 (t) denota o tempo decorrido desde o ltimo instante de amostragem. Assim, o
atraso induzido ¢ uma funcao dente de serra que tem derivada igual a um (7 (¢) = 1) em

quase todos os instantes. A Figura 2 ilustra a fungao 7 (t).

09 ‘ ‘ ‘ .
\ \ \ |
| | | ]
| | | ,
05 ‘ ‘ ‘ .
| | | ,
A A I A
0.2 ‘ ‘ 8

0.1 i

Figura 2 — Funcao dente de serra.
Fonte: Autoria Prépria, 2021.

Dessa maneira, substituindo as Equagoes (6) e (7) na Equacgdo (2), obtém-se o

sistema controlado de malha fechada apresentado na Equacao (8).

! 8
=C.(n(t) x (t) + Dzw (0 (8)) w () + Dew (0 (8) K (n(t =7 (1)) 2 (t =7 (1)) ®

22 (t) = Csz (1 () 2 () + Doz (0 (1)) w (£) + Doz (0 (1) K (0 (8 = 7 () (¢t — 7 (1))

Nota-se que as incertezas entre o sistema real, no tempo continuo, e o utilizado
com parametros constantes por partes, dependem do intervalo de amostragem e da taxa de

variagao dos parametros. Dessa maneira, o objetivo é considerar o impacto da incerteza no
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desempenho do sistema controlado descrito pela Equagao (8). Considerando |7 () | < v; e

utilizando o teorema do valor médio, obtém-se:

[7: () = mi (tn) | < 0i (2) (9)

Assim, a seguinte relacao entre o sistema real no tempo continuo e o medido com

parametros constante por partes é obtido e apresentado na Equagao (10).

m () =i (t =7 () +A:(t), [Ai(t)| <ol (10)

Como 7; (t) = A; (t), entéo:

—u <At <vy, i=1,.,m, (11)

As matrizes do sistema em malha aberta na Equacao (2) dependem apenas do valor
real do parametro n; (t). No entanto, de acordo com a Equagao (10), pode-se transferir a
incerteza sobre os parametros medidos do controlador para os parametros reais da planta.
Neste caso, as matrizes do sistema de malha aberta dependem das incertezas e do valor
dos parametros medidos. Dessa forma, para uma representacao uniforme, ¢ agregado o
vetor de incertezas e o atraso induzido em um novo vetor com parametros definidos de

acordo com a Equagao (12).

p(8) = [ (¢ =7 (1)) oo, (=7 (1)) A (), os A, (1) (12)

O sistema considerado ¢é, entao, denotado por

#(t) = A(p () x (t) + Bu (p (1)) w (t) + Bu (p (1)) K (p (1) x (t — 7 (1))
2(t) = Ca(p (1) 2 (1) + Daw (p (8)) w () + Dzu (p (1)) K (p (1)) 2 (t = 7 (1)) (13)
Coz (p(£)) 2 (£) + Doz (p (1) w (£) + Doz (p (1)) K (p (£)) 2 (t = 7 (1))

(4
(]
—~
~+
~—
I

Logo, o sistema de dados amostrados apresentado na Equagao (8) corresponde ao

sistema apresentado na Equacao (13) sobre o novo espago de pardmetros definido como:

O :={p : R¥ 2 R¥™ |p(t) €&, p(t) € Ay} (14)

sendo A, e A, poliedros convexos do novo vetor de parametros e sua taxa de variagao,

respectivamente.

Assim, uma vez que todos os parametros e suas incertezas (com suas respectivas

taxas de variagao) sdo modelados de maneira que variem dentro do conjunto convexo ©,
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¢é definido a seguir o problema de controle de dados amostrados por LPV associado ao

sistema apresentado na Equacao (13).

Problema 1 Suponha que os parametros variantes no tempo 1 (t) sao fornecidos como
n (t,) com incerteza A (t). Para um dado escalar positivo v, encontre um controlador
de dados amostrados modelado por LPV na forma da Equacao (6) que, para quaisquer
pardmetros p € © e tempo de amostragem aperiddica menor que T > 0, estabilize o sistema

de malha fechada apresentado na Equacao (13) e satisfaca a sequinte condigdo:

Sup sup J=l, <7 (15)
pEO wELs ||w”2

sendo o ganho Lo o espago de fungoes z : [0,00) = R" satisfazendo ||z||, < oo com ||z|,
definido pela Equagao (16).

0.5

el = | [T @ e (16)

2.2 ESTABILIDADE ASSINTOTICA

Para garantir a estabilidade do sistema de malha fechada para o intervalo de
amostragem aperiédica menor que T > 0, é apresentado o Lema 1, que é um resultado

importante para a demonstracao do Teorema 1 apresentado posteriormente.

Lema 1 (Desigualdade de Jensen)(BRIAT, 2011) Considere um vetor z (.) integrdavel em
U, com medida de Lebesque 11 (U), a matriz real R = RT > 0, e o vetor w (.) verificando
— Jyz(s)ds < Mw (.), para alguma matriz conhecida M. Entdo, as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

(1) A seguinte desigualdade

N /UzT (s) Rz (s) ds < —p(U) " w" M" RMw (17)

vale para todo z (.) e w(.) satisfazendo a condi¢io da Equagao (17).

(2) Existe uma matriz N tal que a desigualdade

[ (s Re(9) ds < wTQ(N)w (18)

vale para todo w(.), z(.) satisfazendo a condi¢ao apresentado na Equagio (18), sendo
Q(N) dado na Equagio (19).

Q(N) = N"M + M"N + u(U) N"R™'N (19)
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No Teorema 1 a seguir, é apresentada a condicao de analise de estabilidade do

sistema da Equagao (13), a ser utilizada para o desenvolvimento da condi¢ao de sintese.

Teorema 1 (HOOSHMANDI et al., 2020) Se existirem matrizes positivas simétricas
P(p) € ST, E(p) € 57", uma matriz simétrica X, (p) € S™, uma matriz constante
Xy € R™" e uma matriz U (p) € R*"*" que satisfacam as Equagoes (20), (21) e (22)

[1 0" P(p)[I O] +TX (p)>0 (20)
I (p) + TTly (p) <0 (21)

<0 (22)

Iy (p) = ST P (p) Sa+ 55 P (p) S+ 55 P (p) S — X (p) + (U () W)"
p)+ X (p) Ss+ X (p) + ST E (p) Sy

(
I (p) = (U (p) Wr)"!
S = [A (p) Bu(p) K (p)}
Sy =1 0
5[40 B
0 0 |
o [A0) B )] .
4= _ 0 I |
[x X=X
Xp) = * X1(P)—X2_X2T]
—_— —I]
0 0
W |0 0]
0 I

entdo o sistema apresentado na Equagio (13) com w = 0 é assintoticamente estdvel para

qualquer valor do tempo de amostragem menor que T.
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Prova 1 Considere o sequinte tempo e o parametro dependente da funcao Lyapunov
Krasovskii (LKF).

V)y=Vit)+Va(t)+Vs(t), te€ [tn tnt1)

Vo) = s =) [ B((f))] B () F(Q)] iy 24

 (tn)
N ETON z (t)
Va(t) = (thyr — 1) L (tn)] X (p) L (tn)]

Primeiramente, é necessdrio garantir a positividade de V(t). O termo Vi(t) é
positivo pois E(p) € S2". E possivel ver que a positividade da soma Vi(t) + Vi(t) é
equivalente a4 Equagdo (25)

10" P()[1 0]+ (ta =) X (9) >0, 1€ [tntne) (25)

que € satisfeita se a condigao (20) for vdlida.

Assim, existe um escalar positivo 8 tal que

V(1) > Bllz ()] (26)

O sequndo passo consiste em analisar se a LKF ndo € incrementada nos momentos
que ocorrem os saltos (t, =t) (FRIDMAN, 2010). O primeiro termo (Vy (t)) estd na forma
quadrdtica, portanto é continuo. Os termos da integral sao continuos entre dois instantes de
amostragem. Ainda, devido a estrutura de X (p) dada na Equagio (23), V3(t) =0 quando

x(t) = x(t,). Dessa maneira, a sequinte condi¢ao € vdlida.
lim V (¢t) > V (t,) (27)
t—t,

Para que o sistema da Equacio (13) seja assintoticamente estdvel, é suficiente

demonstrar que a derivada da LKF V(t) é definida negativa no intervalo t € (t,,tn41).
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Derivando V (t), tém-se:

V(t)ZV(tHVz()Jr%()

v'1<t>=rT<t>P<> ()P () (8) + " (1) P ()= (1)
Vo (t) = — ] [j((ti) dg + (tpis —1t) [T;U(% g E (p) Z(g)l -
Vi(t) = - [”f(ﬂf))] X (0) [ P RCERD Fff)] X (0) [(f))]
-0 [ZO] 50 P -0 [0 s [0
Considere o vetor = (t) = [¢7 (t)a” (t,)| satisfazendo:
[ @ do= ¥+ 7@ W€ (29)

T
com & (t) = [wT (t) 7 (tn)} . De acordo com o Lema 1, o sequinte limite € obtido:

Reescrevendo a Equagao (30) na Equagdio (28), tém-se:

V(1) <€ () (T (p) + (tnsr — ) 2 (p) + 7 (1) 3 (p) + 7 () U (p) E* (p) U™ (p)) £ (2)
(31)

Uma vez que a Equagao (31) € dependente de t, entao para t = t,, e utilizando
o complemento de Schur (BOYD et al., 1994) na Equagio (22), implica que existe um

escalar positivo § que satisfaz:

V(1) < =dllz ()] (32)

Se as condigoes (20), (21) e (22) forem wvdlidas, entdo existe um LKF na forma
da Equagdo (24) que satisfaz as Equacoes (26), (27) e (32). Assim, o sistema de malha
fechada (13) com periodo de amostragem periddico ou aperiddico menor que T>0,¢é

assintoticamente estavel, completando a prova.



21

2.3 ANALISE DE CUSTO DO GANHO L,

Na analise de custo, o ganho L, e as derivadas das condi¢oes na forma de LMIs
para sistemas de dados amostrados modelado por LPV sao considerados. Tal analise
serd importante para o desenvolvimento da sintese do controlador posteriormente. Assim,

considere o Teorema 2 apresentado a seguir.

Teorema 2 (HOOSHMANDI et al., 2020) Considere que o sistema LPV na Equagdo
(13) seja assintoticamente estavel. Entdo, a condi¢io da Equag¢io (15) com v > 0 €
satisfeita para qualquer variagio do periodo de amostragem menor que T > 0, supondo as
condigdes iniciais nulas, se existirem matrizes definidas positivas P (p) € ST, E (p) € ST,
uma matriz simétrica X1 (p) € S™, uma matriz constante Xo € R™™ e uma matriz

U (p) € R*™ 2" {q] que para todo p € O, existe uma solugdo factivel para as sequintes LMIs

1 0] P(p)[1 0] +TX (p) >0 (33)

<0 (34)

* —TFE (p) 0 | <0 (35)
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sendo

I (p) = (STP(p) S2)" + STP(p)S2— X (p) + (STU () W)"
ILy (p) = STE (p) Si + (ST X (o) S5) " + X (p)
s (p) = (STU ()W)

Si=[A(p) B.(p)K(p) Bulp)], S=1[I 0 0]

33:_1 0 0 W:[I ~1 o]
0 I 0] 0 0 0
N
071 0
o _ |A() Bulp) K(p) Bulp) (36)
4 0 ; ;
_ X1 (p) Xy — Xi (p)
Xlp)=1 ", Xl(P)—Xz—X2]
5 0 ; ;
s |X(p) 0
()= [ ﬂ]

Prova 2 Aplicando o complemento de Schur (BOYD et al., 1994) nas Equagoes (34) e
(35), obtém-se:

IL (p) + TT (p) + —® (p) @7 (p) < 0 (37)

I (p) + T1s (p) + TS5 U (p) E-' (p) U (p) Ss + icb (n) @ (p) <0 (38)

Seguindo o mesmo raciocinio utilizado na Equagdo (31) e combinando as Equagéoes (37) e
(38), tem-se:

T (0) + (tnas — €) T (p) + 7 (1) Tla (p) + icb (0) @7 (1)

+7(t) S5 (U(p) E (p)UT (p)) S5 <0, tE [tu,tns1) (39)
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Multiplicando a Equacdo (39) a direita e esquerda por {xT (t), 27 (t,),w’ (t)} e

T
[IT (t), 2T (t,),w? (t)} , respectivamente, e sequindo procedimentos similares aos utiliza-

dos na demonstracao do Teorema 1, tém-se:

V(1) izT (£) = (£) = T () w (1) < 0 (40)

em que V (t) € definida pela Equacio (24). As matrizes definidas positivas P (p), E (p) e a
condi¢ao na Equagdo (33) implicam que a fung¢io V() € nao negativa. Entdo, para dado

N > 1 e integrando a Equagao (40) de 0 a ty, obtém-se:

V(tn) =V (tn-) +V (tfv-1) —V(ty-2)+ ... +V (tf) —V(0)

[ (00— ww)a<o

y

Como V (ty) >0,V (t]_\,fl) —V(ty-1) >0 paran=2,..,N eV (0) =0, tém-se:

/ w <izT (£) 2 (1) — yu” () w (t)) dt < 0 (42)

Portanto, para N — oo obtém-se que ||z||, < v |w],

2.4 SINTESE DO CONTROLADOR H.,

Nesta secao, novas condigoes de sintese sao derivadas para sintetizar o controlador
robusto H., de dados amostrados para sistemas modelado por LPV (Equacao (13)), que
atendam as especificacoes de projeto enquanto o limite maximo do periodo de amostragem
é considerado como um parametro. Nesse sentido, uma abordagem desenvolvida por Briat,
Sename e Lafay (2008) consiste em transformar o problema da nao linearidade em um
problema bilinear através da introducdo de uma variavel de folga. Assim, o Lema 2 é

importante para o desenvolvimento das condigoes.
Lema 2 Para uma matriz simétrica positiva definida I', uma matriz simétrica A e matrizes

Q, L e G, se existir uma matriz Y com dimensoes apropriadas, entao as desigualdades

matriciais apresentadas nas Equacoes (43) e (44) sao equivalentes.
A-QIT'Q <0 (43)

A+ (YT (Q+ L)) —L+Y"C
* r-G-aGg7
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Ainda, as expressoes sio iguais para ¥ = —I'71Q.

Dessa maneira, o Teorema 3 fornece as condi¢oes LMI para sintese do controlador
robusto H., de dados amostrados modelado por LPV. Para simplificar a notacao, pode-se

utilizar n ao invés de 7 (t,) sem prejuizo.

Teorema 3 (HOOSHMANDI et al., 2020) O sistema LPV dado na Equagdo (13) com in-
tervalos de amostragem aperiddicos menores que T > 0 € assintoticamente estdvel e satisfaz
I2]l, < v llwlly, se existirem matrizes Q (n) € ST, A(p),T (p) € S2, U (p),G (p),L(p), Y (p) €

R22n Y (1) € R™*™ e um escalar positivo X\ tal que as sequintes LMIs sio satisfeitas.

(10" Qu[1 0] +ATQ () >0 (45)

M+ THs TLIU (p) @ (p)

«  —IT(p) 0 | <0 (47)
* * -1
Ao+ (T (@ +27)" ]<0 (48)
—LT(p) + G () T (p) T (p) —G"(p)

Para todo p € ©, tém-se

I, = LTL2+LTL1+ (WTUT( ) L3 )H— [)‘Q(U) O}

fl, = (1nat)" iy (130 () 7"
Qn) = dmg@( > Q)

Ln = [ B.(p)Y () Bu(p)|, La=1[I 0 0]
L_|roo I -1o - fooo
Tloro 0 “Tlo1 o (49)
L Q(n B.(p)Y (n) B <,o>'

: Q (1) 0 |
L= A(p)Qn) Bu(p)Y (n) Bu(p)

0 0 0 |
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Assim, o controlador robusto Hs, de dados amostrados modelado por LPV é dado
por K (n) =Y (n) Q™" (n).

Prova 3 Suponha que as matrizes P (n) > 0 e X (n), bem como controladores de dados
amostrados apresentado na Equacdo (6), apenas dependam da medicao dos parametros.
Aplicando a transformacdio de congruéncia Q (n) na Equagao (33) e usando as sequintes

mudancas de varidveis.

Pi=Q " (n), Xi(n)=X2Q" (n), X2=0 (50)
chega-se a LMI apresentada na Equacdo (45).

E notério que considerar Xo = 0 causa a reducio do espaco inicial da varidvel
de decisao e pode aumentar o conservadorismo da condicao de projeto, especialmente
para sistemas LTI. Porém, nas condicoes de andlise dos Teoremas 1 e 2, a matriz Xo
nao tem impacto significativo no conservadorismo, enfatizando que a parte independente
de parametro da matriz Xy (n) compensa o efeito de remover Xo (HOOSHMANDI et
al., 2020). Desse modo, ao realizar a transformag¢ao de congruéncia diag {Q (n) ,I} nas

Equagoes (37) e (38), considerando:

E(p)=A"(p)
Ulp)=Q U (p)Q n) (51)
K(n)=Y Q" (n
P(n)=Xi(n)=0
obtém-se
fly + Tty + TLIA (9) L+ 8 () 87 () < 0 (52)

My + T+ TLEU () @ () A(p) Q" (n) U (p) Ls + i@ (0@ (p) <0 (53)

Aplicando o complemento de Schur (BOYD et al., 1994) na Equagio (52), obtém-se
a LMI da Equagao (46).

Reescrevendo a matriz positiva definida I~ (p) com Q™' (n) A (p) Q™" (p) na Equa-
¢ao (53) com

I (p) > Q" (MA () Q" (p) (54)
e usando o complemento de Schur (BOYD et al., 1994), tem-se a LMI da Equagao (47).

As matrizes inversas na Equagao (54) dependem de pardametros, portanto, nao podem
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ser expressas de forma linear devido as matrizes desconhecidas. Entao, multiplicando a

Equagio (54) d direita e a esquerda por Q (p), tem-se

Alp) <Q(mMTI " (p)Q(n) (55)

A desigualdade matricial na Equagio (55) € nitidamente nao conveza devido ao
termo Q (n) =" (p) Q (n). Assim, o relazamento é feito utilizando o Lema 2 na desigualdade

matricial da Equagao (55), obtendo assim, a Equagao (56).

Ap)+ (Y7 (0) (Q (o) + L7 ()" .
—L"(p) + G (p) Y (p) I (p) — G" (p)

Para finalizar a prova, basta considerar que, para qualquer conjunto de varidveis

<0 (56)

matriciais satisfazendo as LMIs das Equagoes (45), (46), (47) e (48), eziste um conjunto

de matrizes variavel que satisfaz as condigoes do Teorema 2.

Como as condi¢oes do Teorema 3 nao sdo convexas, sua resoluciao se baseia na
execucao de um procedimento iterativo, a ser apresentado no Algoritmo 1 que serd
apresentado no Capitulo 3. Para tal procedimento, é necessario definir um ponto inicial
factivel. No Lema 2 é mostrado que o relaxamento é exato se e somente se Y (p) =

—I'' (p) Q (p) e portanto, encontrar um valor inicial T (p) é equivalente a encontrar um

valor inicial T'g (p) e Qo (p). Assim, considere a seguinte proposigao.

Proposicdo 1 (HOOSHMANDI et al., 2020) Se as matrizes dependentes de parametros
Q(p), A(p) e a matriz independente de parametros I' sio consideradas, pode-se utilizar a

condi¢io (57) ao invés da FEquagao (48)

A(p) + €T —2:Q (n) <0 (57)

sendo ¢ um escalar definido. Entdo, de acordo com a relagio Y () = —T*Q (), a matriz
T (n) tem a mesma dependéncia paramétrica que Q (n). Assim, tal relagao pode ser utilizada

para determinar um ponto inicial factivel.

Prova 4 Uma vez que I' é wma matriz positiva definida e Q (p) é quadrada, entio a

sequinte desigualdade pode ser definida

(I -T7'QW) (:I-T7'Q(m) >0 (58)

portanto, tém-se

Alp) = Q(mT'Q (n) < Ap) + T —2:Q (n) (59)
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Nota-se que a desigualdade apresentada na Equagdo (55) € satisfeita se A (p) 3T —
205Q (1) < 0. Assim, conclui-se a prova da proposicio.

2.5 SINTESE DO CAPITULO

Neste capitulo, foram expostas as principais defini¢bes e teoremas necessarios para a
sintese do controlador robusto H., de dados amostrados modelado por LPV. Inicialmente,
foi apresentada a defini¢do do controlador robusto H.., bem como a estabilidade assintotica
e analise de desempenho. Posteriormente, foi apresentada a sintese do controlador com
robustez garantida pela norma H,, assim como as condicoes para sintese via LMIs apresen-
tadas no Teorema 3. Vale ressaltar que as condigoes apresentadas nao consideram nenhum
critério de desempenho para o sistema controlado, somente é garantida a robustez do
mesmo. Assim, posteriormente é apresentado novas condigdes para critério de desempenho

do sistema através da norma Hs ponderando com a robustez garantida pela norma H..
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3 CONTROLADOR ROBUSTO H,

Neste capitulo sao apresentadas a analise de custo e a sintese do controlador
garantido pela norma Hs,, nao sendo necessario a analise de estabilidade assintotica, visto
que a mesma é garantida pelo Teorema 1. Dessa forma, tais procedimentos sao adaptagoes
dos teoremas apresentados no capitulo anterior, sendo contribuicoes do trabalho visando

ponderar a robustez e o desempenho do sistema para obter melhores resultados.

3.1 ANALISE DE CUSTO DO GANHO .J,

Nesta andlise, o ganho Jo (HOOSHMANDI et al., 2020) e as derivadas das condigoes
na forma de LMIs para sistemas de dados amostrados modelado por LPV sao considera-
dos, sendo importantes para o desenvolvimento do controlador robusto Hsy apresentado

posteriormente. Assim, considere o ganho J; definido por

Ty = /0 T () 2 () dt (60)

O Teorema 4 a seguir apresenta uma condi¢ao que determina um limitante superior

para o ganho Js.

Teorema 4 (Adaptado, Hooshmandi et al. (2020)) Considere que o sistema LPV na
Equagao (13) seja assintoticamente estdvel, e considere também a auséncia de perturbagoes
w(t) = 0. Entdo ||22]|, < V(0) € garantido para qualquer variagio do periodo de amostragem
menor que T > 0, supondo as condigdes iniciais nulas, se existirem matrizes definidas
positivas Py (p) € ST, Es(p) € 53", wma matriz simétrica Xo1 (p) € S™, wma matriz
constante Xop € R™™ ¢ uma matriz Uy (p) € R*™*" tal que, para todo p € O, existe uma

solugao factivel para as sequintes LMIs
T _
1 0] Pa(p)[1 0] +TXu2(p) >0 (61)

Iy (p) + T (p) P2 <0 (62)
* -1
1:[21 (p) + Tﬁ23 (p) TSQT3U2 (p) P2(p)
* —TE,(p) 0 | <0 (63)
* * —1
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sendo

I (p) (521P2 522) + S5,P (p) Sao — X2 (p) + (5£U2 (p) Wz)H
Mo (p) = S5, B> (p) Saa + (stXm (p) 523)H + X (p)
Iy (p) = (523U2 (p) W2t)

S =[A(p) Bu(p) K (p)], Sm=|I 0]

I 0 I —I
Sy = W, =
23 0 1| ? [o 0]
o
Wy = 0 I (64)
g (A(p) B, (p)K(p)]
24 —
0 I

Xo1 (p) Xoo — Xo1 (p)
* Xgl (p) — XQQ — X2T2

T
sy (p) = |Coz (p) Doz (p) K ()]
Prova 5 Aplicando o complemento de Schur (BOYD et al., 1994) nas Equagdes (61) e

(62), obtém-se:

Iy (p) + TTs (p) 4+ 2 (p) @3 (p) <O (65)

My (p) + Tlas (p) + T'S35Uz (p) By (p) Uz (p) Sas + @2 (p) 5 (p) < 0 (66)

Seguindo o mesmo raciocinio utilizado na Equagdo (31) e combinando as Equagoes (65) e
(66), tem-se:

1:[21 (p) + (tn+1 — 1) 1:[22 (P) + 7 (1) ﬁ23 (P) + @y (p) ‘I)g (P)
7(t) S5 (U2 (p) B (p) UF (p)) Sas < 0, £ € [tn,tnsr) (67)

Multiplicando a Equagao (67) a direita e esquerda por [mT (t), 2T (t,) ,0} e [xT (t), 2T (t,) ,O}T,

respectivamente, e sequindo procedimentos similares aos utilizados no Teorema 2, tem-se:

V() + 2l (t) 2 (t) <0 (68)
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em que V (t) é definida pela Equagao (24). As matrizes definidas positivas Py (p) , Ea (p) e
a condi¢io na Equagao (61) implicam que a fung¢do V (t) € nao negativa. Entao, para dado

N > 1 e integrando a Equagao (68) de 0 a ty, obtém-se:

V(tn) =V (tna) +V (tfv-1) —V(iy-2)+ ... +V (tf) —V(0)

+ /0 w (z§ (t) 22 (t)) dt <0 (69)

Como V (ty) >0, V (tfv—l) —V(ty—1) >0 paran=2,...N eV (0) =0, tem-se:

/ Y1) 2 1) dt < V(0) — ViEy) (70)

Portanto, para N — oo, V(ty) — 0, resultando em ||z, < V(0).

E importante destacar que ||2||, ¢ limitada superiormente por V(0). Portanto é
possivel otimizar o ganho Jy a partir da minimizac¢ao do limitante superior V' (0), conforme

mostrado na se¢ao a seguir.

3.2 SINTESE DO CONTROLADOR H,

Embasando no mesmo raciocinio adotado para a sintese do controlar robusto H,
novas condigoes de sintese podem ser utilizadas. Dessa maneira, o Teorema 5 fornece as
condi¢oes LMIs necessarias para a sintese. Para simplificar a notagao, utilizou-se n ao

invés de 7 (t,) sem prejuizo.

Teorema 5 (Adaptado, Hooshmandi et al. (2020)) O sistema LPV dado na Equagao
(13) com intervalos de amostragem aperiédicos menores que T > 0 é assintoticamente
estdvel e satisfaz ||z, < V(0), se existirem matrizes Q (n) € ST, As(p),I's (p) € 537,
Us (p), G2 (p), Lus (p), Ta(p) € R Y () € R™*" e um escalar positivo \y tal que

as sequintes LMIs sao satisfeitas.

1 0] Q) [1 0] +XTQ () >0 (71)
ﬂ21 + Tﬂgg TL2T4 P, (p)
* ~TAs(p) 0 | <0 (72)

* * -1

12121 + Tﬂza TL2T3UQ (p) P2(p)
* —TT, (p) 0 <0 (73)

* * -1
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As (o) + (Y3 (o) (@2 (0) + Ls))” .
—Lipy (p) + G (p) T2 (p) Ty (p) — G§ (p)

Para todo p € ©, tém-se

<0 (74)

Mo = L3y Loa + Ly Loy + (WFUF () Las) " — 20 ()
oy = (L AoLasLos) . Tlaog (LLT: (p) War) "

Q (n) = diag(Q (1), Q (n))
Ln=[A()Q() Bu(p)Y m)]. La=1[I 0]

71 o] - I -1l - 0 0
L = , = , W =
23 0 1] 2 lo 0] 2 [0 I]

) (75)
e A(p)Q(n) Bu(p)Y (n)
: 0 Q (n) :
L _ |A@Qm Bulp)Y ()
25 _ O 0 |

Q) =Qn)Ls, Le=]I —I]T[J 1]

B2 (p) = [Co- () Q1) Daeu ()Y (1) Dieu (p)]

Assim, o controlador Hy de dados amostrados modelado por LPV é dado por

K=Y Q" Mmn.

Prova 6 Suponha que as matrizes Py (n) > 0 e Xa1 (), bem como controlador de dados
amostrados apresentado na Equacao (6), apenas dependem da medicao dos parametros.
Aplicando a transformagio de congruéncia Q (n) na Equagio (61) e usando as sequintes

mudancas de varidveis.

Po(n)=Q (n), Xar(n)=XQ " (n), Xan=0 (76)
chega-se a LMI apresentada na Equagio (71).

Utilizando o mesmo raciocinio do Teorema & com Xq9 = 0 e realizando a trans-
formacgao de congruéncia diag [Q (n) ,I} nas Equagoes (62) e (63), levando em conta

que:

By (p) = A" (p)

U (p) = Q (n) Uz (p) Q (n) )
K(n)=Y(nQ " (n

Py(n)=Xu(n) =0
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obtém-se
Ty + Ty + TL3 A (p) Los + @2 (p) B3 (p) < 0 (78)

[y + Tllys + TLL Uz (p) Q1 () Az (p) Q7' () Us (p) Lag + @2 (p) @3 (p) <0 (79)

Aplicando o complemento de Schur (BOYD et al., 1994) na Equagio (78), obtém-se
a LMI da Equagao (72).

Reescrevendo a matriz positiva definida T3* (p) com Q™' () Az (p) Q7 (p) na Equa-
¢ao (79) com

Dyt (p) > Q7 (M) A2 (p) Q7" (p) (80)
e usando o complemento de Schur (BOYD et al., 1994), tém-se a LMI da Equagao (73).

As matrizes inversas na Equagiao (80) dependem de parametros, portanto, nao podem
ser expressas de forma linear devido as matrizes desconhecidas. Entao, multiplicando a

Equagio (80) a direita e d esquerda por Q (p), tem-se

Ay (p) <Q (T3 (p) Q (m) (81)

A desigualdade matricial na Equacio (81) é nitidamente nao convera devido ao
termo Q (n) T3 (p) Q (n). Assim, o relazamento € feito utilizando o Lema 2 na desigualdade

matricial da Equagao (81), obtendo assim, a Equagdo (82).

Az (p) + (YT (p) (Q (p) + LT (p)))H *
—LT (p) + GT (p) T2 (p) Ty (p) — GY (p)

Para finalizar a prova, basta considerar que, para qualquer conjunto de varidveis

<0 (82)

matriciais satisfazendo as LMIs das Equagoes (71), (72), (73) e (74), existe um conjunto

de matrizes varidveis que satisfaz as condicoes do Teorema 4.

Assim como no Teorema 3, as condigdes apresentadas sdo nao convexas, sendo sua
resolucao baseada na execucao de um procedimento iterativo para determinar um ponto
factivel inicial apresentado no Algoritmo 1. Dessa forma, sera utilizada a Proposicao 1

apresentada anteriormente para determinar tal ponto inicial a partir da Equagao (83).

Ao (p) +€°T = 2:Q () <0 (83)

Como suporte ao Teorema 5, o seguinte Corolario 1 é necessario.
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Corolario 1 Se ezistirem matrizes Q (n) € ST, Ay (p).T2(p) € 52, Us(p), Ga(p),
Lz (p), To(p) € R*¥2 Py(p) € ST, Ey(p) € S3" e as matrizes Iy, Tlyy Tlay per-

tencerem a Equagao (75) solugao do problema

mind +¢  s.a

K O]TQ ) [1 0] + 2TQ (n) >0
Mo + Tl TLY, @5 (p)

* —TAQ (p) 0 <0
* * —1
12121 + Tﬁ23 TL;3U2 (p) P, (p)
* ~TT5 (p) 0 | <0 (84)
* * -1
Az () + (17 (o) (@2 (p) + L))" * 0
— L (p) + G5 (p) T2 (p) Ty (p) — G5 (p)

QI _,
I I 19[_
Map) T]
I I [,[_

entdo o controlador K (n) =Y (n) Q™' (n) minimiza o limitante V(0) referente a Hs.

Prova 7 As quatro primeiras condigoes sao provadas anteriormente na Prova 6. Assim,
considerando as duas dltimas condigoes, aplicando o complemento de Schur (BOYD et al.,
1994), obtém-se

Q™' (n) <9I (85)

AyH(p) <ol (86)

Portanto, minimizar as condigoes apresentadas na Equacao (84), resulta em mini-

mizar o limitante de V(0).

Por fim, para a sintese do controlador Hy/H., de dados amostrados modelado por

LPV o seguinte Algoritmo 1 é utilizado.
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Algoritmo 1

1. Defina o valor mdzimo do periodo de amostragem T.
2. Definae =1, A=1, Ao =179 =10, kper =20, e =0,01 e k = 1.

3. Dado €, \ e Ay, minimize v de acordo com as LMIs das Equagoes (45), (46), (47),
(57),(71), (72), (73) e (83), obtendo as matrizes Q (n), ' e I's.

4. Defina Q (n) = diag (Q (n),Q (1)), To=-T"1Q (1), Too = -T3'Q (n) em = 1.
5. Enquanto k < kyap € |V — Yis1| > €

a) Dado Yi_1, Tok—1) € Ak—1, minimize v de acordo com as LMIs das Equagoes
(45), (46), (47). (48), (71), (72), (73) € (T4), obtendo Q (1), A (p), A2 (p), T (p),
L2 (p), U(p), Uz (p), G(p), G2(p), L(p), L2(p) €Y (n).

b) Defina Qi1 (n) = Q (), M1 (p) = Ap), Aoy (p) = As =
I'(p), Toge—1) (p) = T2 (p), Uk-1(p) = U (p), U1y (p) = U2 (P) Gi-1(p) =
G (p), Gagr—1y (p) = G2 (p), Li—1(p) = L (p), Lag—1)(p) = La(p) € Vi1 (n) =
Y (n).

C) Dado Qkfl (77); A1 (p)7 AQ(k—l) (p)7 | Y (p)7 FZ(k—l) (p)7 kal (p)7 UQ(k—l) (p>7
Gr-1(p), Gage—1) (p), Li—1(p), Lagk-1) (p) € Yi—1 (n), minimize v de acordo com
as LMIs das Equagoes (45), (46), (47), (48), (71), (72), (73), (74), obtendo
T (p), T2(p) e .

d) Defina Ty (p) =Y (p), Tor (p) = Ta(p), \e = X € Ao = A.

e) Defina k =k + 1.
6. Fim
7. Defina k=1, kpar =20, o =1, ¢ =20 ey =
8. Enquanto k < kyay € |k — Spr1| > €

a) Dado T, To—1) € Ap—1, minimize < de acordo com as LMIs das Equagoes
(45), (46), (47), (48), (71), (72), (73) € (74), obtendo Q (1), A(p), A2 (p), I (p),
L2 (p), U(p), Uz (p), G(p), G2(p), L(p), La(p) e Y (n).

b) Defina Qu-1(n) = Q (1), Ae-1(p) = A(p), Nape—r) (p) =
T (p), Page1y (p) = T2 (p), Up—1 (p) = U (p), Uz (p) = Us
G (p); Gag—1) (p) = G2 (p), Li—1(p) = L (p), Log—1) (p) = L2 (p) eYi1(n) =
Y (n).

¢) Dado Qi—1 (1), M—1 (p), Aae—1) (p), Tre1 (p), Doty (), Ui (p), Usgi—1y (p),
Gi-1(p), Gae—1) (p), Li—1 (p), Lag—1y (p) € Y1 (), minimize < de acordo com
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as LMIs das Equagoes (45), (46), (47), (48), (71), (72), (73), (74), obtendo
T (p), T2(p) € A.

d) Defina Ti (p) =T (p), Tar (p) = T2 (p), A=A € dap = A.

e) Defina k =k+ 1.

9. Fim

10. Portanto, o controlador Hs/Hs € dado por K (n) =Y (n) Q' (n).

Vale ressaltar que por se tratar de um procedimento iterativo, nao necessariamente
é garantido que o valor obtido se trata de um minimo global, apenas um minimo local.
Entretanto, tal procedimento é necessario devido a nao convexidade das condi¢oes apre-
sentadas nos Teoremas 3 e 5. Além disso, no processo, primeiramente é minimizado a
norma H., para garantir robustez e posteriormente ¢ minimizada a norma H, visando o
desempenho, garantindo simultaneamente que o limitante para a norma H., obtido na

primeira parte é satisfeito.
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4 MODELAGEM DO SISTEMA

Neste capitulo, primeiramente é apresentado o helicoptero com dois graus de
liberdade e sua dindmica através da modelagem nao-linear representada pelas equagoes
diferenciais. Posteriormente, ¢ desenvolvida a modelagem quasi-LPV do sistema. Por fim,

sao apresentados os dados adotados para a representacao da dinamica do helicoptero.

4.1 HELICOPTERO 2-DOF

O sistema Helicéptero com dois graus de liberdade, ou "two degree of freedom' (2-
DOF) consiste em uma viga articulada com um motor em cada uma de suas extremidades

responsaveis por gira-la livremente tanto no eixo horizontal, quanto no vertical. A Figura

3 apresenta o modelo do sistema Helicéptero 2-DOF da Quanser (QUANSER, 2012).

Figura 3 — Quanser Helicoptero 2-DOF.
Fonte: Quanser, 2012.

Sua dindmica pode ser obtida através de alguns métodos matematicos ja conhecidos
na literatura, tais como a modelagem newtoniana e a modelagem lagrangiana. Neste

trabalho sera utilizado a modelagem lagrangiana para determinar a dindmica do sistema
2-DOF.
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4.2 EQUACAO DE LAGRANGE

A Equacao de Lagrange é utilizada para modelar a dinamica do sistema representada

na Equacao (87)

dor or ov

— — — = Q; 87

W05 0g T og  ° (87)
sendo T a energia cinética, V' a energia potencial, ¢; as coordenadas generalizadas e @); as

forcas generalizadas.

Considere o modelo 2-DOF apresentado na Figura 4.

o oy Yaw axis

r '/--’_ o "
{ "‘.r |
\ ! ."I A~ =0
\ el (1)
N 2 .
\ y. Fe
. A
e —— | J
- Iy .
Fy *
Pag Fo |.1‘-\ o
/ - \\ -
o g A 4
M 820 My R - — -

Pitch axis

Figura 4 — Modelo Helicoptero 2-DOF.
Fonte: Quanser, 2012.

Na figura, 6 representa o angulo de arfagem ou elevacao, 1) o angulo de guinada ou
deslocamento, F}, a forca gravitacional aplicada no centro de massa, F), a forca de empuxo

gerada pelo motor de arfagem e F), a forca de empuxo gerada pelo motor de guinada.

A energia cinética total do sistema é a soma das energias cinéticas de guinada e
arfagem geradas no deslocamento do centro de massa. Dessa forma, a energia cinética

total do sistema é dada pela Equagao (88)

T=T,+T.,+T (88)

sendo que 7, , ¢ a energia cinética gerada pelo angulo de arfagem, T, , ¢ a energia cinética

gerada pela guinada e T} é a energia cinética de translagao do centro de massa.

Assim, segundo Neto, Barbosa e Angélico (2016) a energia cinética total do sistema

é apresentada pela Equagao (89).

T = ;mhehegm (67 + cos (0)*v?) + ; (1,67 + J.4?) (89)

em que mpe; € a massa do helicoptero, £.,, o comprimento do helicéptero, J, o momento

de inércia equivalente de arfagem, J, o momento de inércia equivalente de guinada.
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Ja a energia potencial gravitacional do centro de massa do sistema é dada pela
Equacao (90).

V' = mperiglem sin (6) (90)
sendo ¢ a aceleracao gravitacional e 6 o angulo de arfagem do sistema.

Considerando o vetor g = [ ¥]T, obtém-se os termos da equacao de Lagrange
apresentado nas Equagoes (91), (92), (93) e (94).

d oT

%% = (mheligzm + Jy) 8 (9].)
doT ) 9 . . ..
%% = (mheliﬁcm cos (0)” + Jz) W — 2mpe s, sin (0) cos (0) 61 (92)
aT oT
50 = mhehﬁcm sin (0) cos (6) z/)Q, ?/1 (93)
88‘9/ mhelzfcm sin () cos (0) ¢2, oV (94)

ov

Substituindo as Equagoes (91), (92), (93) e (94) na Equagao de Lagrange (3),
tem-se as Equagoes (95) e (96):

Ty = (mhehﬁzm + Jp) 0+ mhelifim sin (0) cos (6) V2 + MipetiGlom COS (0) (95)

Ty = (mhelifim cOS (9)2 + Jz> + Mpeil2, sin () cos (#) P+ Mperigl2, cos (6) . (96)

Assim, os torques aplicados nos angulos de arfagem e guinada pelos motores sao

representados nas Equagoes (97) e (98), respectivamente.
Ty = Ky Vinp + Ky Viny — Byf (97)
Ty = KypVinp + KyyViny — By@/’ (98)

em que K, K, K, e K, sdo as constantes de ganho do motor, V,,, e V,,, a tensao do

motor e B,0, By as forgas dissipadas no processo.
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Por fim, substituindo as Equagdes (97) e (98) em (95) e (96), respectivamente,

encontra-se a representacao nao linear do sistema apresentada nas Equagoes (99) e (100).

0 (mheh-ﬁgm + Jp) = KppVinp + Kpy Viny — Bpé —mpeil? sin () cos (0) V% — Mpeti glom COS (0)
(99)

W (mhelifzm cos () + Jz) = Ky Vinp + Ky Viny — Byth 4 2mpeil?,, sin (0) cos (0) 6 (100)

Além disso, pode-se representar o sistema na forma de espagos de estados. Dessa

. AT
maneira, considerando o vetor de estados sendo z = [9 v 0 w] e o vetor de entrada
= [Vip Vimy]' e realizando as manipulagoes necessérias, obtém-se a representagao do

sistema por espago de estados apresentado na Equacao (101).

0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
= 0 0 —B, —mt2? sin() cos(0)1) T+ Kpp Kpy u
ml2+Jp ml2+Jp ml2+Jp, me2+Jp
0 0 2md sin 0 cos 04 —By Kyp Kyy (101)
L mlcos(0)2+.J, mlcos(0)?+J, me2 cos(0)°+J,  me2 cos(0)*+J,
1 000 00
Yy = T+ U
0100 0 0

Vale ressaltar que a representagao do sistema em espagos de estados apresentado
na Equagao (101) apresentam nao linearidades nas matrizes A e B. Tais nao linearidades

advém de funcoes trigonométricas dependentes do estado 0 e do estado ).
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5 DESENVOLVIMENTO

Neste capitulo, é apresentada a modelagem quasi-LPV do sistema 2-DOF com a
presenca da modificagao da lei de controle do tipo regulador, adicionando um integrador

na malha de controle e a sintese do controlador robusto de dados amostados.

5.1 MODELO QUASI-LPV 2-DOF

Para a modelagem do helicoptero 2-DOF, foram utilizados os seguintes parametros
do sistema presentes na Tabela 1 (QUANSER, 2012).

Tabela 1 — Parametros Helicoptero 2-DOF

Parametro  Valor

K,, [N.m] 0,204
K,, [Nm] 0,072
K,, [N.m]  0,0068
K,, [N.m]  0,0219
B, [N.m.s] 0,800
B, [Nm.s| 0,318

J, [kg.m?  0,0384
J, [kgm?]  0,0432
mlkg] 1,387
¢[m] 0,186

Fonte: Quanser, 2012.

Substituindo os valores dos pardmetros apresentados na Tabela 1 na representacao

da dindmica do sistema apresentado na Equagao (101), tem-se a Equagao (102).

0 0 1 0 0 0
) 0 0 0 1 N 0 0
T = . lx
0 0 —9, 260 et 2,361 0,079
0 0 0,516 sin 0 cos v 7(7),318 0,022 0,072
L 0,258 cos(0)2+0,043 0,258 cos(#)>+0,043 0,258 cos(0)240,043 0,258 cos(6)240,043
1 000 0 0
Yy = T+ U
01 00 0 0

(102)
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As nao-linearidades presentes na Equacao (102) sdo consideradas, neste trabalho,
como parametros variantes no tempo. Neste caso, o sistema ¢ considerado como um
quasi-LPV, visto que os parametros adotados sao fungoes dos estados do sistema e
nao exclusivamente dependentes do tempo (SIQUEIRA, 2004). Entretanto, devido a
dificuldade de trabalhar com fungoes trigonométricas, adotou-se como estratégia analisar o
comportamento das fungoes trigonométricas presentes no sistema, diante das variagoes dos
estados 0 e 1) através de aproximacoes polinomiais restritas a um intervalo. Tais intervalos

sdo apresentado na Equagao (103).

6 el—n/6, /6]

. (103)
Ve [-m/18, w/18]

sendo # dado em radianos (rad) e 1) dado em radianos por segundo (rad/s).

Assim, com o auxilio da fun¢ao surf do MATLAB, observou-se um comportamento
aproximadamente linear no intervalo considerado. Ainda utilizando o MATLAB, através
da funcao poly fit gerou-se polinémios que conseguissem prover uma boa aproximagao das
funcdes trigonométricas presentes, restrito ao intervalo imposto para os estados 6 e 1. Tais

aproximagoes podem ser vistas na Equacao (104).

0, 258 sin 0 cos O
0,296
16 i J :
0,5 6sm62c0861p ~ 1, 77900
0,258 cos (#)” + 0,043
0,318

~ 0, 7700¢)

; ~ —1,0396% — 1,052 (104)
0,258 cos (#)” + 0,043
0,022
s ~ 0,0720% + 0,072
0,258 cos (#)” + 0,043
0,072

~ 0,2350% + 0,238

0,258 cos (0)” + 0,043

As Figuras 5 e 6 apresentam a aproxima da primeira e segunda equagoes e das
demais equacgoes respectivamente. Vale ressaltar que a superficie ou linha em vermelho

representa a equacao original e a verde a aproximacao realizada.

Assim, realizando as substitui¢oes, resultou-se em uma nova representacao do

sistema dada pela Equagao (105).



Aprox. 12 Eq. Aprox. 22 Eq.

Figura 5 — Aproximacao da 1? e 2% Equacao.
Fonte: Autoria Prépria.

135 Aprox‘. 32 Eq. 0.095 Aprox‘. 42 Eq. 0.31 Apr0)s. 52 Eq.
131
0.09 1
1251
0.085
1.2
0.08 1
1151
0.075
141 1
1.05 007 : 023
0 10 20 0 10 20 0 10 20
Figura 6 — Aproximacao da 3%,4% e 5* Equagao.
Fonte: Autoria Prépria.
0 0 1 0
. 0 0 0 1
T = )
0 0 —9,260 0, 77004
0 0 1,7720¢) —1,0396% — 1,052
0 0
105
0 0 (105)
2,361 0,079

0,0726% + 0,072 0,23562 + 0,238

1000 0 0
Y= x + U
0100 0 0

42
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O presente trabalho tem como objetivo projetar um controlador robusto de dados
amostrados do tipo integral, ou seja, que o sistema seja capaz de seguir trajetorias ou
sinais de referéncias de entrada. Assim, para tal objetivo, é modificada a lei de controle

adicionando-se um integrador a malha de controle, tal modificacao é apresentada na Figura

r(t,) Tty u(tn)_ u(t) x(t) x(ty,) y(tn)
—O— | [Pk L N
a4 LA
K, |«

Figura 7 — Sistema com realimentacao de estados com seguidor de referéncia.
Fonte: Autoria Prépria.

A dindmica do integrador é dada por ¢(t,) = r(t,) — y(t,), sendo ¢(t,,) uma nova
variavel de estado, r(t,) a referéncia e y(t,) as saidas que seguirao os sinais de referéncia.
Nota-se que a entrada do sistema ¢ dada por u(t) = K.z(t,) + K,q(t,), em que K, é
o ganho interno de realimentagao de estados e K, o termo integrativo. Dessa maneira,

tem-se o sistema aumentado apresentado na Equagao (106).

T A 0 B x 0
| = K. K] +| | (106)
q —-C 0 0 q I
N~ ”
A B

Dessa forma, realizando a modificacao da lei de controle do sistema acrescentando
o integrador apresentado na Equacao (106) ao sistema 2-DOF da Equagao (105), obtém-se

o sistema aumentado da Equagao (107).
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(0 0 0 0 0]
0 0 0 1 00
&l |0 0 —9,260 —0, 77009 0 0| |
H S0 0 1,7720¢ —1,03962—1,052 0 O M
-1 0 0 0 00
0 -1 0 0 00
I 0 0 ] [0 0]
0 0 00
2,361 0,079 0 0
+ u+ r (107)
0,0720% + 0,072 0, 23562 + 0,238 0 0
0 0 10
0 0 01

Portanto, a partir da representacao do sistema apresentado na Equagdo (107) e da
teoria de controle robusto Hs/H desenvolvida nos Capitulos 2 e 3. Pode-se implementar
o controlador para tal sistema, sendo necessario apenas a realizacdo da ponderacao dos
parametros de desempenho e robustez desejados. A ponderacao é realizada alterando os
valores das matrizes C, D..,, D, Cs,, Do, € Ds,, utilizadas no Algoritmo 1 para a

sintonia do controlador.
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6 ENSAIOS REALIZADOS

Para avaliar a teoria de controle proposta para o modelo helicéptero 2-DOF, alguns
ensaios foram realizados, tais como o teste de robustez, o teste de desempenho e o teste da
variacao do periodo de amostragem. Enfatiza-se que, para cada ensaio foram ponderados
a robustez e o desempenho de acordo com a prioridade desejada. Assim, implementou-se
o Algoritmo 1 para a sintese do controlador robusto de dados amostrados utilizando os
pacotes YALMIP (LOFBERG, 2004) ¢ ROLMIP (AGULHARI et al., 2019) em conjunto
com MATLAB para a formulacao dos politopos. Ja para a solugao das LMIs utilizadas
para a sintese, utilizou-se o pacote Mosek (APS, 2019). Para todos os ensaios realizados

considerou-se como sinal de referéncia os valores dados na Equagao (108).

Ores =0

. p (108)
ref = T

6.1 TESTE DE ROBUSTEZ

Com a finalidade de analisar a robustez do sistema, foi implementado um controlador
visando apenas a robustez. Deste modo, foram determinadas as matrizes B, C., D.,,

D.y, Cs., Do, Ds.,, que para esta aplicacao sdo dadas por

L C.=[1 0000 0], D=0, D=0 0] 109)

_ o O O O O

Coo=[1 0000 0], Doy =[0], Dazuu=[0 0]

Além disso, é necessario determinar o valor do periodo maximo de amostragem a

ser utilizado, sendo este valor para tal aplicacdo dado por T' = 0, 05s.

Assim, utilizando o método iterativo dado pelo Algoritmo 1, obtém-se o controlador
robusto de dados amostrados a entrada exégena com norma H., de v = 3,7.107%, dado

por
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18,230 0,361 —1,138 0,215 0,487 —0,151
6,943 —11,121 0,197 —6,871 —0,332 4,987
(18,199 0,388 —1,145 0,204 0,486 —0,167
| 6,334 —11,156 0,440 —6,893 —0,318 4,977
(18,199 0,387 —1,145 0,202 0,486 —0,166
| 6,330 —11,126 0,440 —6,843 —0,318 4,972

~18,229 0,361 —1,138 0,216 0,487 —0,151 110)
6,931 —11,141 0,198 —6,800 —0,331 4,983

K(t) = a1/ [
+ a5y

+ a1 32

+ a3y [

em que «; e f3; sao os vértices do politopo definidos por oy = (7/6 —0)/(7/3), ag = 1 —ay,

By = (n/18 = 1)) /(7/9) e B = 1 — fy.

6.2 TESTE DE DESEMPENHO

Por se tratar de um controlador robusto misto ( Hs/H), pode-se ponderar a
energia de controle utilizada e o desempenho do sistema. Deste modo, com o objetivo de
demonstrar tal ponderacao enfatizando minimizar a energia de controle e utilizando um
perfodo méximo amostragem de T' = 0, 05s, determinou-se as matrizes By, Cs, Dy, Dau,

Cs., Doz, Doy, que para esta aplicagdo sao dadas por

,C.=[10000 0], Day=10], Doy =10 0 (111)

- o O O O O

Coo=[1 0 0 0 0 0], Dawy = [0], Doz = [0.1 0.1]

Assim, seguindo a mesma metodologia do teste anterior, o resultado obtido para o

controlador robusto de dados amostrado a entrada exégena com norma H., de vy = 5,0.1073.
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_18,970 2,704 0,032 2,586 —0,537 —0,247
K(t):@151
7.992  —4,231 —0,367 —3,849 1,537 0,385
f oy, |T19-388 2,955 0,025 2,69 0,835 0,276
[0
211 5863 —4.353 —0,933 —3,609 1,724 0,401
f oy, [T19-313 2,909 0,032 2,614 —0.831 0,272
(6%
Y25 746 —4,194 0,936 —3,488 1,685 0,386
_18,890 2,567 —0,023 2,464 —0, 487 —0,234
+(]{2/82 (112)
7.559  —3,912 0,345 —3,635 1,496 0,360

em que «; e f3; sao os vértices do politopo definidos por oy = (7/6 —0)/(7/3), ag = 1 —ay,

By = (n/18 = 1)) /(7/9) e B = 1 — fy.

6.3 TESTE DA VARIACAO DO PERIODO DE AMOSTRAGEM

O controlador proposto ¢ robusto a variacao do periodo de amostragem, desde que
o intervalo seja menor ou igual do que o maximo periodo de amostragem escolhido para
a sintese do controlador. Assim, para avaliar esta robustez, considerou-se os dois testes
anteriores realizados, o teste de robustez e o teste de desempenho, variando o periodo em

dois tempos diferentes, dados por

Ty = 0,04s

_ (113)
Ty = 0,02s

Além disso, para fins de analise do comportamento do sistema para periodos de
amostragem acima do maximo periodo de amostragem utilizado na sintese, realizou-se um

teste considerando um periodo de amostragem superior dado na Equagao (114).

T3 =0,5s (114)
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7 RESULTADOS

Neste capitulo, sao apresentados os resultados obtidos no decorrer deste trabalho.
Primeiramente, sao discutidos os resultados e observagoes obtidas para o teste de robustez,
em que foi analisada a influéncia do sinal exégeno a dinamica do sistema. Posteriormente,
sao analisados os resultados obtidos para o teste de desempenho do sistema, em que
foram ponderadas as matrizes do sistema para priorizar o desempenho com a finalidade de
obter um tempo de resposta transitoria mais rapida. Por fim, apresentam-se os resultados
obtidos para o teste da variacao do periodo de amostragem, sendo avaliada a influéncia da

variacao do periodo de amostragem ao sistema.

7.1 TESTE DE ROBUSTEZ

Para analisar a robustez do sistema controlado pelo ganho dado na Equagao (110),
foram realizadas duas simulagoes. Na primeira, nao foi considerado a presenca de sinal
ex6geno. Ja na segunda, considerou-se a presenca de um sinal exdégeno gerado através
da fungao randn do MATLAB, portanto w(t) é um sinal gaussiano, com média nula e
desvio padrao unitdrio. As respostas do sistema controlado para ambas as simulacoes sao
apresentadas nas Figuras 8 e 9, respectivamente. Além disso, juntamente, é apresentado o

esforco de controle para ambas as condigoes.

Resposta do Sistema sem sinal exégeno
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o
he]
&
S 0
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10 Sinal de Controle sem sinal exégeno
T T T T T
Sinal Arfagem
Sinal Guinada
=5 .
o
S

5 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Tempo (s)

Figura 8 — Resposta e Sinal de Controle do Sistema sem o sinal exdgeno.
Fonte: Autoria Prépria.
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Resposta do Sistema com sinal exégeno
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Figura 9 — Resposta e Sinal de Controle do Sistema com o sinal exégeno.
Fonte: Autoria Prépria.

Ao analisar a resposta do sistema da Figura 8, nota-se que o sistema apresentou
uma resposta transitéria rapida para o dngulo de arfagem com tempo de acomodacao
préximo de 1s e presenca de sobressinal ou overshoot. Ja para o angulo de guinada o
sistema apresentou uma resposta com tempo de acomodacao proximo de 5s, porém sem a

presenca de overshoot.

J& analisando a reposta apresentada na Figura 9, percebe-se que o sistema apresen-
tou uma resposta transitéria rapida para o angulo de arfagem com tempo de acomodagcao
préoximo de 1s. Entretanto, para o angulo de guinada o sistema apresentou um compor-
tamento oscilatério devido a entrada exdgena aplicada, com um tempo de acomodacgao
préximo de 10s com a presenca de overshoot. Além disso, percebe-se a presenca do sinal
exdgeno ao sinal de controle ao angulo de guinada. Tal efeito é evidente pela compensacao

do controlador a perturbagao, visando elimina-la.

Assim, para ambas simulacoes o sistema apresentou tempo de respostas transitéria
similares e ambos conseguiram alcangar a referéncia escolhida como era-se esperado, uma

vez que o sistema apresenta robustez garantida pela norma H..

7.2 TESTE DE DESEMPENHO

Com a finalidade de minimizar a energia de controle, porém, garantindo a robustez
do sistema ¢ utilizada a norma H, em conjunto com a norma H,, obtendo o ganho dado

na Equagao (112). Assim, avaliando a energia de controle do sistema priorizando tal
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minimizagao, obtém-se as respostas do sistema, juntamente com o esfor¢co de controle
necessario, como apresentado nas Figuras 10 e 11. Na Figura 10, foi considerada apenas a
minimizacao da energia sem a presenca de sinal exdgeno. Na Figura 11, foi inserido o sinal

exdgeno ao sistema através da funcao randn do MATLAB.

Resposta do Sistema sem sinal exégeno
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Sinal Guinada
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Figura 10 — Resposta e Sinal de Controle do Sistema sem sinal exdgeno.
Fonte: Autoria Prépria.

Resposta do Sistema sem sinal exégeno
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Figura 11 — Resposta e Sinal de Controle do Sistema com sinal exdgeno.
Fonte: Autoria Propria.
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E notério que, para ambas condigoes, sem e com o sinal exdgeno, a resposta
transitéria do sistema apresentou um tempo de acomodacao mais lenta para o angulo
de guinada, proximo de 35s em relacao a resposta obtida nas Figuras 8 e 9, em que
foi considerada apenas a robustez do sistema. Ja para o angulo de arfagem, o sistema
apresentou um tempo de acomodagao préoximo de 1s. Porém, é evidente a minimizacao
do sinal de controle na Figura 11 em relagao a Figura 9, visto que para a primeira nao
apresentou oscilacoes devido a reducao da energia de controle. Enquanto isso, a resposta

da Figura 11 apresentou oscilacao e esfor¢o de controle maior para estabilizar o sistema.

Assim, conclui-se que a ideia de minimizar a energia de controle do sistema através
da norma H, é atendida e o sistema consegue seguir a referéncia escolhida para ambos
casos. Vale ressaltar que é possivel obter diferentes comportamentos, em relagdo a energia
de controle e rapidez na resposta, pela utilizacao de diferentes ponderacoes nas matrizes
Cs, e Ds,,. Utilizando valores proximos a zero ou zero, é priorizado a rapidez na resposta
do sistema. Caso contrario, prioriza-se a energia de controle utilizando valores maiores que

Zero.

7.3 TESTE DA VARIACAO DO PERIODO DE AMOSTRAGEM

Por se tratar de um controle robusto a variagao da taxa de amostragem, foram
realizadas simulagoes considerando os controladores obtidos tanto pelo teste de robustez,
quanto pelo teste de desempenho. Assim, as Figuras 12 e 13 apresentam a resposta
do sistema e do esfor¢co de controle para o primeiro teste considerando um periodo de
amostragem de 0,04s e 0,02s, respectivamente. Ja para o segundo teste, foram obtidas as

respostas mostradas nas Figuras 14 e 15.

Observando as respostas apresentadas por ambas as condigoes de teste, robustez e
desempenho, ainda para os dois periodos de amostragem escolhidos, observa-se que para
as Figuras 12 e 13 o sistema apresentou comportamento semelhante ao da Figura 8. Ja
para as outras duas Figuras 14 e 15, apresentaram comportamento similar ao da Figura
11. Assim, pode-se concluir que o sistema é robusto a variacao da taxa de amostragem
sempre que menor que o valor maximo do periodo de amostragem escolhido. Além disso,
para ressaltar a variagdo do periodo de amostragem seccionou-se o sinal de controle para
ambos testes e ambas variagoes de periodo. As Figuras 16, 17, 18 e 19, apresentam o

seccionamento realizado.

Analisando o seccionamento realizados no sinal de controle, nota-se que as Figuras
16 e 18 apresentam mesma taxa de atualizacdo a cada 4 amostras. Ja as Figuras 17 e 19
tem seus sinais atualizados a cada 2 amostras. Tal fendmeno é consequéncia de utiliza-se
uma discretizagao de 0,01s na realizacao da simulacdo no MATLAB usando o solver
‘ode4b’ para o procedimento de integracao numérica. Dessa forma, pode-se concluir que a

atualizacao do sinal de controle esta de acordo o periodo de amostragem escolhido.
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Resposta do Sistema T = 0,04s
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Figura 12 — Resposta e Sinal de Controle do Sistema do Teste de Robustez com T = 0,04s.
Fonte: Autoria Prépria.

Resposta do Sistema T = 0,02s
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Figura 13 — Resposta e Sinal de Controle do Sistema do Teste de Robustez com T = 0,02s.
Fonte: Autoria Propria.

Por fim, para demonstrar a influéncia de extrapolar o periodo de amostragem acima
do méaximo periodo considerado no projeto, realizou-se a simulagao com um periodo de
T3 = 0, 5s, para ambas condigoes de teste, teste de robustez e desempenho. As Figuras 20

e 21 apresentam a resposta do sistema juntamente com seu esforco de controle.
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Resposta do Sistema T = 0,04s
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Figura 14 — Resposta e Sinal de Controle do Sistema do Teste de Desempenho com T =

0,04s.
Fonte: Autoria Propria.

Resposta do Sistema T = 0,02s
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Figura 15 — Resposta e Sinal de Controle do Sistema do Teste de Desempenho com T =
0,02s.

Fonte: Autoria Propria.

Nota-se que a Figura 20 apresentou uma resposta oscilatoria com grandes amplitudes
para o angulo de arfagem, entretanto, conseguir acomodar num tempo aproximado de

15s. Além disso, o sinal de controle também apresentou tal oscilacoes, com uma taxa



o4
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Figura 16 — Sinal de Controle Seccionado Teste Robustez T = 0,04s.
Fonte: Autoria Prépria.

Sinal de Controle Seccionado T = 0,02s

1.4 T T T
O  Sinal Arfagem
O  Sinal Guinada
l I W
@9)
QO
QO
L Son 1
1 Q@
o (e6]
< QO
% @
xg 0.8 r oo @8] il
c QO
)
- (€95}
0.6 @ ]
@
(e8)
(e 9]
04r 0 e9) 5
¢9) (60
(€9
02+t ‘ @O ‘ Q ‘ L
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Tempo (s)

Figura 17 — Sinal de Controle Seccionado Teste Robustez T = 0,02s.
Fonte: Autoria Propria.

de decaimento em amplitude. Ja o angulo de guinada, a resposta do sistema apresentou

overshoot, porém sem a presenca de oscilagoes.

Na Figura 21, é evidente que para o angulo de guinada o sistema apresentou um
subssinal ou undershoot no inicio, porém sem a presenca de oscilagoes para alcancar a
referéncia com um tempo de acomodacao de 5s. Contudo, o sinal de controle apresentou
oscilagoes de grande amplitudes, com decaimento no decorrer do tempo. No angulo de arfa-

gem, tanto a resposta do sistema, quanto o sinal de controle apresentaram comportamento
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Sinal de Controle Seccionado T = 0,04s
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Figura 18 — Sinal de Controle Seccionado Teste Desempenho T = 0,04s.
Fonte: Autoria Prépria.

Sinal de Controle Seccionado T = 0,02s
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Figura 19 — Sinal de Controle Seccionado Teste Robustez T = 0,02s.
Fonte: Autoria Propria.

oscilatorio com grandes amplitudes. Entretanto, para ambos casos, o controlador conseguiu
alcancar a referéncia escolhida, porém com comportamentos oscilatérios e sinais de controle
de grande amplitudes. Assim, pode-se concluir que para periodos de amostragem superiores
ao maximo periodo escolhido para o projeto, o sistema pode apresentar comportamento

oscilatorio que podem levar o sistema a instabilidade.
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Figura 20 — Resposta e Sinal de Controle do Sistema do Teste de Robustez com T = 0,5s.
Fonte: Autoria Prépria.

Resposta do Sistema T = 0,5s
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Figura 21 — Resposta e Sinal de Controle do Sistema do Teste de Desempenho com T =

0,5s.

Fonte: Autoria Prépria.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho apresentou uma proposta de aplicacao de controle robusto de dados
amostrado aplicado a um sistema helicéptero 2-DOF modelado por LPV. Apresentou-se a
teoria de controle robusto de dados amostrados, em que foi utilizada a norma H,, para
garantir a robustez e a norma H, visando o desempenho. Além disso, foram também
detalhadas a modelagem do sistema helicéptero 2-DOF, a alteracao da lei de controle para
ser capaz de seguir sinais de referéncias de entrada e sua simula¢do computacional para

analise e validagao do método proposto.

Na implementacao do controlador de dados amostrados, utilizou-se a técnica de
controle misto Ho/H ., para sistemas LPV, sendo sua sintese realizada por LMIs. Por meio
da solucao das LMIs apresentadas, obtém-se o controlador de dados amostrados composto
pela combinagao de dois simplices. Para avaliar a teoria de controle proposta, foram
realizados trés testes: o teste de robustez, o teste de desempenho e o teste da variacao
do periodo de amostragem. No primeiro teste, sintonizou-se o controlador priorizando a
robustez obtendo uma robustez garantida pela norma H., de v = 3,7.107%. E notério
que o controlador conseguiu alcancar a referéncia tanto para o sistema sem sinal exégeno,
quanto para o com sinal exégeno. Ainda, vale ressaltar que a resposta do sistema para o
angulo de guinada apresentou um comportamento oscilatério com pequenas amplitudes,

porém, ao decorrer do tempo, o controlador consegue compensa-las.

J& no segundo teste, priorizou-se o desempenho enfatizando minimizar a energia
de controle do sistema. Assim, o sistema apresentou uma robustez garantida pela norma
Hoo de v = 5,0.1073. A resposta do sistema apresentou uma dindmica mais lenta para o
angulo de guinada devido & minimizacao da energia de controle empenhada. Além disso, o
sistema apresentou robustez ao sinal exdgeno com a presenca de pequenas oscilagées no
sinal de guinada. Entretanto, para ambos os casos em relagao ao sinal exdgeno, o sistema

conseguiu seguir a referéncia escolhida.

Por fim, por se tratar de um sistema robusto a variagdo do periodo de amostragem,
foram realizadas trés simulagdes com periodos de amostragem de 0,04, 0,02 e 0,5s com a
finalidade de avaliar a influéncia da amostragem para os controladores determinados no
teste de robustez e desempenho. Para ambos controladores, considerando os dois primeiros
periodos, o sistema conseguiu buscar a referéncia escolhida como era-se esperado, uma
vez que tais perfiodos sao menores que o periodo de amostragem escolhido (0,05s). Porém,
para o ultimo periodo, o sistema apresentou comportamento oscilatorio com a presenca de
grandes amplitudes para ambos os testes. Contudo, ao final, o sistema conseguiu buscar
a referéncia escolhida. Vale ressaltar que possivelmente, para periodos ainda maiores,

o sistema pode apresentar até mesmo instabilidade, uma uma vez que a estratégia de
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controle utilizada garante estabilidade apenas para periodos de amostragem menores que

o valor de projeto.

Dessa maneira, a proposta do controlador misto Hy/H., de dados amostrados
apresentada pode ser validada e seus resultados permitem observar o bom comportamento
do controlador a presenca de um sinal exdgeno, a possibilidade de minimizar a energia de

controle ponderando com a robustez do sistema e a variagao do periodo de amostragem.
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