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RESUMO

FILHO, Fabio Augusto Fortunato. Conjunto Simpléticos e Otimizacao: Métodos Simplex
e Nelder-Mead. 2020. 79 f. Trabalho de Conclusao de Curso — Curso de Licenciatura em
Matematica, Universidade Tecnolégica Federal do Parana. Curitiba, 2020.

E comum a utilizacdo de técnicas numéricas para a solucao de problemas de minimizar ou
maximizar fungoes matematicas. Baseado nisso, o presente trabalho faz uma explanacao
de dois métodos simpléticos de otimizacgao livres de derivagao. Inicialmente foi feito um
breve estudo no conceito da Anéalise Convexa para definirmos um conjunto simplético.
Em seguida, foi realizada uma introdugao aos problemas de Programagao Linear e suas
caracteristicas. Para a resolucao de tais problemas, foi abordado um estudo do Método
Simplex, que consiste em minimizar uma funcao utilizando apenas operag¢oes matriciais
bésicas. Com um algoritmo do Método Simplex feito, o préximo passo da pesquisa foi
estudar problemas de Programacao Nao Linear, para assim, introduzir o algoritmo do
Método de Nelder-Mead. Com base neste algoritmo, foi apresentado um estudo teorico
do método, assim como demonstrado algumas propriedades. Destaca-se, neste estudo, a
abordagem das vantagens e desvantagens de se utilizar o Método de Nelder-Mead, com
uma pequena variacao do método classico da literatura.

Palavras-chave: Programacao Linear. Programacao Nao Linear Irrestrita. Método Sim-
plex. Método de Nelder-Mead.



ABSTRACT

FILHO, Fabio Augusto Fortunato. Sympletics Sets and Optimization: Simplex and Nelder-
Mead Method. 2020. 79 f. Trabalho de Conclusao de Curso — Curso de Licenciatura em
Matematica, Universidade Tecnolégica Federal do Parana. Curitiba, 2020.

It’s common to use numerical techniques for solving problems to minimize, or maximize
mathematical functions. Basead on this, the present work makes an explantion of two
simpletical methods of derivate free optimization. Initialy a brief study was made on
the concept in convex analysis to define a symplectic set. Then, an introduction was
made to the problems of linear programming and their caracteristics. To solver these
problems a study of the Simplex Method was approached, which consists of minimization
an objective function using only basics matrix operations. With the algorithm of the
Simplex Method done, the next step of this work was to study nonlinear programming
problems to introduce the algorithm of the Nelder-Mead Method. About this algorithm,
we present a theoretical study of the method, proving some properties and bringing their
advantages and disadvantages to use the Nelder-Mead Method with a small variation of
the classic method in the literature.

Keywords: Linear Programing. Unconstrained Nonlinear Programing. Simplex Method.
Nelder-Mead Method.
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1 INTRODUCAO

Otimizagao é uma area da Matematica Aplicada onde se desenvolve o estudo de
problemas em que se busca minimizar ou maximizar uma funcao, com alguns critérios
predefinidos, dentro de um conjunto preestabelecido. Diante disso, utilizaremos a Pesquisa
Operacional (PO) como um recurso para analisar sistemas complexos do mundo real,
a fim de otimizar a performance. A ideia central da PO utiliza modelos matematicos
e estatisticos, que com as técnicas adequadas, ajudam a tomada de decisao. Os dois
principais problemas da PO, que serdao abordados ao longo desse texto sao: o Problema de
Programacao Linear e o Problema Irrestritos de Programacao Nao Linear. Um problema

de otimizacao pode ser representado da seguinte maneira:

minimizar  f(x) (1)

sujeitoa x € D

sendo f: R" — R e D C R". Tal formulacao é chamada de um problema de otimizacgao
ou um problema de programacgao matematica. Muitos problemas do mundo real e tedricos
podem ser modelados nessa estrutura geral. A funcao f é chamada de fungao objetivo
(ou fungdo de custo), uma vez que temos o objetivo de maximiza-la ou minimiza-la.
Por convencao, a forma padrao de um problema de otimizagao é definida em termos de
minimizacao®. O conjunto D é chamado de conjunto factivel ou conjunto vidvel. Um ponto
que pertence ao conjunto D é chamado solugao factivel ou ponto factivel, uma solugao que
minimiza a funcao objetivo serd chamada de uma solucao 6tima factivel ou simplesmente
solucao o6tima. Desse modo, os Problemas de Programacao Linear, consistem em problemas
com f uma funcao linear e D um conjunto definido por um sistema de equagoes lineares.
J& os Problemas Irrestritos de Programacao Lienar, a fungao objetivo f pode, ou nao, ser
linear. E os tais problemas sao considerados irrestritos, pois D = R".

Segundo Friedlander (1994 apud BAZARAA; SHETTY; SHERALI, 1979), em
proglemas irrestritos, se a fungao for continuamente diferenciavel, temos que os pontos de
maximo ou minimo tem o gradiente da func¢ao avaliado no ponto igual a zero. Podemos
mencionar fois métodos que utilizando fortemente a busca pelo gradiente igual a zero,
sendo eles o Método de Newton ou o Método do Gradiente. Existem diversas func¢oes que,
ou nao possuem derivadas, ou as derivadas sao complicadas de serem utilizadas. Para isso
sao utilizados os métodos livres de derivadas, neste trabalho, abrangeremos dois métodos
de resolucao de problemas dessa forma. Sendo eles, o Método Simplex e o Método de
Nelder-Mead. Ambos os métodos utilizam a mesma geometria para o embasamento tedrico,

denomida Geometria Simplética.

!'Maximizar a funcdo f é equivalente a minimizar a funcio —f.
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A Geometria Simplética trata de simpléticos (ou simplex) que é uma generalizagao,
para n dimensoes, do conceito de tridngulo em R2. Por exemplo, utilizaremos um conjunto
com 4 pontos disjuntos, a fim de construir um conjunto simplético de dimensao 3. Chama-
remos de 3 — simplex. Cada ponto do conjunto é um vértice de um tetraedro, conforme
a Figura 1, generalizando, utilizaremos um conjunto de n + 1 pontos para construir um

simplético de dimensao n.

Figura 1 — Exemplo do Conjunto Simplético de dimensao 3, o 3 — simplex.

Fonte: Autoria prépria.

sendo assim, a Geometria Simplética é muito estudada por suas aplicacoes na Geometria
Complexa, Topologia e Fisica Matematica. Utilizando a Geometria Simplética, além de
grandes técnicas de otimizagao, pode ser construida uma relacao intermediaria entre a
Geometria Diferencial e a Algebra Nao-Comutativa (IMPA, 2020).

Os métodos livres de derivagdes sao extremamente importantes, uma vez que
existem diversos casos de fungoes em que a derivada nao é acessivel, quer pelo alto custo
computacional quer por sua indisponibilidade, mas mesmo assim temos o interesse de

encontrar maximos ou minimos de tais fun¢des. Segundo Conn,

[...] consideramos a otimizagdo sem derivadas uma das mais importantes, abertas
e desafiadoras dreas na ciéncia computacional e engenharia, com um enorme
potencial pratico. O motivo pelo qual é desafiador é que, do ponto de vista
da otimizagdo, desiste-se de tanta informagdo por nao ter derivadas (CONN;
SCHEINBERG; VICENTE, 2009, p. 1, traducdo nossa)

Vimos entao como o campo de pesquisa em otimizacao livre de derivadas é uma
area com grande demanda.

O desenvolvimento metodologico mais importante do periodo pds-guerra foi o
Método Simplex, criado por George B. Dantzig, em 1947. Este método busca resolugao
de Problemas de Programacao Linear. Isto é, problemas de planejamento nos quais sao
utilizados modelos de otimizacao lineares. Segundo Dantzig (1987), as ideias do Método

Simplex ja estavam em sua cabeca durante a Segunda Guerra Mundial, mas s6 foi
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melhor elaborado em 1947 quando Dantzig viajou buscando aprimoramento em outras
universidades. Dessa forma, o primeiro artigo publicado utilizando o Método Simplex foi
em 1947 (DANTZIG, 1990).

Para o Método Simplex, é necessario que f seja uma func¢ao linear e D um conjunto
formado por igualdades e desigualdades lineares que, geometricamente, corresponde a
interseccoes de semi-hiperplanos e retas. Esse método tem uma grande importancia, pois
resolve problemas de grandes dimensoes apenas utilizando operacoes matriciais basicas.
Uma interpretagao do método é dada pelo resultado que a interseccao dos semi-hiperplanos
geram. Como o conjunto vidvel D é um politopo?, se o problema tem solucao minima, é
possivel mostrar que uma solu¢cao minima pode ser encontrada em um dos vértices do
politopo. Dessa forma, veremos que o Método Simplex avalia, a cada iteragao, o valor da
funcao em um dos vértices até encontrar o vértice que gera o menor valor da funcao.

O segundo método que estudaremos é o Método de Nelder-Mead, o qual busca
a resolucao de Problemas Irrestritos de Programagao Nao Linear. Este método consiste
em avaliar a funcdo em n + 1 pontos iniciais dados, tais que esses pontos geram um
n — simplex. Organizando os n 4+ 1 valores obtidos na fungdo f de forma crescente, o
ponto responsavel pelo maior valor avaliado sera substituido criando um novo conjunto de
pontos. Logo, criard um novo n — simplex. A Figura 2, obtida de Givens e Hoeting (2013)

mostra intuitivamente como o processo iterativo ocorre.

Figura 2 — Iteracoes do Método de Nelder-Mead.

Fonte: Givens e Hoeting (2013)

Perceba que, a cada iteragao do processo, um novo triangulo é gerado, em que

esse triangulo tem seus vértices mais proximos do minimo da func¢do. Outra observacao

2Um politopo é uma regido contida em R”, o qual é resultante da interseccdo de um conjunto de
semi-espacos.
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consideravel é que mesmo tendo um 2 — simplex préximo de um minimo local, o Método
de Nelder-Mead pode convergir para outro minimo da funcao objetivo.

O artigo de Nelder e Mead (1965) traz um algoritmo que é capaz de encontrar
minimos de uma func¢ao objetivo. Entretanto, a demonstracao da convergéncia do método
para o minimo da func¢ao nao é realizada no artigo e, além disso, é um dos problemas
ainda em estudo referente ao método. Segundo Gongalves (2013), existem varia¢oes do
Método de Nelder-Mead em que a convergéncia ¢ garantida, onde as hipdteses iniciais
excluem algumas familias de fungoes. Contudo, nao abordaremos essas variagoes.

Neste contexto, o objetivo principal deste presente trabalho é desenvolver um
estudo baseado na geometria simplética e avaliar como os elementos ali encontrados permi-
tiram o desenvolvimetno do Método Simplex e no Método de Nelder-Mead, para resolucao
de Problemas de Programagao Linear e Nao Linear, respectivamente. Os dois métodos tem
grande utilizacao nas mais diversas ares de conhecimentos e sao bem consolidados como
alternativa para resolver problemas de minimizagao. Segundo Dantzig (1987), o Método
Simplex, além de ser um dos mais utilizados métodos computacionais em diferentes areas
de estudo, ¢ um dos métodos mais utilizados em otimizagao empresariais, uma vez que o
objetivo do método é minimizar custos. A autora Gongalves (2013) afirma que o Método
de Nelder-Mead é o mais utilizado para a resolu¢ao de Problemas de Otimizacao Nao
Lineares. Afirmando, assim, a importancia do estudo dos dois métodos classicos de busca
direta, livres de derivadas. O presente trabalho também tem o diferencial de introduzir
um breve estudo da Anéalise Convexa para a defini¢ao formal de um Conjunto Simplex,
juntamente com os métodos que utilizam tal geometria.

A monografia esta formada por cinco capitulos. No Capitulo 2, introduziremos a
Geometria Simplética. Isto é, definiremos os conjuntos convexos, os conjuntos afim e, por
ultimo, os conjuntos simpléticos. Abordaremos os Problemas de Programacao Linear no
Capitulo 3, apresentando algumas solugoes basicas. Demonstraremos, assim, o Teorema
Fundamental da Programagao Linear. Ainda neste capitulo, apresentaremos o Método
Simplex, assim como duas variagoes desse método: o Método Simplex de Duas Fases e
o Método Simplex Revisado. Para este ultimo método, apresentaremos um algoritmo.
Finalizaremos o capitulo apresentando uma sistematizacao do processo obtido pelo Método
Simplex. No Capitulo 4, discutiremos os Problemas de Programacao Nao Linear e a
resolugao de seus problemas através do Método de Nelder-Mead. Apresentaremos, dessa
forma, o algoritmo do método com o objetivo de minimizar funges, assim como algumas
propriedades, mas nao afirmaremos a convergéncia do método para o minimo da funcao
objetivo. Concluiremos este quarto capitulo com algumas aplicagdes do Método de Nelder-

Mead. Por fim, as consideragoes finais deste trabalho sao apresentadas no Capitulo 5.
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2 INTRODUCAO A GEOMETRIA SIMPLETICA

A definicdo do conceito de simplético exige a introducao de alguns conceitos
analiticos, tais como convexidade e conjunto afim. Neste sentido, vamos destinar este
capitulo para a exposicao de elementos basicos da Andlise Convexa, os quais fornecem um
material tedrico utilizado para desenvolver os métodos computacionais de otimizacao que
utilizam simpléticos. Essa introducao tedrica esta baseada no livro Convex Analysis de
Rockafellar (1972).

2.1 Conjuntos Convexos

Defini¢ao 1 (Conjunto Convexo). Um conjunto C C R™ é dito convezo se, para quaisquer
dois pontos de C', obtemos um segmento de reta que esta contido em C. De outra forma,

dados xg,x1 € C tem-se

(1 —0)xo + dz1 € C para todo 6 € [0,1].

Figura 3 — Exemplos de conjuntos convexos.

Fonte: Autoria prépria.

A Figura 16 apresenta dois conjuntos que satisfazem a definicao de conjunto
convexo. Os exemplos classicos de conjuntos convexos sao: os intervalos da reta real R
(abertos e/ou fechados), retas, planos, semiplanos e qualquer espaco vetorial que podem
facilmente ser demonstrados utilizando a definicdo aqui apresentada. Ja os conjuntos
nao convexos sao conjuntos em que é possivel obter ao menos dois pontos xg,z1 € C e
um escalar 9, tais que (1 — d)zg + dz; ¢ C. A Figura 4 abaixo ilustra exemplos desses
conjuntos. A unido de duas retas nao coincidentes, a uniao de dois intervalos disjuntos
e a uniao de um plano com uma reta que nao a contém, sao exemplos de conjuntos nao

COoNnvexos.
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Figura 4 — Exemplos de conjuntos nao convexos.

Fonte: Autoria prépria.

Para prosseguir em nosso estudo, necessitaremos introduzir o conceito de fecho
convexo. Para isso precisaremos do seguinte Teorema 2, o qual garante que a intersecao de

convexos resulta num conjunto convexo.

Teorema 2. A intersec¢io de uma colegao arbitraria de conjuntos converos é um conjunto

COMVETO.

Demonstragao. Defina M = N2, H;, com H; conjuntos convexos para todo 7 € N. Preci-
samos mostrar que M é convexo.

Se M ¢é formado por um tnico ponto ou M é um conjunto vazio, entao é trivial
verificar que o teorema é valido. Caso contrario, temos que se x, y € M entao x, y € H;
para todo 7 € N. Da convexidade de cada H;, temos que {(x —y)\+y |\ € R} C H; para
todo ¢ € N.

Logo, podemos concluir que para quaisquer z, y € M, segue que {(z—y)A+y |\ €
R} C M. Portanto, M é convexo. O

Observacao 3. Notemos que, diferentemente do que ocorre com a intersec¢ao, a unido de
convexos ndo necessariamene resulta em um conjunto convexo. Um exemplo, que podemos
utilizar para concluir isso, € tomar os intervalos (0,1) e (2,3) da reta real. Notadamente,
tomando x = % ey = g temos que z, y € (0,1) U (2,3), mas {(x —y)\+y| A€ [0,1]}
(0,1) U (2,3).

Definiremos a seguir o fecho convexo, que tem forte relagao com o Teorema anterior,
pois é possivel provar que o fecho convexo de um conjunto S qualquer é a intersecao de
todos os conjuntos convexos que contenha S. Pode-se ainda provar que o fecho convexo
é o menor conjunto convexo que contém S, no sentido que qualquer outro convexo que

contenha S contém, também o fecho.

Defini¢ao 4 (Fecho Convexo). O fecho convexo de um conjunto S C R™ € o conjunto

{zeR" |z =Nz +...+ \nzx,, 2, €8,i=1,...n, N>0,i=1,...n, Ai =1}

1

n

K3
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Observemos que foi necessario o teorema anterior para introduzir essa nova
defini¢do, uma vez que nao faria sentindo em chamar de fecho convexo, se nao tivéssemos
a certeza que tal conjunto seria convexo. Vejamos na Figura 5 exemplos de fecho de um

conjunto convexo € um nao CoONvexo.

Figura 5 — Exemplos de fecho de conjunto convexo e nao convexo.

Fonte: Autoria proépria.

Perceba na Figura 5 que o quadrilatero é um poligono convexo. Logo, é igual ao
seu fecho convexo. Entretanto, isso nao ocorre no segundo poligono, pois observe que o
fecho convexo é um pentagono que contém o poligono nao convexo.

Além disso, se considerarmos os intervalos (0,1) e (2,3) da reta real, temos que o

fecho convexo do conjunto (0,1) U (2,3) é dado por [0,3], isto é, um conjunto convexo.

2.2 Conjuntos Afins

Como queremos lidar com Conjuntos Simpléticos, precisaremos introduzir o
conceito de hiperplanos, como sendo uma generalizacao para espagos de dimensoes maiores
do conceito de plano que temos no R3. Assim, relacionaremos esses hiperplanos com o
conceito classico de espago vetorial. A grosso modo, o que impede um hiperplano de
ser um espaco vetorial é a auséncia do elemento neutro da adig¢do, o que possibilita
tracar uma relagdo de paralelismo destes com um (inico) espago vetorial. Nao somente os
hiperplanos tém essa caracteristica/possibilidade, outros conjuntos também gozam dessas
particularidades e o conjunto de todos eles nos levam a definir o conceito de conjuntos
afins.

Neste sentido, nesta secao iremos trabalhar com conjuntos afins, relacionando-os

com espagos vetoriais, estabelecendo entre eles uma relagao de paralelismo.

Defini¢ao 5 (Conjunto Afim). Um subconjunto M C R™ é chamado de conjunto afim se
(1 =Nz + Ay € M para todo z,y € M e X € R.

O conjunto vazio e os conjuntos unitarios sao exemplos de conjuntos afins, os
quais podem ser trivialmente demonstrados. Além desses conjuntos, no espaco R™ podemos

verificar que sdo afins as retas, os planos e os hiperplanos. Veremos agora que todo espaco
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vetorial também é um conjunto afim. Posteriormente, iremos avaliar como se relaciona os

conjuntos afins com espacos vetoriais.

Teorema 6. Todo espago vetorial é um conjunto afim contendo o vetor 0, isto €, o elemento
neutro da adi¢io. Ademais, todo subconjunto afim de um espaco vetorial serd subespaco se

contiver o vetor 0.

Demonstracdo. Por definicao, todo espaco vetorial contém o vetor 0, no que resta provar
que ele é um conjunto afim. De fato, espagos vetoriais sao fechados para a adicio e
para a multiplicacdo por escalar. Assim sendo, considerando um espaco vetorial M,
dados x, y € M, temos que, para quaisquer escalares A, v, vale Ax + vy € M. Logo,
particularmente para A € R" e v = 1 — A, temos que A\x + (1 — \)y € M, o que prova que
M é afim.

Para provarmos a segunda parte, lembremos que todo subespago vetorial deve
conter o vetor nulo e deve ser fechado para soma e multiplicacdo por escalar.

Seja entdo M um conjunto afim contendo o vetor 0, temos que para qualquer

x € M e para qualquer escalar A\ vale:

Ar=(1-X0+\Xx € M.
Portanto, M é fechado para a multiplicacao por escalar. Agora, se tomarmos o
seguinte ponto de M, temos que

1 1 1

para quaisquer x,y € M. Como demonstramos anteriormente que M é fechado para a

multiplicagao por escalar, segue que

1
2§($+y) EM = z+ye M.
Portanto, M é um subespacgo de R™. O

Observacao 7. Cabe notar aqui que todo espaco vetorial é um conjunto afim, mas nem
todo conjunto afim € um espaco vetorial. De fato, falta garantir a propriedade do elemento

neutro da soma, ou seja, nao € possivel concluir que o 0 ird pertencer ao conjunto afim.

Para o nosso estudo posterior, serd muito importante relacionar conjuntos afins
com espacos vetoriais, a fim de aproveitar algumas propriedades e resultados deste tltimo. A
forma de relacionar espagos afim com espacos vetoriais é através da extensao de paralelismo
entre retas e planos para outros espagos afim. Neste sentido, vamos iniciar o nosso trabalho

apresentando o conceito de conjunto de transladagao.

Definigao 8 (Conjunto de Transladacao). Dado a € R™, um conjunto de transladagio de

um conjunto afim M C R™ ¢é dado por

M+a={x+alx € M}.
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Com base nessa defini¢do, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 9. Um conjunto de transladacao de um conjunto afim M C R™ também é um

conjunto afim.

Demonstracio. Deja L = M + a, com a € R". Se x, y € L entao existem e y tais que

r =2+ aey=7y+ a Dessa maneira, vamos ter para todo A € R que:
1-=XNz+dy=01-N(Zx+a)+AXy+a)=(1—-Nz+ ) Ny+acl,
0 que prova o que queriamos. 0

Definigao 10 (Conjunto afim paralelo). Um conjunto afim M € dito paralelo ao conjunto

afim L quando M = L + a para algum a.

Ou seja, no caso em que M for um conjunto de transladacao de L. Sabendo da
natureza dos conjuntos, podemos dizer apenas que "M ¢é paralelo a L". Ademais, isso é

uma relagao de equivaléncia entre os subconjuntos afins de R™.

Observagao 11. Note que o conceito de paralelismo definido para conjuntos afins é mais
restrito do que aquele conhecido na geometria analitica de R? e R3, pois ndo considera,
por exemplo, uma reta paralela a um plano. Por sua vez, uma reta pode ser paralela a uma

reta, assim como um plano ser paralelo a um plano.

Teorema 12. Em R", cada conjunto afim nao vazio M ¢é paralelo a um tinico subespaco
L. Além disso, L ¢é dado por

L=M-M={x—y|zye M}

Demonstragao. Inicialmente, vamos mostrar que um conjunto afim M nao pode ser paralelo
a dois subespacos. Dessa maneira, supomos que M é paralelo aos subespacos L e Lo.
Neste caso, podemos afirmar que Ly = L; + a para algum a € R". Porém, 0 € Ly, ou seja,
—a € Ly e também a € Ly, pois Ly é um subespago. Sendo assim, Ly = L; +a C Ly. De
maneira analoga, podemos afirmar que Ly C Lo, e assim L, = Ly. Agora, observe que para
todo a € M temos que L = M —a = M + (—a) é uma transladagao de M que contera
a origem. Como a transladacao é um espago afim, temos pelo Teorema 6 e da primeira
parte demonstrada que L é o subespago que procuramos. Como a foi escolhido de maneira

arbritaria, podemos escrever L = M — M. O

Na Figura 6, temos a representacao de um conjunto afim que é um plano. Além

disso, o subespago paralelo ¢ um plano contendo a origem.
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Figura 6 — Um subespaco paralelo a um conjunto afim.

Fonte: Autoria prépria.

O Teorema 12 nos permitira utilizar conjuntos afins contendo o 0, um espaco
vetorial, ao invés de utilizar conjuntos afins quaisquer. Note que nao tera ambiguidade,
pois demonstrando que existe um tnico conjunto afim que é espago vetorial, relacionado
com um conjunto afim que nao necessariamente satisfaz as condigoes de espaco vetorial, é
possivel estabelecer uma relagao de equivaléncia. Para evitar confusoes, a partir de agora,
chamaremos os conjuntos afins que sao espacos vetoriais de espacos afins. Esse teorema
permite também que estabelecamos a definicao de dimensao do conjunto afim, como se

segue.

Definigao 13 (Dimensao de um Conjunto Afim). A dimensdo de um conjunto afim ndo
vazio serd dada através da dimensdo do subespago paralelo a ele. Além disso, por convencao,
serd definido como -1 a dimensdo de (). Os conjuntos afins de dimensdo 0, 1 e 2 sdo
chamados de pontos, retas e planos respectivamente e, para um conjunto afim de dimensao

(n-1) pertencentes a R™, chamaremos de hiperplanos.

Agora, vamos relembrar conceitos de ortogonalidade oriundos da Algebra Linear.
E importante definirmos tais conceitos, uma vez que nos dara um grande ferramental

matematico para definir os hiperplanos de uma maneira mais simples de ser trabalho.

Definigao 14 (Vetores Ortogonais). Dados os vetores x,y € R™ dizemos que x € ortogonal

ay (x Ly)se{xy) =0.

Observemos o significado geométrico dessa defini¢do. Por exemplo, sejam dois

vetores u,v € R?, a ortogonalidade é representada conforme a Figura 7.
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Figura 7 — Vetores ortogonais em R?.
A

—|Ot:90° y

Y

Fonte: Autoria prépria.

Vejamos agora a definicdo de ortogonalidade entre um vetor e um subespaco.

Defini¢ao 15 (Vetor ortogonal a um conjunto). Seja um vetor x € R™ e um subespaco

L C R™, dizemos que x é ortogonal a L se x L y para todo y € L.

Um exemplo simples de se analisar é se considerarmos o subespago L sendo uma
reta e um vetor u tal que qualquer vetor x € L é ortogonal a u. Na Figura 8 a seguir,

podemos observar a representagao geométrica dessa definicao.

Figura 8 — Vetor ortogonal a um subespaco no R2.

A

L a=40°

0.0

Fonte: Autoria prépria.

Também é muito utilizado um vetor ortogonal a um plano no R3, tal vetor é

denominado de vetor normal.

Proposicao 16. Todo subespago de dimensio (n — 1) é um conjunto da forma {z|x L b},
comb€eR" ex € L, com L sendo um conjunto afim. Além disso, as transladacoes desse

conjunto geram um hiperplano.

Demonstragao. Seja M C R™ um subespaco de dimensao n — 1. Entao, temos que existem

n — 1 vetores linearmente independentes de R™ que geram M. Isto é
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M = [mlamQa v 7mn—1]a
com mi,Ma, ... ,Mmy_1 € R". Como a dimensdo de M é n — 1, existe b € R™ tal que b é
ortogonal a todos os vetores da base de M. Ou seja, (m;,b) =0 parai=12,...,n— 1.

Além disso, todo vetor m € M é ortogonal a b pois, se m = myaq + -+ + m,_1,,_1 entao

segue que

(m,by = (myag + -+ + my_105-1,b)
= <m1061,b> + -+ <mn71anflub>
1(ma,b) + - 4+ ap_1(m,_1,b)

o
0.

Logo, M = {x € R"|{(x,b) = 0}, pois se tivermos um y ortogonal a M e também
a b. Como M U [b] = R", temos que y ¢ R"™. Além disso, se transladarmos o conjunto M

por a, entao

{z|lz Lb} +a={z+al(z,b) = 0} = {y[{y — a,b) = 0} = {yl(y.,b) = B},
comy =z +ae = (ab). Portanto, os hiperplanos sao transladagoes do conjunto M. [

A Proposicao 16 acima permite estabelecer uma nova forma de definir hiperplanos.
De fato, dado o vetor de varidveis x = (x1,23, . .. ,2,), um vetor conhecido a = (ay,as, . . . ,a,)
e f € R, um hiperplano pode ser escrito como o conjunto H = {ayz1+asxe+- - -+a,x, = B}
ou ainda H = {z,a € R" e [(x,a) = B}.

Teorema 17. Dados § € R, e um vetor diferente de zero b € R™. Entdo
H = {z|(z,b) = 5}

¢ um hiperplano em R™. Além disso, todo hiperplano pode ser definido dessa forma, com b

e B unicos a menos de um maultiplo diferente de zero.

Demonstracao. Sabemos que um hiperplano pode ser representado por uma equacao da

forma aqxy + - + ap_12,-1 = (. Logo
bixi+ -+ b1ty =< (21,...,x01).(b1,... ,bn_1) = & (x,b) =,
para x = (x1,...,x,-1) € b= (by,...,b,_1). Logo, o hiperplano pode ser escrito como
H = {xzl{z,b) = 5}

Falta mostrar que b e [ sdo unicos a menos de um escalar diferente de zero.
Suponha que
H = {z|(z,b) = B} = {zl(x,a) = a},
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isto indica que H é o conjunto solugao de dois sistemas lineares equivalentes, cada qual
com uma unica equagao. A teoria de sistemas lineares garante que podemos chegar de um
sistema a outro através de operacoes elementares. No entanto, devido ao fato de termos
somente uma unica equagao, a unica possibilidade aqui é multiplicar a linha por um escalar
nao nulo. Dessa forma, provamos o que foi pedido, uma vez que se multiplicarmos ambos
os lados da equagao (z,b) = § pelo escalar v # 0 teremos a equacgdo < z,a >= «, de onde

podemos concluir que a é multiplo de b e na mesma proporc¢ao que « é multiplo de 5. [

Vamos agora estabelecer uma relacao de equivaléncia entre os conjuntos afins e os

conjuntos solucoes de sistemas lineares.

Teorema 18. Dado um vetor b € R™ e uma matriz B € R™*". Entao o conjunto
M = {z € R"|Bz = b}

¢ um conjunto afim em R™. Ademais, todo conjunto afim pode ser representado dessa

forma.
Demonstragio. Sejam z,y € M e z = (1 — A)x — Ay, entdo temos que
Bz =B((1 =Nz — \y)

= B(1l - Xz — B\y

= (1 — A\)Bxz — ABy,como x e y sao solugoes do sistema

= (1= \)b+Ab
—b— Ao+ \b
—be (1—A\)b+Ab
— b,

Logo, Bz € M. Entao M é um espaco afim.

Agora precisamos mostrar que todo conjunto afim pode ser representado da forma
{z € R"|Bx = b}. Para isso, tomaremos um conjunto afim arbitrario M, e L um subespago
paralelo a M. Sejam by,bs, ..., b, base do complemento ortogonal! de L, dado por L+,

entao

L= (LY)*
={z|lr Lby,z Lby....,o Lb,}
={z|(bj,x) =0, i=12,...,m}
& {ba” + b’ + -+ bz’ =0}
= {Bz = 0},

'O complemento ortogonal de um subespaco L de R" é dado por todos os vetores de R™ que séo
ortogonais a todos os vetores de L. Tal conjunto é descrito por L= .
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com B € R™"™, Como M é paralelo a L entao existe a € R™ tal que
M=L+a={x+a|Bx =0} = {z|B(x —a) =0} = {z|Bx = Ba} = {z|Bx = b},

com Ba = b. Portanto, temos que L é o tinico subespacgo paralelo ao conjunto afim M.

Com isso, M pode ser representado por um sistema de equagao, ou seja,
M = {z|Bx = b}.
O

Observe que podemos representar os conjuntos () e R™ dessa maneira. Para o
conjunto (), tomamos B como sendo uma matriz com todas as entradas iguais a zero, e b
como sendo um vetor diferente de zero. Para o conjunto R", tomaremos B como sendo a
matriz com todas as entradas zero, e b como sendo o vetor nulo.

Se considerarmos b; a i — ésima linha de B, e ; como sendo a i — ésima entrada

de b temos que

M = (ol b2) = B (o) = s () — fin)
={z[{z,b;) = B;, 1=12,...,m}.

Portanto, se chamarmos H; = {z|(x,b;) = f;}, temos que H; é um hiperplano

para i = 1,2,...,m. Assim,

Ou seja, M pode ser descrito como uma interseccao finita de hiperplanos.

Corolario 19. Todo subconjunto afim de R™ é uma intersecao de uma quantidade finita

de hiperplanos.

Demonstracao. Do Teorema 18, temos que todo conjunto afim pode ser representado como
uma equagao matricial. Portanto, se M é um conjunto afim entdo M = {z|Bx = }. Isto

¢,

by ... bln—l 1 51 biizi + -+ bip—1Tp—1 = Bl
Br=f&| 1 =] e
bml s bmn—l Tpn—1 /Bm bmlxl 4+ -4 bmn—lxn—l = Bm
Logo,
M=A{x=(z1,...,xp1)|{b],x) =Pre ... e (b,,x) =P},

sendo b},b,,...,b, as linhas de B. Sabemos que (b;,z) = (; sao hiperplanos de R". Além
disso, sabemos que a interseccao de conjuntos afins ainda é um conjunto afim. Portanto,

M ¢é formado por intersec¢oes de hiperplanos. O
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Embora nao seja complicado mostrar que a interseccao de conjuntos afins ainda é
afim, este resultado é muito importante para a discussdo como um todo. Para isso, iremos

demonstrar a proposicao a seguir.

Proposicao 20. A interseccao arbitrdria de conjuntos afins também € um conjunto afim.

Demonstrag¢ao. Sabemos que se z,y € 2, A;, com A; um conjunto afim para todo ¢ € N,
entao teremos que z,y € A; para todo i. Como A; é afim, para todo A € R, entao segue

que

Como isso ocorre para todo A; e para todo A, entdo z,y € 72, 4; é um conjunto afim. [J

Figura 9 — Interseccao de conjuntos afins.

Fonte: Autoria prépria.

Se S C R", entao h4 um menor conjunto afim? que contém S. Tal conjunto é o
fecho afim que iremos definir a seguir, pode-se provar ainda que o fecho afim é dado pela

interseccao de todos os conjuntos afins que contenha S.

Defini¢ao 21 (Fecho Afim). O fecho afim de um conjunto S C R™ é o conjunto

aff(S)={zeR" |z =Nx1+ ...+ Az, z; € S,i=1,...n, A =1}

n
i=1
Observacao 22. A diferenca bdsica entre o fecho afim e o fecho convero € que na
composicao da combinagdo \ix1+ ...+ Anx, o fecho afim aceita valores negativos e o fecho
convexo ndo aceita, assim sendo todo elemento do fecho convexo é elemento do fecho afim

(0 inverso nao é verdade) ou seja, o fecho convexo de S estd contido no fecho afim de S.

2Neste caso, um conjunto A ser o menor conjunto afim que contenha S significa que, se existir outro
conjunto afim M, tal que S C M entao A C M.
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Notemos que existem quatro conjuntos afins possiveis em R?, sendo eles: o conjunto
vazio, os conjuntos formados por pontos, os conjuntos formados por retas e o préprio R2.
Podemos também analisar esse fato geometricamente. Se tomarmos S e M como conjuntos
afins, a intersec¢ao dos dois sera o ponto K, que também é um conjunto afim. Vejamos a
Figura 9.

Neste caso, também podemos representar geometricamente. Se considerarmos S
como sendo um segmento de reta no plano, teremos entdao que af f(S) serd dado por uma

reta, conforme a Figura 10 abaixo.

Figura 10 — Fecho afim de um conjunto.

aff(S)

Fonte: Autoria prépria.

Definicao 23 (Conjunto independentemente afim). O conjunto {by, by, ...,bn} é chamado
de conjunto independentemente afim se af f(bg, b, ..., by) tem dimensdo m.

Para determinar a dimenséao de af f (bg, b1, . . . , by, ), podemos utilizar a estratégia de
determinar a dimensao do espago afim paralelo L = af f(0,b; —b, ..., by, —bp), 0 qual é um
espago vetorial. Neste sentido, para que o conjunto {bg, by, ..., b, } seja independetemente
afim, podemos simplesmente averiguar se {b; — by, ..., b, —bo} é linearmente independente.

O Teorema 24 que se segue prova isso.

Teorema 24. Os pontos by,by,...,b, sao independentemente afim se, e somente se, 0s

vetores by — by, ..., b, — by sao linearmente independentes.

Demonstracao. Iremos supor primeiramente que os pontos sao indepentemente afim. Seja
L+by=aff(by,bi,...,by). Sabemos que L + b tem dimensao m. Além disso, sabemos
também que L é o unico espaco vetorial paralelo a L + by. Logo, L tem dimensao m.
Também temos que L = [by — by, ... ,b,, — bo]. Portanto, os vetores by — by, . .. ,b,, — by sdo
linearmente independentes.

Para a reciproca, temos que os vetores by — by, . . . ,b,, — by sdo linearmente indepen-
dentes. Logo, o conjunto afim paralelo a esse espago vetorial tem dimensao m. Dessa forma,
o conjunto afim L + by tem dimensao m. Portanto, by,by, ... ,b, sdo independentemente
afim. O]
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Finalmente, definiremos o conceito simplético. Para isso, iremos utilizar o resultado
da construcao de conjunto afim e fecho de conjunto que foram desenvolvidas anteriormente.
Nessa parte do trabalho, o enfoque sera dado conforme o livro Introduction to derivative-free
optimization (CONN; SCHEINBERG; VICENTE, 2009).

2.3 Simplex

Definicao 25 (Simplex). Dado um conjunto de pontos Y = {yo,...,ym} independente-
mente afim, o fecho convero desse conjunto serd chamado de simplex de dimensdo m.

Além disso, os pontos vy, ..., Ym sdo chamados de vértices do simplex.

Vejamos um exemplo de simplex.

Figura 11 — Exemplo de simplex em R? e R3.
Y3

Fonte: Autoria prépria.

Como pudemos observar, temos que o simplex de dimensao 2 é um tridngulo e
o simplex de dimensao 3 é um tetraedro. Notemos ainda que os pontos sao simplex de
dimensao 0 e os segmentos de reta sao simplex de dimensao 1.

Por fim, temos a seguinte observacao.

Observagao 26. Para a definicio de Simplex, nos tivemos que utilizar os dois conceitos
estudados anteriormente: o conceito de conjunto convexo, o qual foi introduzido para
definir o conjunto em si (dado pelo fecho convexo); e a nogio de conjunto afim, a qual foi
utilizada para definir a dimensdo do conjunto (dada pela dimensdo do fecho afim). Esses
dois conceitos muitas vezes causa confusdo, uma vez que a diferenca entre fecho convexo e
fecho afim é que, no caso do fecho convexo, os escalares da combinacao linear intrinseca
AT+ Ao + - - - + Ay, tem valores de \; sempre positivos, o que ndo € necessdrio para

determinar os elementos do fecho afim.
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Diante do exposto neste capitulo, temos embasamento necessario para iniciar os
estudos dos Métodos Simpléticos de Otimizagao. Nesse trabalho, iremos explorar apenas
dois métodos (sendo um método para problemas lineares e outro para problemas nao
lineares). Porém, existem uma grande quantidade de métodos iterativos de otimizagao
baseados nos conjuntos simpléticos, além de um estudo aprofundado na topologia simplética

com diferentes aplicagoes.
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3 PROBLEMAS DE PROGRAMACAO LINEAR

Neste capitulo, estudaremos os Problemas de Programacao Linear. Além disso,
desenvolveremos o Método Simplex, o qual é um dos métodos mais utilizados para resolver
esse tipo de problema. A maior parte do que foi apresentado aqui segue do livro intitulado
Linear and Nonlinear Programming (LUENBERGER; YE, 2008).

3.1 O Problema de Programacgao Linear

De forma geral, resolver um Problema de Programacao Linear significa encontrar

os valores x4, ..., x, tais que satifazem as seguintes condigoes:
minimizar c;xy + Ccx2 + -+ + cuTn
sujeito a 1121 + a1 + -+ - + appx, = by
a21T1 + Q22%2 + -+ + Qo Ty, = bo
(2)
Q11 + AmaTe + -+ QpnTy = bm
x1>0,202>0, ..., 2, > 0.
Para j=1,...,nei=1,...,m, os valores b;, ¢;, a;; sao valores reais fixados. A
fungao a ser minimizada c(z1,...,x,) = 121 + 22 + ... + ¢, x,, €m consonancia com o

que escrevemos na introducao, é chamada de funcao objetivo e as equagoes
121 + QT2 + ... + Qi Ty, = bl

, para i = 1,...,m, s@o chamadas restri¢coes de igualdade.
Utilizando a notagao matricial, podemos reescrever um PPL de uma maneira mais

compacta, como se segue

minimizar ¢’z
sujeito a  Ax =10 (3)
e x>0

com z,c € R" b e R"™ A& R™" Notemos que x > 0 indica que nenhuma das entradas
de x tem valor negativo. Isto é, ; > 0, para i = 1,...,n. Neste caso, chamaremos a matriz
A de matriz de restrigoes.

Embora hajam diferentes maneiras de apresentar um Problema de Programacao
Linear, utilizando certas ferramentas, sempre conseguimos reduzir ao caso geral do PPL

(3). A seguir, iremos apresentar tais ferramentas.
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Caso 1 - Variaveis de folga: um Problema de Programacao Linear pode ser

modelado (ou escrito) de maneira que apresente desigualdades, tendo a seguinte versao:

minimizar ¢y + ca%o + -+ + CrTm
sujeito a a1y + appxe + -+ a1, < by

A91%1 + AooTo + - -+ + Aop Ty, < by

am1x1+am2x2+"'+amnxn Sbm
17120;172207 R $n20

Criando as variaveis de folga v, ..., y,, exigindo que elas sejam todas positivas
e subtraindo cada variavel em uma das inequacoes, iremos desfazer as desigualdades e
criar igualdades nas equagdes. Voltaremos, assim, ao caso geral (2) inicialmente proposto.

Obteremos, portanto

minimizar c1xy + caxo + -+ + CTm

sujeito a  a;1x1 + a1xs + -+ ATy, + Y1 =b
2171 + A22%o + -+ - + A2, Ty + Yo = by
Am1T1 + QmaXa + - - + Qpn @y + Ym = bm
com $120,x220, 7xn20
e 120,920, ..., Yy =0

Ao adicionarmos as variaveis y;, transformamos as inequagoes em equagoes, para
assim recairmos no primeiro caso apresentado. Temos, dessa forma, um conjunto de res-
trigdes com n + m variaveis reais, sendo elas x1,To, ..., Tn, Y1, Y2, ., Ym. As restrigoes
de igualdade agora determinam um sistema linear com n 4+ m variaveis. Logo, podemos
escrever o problema como B € R"™*™ no qual B = [A 1], sendo A € R™*™ a matriz

das restrigoes e I € R™*™ a matriz identidade.

Caso 2 - Variaveis de excesso: outro caso possivel é dado como se segue

minimizar cixy + ca%o + -+ + ChTm
sujeito a  a;1r1 + apxs + -+ a1T, > by

A91%1 + A9oTo + - -+ + Aop Ty > by
Am11 +am2$2+"'+amnxn Z bm
120,220, ..., 2, >0

Logo, precisamos corrigir a desigualdade. Para isso, precisamos subtrair variaveis

Yi, Y2, ..., Ym € transformar a desigualdade em uma igualdade, da seguinte maneira
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minimizar c1x1 4 coxo + -+ + CrTim

sujeito a a1121 + @122 + -+ - + A1y — Y1 = bl
2171 + A22%2 + - - + G2, Ty — Y2 = by
Am1T1 + A2l + - -+ + Qpp Ty —Ym = bm
com r12>20,202>20, ..., 2, >0
€ y1207y22077ym20

Portanto, adquirimos igualdades nos lugares das desigualdades subtraindo as

chamadas variaveis de excesso.

Caso 3 - Variaveis livres: se a condi¢ao z; > 0 nao for necessaria para algum 1,
entao podemos reescrever a variavel x; como a combinagao de duas varidveis positivas

dada como se segue

T, =u; — v comu; > 0, > 0.

Notemos que, neste caso, estamos aumentando a dimensao do nosso sistema.
Supondo, por exemplo, que somente uma variavel tenha esta particularidade, vamos
transformar em um sistema com n + 1 variaveis, sendo elas x1,xo,...,u;, v}, ..., 2,, €
agora, todas as variaveis devem ser positivas.

Outra maneira de lidar com essa particularidade, é escolher uma das equacoes do
sistema tais que o coeficiente relacionado a x; seja diferente de zero, para expressar x; em

relacdo as outras variaveis, isto é,

1
Ti = ;(bi — ap®1 + apZs + . QG- Tim 1041 i1 T+ Q).
li

Com isso, podemos substituir x; nas outras equacoes obtendo um problema com
n — 1 variaveis e m — 1 equagoes, pois a equagao utilizada para relacionar x; as outras

variaveis, ird ser desconsiderada do problema ja que a mesma sera nula.

Caso 4 - Maximizar uma funcao objetivo: como estudaremos o Método Simplex
para a resolucao de PPL’s, teremos um problema quando buscarmos maximizar a funcao
objetivo, uma vez que o Método Simplex apenas minimiza a fungao objetivo. Esse problema

¢é facilmente resolvido pois teremos que vale

maximizar ¢z minimizar —c’z
sujeitoa Ax =0 & sujeitoa Ar=0»>
e x>0 e x>0



Capitulo 3. PROBLEMAS DE PROGRAMACAO LINEAR 28

Ou seja, podemos utilizar o Método Simplex para maximizar a funcao f, mo-
dificando o problema em minimizar a funcado —f. Essa estratégia ¢ muito utilizada em

problemas de otimizacao em geral.

3.2 Solucoes Basicas

O resultado mais importante da Teoria de Programacao Linear é o Teorema
Fundamental da Programacao Linear. Veremos no préximo capitulo, que o mesmo motiva
e valida o Método Simplex que veremos mais adiante. O Teorema Fundamental da
Programacao Linear se baseia na separacao das variaveis do Problema (2) em bésicas e

nao-basicas. E disso que trataremos nesta secao.

Definicao 27. Considerando o Problema de Programagdo Linear em sua forma matri-
cial (3), se o vetor x > 0 e é solugio para o sistema Ax = b entao x é chamado de solugdo

factivel para o Problema de Programagdo Linear.

Perceba que, se x é solucao factivel, nao significa que z ira resolver o problema
de minimizacao, ou seja, que ird minimizar a funcao objetivo. Uma solugao factivel que
minimiza o Problema de Programacao Linear 2 é chamada de solugao 6tima factivel,
ou simplesmente solugao 6tima. Adiante, veremos como obter uma solugao étima através
do Método Simplex.

Definicao 28. Considere o sistema Ax = b, onde A é uma matriz m xn (m <n) e B
uma submatriz invertivel de A com m colunas e m linhas. Considere agora que o conjunto
Z=A{o(l),...,0(n)} seja o conjunto de indices das colunas de A que compoem B. Se x é
uma solugao factivel para esse sistema linear e toda varidvel x; tal que i ¢ I (componentes
que nao estao relacionados a B) € nula, entdo a solu¢do para essa equagio é chamada de
solugdo bdsica. Além disso, as varidveis de x; tais que i € T (que estdo relacionados

com as colunas de B) sdo chamadas de varidveis bdsicas.

Consideraremos um sistema linear Ax = b, onde A é uma matriz m X n, com
m < n, admitindo m colunas linearmente independentes, x € R", b € R™ e B ¢ uma

R™ ™ Além disso, as colunas de B sao linearmente

submatriz invertivel de A, tal que B €
independentes. Assim, para compreender melhor a definido anterior, vamos supor, sem
perda de generalidade, que a matriz B corresponde as m primeiras colunas de A. Assim

sendo, teremos que vale
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Notemos que analisando o problema anterior, a matriz C' ndao tem qualquer impacto
na determinagao da solucao bésica. Por fim, antes de finalizar esta se¢do, vamos apresentar
um ultimo conceito que sera de extrema utilidade para a compreensao dos tépicos que

serao abordados posteriormente.

Definicao 29. Se uma ou mais varidveis basicas em uma solucao bdsica sdao zero, entdo

essa solugcio é chamada de solugdo bdsica degenerada.

3.3 O Teorema Fundamental da Programacao Linear

Abordaremos, o Teorema Fundamental da Programacao Linear. Este resultado tem
uma grande importéancia, pois é ele que fornece embasamento para garantir o funcionamento
do Método Simplex. Antes de enuncia-lo, apresentaremos um lema necessario para a sua

demonstracao.

Lema 30. Se A ¢ uma matriz m X n de posto m, tal que suas p primeiras colunas sao
linearmente independentes. Entao podemos encontrar m — p colunas entre as n — p colunas

restantes, de maneira que formamos m colunas linearmente independentes.

Demonstragio. Seja A =] A, Ay --- A, | sendo Aj, As, ..., A, as colunas de A, se
w for o espago coluna de A, temos que dim(w) = m, além disso, podemos escrever
w = wi B wy, com wy sendo o espago gerado por Ay, As, ..., A, (base de w, pois é

linearmente independente).

Diante do fato de que
dim(w) = dim(w;) + dim(wy) — dim(wy N ws)
& dim(wy) =m —p

pois a soma direta nos da que w; Nwy = 0.

A base de w pode ser extraida do conjunto formado pelas colunas de A, de-
vido a soma direta e & forma como foi construido w;, temos que é possivel extrair de
{Api1, Apia, ... Ay}, o conjunto X = {Ag1), As(2)s - - - » Ao(m—p) } L1 €, portanto, uma base

de wy e, por fim, novamente devido a soma direta, temos que
{Aly AQ; S >Ap7Aa(l)7 Aa(2)7 o 7Aa(m—p)}

é LI, o que completa a demonstracao.
O

Com esse resultado, podemos demonstrar o principal teorema da Programagao
Linear, o que ird ser indispensavel para encontrar a melhor solucao. Nesse trabalho,
demonstraremos o teorema em duas partes. Sendo a primeira parte em que demonstremos
a existéncia de uma solugao basica factivel. Posteriormente, na segunda parte, mostraremos

a existéncia de uma solugao 6tima basica factivel.
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Teorema 31 (Teorema Fundamental da Programacao Linear - PARTE I). Seja uma

matriz A € R™*"

Mazimizar Tr

sujeito a  Ar =0b

x > 0.

Temos que, se ha uma solucdo factivel, entao hd uma solucdo bdsica factivel.

Demonstragao.

Se suponhamos que x seja uma solucao factivel, efetuando a multiplicacao das matrizes,

temos
a1 Q2 - Qip 1 by
Q21 Q22 - Q2n X2 by
Ar =b & = s
Am1 Am2 - Qmp Tn bn
1177 Q1272 1Ty by
2107 A22X2 A2nTn, by
<f,> _|_ e + e
Am1T1 Am2T2 AmnTn bn

Portanto se chamarmos a i-ésima coluna de A como A; podemos reescrever o problema de
outra forma
ZL’lAl + JTQAQ + -+ .77”14” =b.

Suponhamos que a equagao tem p variaveis x; maiores que zero, para assim estudarmos o
valor de p, vamos supor, sem perda de generalidade que sejam as p primeiras variaveis,
entao

$1A1 + 1'2142 + 4 l’pAp =b.

Agora temos que as colunas de A que aparecem na equacao acima podem ser linearmente

independente ou linearmente dependente. Por isso, separaremos em dois casos.

Caso 1: As colunas A;, Ay, ..., A, formam um conjunto linearmente independente. Por
hipdtese. Evidentemente p < m. Se p = m a solugdo é basica e portanto esta provado.
Se p < m temos que, pelo Lema 30 podemos obter m — p colunas entre as n — p colunas
restantes de A para formar uma base com m colunas linearmente independente. Podemos
atribuir valor 0 para as m — p variaveis construidas, obtendo uma solugdao degenerada.

Caso 2: Suponhamos que as p primeiras colunas de A sao linearmente dependentes, entao

podemos fazer

ylAl +y2A2 +"'+ypAp = O,
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uma solugao nao trivial para tal combinacao linear onde pelo menos um y; é estritamente

positivo. Entao, para todo € temos que
ey Ay + ey Ao+ -+ ey, A, = 0.

Podemos subtrair esse valor da solucao factivel, entao temos que

(21 —eyr) AL + (29 —eya) A + - - + (2, — €yp)Ap = b.

Dessa maneira, se y = (Y1,...Y,,0...0),  — ey é uma solucdo para o sistema
linear Ax = b, mas nao sabemos se para todo i = 1,...,p vamos ter x; — ey; > 0 e, assim
sendo, nao podemos afirmar que é uma solucao factivel para o Problema de Programagao
Linear 2.

Agora, como pelo menos um y; € estritamente positivo, podemos definir

5—min{xi|yi>0}.
Yi

E, fazendo isso, temos que a equagao anterior serd reduzida para, no maximo, p— 1 varidveis
e dai, temos uma nova solucao béasica factivel, com uma variavel basica a menos.

O novo conjunto de colunas de A, pode ou nao pode ser um conjunto de colunas
linearmente independente. Caso o conjunto continue sendo linearmente dependente, po-
demos repetir o processo até conseguir um conjunto linearmente independente, e assim,
podemos aplicar o caso 1, o que prova o Teorema.

O

Teorema 32 (Teorema Fundamental da Programacao Linear - PARTE II). Seja uma
matriz A € R™" dado o PPL,

Mazimizar Tx
sujeito a  Ar =0b
z > 0.

Se hd uma solugdo otima factivel, entdo existe uma solucdo otima bdsica factivel.

Demonstra¢io. Tomando z = (x1,%2,...,%,) uma solu¢do 6tima factivel, igualmente
ao que foi feito na demonstragao anterior, vamos supor que hé p varidveis positivas

T1,%2,...,Tp, €screver a seguinte combinagao linear

A1{E1+A2£L'2+"'+Apl‘p:b

e dividir nos mesmos dois casos: um em que com as p primeiras colunas de A formam
um conjunto linearmente independente e outro em que formam um conjunto linearmente

dependente.
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Caso 1: {A;, As,..., Ay} é LI. A demonstragao aqui segue pelo mesmo caminho que
foi demonstrado o Caso 1 do Teorema 31. Isto ¢, apoiados no Lema 30 podemos obter
m — p colunas entre as n — p colunas restantes de A para formar uma base com m colunas
linearmente independente e, atribuindo valor 0 para as m — p variaveis restantes, obtemos
uma solucao 6tima degenerada.

Caso 2: {A;, Ay, ..., A,} é LD. Aqui também, vamos seguir o que foi demonstrado no
Caso 2 do Teorema 31. No entanto, ainda precisamos mostrar que a solu¢ao obtida no fim
do processo ¢é 6tima. Seguindo o procedimento ali descrito, temos sucessivas adi¢oes do
tipo —ey a solugao 6tima inicial, neste sentido, devemos mostrar que essas adi¢des nao
irao modificar o valor da funcdo objetivo, isto é, devemos mostrar que ¢’x — ec’y = c’'x,
ou seja, temos de averiguar que ¢y = 0. Suponha, por absurdo, que ¢’y # 0 para um
determinado valor de ¢ suficientemente pequeno em maédulo, x — ey é uma solucao factivel
para valores positivos e negativos. Utilizando o sinal adequado, temos que o valor de
funcao ¢’z — ec’y é menor do que o valor ¢’z para um ponto facitvel, o que contradiz a

hipétese de que x é uma solugao 6tima. O

Para entender o comportamento do Método Simplex para resolugdo do PPL (2),
¢é de grande utilidade conhecer também as propriedades geométricas das solucoes basicas.
Neste sentido, vamos generalizar o conceito de vértice como o ponto de um conjunto
convexo, em que nao ¢ possivel estar contido em um segmento determinado por outros

dois pontos.

Definicao 33. Chamaremos o ponto x de vértice de um conjunto convexo C quando, para

todo x1,x9 € C e x1 # x9, nao existe a € (0,1), tal que v = x1a0 + (1 — @) xs.

Em um triangulo, os vértices sao os pontos extremos formados pela interseccao
das arestas. J4 em um circulo, todos os pontos de sua circunferéncia sao vértices. Baseado
nessa defini¢do, poderemos demonstrar um teorema que relaciona as solugoes basicas aos

vértices do conjunto factivel.

Teorema 34. Seja A uma matrizm xn de postom eb € R™ e seja K o conjunto convexo

tendo todos os vetores x € R™ que satisfazem

Ar=b, >0
x € um vértice de K se, e somente se, x for uma solugcdo bdsica factivel.
Demonstra¢io. Suponhamos que x = (21, ..,T;,0,...,0) é uma solu¢do basica factivel,

entao

$1A1+$2A2++3§m14m:b
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sendo que Aj,As, ... A, é L.I. Suponhamos agora que x pode ser escrito como xr =
ay+ (1 —a)z, sendo y, z € K e a € (0,1). Como z, y, e z sdo nao negativos, e y e z

também sao solugao do sistema, logo temos que

y1A1+y2A2++ymAm:b

21A1+22A2+"'+2m14m:b

portanto, teremos que z = y = z. Ou seja, uma contradi¢do. dessa maneira, x é um vértice.
Na reciproca teremos que, por hipotese, x é um vértice de K. Como z é solugao,

e suponhamos que as k primeiras entradas sao diferentes de zero, entao

.CElAl —l—.CEgAQ—{— —I—.CIZkAk =b.

Para mostrar que x é uma solugao bésica factivel, precisamos concluir que {Ay, ... A} é

L.I. Portando, por absurdo, suponhamos que exista uma combinacao linear nao-trivial

Y1 AL+ y2As + . YA = 0.

Definindo y = (y1, ..., ¥x,0,...,0) € R", como z; > 0,7 =1,2,..., k. Tomando ¢ suficien-

temente pequeno, para que

ritey; >0ex;—ey; >0, 0=12,...,k,

teremos entdo que © = 1(z + ey) + 3(z — ey), logo = estd sendo escrito como uma
combinacao convexa de vetores distintos de K. Contradizendo o fato de x ser um vértice
de K. Logo {A;,...,Ax} deve ser linearmente independente e, portanto,  é uma solugao
bésica factivel.

]

Com base no Teorema 34 e no Teorema 32, obtemos que se existem solugdes 6timas
factiveis, entao elas estdao em vértices do conjunto factivel. Sendo assim, precisaremos
analisar o valor da funcao objetivo nos vértices do conjunto factivel. Como ha um nimero
limitado de semiplanos (inequagoes desigualdades) e retas (equagoes) que formam o
conjunto solucao K, é fato de que a quantidade de vértices é finita.

Por exemplo, vamos analisar as restricoes do problema de programacao linear a

seguir

T+ a3 +23 =1
21y + 31y =1 (4)
21,T2,23 > 0.
As restrigoes escritas no sistema (4) representam a intersecgdo de dois planos e trés

semi-espagos, gerando um segmento no espaco como ilustramos na Figura 12.
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Figura 12 — Exemplo geométrico das restrigoes.

Fonte: Autoria prépria.

Agora, iniciaremos um estudo sobre o Método Simplex. Tal método, busca solugoes
minimas em fungoes lineares, baseado na geometria simplética que introduzimos no Capitulo
2. Veremos que para encontrar uma solu¢do minima, em uma fungao linear com restrigoes

lineares, utilizaremos apenas processos ja conhecidos da Algebra Linear.

3.4 Meétodo Simplex

Desinvolvido por Gerge B. Dantzig em 1947, o Método Simplex foi um dos mais
importantes métodos feito no periodo pds-guerra. O método foi publicado pela primeira
vez na resolucdo do problema da dieta. O problema consiste em minimizar o custo na
alimentacao de uma pessoa satisfazendo as necessidades nutricionais basicas. Tal assunto
era muito importante no periodo proposto, uma vez que o custo de um soldado em campo
era relativamente alto. Tal método, consiste em uma busca iterativa de solugdes basicas de
um Problema de Programacao Linear. Ou seja, encontrar um ponto extremo no conjunto
de restri¢oes. Para isso, o método busca diminuir, a cada iteragao, os valores da fungao

objetivo.

3.4.1 Pivoteamento

Para a compreensao do processo, temos que analisar o pivoteamento em um
conjunto de equagoes lineares. Iremos descrever, portanto, o pivoteamento baseado nas
colunas da matriz referente as restrigoes.

J4 vimos que um PPL pode ser representado de duas maneiras, sendo a forma

matricial dada a seguir
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Ar=0b, comz >0

no qual A € R z € R” e b um vetor de b € R™. Outra maneira de escrever esse

problema, seria utilizando um sistema de equagoes da sequinte forma:

anTi+  apTet o AT, = by
a1+ ApTat - AT, = b3
Am1Z1+  AmaZot+ -+ AppTn = bm

ou ainda, podemos utilizar as colunas da matriz A. Se denotarmos por A; sendo a i —ésima

coluna de A, teremos que

.CElAl + .CEQAQ + -4 .T,'nAn =b. (5)

Isto é, b pode ser escrito como uma combinacao linear das colunas Aq, ... A,. Notemos

que, se A tem posto m, as colunas geram o subespaco [E C R e, se m < n, as colunas sao

necessariamente L.D. Logo, temos que hd mais de uma solugao para a Equagao (5).
Suponhamos agora que comegaremos o sistema com as m primeiras colunas da

forma canonica. Portanto teriamos que:

1+ 0 + - 4+ 0+ iy + 0+ @al, = b
0 + 2 4+ + + 0 4 GuuTmpr + ... + G2, = b

‘ ' ' ' S Ar =10
O + 0 + - + zn + ap m+1Tmy1 t o T OGpopTn = b

com a;;,b; € R fixados. Podemos representar toda coluna A;, com m +1 <7 < n, como

uma combinagao linear das m primeiras colunas de A, conforme se segue:

Aj e al,jAl + CLQ,J’AQ + -+ am,jAm (6)

sendo os vetores A;, com 1 < j < m, as m primeiras colunas de A e aj; € R para
1 < j < m. Para facilitar a compreensao, iremos construir um 7Tableau com as informagoes

do sistema.

10 --- 0 A1m+1 - Q1n bl
o1 ---0 azm+1 ... Q2n b2
00 -+ 1 ammet --- Qmpn by

Podemos substituir a coluna A,, com 1 < p <m, pela coluna A,, com m + 1 <
q < n, mantendo a independéncia com as outras m — 1 primeiras colunas de A. Observe

no Tableau que podemos representar A, da seguinte maneira:



Capitulo 3. PROBLEMAS DE PROGRAMACAO LINEAR 36

m
A= Z QigAi + apgAp.
i=1 e i#p

Com isso podemos escrever A, como se segue

a@
Ap = —4A; - Z ~A;. (7)

Up,q i=1 e i#p TP,

Observe que a,, # 0, entdo podemos substituir a Equacao (7) na Equacao (6). Dessa

forma, teremos que

_ p.Jj p.i%iq
A= > aAit (A - ) Ai| &
i=1 e i%p apq i=1leizp Upg
m
Giyq p,j
& A= ) <%j— - am’) A+ =4
i=1 e i#p P P.d

Com isso, temos uma maneira de calcular cada entrada da nova matriz. Assim, denotaremos
/

i;» conforme ¢ dado a seguir.

cada entrada da nova matriz por a

a],
/ — .. _%q ) ;
a; = a; ap; SeiLF#D
a X
!/ _ p?.] N
Qp,q

Veremos a seguir um exemplo, conforme em Luenberger e Ye (2008), para ana-
lisarmos como é feita a troca de pivos. Para isso, seja o seguinte sistema de equagoes

lineares:

T1+ To — T3 <5
2331—3272+£E3 §3
—ZE1—|—2ZE2—JZ3 < -1

Adicionando as variaveis de folga, que neste momento chamaremos de e;, teremos que:

e +T1 + T2 — T3+ =9
€9 —|—2371 — 31’2 + a3+ = 3
es —T1+2x5—x3+ =-—1

e, para faciliar o processo, colocaremos os valores em um Tableau

€1 €2 €3 T1 T2 I3
0 O 1 1 -1 5
0 2 =3 1 3

1
0 1
o 01 -1 2 -1 -1
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sendo assim podemos aplicar a mudanca de coeficientes que vimos anteriormente. Se
pivotearmos a primeira entrada da coluna z;, que esta circulado, obtemos o seguinte
Tableau:

€1 €y €3 T T2 T3
1 0 0 1 5

1 _
210 0 (5 3 -7

1
1 01 0 3 =2 4

repetindo o processo, mas agora pivoteando a segunda entrada de zo, que também esta

circulado, obteremos o novo Tableau

el €2 €3 T1 X2 T3 b
3/5 /5 0 1 0 -2/5 18/5
2/5 —-1/5 0 0 1 -=3/5 7/5

~1/5 3/5 1 0 0 @ ~1/5

por fim, o proximo pivo sera a ultima entrada da coluna xs.

ep ey ey T1 Ty T3 b
1 -1 -2 1 0 0 4
1 -2 -3 0 1 0 2
1 -3 -5 0 0 1 1
Logo, para esta nova forma canonica, teremos uma nova solucao basica, com x; = 4, xo = 2

e x3 = 1, conforme dada a seguir.

z = (0,0,0,4,2,1).

Perceba que apenas mudamos de uma solucao basica para outra e isso serd de suma
importancia no procedimento do Método Simplex.

Anteriormente, vimos que se ha uma solucao 6tima factivel entao existe solucao
Otima bésica factivel. Agora, provamos que o pivoteamento gera novas solugdes bésicas,
baseado na solucao basica anterior, apenas trocando uma variavel basica por uma variavel
nao basica. Porém, a nao negatividade da solugdo nao necessariamente ¢ mantida. Para tal,
temos que utilizar condigoes especiais, em que se feitas na ordem correta, a factibilidade é
mantida.

Embora nao possamos dizer certamente qual o par de variaveis deve sair para
manter a nao negatividade, é possivel, arbitrariamente, escolher qual varidavel nao basica
deve se tornar béasica e, entao, qual variavel basica deve se tornar nao basica.

Vamos considerar a préxima definicdo por pura conveniéncia, pois todos os argu-
mentos podem ser utilizados para incluir as solugoes degeneradas. O Método Simplex em

si, pode ser facilmente modificado para explica-la.
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Definicao 35. Toda solucao basica factivel é uma solugdo basica factivel nao degenerada.

Isto é, nenhuma variavel basica ira ter o valor zero. Com isso, definiremos qual
vetor ira deixar a base em um PPL.

Suponha que x = (1,%2, . ..,Tmy,0,...,0) seja uma solu¢do basica factivel. Pela
defini¢do anterior, temos que x; > 0 para todo 0 < i < m. Representaremos o vetor A,

com g > m, em funcao dos vetores A; com 0 < ¢ < m, conforme dado a seguir.

Aq = alqu + CLQqAQ + 4 aqum = €Aq — €a1qA1 — eaqug — = 66Lqum =0.

Sabemos que x1A; + 9As + - - - + 2, A,y = b. Logo, para todo e, temos que

(131 — 5a1q)A1 + (ZEQ — 8(12(1)A2 + -+ (ZEm — samq)Am + €Aq =b. (8)

Para todo £ > 0 temos uma combinacao linear de b com no maximo m + 1 vetores.
Se ¢ = 0 teremos a solugao béasica de x definida anteriormente. Agora, se € > 0, o vetor
A, serd considerado e, mesmo sendo factivel, a solugdo nao serd bésica, uma vez que
{Ay,... ;A A} é€ L.D. Logo, conforme o valor de € é modificado, o coeficiente relacionado
pode diminuir ou aumentar. Considerando ¢ correto, podemos tornar a Equacao (8) uma

solucao basica factivel. Para isso, definiremos:

5:mjn{?|aiq>0}. (9)

iq

Assim, teremos uma nova solucao béasica factivel com o vetor A,, substituindo o vetor A4,,
com p o indice minimizador de (9). Caso exista mais de um indice que possa ser escolhido,
entao qualquer um desses vetores poderao deixar a base.

Se a Equacao (8) tem todos os a; , que nao sao positivos, mesmo modificando o
valor de €, ndo teremos novas solugoes basicas factiveis. Este é um caso especial no qual
existem infinitas soluc¢oes factiveis possiveis para o sistema.

Veremos como pode ser utilizado o pivoteamento em um problema genérico, isto

¢,

Az =10
x> 0.

Teremos o seguinte Tableau relacionada ao problemas:

10 --- 0 A1m+1 - Q1n bl

o1 ---0 A2 m+1 - Q2n b2

00 -+ 1 ammet --- Qupn by
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Esse Tableau sera utilizado para calcular o pivo de saida. Temos que 1 = by, ..., 2, = by,
¢ uma solucao factivel. Para substituir um vetor A, com g > m, calcularemos b;/a;, para
t = 1,...,m. Logo, teremos que o pivd sera o elemento a;,, com ¢ sendo o vetor que
deixard a base e i o indice referente ao menor valor nao negativo de b;/aq.

Dessa forma, sera feita a derivacao do método que foi apresentado anteriormente
para encontrar solugoes bésicas factiveis. Para isso, depois de escolher o pivo a,q, dividiremos
a 1 — ésima linha por a;, para tornar o pivo unitario. Em seguida, subtraimos cada linha
do Tableau pela nova i — ésima linha, buscando zerar todos os elementos da ¢ — ésima
coluna. Ou seja, se escolhessemos o pivd ay ,,1+1 do Tableau anterior, teremos o seguinte

novo Tableau:

1/®1,m+1 o --- 01 ... al,n/a1,m+1 b1/al,m+1
ayy 1 -0 00 ... ., b,
Ay 0 - 10 ... U b,

gerando uma nova solucao basica factivel.

Conside as seguintes restri¢oes:

€1 €2 €3 T Tz I3
1 0 0 1 1 -1 5
o 1 0 2 -3 1 3
o o1 -1 2 -1 -1
se quiséssemos que o vetor z; entrasse na base, teriamos que calcular qual seria o pivo

referente a tal substituicao. Obtemos, assim, as opgoes
5/1=1, 3/2=15, —1/—-1=1,

escolhendo a menor razao nao negativa, entao o pivo seria o terceiro elemento do vetor xy,

que esta circulado no Tableau

€1 €2 €3 T1 T2 T3

1 0 0 1 1 -1 5
o 1 0 2 -3 1 3
0 0 1 2 -1 -1

dividindo a ultima linha pelo pivd. Neste caso, por —1

€1 ey €3 Ty To I3
1 0 0 1 1 -1
o 1 0 2 -3 1
o 0 -1 1 -2 1

_ W ot o
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para zerar os valores acima do pivo, iremos somar a primeira linha por —1 vezes a ultima

linha

ey ey e3 T1 Ty x3 b
1 0 1 0 1 4 4
o 1 0 2 -3 1 3
0O 0 -1 1 -2 1 1

para finalizar, somaremos a segunda linha por —2 vezes a ultima linha

€1 €2 €3 T T2 T3
1 0 1 0 1 4
o 1 2 0 1 -1
O 0 -1 1 -2 1

—_ = R o

e assim, finalizando o processo. Os valores de cada coluna do Tableau correspondem aos
coeficiéntes que acompanhar as varidaveis escritas na parte superior. As colunas e;, ey e
x1 tem apenas uma entrada com valor 1 e as outras 0, por exemplo, na primeira equagao
a variavei e; tem coeficiente 1, ja as variaveis ey e x1 tem coeficientes zero. Portanto,
podemos zerar as variaveis es, T e x3, impondo que e; = 4. Além disso, para a primeira
linha da equacao, os valores de ey e x1; nao interferem na igualdade. Podemos repetir o
mesmo pensamento para a segunda e terceira equacao, obtendo assim uma solucao factivel
x = (4,1,0,1,0,0).

3.4.2 Interpretacao Geométrica

Temos duas maneiras de encontrar solu¢des basicas factiveis. Entretando, as
duas formas de buscar as tais solugdes tem a mesma interpretacao geométrica. Vimos
anteriormente a definicdo de um conjunto simplex e sua caracteristica geométrica. Baseado
nisso, iremos analisar o Método Simplex junto com as solugoes basicas factiveis.

Suponhamos um PPL em R2, com as restricoes da seguinte forma:

—r1+ 229 <3
101‘1 + 5£L‘2 S 20

10
1+ 239 (10)

1,72 > 0

Sabemos que cada inequacao gera um semiplano e, portanto, a interseccao de

todos os semiplanos resultara em um poligono conforme mostra a Figura 13 a seguir.
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Figura 13 — Intersecc¢oes de inequagoes.

X2

Fonte: Autoria prépria.

Este poligono é a representagao geométrica do conjunto factivel. Ou seja, é o
conjunto K das solugoes que satisfazem as restrices. No Teorema 31, temos que se ha
solugado 6tima factivel entao ha solugao 6tima basica factivel. Além disso, no Teorema 34
mostramos que toda solucao basica factivel é um vértice do conjunto solu¢do. Portanto,
concluimos que a solugao 6tima encontra-se em um dos vértices do conjunto factivel. Dessa

forma, queremos encontrar os seguintes vetores:

Figura 14 — Intersecc¢oes de inequacoes com vetores.

)

Y1

Yo
Y3

V4 Xy

Fonte: Autoria prépria.

Perceba que os vetores dois a dois geram um 2 — simplex. Além disso, a cada

iteragao, é encontrado um dos vetores ;.
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O Método Simplex busca encontrar um minimo da fun¢ao objetivo, analisando
apenas os vértices do conjunto factivel. Assim, iremos estabelecer uma maneira pratica de
analisar o valor da funcao no vértice. E, diante disso, avaliar se o valor encontrado é o

minimo.

3.4.3 Encontrar o Minimo da Fun¢ao Objetivo

Vimos anteriormente que podemos definir um PPL como

minimizar ¢’z
sujeitoa Ax =10 (11)
e >0

sendo z,cf € R, b € R™, A € R™". Sabemos que a funcao objetivo é dada por

Z =11 + g + - - - + cpxy. Além disso, o PPL (11) corresponde ao seguinte Tableau:

10 --- 0 al m+1 .- Q1 p b1
01 ---0 az m+1 ... QA2 p b2
00 -+ 1 brumet -+ Guman|bn
uma solu¢ao basica serd (x3,0) = (by,bs,...,bp,0,...,0). Sendo assim, teremos zy =

c1by 4 eabs + - - - + b, sendo o valor da fungao objetivo avaliada em (x,0). Se tomarmos

um vetor x. = (Ty41, ..., T,) com valores de cada entrada arbitrarios, teremos que:

— n

Ty = b1 — 241 01T
o n

Ty = by — Y41 Q2,55 (12)
_ n

T = by — 1 Am T

se substituirmos as varidveis de (12) na fungao objetivo, entao

Z=cC21+ -+ ey &

S z=ci(by =Y 01T;) + -+ (b — X Q) + Cpp1Tm1 + -+ Culy.

Além disso, se considerarmos z; = ajjc; + ag;ca + ... amjicy, para m+ 1 < j < n, entao

concluimos que

2 =20+ (Cmt1 — Zm+1)Tmi1 + - - (Cn — 2n)Tn. (13)

Essa relacao, com a funcao objetivo, é fundamental para o pivoteamento. Pois se para
algum m + 1 < j < n temos que ¢; — z; for negativo, podemos entao alterar o valor de x;
para um valor positivo, diminuindo o resultado da funcao objetivo avaliada neste novo

ponto.
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Portanto, agora iremos demonstrar um teorema que garante a melhoria baseada

na construcao feita anteriormente.

Teorema 36. Dado uma solugdo bdasica factivel nao degenerada correspondendo a 2y,
suponhamos que para algum j temos que ¢; — z; < 0. Entao ewiste uma solugao bdsica
factivel tal que z < zy. Se a coluna A; pode ser substituida por algum vetor na base original
para produzir uma nova solucao bdsica factivel, esta nova solugdo resultara em z < z.
Se A; nao pode ser substituida para uma nova solugdao bdsica facticel, entdo o conjunto

solugdo K € ilimintado e a funcdao objetivo pode ser tao pequena quanto queremos.

Demonstragio. Seja (1,xa, ... ,Tm,0,...,0) uma solugao bésica facivel, com o valor da
funcao objetivo neste ponto sendo zy. Suponhamos ¢, 11 — 2me1 < 0, podemos escrever
uma nova solugao factivel (z7,25,...,27,,2,,,,,0,...,0) com z],_; > 0. Pela equacao (13),

substituindo a nova solugao, obtemos que

/
Z— 20 = (Cm+1 - Zm+1>$m+l <0=z< 20.

Se aumentarmos o valor z], ., as outras entradas podem diminuir, aumentar ou permanecer
constante. Se existir um valor de 7, ,, tal que, ; = 0 para algum ¢ < m. Entao, esse
valor gera uma nova solugao basica factivel. Caso nenhum dos z; diminua, temos que o
conjunto solucao é ilimitado. Portanto, a fung¢ao objetivo pode ser tao pequena quanto

quisermos. ]

J& sabemos como podemos diminuir o valor da fungdo objetivo utilizando o
Teorema 36. Porém, ainda nao sabemos quando a solugao 6tima é encontrada. Para isso,

iremos utilizar o teorema a seguir.

Teorema 37 (Condigao de Otimalidade). Se para alguma solugdao bdasica factivel temos

c; — z; > 0 para todo j entao serd uma solugio otima bdsica factivel.

Demonstra¢io. A demonstracao é imediata pela Equagao (13). Pois, se houver qualquer
outra solucao factivel, deveriamos ter x; > 0. Se avaliarmos essa nova solucao, teremos

que z — 29 > 0, e portanto z > z. ]

Dessa forma, criamos uma maneira de avaliar a funcao objetivo nas solugoes
bésicas encontradas. Observamos, entao, a importancia de ¢; — z; para o desenvolvimento
e a aplicagao do Método Simplex. Por conveniéncia, chamaremos de r; de coeficiente de
custo ou coeficiente de reducao de custo. Esse coeficiente mensura o custo da entrada
relativo a uma dada base.

O Método Simplex como observamos ¢ um método de redugao de custo dado em

um PPL
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minimizar ¢’z

sujeitoa  Ar =10
ex >0
perceba que a reducao de custo nao estd necessariamente relacionada a ganhos financeiros,
como ¢ muito comum em Problemas de Programacao Linear, mas em diversas interpretagoes
diferentes da aplicacao do Método Simplex.

Um exemplo muito utilizado é o problema da dieta, o qual podemos representar
como um PPL, em que cada coluna de A é o valor nutricional de um alimento. Se
A € R™*™ entao estaremos analisando m valores nutricionais em n alimentos. Ainda, x
serda a quantidade de cada alimento que devera ser consumido. Por fim, b serda o minimo
de nutrientes que uma pessoa deve ingerir.

Se o feijao for uma comida que nao esta entrando na dieta, entao podemos utilizar
as informagoes do Tableau do simplex para criar um feijao sintético com valores nutricionais
equivalentes ao do feijao propriamente dito. Além disso, esse feijao é uma combinacao de
outros alimentos em quantidades corretas.

Para analisar se a dieta é a melhor ou nao, consideraremos um alimento que nao
esta na base da dieta, como por exemplo o feijao, e observaremos se é vantajoso trazé-lo
para a dieta. Se o feijao é o alimento da coluna j do Tableau, temos que o custo nutricional

do alimento é dado por ¢;. Mas o feijao sintético criado anteriormente é descrito por:

m
Zj =) cit
i=1

Notemos que se ¢; — z; < 0 entao ¢ vantajoso incluir feijao na dieta. Ou seja, a
coluna j entra na base.

Os Problemas de Programacao Lineares estudados até agora sao os problemas
da forma Az = b. Além disso, esses problemas tem a forma candnica e, portanto, é facil
de encontrarmos uma solugao bésica factivel inicial. Agora, além do Tableau representar
Ax = b na forma candnica, adicionaremos mais uma linha correspondente ao custo relativo

e o negativo do custo atual, obtendo, assim

A Ay - A, A+l o0 A, b
1 0 -+ 0 aymyr .. G by
0O 1 -+ 0 agms1 ... G2 by
0 -+ 1 Gumit -+ QGun bm
o -~ 0 rp,+1 ... r, —2
Uma solugao bésica factivel é (by,ba, . .., by,0,...,0). Podemos escrever esta solucao

de outra meneira, isto é,
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by se0<i1<m
xTr; =
0 sem+1<71<n.
O coeficiente de custo relativo r; indica o quanto mudara na funcao objetivo se um vetor
x; entrar na base. Quando todos os coeficientes r; forem maiores ou iguais a zero, entao
a solucao encontrada ¢é a solucao 6tima factivel. Porém, se existir ; negativo, entao a
solucao pode ser melhorada colocando x; na solugao. Caso houver mais de um r; menor
do que zero, entao podemos escolher qualquer um desses elementos para entrar na base e
criar uma nova solucao, entretanto o mais comum a ser escolhido é o menor valor negativo.
Para melhor justificar a dltima linha do novo Tableau, iremos voltar a discussao

da fungao objetivo. Sabemos que

cr1+ oo+ -+, =2 X1+ o+ -+, — 2 =0.

Assim, em um novo sistema teremos m + 1 variaveis basicas, em que podemos exigir que z
seja uma delas. Por esse motivo que nao implementamos uma coluna exclusivamente para
z, pois ela seria da forma (0,0,...,1).

Inicialmente, uma linha contendo os valores ¢; pode ser adicionada na matriz
padrao, em que teremos uma entrada na direita sendo zero para representar a equagao
adicional. Usando as operacoes de pivoteamento, conseguiremos anular os elementos desta

nova linha que estao relacionadas com as variaveis basicas. Obteremos que:

Tm4+1Tm+1 + T'mi2Tmya + -0 + raTy — 2 = —2p,

com os 1; sendo os coeficientes de custos relativos. Dessa forma, poderemos trabalhar
com a nova linha adicionada na matriz como qualquer outra linha. Quando é feito o
pivoteamento, utilizando o Método Simplex, o valor da func¢ao avaliada na nova solucao

basica factivel aparecera no ultimo elemento da matriz, por exemplo, seja o PPL

minimizar —3x; — X2 — 323
sujeito a  2x7 + 19+ 13 < 2
r1+ 2204+ 323 <5
201 + 229 + 23 <6
r1,22,23 > 0
para transformar esse PPL no padrao do Método Simplex, adicionaremos as variaveis

basicas z4,15 € xg.



Capitulo 3. PROBLEMAS DE PROGRAMACAO LINEAR 46

—3x1 — X9 — 3x3 + T4 + T5 + Tg
201+ 1o+ 23+ x4 =2
T1+ 22004+ 33 +25 =05
201 + 229 + x5+ 26 =6

T1,22,T3,L4,T5 Z 0

minimizar

sujeito a

colocando em um Tableau, obteremos

T Xy T3 Ty Ty Tg| b
2 1 1 1 0 0]2
1 2 3 0 1 0|5
2 2 1 0 0 116
ril—-3 -1 =3 0 0 0|0

Agora, poderemos fazer o pivoteamento. Para tal, temos que os coeficientes de redugao
ri1,re,r3 < 0. Portanto, podemos escolher qualquer uma dessas colunas para fazer o

pivoteamento. Escolhendo a coluna relacionada a r9, teremos que o pivo serd o primeiro

elemento dessa coluna, ou seja, o elemento circulado

Ty Ty T3 T4 Ts T b
2 (1) 1 1 0 0 2
1 2 3 0 1 05
2 2 1 0 0 16
ri|-3 -1 =3 0 0 0 0

podemos somar a segunda linha pela primeira multiplicada por —2. Resultando em

Ty ®y x3 Ty Ty Te b
2 (1) 1 1 0 0 2
-3 0 1 -2 1 0 1
2 2 1 0 0 1 6
ri|-3 -1 =3 0 0 0 0

com o mesmo processo, somando a ultima linha pela primeira multiplicada por —2. Obtendo

entao

Ty Ty T3 T4 Ts e |b
2 1 1 1 0 0|2
-3 0 1 -2 1 0]1
-2 0 -1 =2 0 1|2
ryl—-1 0 =2 1 0 02
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continuamos com 71,73 < 0. Assim, podemos escolher uma dessas duas colunas relacionadas.
Escolhendo a coluna relacionada a r3, temos que o pivo sera o segundo elemento da terceira

coluna. Ou seja, o elemento circulado no Tableau

Ty Ty T3 Ty Ty T | b
2 1 1 1 0 02
-3 0 () -2 1 01
2 0 -1 -2 0 1|2
rpl—=1 0 -2 1 0 02

fazendo o pivoteamente, o mesmo processo anterior, teremos

Ty Ty XT3 X4 Ts Tg| b
5 1 0 3 -1 0]1
-3 0 1 =2 1 0|1
-5 0 0 —4 1 113
ri|l—7 0 0 -3 2 04

J

Agora, s6 resta o elemento r; < 0. Com isso, o pivo sera o primeiro elemento da

primeira coluna. E assim,

T1 T2 Tz T4 Ts  Te b
1 15 0 3/5 —-1/5 0| 1/5
0 3/5 1 —-1/5 2/5 0| 8/5
o 1 0 -1 0 1 4
r;| 0 7/5 0 6/5 3/5 0]27/5

Como vimos anteriormente, as colunas relacionadas as variaveis x1, x3 e xg, tem uma
entrada com valor 1 e as outras 0. Ou seja, podemos tomar x5 = x4 = x5 = 0 e igualar
x1 =1/5, 23 = 8/5 e xg = 4. Concluindo que a solugao 6tima factivel sera (1/5,0,8/5,0,0,4).
Além disso, pela construcao do Tableau, temos que a ultima entrada da tltima coluna é
o valor da func¢ao objetivo avaliado na solu¢ao bésica factivel gerada pelo procedimento
de pivoteamento. Ou sej, o valor minimo da funcao objetivo serd —27/5. Perceba que
ry = r3 = 0, e se caso quiséssemos continuar o procedimento do Método Simplex escolhendo
a primeira ou a terceira coluna para trabalharmos, entrariamos em um ciclo até chegarmos
novamente nesse valor minimo da funcao objetivo. Isso ocorre pois a solugao étima é

degenerada. Por esse motivo, o método parou quando rq,rs,r3 > 0.

3.4.4 Meétodo Simplex de Duas Fases

Até entao, estudamos Problemas de Programacao Lineares nos quais tinhamos

A = [B I], com B sendo uma matriz m x m e I a matriz identidade. Com isso, obtivemos
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facilmente uma solugao basica inicial. Entretanto, se essa solugao inicial nao for ébvia,
teremos que encontrar uma solucao basica inicial, para assim aplicar o Método Simplex.

Veremos agora que podemos resolver um PPL auxiliar, utilizando o Método
Simplex, a fim de encontrar uma solucao basica fictivel nao trivial. Por meio das operacoes
simples e elementares vistas anteriormente, as restricoes de um PPL podem ser vistas

COomao:

sujeitoa Ax =1b
ex >0
Para encontrar uma solucao factivel para esse problema, vamos considerar um

Problema Artificial de Programacao Linear da seguinte forma:

minimizar oY
sujeitoa Axr+y=>
J Y (14)
x>0
y=>0
com y = (y1,Y2, - - ., Ym) O vetor de varidveis artificiais. Se o problema original tiver uma

solugdo factivel entao o problema artificial também tera (y = 0). Se o problema inicial ndo
tiver solugao factivel entao o problema artificial tera o valor minimo maior que zero.

Perceba que o problema artificial ja estda na forma canonica com variaveis x e y.
Além disso, com esse novo problema, temos que uma solugao inicial factivel é dada por
y = b. Podemos aplicar o Método Simplex para obter solucoes basicas factiveis em cada
etapa do método. Quando o minimo encontrado em (14) teremos que as variaveis artificiais
serao nulas, impedindo a degeneracao, uma vez que nao haverd variavel béasica y. Caso
houver algum y; que seja zero e basico, isso indica uma solugao basica degenerada. Com
isso, utilizaremos as variaveis nao basicas x; para substituir y; e assim criar uma solucao
que dependa apenas de x.

Se tivermos um PPL com as seguintes restrigoes

201 + 219+ 223 =4
3x1 + 3+ 23 =3 (15)
T1,22,x3 2> 0

entao adicionaremos as variaveis artificiais x4 e x5 e a funcao objetivo sera dado por x4+ x5,

teremos um PPL artificial da seguinte maneira

minimizar x4 + Ts
sujeito a  2x1 + 19 + 23+ x4 =4
3r1 +3r9 + w3+ 25 =3
1,T9,T3,24,25 > 0.

Agora, para resolvermos o PPL artificial, vamos escrevé-lo em um Tableau
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Ty To9 T3 Ty Ty b
2 1 2 1 0 4
3 3 1 0 1 3

¢g10 0 0 1 1 0

Perceba que na ultima linha teremos os coeficientes de custo c;, para apolicarmos o Método
Simplex, precisamos do coeficiente de custo relativo r;. Para isso, iremos zerar as entradas

de ¢; relacionadas as varidveis artificiais x4 exs. E assim, ¢ dado que

2 1 2 10 4
3 3 1 01 3
rp| -5 -4 -3 00 -7

com o coeficiente de custo relativo explicito, podemos aplicar o Método Simplex como

vimos anteriormente. Utilizando o processo de pivoteamento, temos o seguinte Tableau

0 —3/4 1 3/4 —1/2 3/2
1 5/4 0 —1/4 1/2 1/2
00 0 1 1 0

logo, a solugao encontrada é dada por x1 = 1/2, 25 = 0 e 3 = 3/2. Agora com essa solugao
basica factivel, podemos trabalhar com o problema inicial.

Esse procedimento sera chamado de Método Simplex de Duas Fases para Problemas
de Programacao Linear. A fase I consiste em introduzir as variaveis artificiais para encontrar
uma solugao bésica factivel. Ja a fase II consiste em minimizar a fungao objetivo, utilizando
a solugao basica factivel encontrada na fase I. Na fase II, as variaveis artificiais e a fungao
artificial da fase I sdo omitidas. E na fase I as variaveis artificiais sdo adicionadas apenas
nas equacgoes que nao tem variaveis de folga.

Se considerarmos o problema com as restri¢oes conforme 3.4.4, ou seja,

minimizar 4z + 9 + T3
sujeito a  2x1 + 19+ 223 =4
3.’E1+31’2+I’3 =3
x1,22,x3 2> 0
vemos que nao temos uma solucao basica factivel de imediato. Para encontrar tal solucao,
iremos utilizar o Método Simplex de Duas Fases. Como a fase I foi feita no exemplo
anterior, vamos apenas continuar a fase II.
O Tableau inicial sera montado com as informacoes da fase I e adicionaremos
inicialmente os coeficientes da funcao objetivo na tltima linha. Logo, o Tableau sera dado

por
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Ty X9 x3| b
0 —=3/4 13/2
1 5/4 01/2
c;| 4 1 1] 0.

Zerando os valores de custo referentes as colunas x; e x3, isto é, para que os zeros aparegam

nas colunas basicas, teremos que:

1 To T3 b

0 -3/4 1] 3/2

1 5/4 0| 1/2
rj| 0 —13/4 0 |=7/2

Assim, temos que o coeficiente de custo relativo ro é negativo, isto é, ro < 0. Com

isso, faremos a regra de pivoteamento nesta coluna, resultando no Tableau final:

Ty  To T3 b

3/5 0 1 9/5

4/5 1 0] 2/5
r; 113/5 0 0| —11/5

Obtemos, dessa forma, a solu¢do minima da fun¢ao objetivo com os valores x1 = 0,

xo =2/5exy=9/5.

Portanto, com esse processo desenvolvido, é possivel resolver qualquer Problema

de Programagao Linear, tendo solugao basica trivial ou nao.

3.4.5 Introducao ao Algoritmo do Método Simplex Revisado

O Método Simplex Revisado é uma pequena alteragdo do Método Simplex cléssico.

Tal alteracao, consiste em apenas resolvermos as contas necessarias na iteragiao atual. Caso

m seja muito menor que n, percebemos que muitas operagoes que faziamos no Tableau

seriam quase que desnecessarias. Pensando nisso, o Método Simplex Revisado é baseado

em uma interpretagdo matricial do Método Simplex. Sendo assim, transformaremos toda

a discussao feita anteriormente com uma representagao matricial.

3.4.5.1 Representacao Matricial do Método Simplex

Sabemos que podemos representar um PPL da seguinte forma:

minimizar ¢’z
sujeito a  Ax =
e x>0

sendo z,c’ € R*, b € R™, A € R™X

n
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Vimos anteriormente que a matriz A tem m colunas linearmente independentes, ou
seja, A tem uma submatriz B € R™*™ sendo uma base do espac¢o E™. E usual utilizarmos
a matriz B como sendo as m primeiras colunas de A. Entdo, podemos dizer que A = [B D],

r = (xp, zp) e ¢l = (ck,ch). Com isso, obtemos o seguinte problema:

minimizar cLzp + chap
sujeitoa Bxg+ Dxp=1»
comzrg >0 exp>0
Podemos entao utilizar as equagoes das restri¢goes e encontrar uma solugao bésica

factivel da seguinte maneira:

Bxg+ Dxp=b= x5 =B'b— B 'Dzp.

Avaliando a fungao objetivo na solugao basica encontrada, obtemos:

z=cE(B™' — B™'Dxp) + chap = cEB7'0 — ¢k B 'Dxp + chap

z=cE5B7 b+ (5 — cEB™D)xp.

Notemos que essa fungao expressa o custo de qualquer solucao em termos de xp.

Com isso, definimos:

T T T -1

em que 75 é o vetor de custo relativo para as varidveis nao basicas. Da mesma forma que
utilizamos o custo relativo anteriormente, este vetor servira para decidir qual vetor deixara
a base.

Se colocar as matrizes em um Tableau como fizemos anteriormente, teremos que:

A b B D b
0 ck b 0
Além disso, se a matriz B for utilizada como base, teremos que a forma matricial

que buscamos sera dada como se segue:

I\ B~'D \B—lb

S I P )

Ou seja, temos que as solucoes bésicas factiveis sdo dadas da forma z, = B'~1b,
com B’ uma matriz m x m igual a matriz B a menos de operagoes matriciais bésicas.

Analisando o pivoteamento com a representacao matricial em partes, conseguimos
desconsiderar os alguns calculos para encontrar a solugao 6tima. Portanto, reduzimos a
quantidade de operacoes realizadas, tornando o algoritmo menos custoso computacional-

mente.
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3.4.5.2 Algoritmo do Método Simplex Revisado

O algoritmo do Método Simplex Revisado precisara de duas informacoes basicas,
sendo elas: a matriz B~! a inversa de uma base atual e uma solucao bésica factivel
rp = b= B~'b. Vejamos o algoritmo:

Passo 0 Definir B, D, ¢ e ck;

Passo 1: Calcular 75 = ¢L — ¢ B~1D. Para isso, calcule AT = ¢LB~! e entao calcular
D D B ) B )
rT =5 —ATD. Se rp > 0 entdo o programa serd finalizado e retornaré x, = B~'b;

Passo 2: Determinar qual o vetor A, deve entrar na base escolhendo o menor coeficiente
de custo negativo e calcule b, = B~1A,;

Passo 3: Se a;; < 0 entao o algoritmo para, pois tem o conjunto solu¢ao K ¢ infinito.
Caso contrario calcule a razao b;/a;, com a;, > 0;

Passo 4: Selecionar o pivd aj, com j o indice da menor razao b;/a;, nao negativa e pivotear
em relagao ao pivo ajg;

Passo 5: Atualizar B~! e a solucdo atual é B~'b e Voltar ao Passo 1;

No Passo 2 dividimos as contas em duas partes. Isso é feito, pois nao precisaremos
inverter a matriz B a cada iteracdo, mas teremos de resolver o sistema BT\ = cp,
diminuindo consideravelmente o custo computacional. Veremos um exemplo de como
serd resolvido um PPL, utilizando os passos apresentados anteriormente. Consideremos o

problema a seguir.

minimizar —3z; — 292 — 323
sujeito a  2x7 + 19 + 13 < 2
1+ 229+ 323 <5
201 + 29+ 23 <6

e r1,r2,x3 2> 0.

Teremos entao que, se adicionarmos as variaveis de folga, o Tableau dado sera dado por

D B b
2 1 1|1 0 2
1 2 3|0 1 )
2 2 1[0 0 6

Perceba que separamos o Tableau de maneira que a matriz D seja formada pelas trés
primeiras colunas, a matriz B = B~! seja formada pela terceira, quarta e quinta coluna
do Tableau e o vetor b sendo a tultima coluna do problema. Neste caso, temos uma
solugdo bésica inicial dada por zg = (0,0,0,2,5,6). Assim, consideraremos um novo Tableau

utilizando apenas a matriz B~! e 2, conforme a seguir.
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Varidvel B! Tp
4 1 0 O
5 0O 1 0
6 0 0 1

[-3 —1 —3000]. Com isso, ch, =[-3 —1 —3]eck=1[000].
Para o primeiro passo do algoritmo, teremos que calcular o vetor de custo relativo

rL = ¢p — cEB71D. Calculando \T = cpB~!

Sabemos que ¢’

erh = ¢ — ATD. Teremos que \I' =

[000]B~' =[00 0] e assim
2 1 1
rhb=ch - MN'B'D=[-3 -1 -3]-[000]| 1 2 3
2 2 1.
Obtemos entdo que rl, = [-3 — 1 — 3]. Escolhendo a segunda coluna para entrar na

base, contrariando os critérios anteriores demonstrados, a fim de simplificar as operagoes,

teremos que:

Varidvel B! x| B71A,
4 1 0
5 0 1 2
6 0 O 2.

Notemos que a coluna A, referente a matriz D, foi multiplicada por B~! para descobrir
sua representacao nesta base. Neste caso, B~! = I3. Por isso, ndo modificou as entradas
de A,. Entretanto, veremos que nas proximas iteragoes isso nao ocorrera.

Fazendo a divisao entre os elementos da coluna de Ay com b, teremos que o pivo

sera o primeiro elemento. Com isso, realizando o pivoteamento, obtemos entao

Varidavel B! Tp
2 1 0 2
5 -2
6 -2 0 2
calculando AT = [-1 0 0]B™! = [~1 0 0], teremos que 75 = [-1 0 — 2|. Portanto,

escolheremos a coluna Az para sair da base, obtendo o seguinte Tableau

Varidvel B! TR 1A,
2 1 0 0] 2 1
) -2 1 0] 1 1
6 -2 0 1] 2 —1.

Fazendo o pivoteamento, teremos entao que
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Varidvel B! Tp
2 1 -1 0] 1
3 -2 1
6 -2 1 1] 3
calculando novamente o coefinciente de custo, obteremos que r5, = [-7 0 0]. Entdo, a

coluna A; entrard na base, conforme se segue

Varidvel B! xp | B7'A,

2 1 -1 0|1 5)

3 -2 1 0]1 -3

6 -2 1 1| 3 —5.

Com o pivoteamento,

Varidvel B! B

1 3/5 —1/5 0]1/5

3 | -1/5 2/5 0]8/5

6 -1 0 1| 4

Assim, teremos o coeficiente de custo igual a 5, = [0 7/5 0]. Portanto, a solucio
6tima sera dada por 7 = [1/504 0 0 4].

Perceba que a cada iteragao do processo, é reduzido significativamente a quantidade
de contas a serem feitas, se comparado com o método do Tableau feito anteriormente. Um
problema a ser considerado nesse método, é que a matriz inversa de B tem que ser dada.
Contudo, em alguns casos teremos que B = [ e a inversa ¢é facil de fornecer. Porém, quando
precisarmos trabalhar com o Método Simplex de Duas Fases, teremos que na segunda fase
do processo a matriz B~! nao é uma matriz trivial. Dessa forma, precisarfamos de outros

métodos numéricos para criar um algoritmo mais completo.

3.4.6 Aplicacao do Método Simplex

Um problema cldssico resolvido no artigo Dantzig (1990) é o problema da dieta.
Tal problema visa encontrar quais sao os alimentos mais baratos que suprem a necessidade
diaria de um ser humano. Esse problema classico foi resolvido utilizando Método Simplex.
Com isso, outros trabalhos foram criados baseados nesse problema classico, como o artigo
Kripka e Peccati (2014), que, ao invés de buscar o menor custo monetario em uma dieta,
buscou minimizar o consumo de calorias diarias, considerando os nutrientes basicos diarios
de uma pessoa.

Para a modelagem do problema, foram considerados doze micro e macro nutrientes,

tais que completam a necessidade diaria. Os autores buscaram diminuir o consumo de
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calorias semanais. Para isso, foram modeladas 6 refei¢oes didarias como um Problema de

Programacao Linear. No total, foram considerados 154 tipos de alimentos.

Aplicando o Método Simplex para a resolucao dessa dieta, foi encontrada uma

solugao apontando a seguinte dieta, conforme a Quadro 1 abaixo.

Quadro 1 — Quadro nutricional com os alimentos em cada refeigao.

Café Lanche Almogo Lanche Janta Lanche

da manha matinal da tarde

0.7 fatia de 0.3 fatia 4.3 banana 0.3 fatia 4.2 banana 0.2 fatia
queijo prato de mamao |prata de mamao de mamao
1.8 fatia de 0.4 fatia de |6.4 colheres de|0.4 fatia de [5.5 colheres de|0.2 fatia
presunto queijo prato|dleo de soja  |queijo prato|dleo de soja  |de mamao
1 colher de 0.5 fatia de |11 fatias de  |0.5 fatia de [8.4 fatias de |0.7 laranja
café soluvel presunto chuchu presunto chuchu

0.1 fatia de 0.6 fatia 1.1 sobrecoxa |0.6 fatia 1 sobrecoxa  |0.2 fatia
pao de centeio |de abacaxi |de frango de abacaxi |de frango de abacaxi
0.7 colher de |0.4 fatia 2.2 colheres de|0.4 fatia 2 colheres de |0.4 fatia
margarina de melao  |couve de melao  |couve de melao
1.8 colher de 3.5 colheres 2.8 colheres 2.9 biscoitos
geleia de frutas de abobora de abodbora salgados
3.3 fatias 4.4 colheres 3.2 colheres (0.2 iogurte
de abacaxi de pepino de pepino

0.2 fatia

de melao

Fonte: Kripka e Peccati (2014).

Assim, o total resultante de calorias utilizando essa dieta foi de 12.239,28 por

semana. Ja uma dieta buscando os mesmo nutrientes feito por uma nutricionista, resultaria

em 17.561,62 calorias semanais. Ou seja, com o modelo minimizado pelo Método Simplex,

teve uma reducao de quase 30%.

Por fim, o Método Simplex é muito utilizado em diversas empresas para diferentes

objetivos, como minimizar despesas ou maximizar lucros. A importancia desse exemplo

¢ dado pela sua aplicagao no cotidiano de uma pessoa. Mostrando a importancia, e a

diferenca, na utilizagao da matematica em diferentes contextos.
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4 PROBLEMAS IRRESTRITOS DE PROGRAMACAO NAO LINEAR

Os problemas estudados anteriormente buscavam encontrar o minimo de uma
funcao linear em um conjunto determinado por equacoes e inequacoes lineares. Essas
caracteristicas determinavam o chamado Problema de Programacao Linear. Veremos agora
quais sao as caracteristicas dos Problemas Irrestritos de Programacao Nao Linear. De uma

forma geral, o Problema de Programacao Nao Linear pode ser definido por

minimizar  f(x)
sujeitoa x € R"
em que f: R" — R. Como x € R", temos que nao ha restricdes no conjunto estudado, dife-
rente do estudo abordado anteriromente. Esta é a caracteristica dos Problemas Irrestritos
de Programacao Nao Linear.
Nesses problemas, temos que podem existir dois tipos de minimo da funcao
objetivo. Para melhor compreender a diferenga entre esses minimos, vejamos as proximas

definicoes.

Defini¢ao 38. Minimo Global Dizemos que a € D(f) é um minimizador global quando,
para todo x € D(f) teremos f(x) < f(a). E o valor obtido por f(a) é chamado de minimo
global.

Agora definiremos o conceito de minimo local, o qual é mais restrito do que a

definicao feita anteriromente.

Defini¢ao 39. Minimo Local Dizemos que a € D(f) é um minimizador local quando,
existe € > 0 tal que para todo x tal que ||a — z|| < e teremos f(x) < f(a). E o valor obtido

por f(a) é chamado de minimo local.

O minimizador local, minimiza a fungao objetivo em uma determinada regidao. J& o
minimizador global, minimiza a fungao objetivo em todo seu dominio. Vejamos o problema
de minimizar f(z) = —23 + 52 — \/z + 0.12¢”. Nao ¢ trivial encontrarmos os pontosde
minimo local e minimo global. Mesmo utilizando a fun¢ao derivada, a minimizag¢ao nao

podera ser explorada analiticamente. Podemos ilustrar o grafico da funcao na Figura 15.
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Figura 15 — Fungao objetivo nao linear

Fonte: Autoria prépria.

Neste caso, temos um minimo local e um minimo global. Os pontos A = (a,f(a))
e B = (b,f(b)) relacionam o minimizador ao seu minimo. O ponto = a é um minimizador
global e o ponto x = b ¢ um minimizador local.

Utilizaremos o método de Nelder e Mead (1965), o qual também ¢é baseado na
Geometria Simplética, para encontrar uma solu¢ao minima de forma iterativa. O Método
Nelder-Mead é um método livre de derivadas, sendo capaz de encontrar minimos em
funcgdes que nao possuem derivadas continuas. Ou ainda, é utilizado quando o calculo
dessas derivadas exige um alto custo computacional.

Segundo (CONN; SCHEINBERG; VICENTE, 2009), a otimizacao é, muitas vezes,
relacionada com a derivada da funcao igualando a zero. Porém, existem varias fungoes sem
derivadas, ou com derivadas complicadas, que também podem ser otimizadas. Portanto,
existe uma grande quantidade de problemas que podem ser resolvidos utilizando métodos

livres de derivagao.

4.1 Meétodo de Nelder-Mead

O algoritmo de Nelder-Mead é um dos mais populares métodos livre de derivadas.
Sendo muito utilizado na engenharia e, provavelmente, o mais citado dos métodos. Dentre
as razoes para este sucesso, destacam-se a simplicidade e a facilidade de adaptagao para
minimizar ou maximizar fungoes. Para este estudo, sera utilizado o livro Introduction to
derivative-free optimization de Conn, Scheinberg e Vicente (2009).

Este algoritmo é um método de pesquisa direta, o qual utiliza apenas o valor da
funcao objetivo em uma quantidade finita de pontos por iteracdo, para assim, decidir qual
a proxima acao tomar.

Todo o processo serda baseado no espaco R™. Como definimos anteriormente,
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teremos um simplex de dimensao n neste espaco. Isto é, teremos n + 1 vértices que iremos
denotar por Y = {3°, ¢!, ..., y"}. Tais vértices serdo ordenados em um vetor auxiliar, com
valores da funcao objetivo de forma crescente. Além dos vértices do simplex, teremos que

definir um novo ponto que chamaremos de centréide.

Definicao 40. O ponto y© = 31— Y. ¢ chamado centréide do conjuntoY = {y°, y', ... y" 1}
n

Figura 16 — Exemplos de centréides em R? e R3.

y3

Fonte: Autoria prépria.

Apos determinado o centréide, o método ird determinar um novo ponto que estara
na reta que contém os pontos y" e y°. Para isso, o método seleciona um ¢ € R, de maneira

que o novo ponto sera da forma:

y=y"+0oy" —y"), (16)

utilizando os procedimentos de reflexdo, expansao ou contragao para substituir o pior
vértice (y").

O valor de ¢ é importante para definir o préximo simplex. Ou seja, o proximo
conjunto Y;. Para cada valor diferente de §, teremos um novo ponto. Por exemplo, se

tomarmos os seguintes valores:

0=1 teremos uma reflexao;

0=2 teremos uma expansao;

0= % teremos uma contracao externa;
0= —% teremos uma contracao interna.

Aplicando o método, teremos a seguinte relacdo dos novos vértices em R:
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Figura 17 — Exemplos do processo de nés no R2.

yEI

Fonte: Autoria prérpria.

Na Figura 17, os pontos 3°, y* e 3? sao dados e o ponto y* é o pior ponto (aqui o
pior ponto corresponde aquele em que a fungdo objetivo tem o maior valor). Obtemos o
centréide y° como o ponto equidistante de y° e y'. Baseado na reta que passa por y? e y°,
criaremos novos pontos 3¢, y°¢, y" e y° que sao chamados de pontos de contracao interna,
contragao externa, reflexao e expansao, respectivamente. Esses novos pontos substiruirao
o ponto y? em caso de sucesso do método.

Além desses casos, existe um outro tipo de nd, nomeado de encolhimento. No
entanto, neste no, nés substituiremos todos os vértices do simplex com excegao do o (0

vértice relacionado ao menor valor da fungao).

Figura 18 — Exemplo de encolhimento em R2.

v =y
vi
vi
13',2
yl

Fonte: Autoria prépria.
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Entao, para todo i = 1,2, ... ,n, teremos que y; deve ser substituido por 3° + %(y’ —
yY). A Figura 18 mostra como seria feita essa substitui¢ao se o encolhimento for aceito
em R2. Sendo assim, y°, y' e y? sdo os pontos iniciais do simplex e ¥, yi e y? os vértices
obtidos no encolhimento. Chamaremos de nds esses pontos gerados pelos diferentes valores
de ¢, entre os quais iremos escolher aquele que ird prosseguir para a proxima iteracao
no lugar do pior ponto do simplex. A fim de facilitar a aplicacdo do método, na pratica,
trabalhamnos com os valores de ¢ definidos inicialmente. Sendo assim, podemos utilizar

diferentes valores de 0 respeitando as seguintes desigualdades:

0<d <1, —1<8 <0< <" <6°

em que 6°, 5%, §°°, 6" e &° estdo relacionados as iteracoes de encolhimento, contraciao
interna, contragao externa, reflexdo e expansao, respectivamente.
Introduziremos o algoritmo do Método de Nelder-Mead, utilizando uma aplicacao

dos nos, assim como mostrado anteriormente.

4.1.1 Minimizando Fung6es com o Algoritmo do Método de Nelder-Mead

Para buscarmos solugoes para Problemas Irrestritos de Programagao Linear, estu-
daremos o Método de Nelder-Mead. O método abordado neste trabalho tem uma pequena
diferenca do método original, pois no método classico se a expansao for aceita entao
obterfamos f¢ < f°, ignorando a possibilidade de f™ < f¢. Ou seja, o Método Moderno de
Nelder-Mead prevé a possibilidade de melhorar o ponto escolhido caso tenha sucesso na

etapa de reflexao e, dai, escolhe a melhor opcao entre f" e f¢ otimizando o processo.

Passo 0: Determine o simplex inicial Yy = {y0, 48, ..., vy} Defina k = 0 e as constantes
1 . 1 1
55 — 520 - __ 506 — _ 51" — 1 66 — .
2 2 2 ¢
Passo 1: Para k =1,2,.... Defina o conjunto Y e avalie f nos pontos de Yj;

Passo 2: Reordene o conjunto Y, de maneira que

PP=f)<fl=Ff)<...<f"=f")
Passo 3: Defina o centréide y¢ = S50 %

Passo 4: (Reflexdo) Faga uma reflexao do pior vértice (y") sobre o centroide:
v =y 0y —y")

e avalie f = f(y). Se fO < f* < 1 defina Yigr = {yl, Y- - s+ i,y }. Vé para
o Passo 2.

Passo 5: (Expansao) Se f" < f° calcule o ponto de expansao

Y=y 0 -y
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e avalie ¢ = f(y°). Se f¢ < f" defina Vi1 = {y2, vk, ..., yy ', 9}, caso contrario, defina
Yirr = {y0, vk, ..,y Ly} VA para o Passo 2.
Passo 6: (Contragao) Se f" > fm~! ¢ feito uma contracio entre y” (contracio interna)
e y" (contragao externa).

Passo 6.1: (Contragao externa) Se f” < f™, execute uma contracdo externa

co1m

yOC — yC + 5oc(yc _ yn)
e avalie f¢ = f(y°). Se fo¢ < f7, defina Yoy = {9, y5, ..., yl ", ¥y} e va para o Passo
2. Caso contrario, va para o Passo 7;

Passo 6.2: (Contragao interna) Se f” > f™, execute uma contragao interna

yic — yc 4 5ic<yc o yn>
e avalie f° = f(y°). Se fi© < 7, defina Vi1 = {v2,vi,...,y0 ", y*} e v4 para o Passo
2. Caso contrario, va para o Passo 7;
Passo 7: (Encolhimento) Defina os pontos 3! = y° + 6°(y* — ¢°), com i =1,2,...,n, e

o conjunto Y41 = {¢° v}, 42, ..., y"}. Volte para o Passo 2.

Um critério de parada pode consistir no “tamanho” do simplex. Neste sentido,

vamos definir o didmetro de um simplex da seguinte maneira:
Defini¢ao 41. O diametro do simplex Y = {y°,... y"} € dado por

diam(Y) = max ||ly" — 9’|

0<i<j<n

Por exemplo, se tivermos um simplex definido por Y = {ey, ... e, }, sendo ¢; os
vetores da base candnica com i = 1,...,n, teremos que diam(Y') = V2.
Para reduzir o custo computacional, podemos aproximar o diametro pelo valor

A(Y) = max ||y’ —y°[|.

0<i<n

Note que teremos A(Y) < diam(Y) < 2A(Y'). Com isto, podemos definir como critério de
parada A(Yy) < Ay, em que Ayy seria uma valor suficientemente pequeno para garantir
a precisao desejada para a solucgao.

Tal algoritmo tem um ntmero exato de nds por iteragao, sendo 1 se o né é de
reflexdo, 2 se 0 nd é de expansao ou contragao e n + 1 se o n6 é de encolhimento, em que
n é a dimensao do simplex.

Um exemplo da aplicagdo do Método de Nelder-Mead seria na busca do ponto de
minimo da Fung¢do de Himmelblau. Utilizaremos a tese da autora Gongalves (2013) para

observar geometricamente como ocorre a convergéncia do método.
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A Func¢ao de Himmelblau é dada por

flay) = (@ +y =11+ (x+y> = 7)%

com o seguinte grafico da fungao

Figura 19 — Fungao de Himmeblau.

2000
1500

1000

500

Fonte: Gongalves (2013).

A fungao tem quatro minimizadores globais distindos, sendo eles:

£(3.0,2.0) = 0.0
£(—2.805118,3.131312) = 0.0
£(—3.779310, — 3.283186) = 0.0
£(3.584428, — 1.848126) = 0.0.

Aplicando o Método de Nelder-Mead, podemos observar geometricamente como

ocorre a convergéncia! na Figura 20 do método.

Um ponto importante é que o minimizador que o método encontro depende, em

grande parte dos casos, diretamento do simplex definido inicialmente. Além disso, esse

exemplo é muito importante pois mostra que, mesmo utilizando um simplex préximo de um

minimizador, o Método de Nelder-Mead nao necessariamente converge para o minimizador

mais préximo.

!Para melhorar a compreensio, a visualizacio completa do método pode ser acessada em:
<https:/ /upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/9/96 /Nelder_Mead2.gif>


https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/9/96/Nelder_Mead2.gif
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Figura 20 — Convergéncia do Método de Nelder-Mead na fung¢ao de Himmeblau.

3]

]

Fonte: Gongalves (2013).

Esse fato ocorre em diversas fungoes, pois o método busca encontrar um minimi-
zador global ou local. Mas nao conseguimos escolher para qual minimizador o método

convirgira.

4.1.2 Nelder-Mead e Simplex

O algoritmo de Nelder-Mead modifica o simplex para que se adapte a curva no local.
Isto é, o simplex se adapta a paisagem local (CONN; SCHEINBERG; VICENTE, 2009).
Porém o desempenho do algoritmo de Nelder-Mead, quando funciona, esta diretamente
relacionado com o ajuste da curvatura da funcao.

Um problema decorrente do método, é que o simplex pode nao estabelecer uma
convergéncia global, pois é necessario que os vértices nao sejam pontos estaciondrios?

Para resolver esse problema, é preciso reiniciar o método sempre que a geometria ou a

2Pontos estacionarios de uma funcio sio os pontos que avaliados na derivada dessa funcio resultam
em zero.
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estabilidade dos vértices do simplex derem problema. Como estamos trabalhando com
métodos livres de derivadas, esse problema é encontrado utilizando A-posicionamento na
maoria dos casos. Porém, em conjuntos simplex, é mais comum a utilizacdo do calculo
de volume do simplex. Para essa discussao, utilizaremos o trabalho complementar de
Gongalves (2013).

Sabemos que no espago R™, um simplex nao pode ter dimensao maior que n.
Neste caso, suponhamos que o conjunto Y = {¢°,... "} forme um simplex de dimensao

n. Entao temos a seguinte definigao.

Definicao 42. A matriz referente as faces do simplex serd dada por

ui—u) oy — )
LY)=[' —y" ...y =" = : : (17)
=y oy =0
comy’ = [ ... y)".

Uma observagao interessante, ¢ que se tomarmos a matriz [L(Y) (—L(Y"))] teremos
que essa matriz serd a maxima base positiva® de R”.
Agora iremos generalizar o conceito de volume, que geralmente é empregado a

conjuntos tridimensionais.

Definigao 43. Seja o conjunto Y = {3°, ... y"}. O volume de um simplex relacionado a
Y serd dado por
det (L(Y
sol(y) < Bt LD
n!

com a matriz L(Y) da Defini¢io 17.

Perceba que, da Geometria Analitica, temos que a area de um tridangulo é dado
det(M)| _ |det(M)
2 p]

‘, sendo M a matriz relacionada com os lados do triangulo. O volume
|det(M)| __ |det(M
6 3l

por

do tetraedro relacionando a uma matriz M é dado por I Ou seja, coincide
com a generalizacao feita.

Em métodos simpléticos, como o de Nelder-Mead, é utilizado o didmetro do
conjunto, em que neste caso é o didmetro do simplex. Essa escolha é feita pois nao ha a
necessidade de definir o ponto? y¢ para tal analise.

Agora introduziremos o volume normalizado. Essa definicao substituira o A-

posicionamento na verificagao do simplex.

Definigao 44. Seja Y = {3°, ... ,y"} o conjunto de n + 1 pontos. O volume normalizado

de Y serd dado por

3M é base positiva de R" se para todo € R™ temos que ajmy + --- + apmy, =z, com «; > 0 para
1=1,...,p.
4No livro de Andrew R. Conn (2009), o ponto ¢ é chamado de centering point.
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von(Y) = vol( ! y) _ ldet(LO)I

diam(Y)" ] n! diam(Y)"’

Observe que para chegar a ultima igualdade na Definicao 44 foi utilizada, além
da definigdo de volume, a seguinte propriedade de determinante det(aA) = a"det(A), se
A e R™™,

As defini¢oes de didmetro e volume serdo matematicamente convenientes para
a manipulacao de um simplex, utilizando reflexao ou encolhimento. Com tais definic¢oes,
veremos alguns fatos importantes do simplex utilizando Nelder-Mead.

Para sabermos se o simplex escolhido podera ser utilizado, precisaremos saber se

o simplex é nao degenerado. Para isso, faremos a seguinte defini¢ao.

Definigao 45. Seja o conjunto Y = {4°,... y"}, um simplex serd ndio degenerado quando
det(L(Y)) # 0. Ou seja, vol(Y) > 0.

Um simplex degenerado, seguindo a defini¢do, tem a matriz L(Y') com as colunas
linearmente dependentes. Logo, o volume do simplex sera igual a zero. Para obter éxito no
Método de Nelder-Mead, é necessario que o simplex seja nao degenerado. Dessa forma,
nesse trabalho, consideraremos que o simplex inicial sempre serd nao degenerado.

Sabemos que o Método de Nelder-Mead trabalha, basicamente, modificando o
conjunto inicial Y = {¢°, ... y"}. Portanto, utilizaremos a notagdao Y para descrever a

k — ésima iteracao do método sobre o conjunto Y.

Teorema 46. Caso a iteracio k seja de reflexdo, expansao ou contracao, entdo temos que

vol(Yii1) = |0|vol (Yy). (18)
Se a iteragao for de encolhimento, entdo

vol(Yii1) = 6"vol(Yy). (19)
sendo 0 referente a cada tipo de no.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, suponhamos que o pior vértice y™ é tal que
y" = 0. Isto é, o pior vértice da k — ésima iteracdo esta na origem. Sabemos que o novo

vértice, se ndo houver encolhimento, é dado da seguinte forma:

ve = Y +0(yr — ) = (14 9)yz, (20)

co1m

0 = 0" Se o no de reflexao for aceito
0 = 0° Se 0 n6 de expansao for aceito
0 = 0°° Se 0 nd de contragao exerna for aceito

d = % Se o né de contracao interna for aceito
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Logo, pela Equagao (20), o novo vértice também pode ser escrito da seguinte

forma:

1+96 1+9
|-

v, = Lyw com w= [
Sendo que L, é a matriz relacionada ao conjunto Y, dos vértices do simplex. Como o
volume de um simplex nao depende da ordem de seus vértices, também podemos supor

que vy seja o pior vértice de Yy. Entao, teremos que

\det(Ly11)| = |det(Ly — Lywe™)| = |det(Ly)||det(I — we™)|,

o qual eI’ = (1,...,1). Temos entdo que a matriz I — we! tem n — 1 autovalores iguais a 1
e, pela construgao de w, temos um auto valor igual a —). Como o determinante de uma
")

matriz é o produto de seus autovalores, entao det(I — we') = —4§. Sendo assim,

|det(Li11)| = |0]|det(Ly)|.

Portanto,

vol(Yit1) = |0|vol(Yy).

Agora faremos a demonstracao da Equacao (19). Seja Yj o conjunto referente
ao simplex da k — ésima iteragao. Se a iteracao k + 1 for de encolhimento, sabemos que

Yior = {y =v° +6°(y" —4°), i =1,...,n}. Entdo, por defini¢ido, teremos que,

L(Yiy)) = [+ —vh) —vp - yk + 6" (uh — vi) — v
=[0"(ye —wp) - (v — )]
=0°[(yr —y) - (yr — 9]

L(Yin) = 6°L(Y:)

Portanto, podemos calcular o volume do simplex

|det (L(Yii1)) | _ [det (OL(Yi)) | _ (8°)"|det (L(Y})) |

vol (Vi) = n! n! B n!
< vol(Yii1) = (0°)"vol (Yy).
sendo 0 referente a iteracao de encolhimento. O

A Figura 21 ilustra a contracao externa no R2.
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Figura 21 — Comparacao do volume de um simplex usando contracao externa no R2.

}’D

Vol(L(Y,)) = 37 vol(L(Y,,,)) = 18.5

(s

Fonte: Autoria prépria.

Assim, temos uma relagdo entre os volumes do simplex gerados pelo Método de

Nelder-Mead. Dessa maneira, poderemos analisar algumas propriedades do método.

Teorema 47. Se o simplex inicial é nao degenerado, entao todos os outros simplex gerados

pelo Método de Nelder-Mead também serdo nao degenerados.

Demonstragio. Sabemos que um simplex é nao degenerado se vol(L(Y)) # 0 e também
sabemos que 0 # 0 para todos os tipos de nés. Portanto, como vol(Yy11) = |d|vol(Yy) se o
né nao for de encolhimento e vol(Yy41) = 0™vol(Yy) se for de encolhimento, teremos que
vol(L(Yy)) # 0, para toda toda iteracdo k do Método de Nelder-Mead. O

Definiremos f(y) como sendo f avaliada no melhor ponto da k — ésima iteracio
do Método de Nelder-Mead. Para analisarmos a convergéncia do método, definiremos
{f(y") hren como uma sequéncia da fungao objetivo avaliada no melhor ponto de Y}, =
{y?, ... ,yt}. Para provar a convergéncia da sequéncia { f(y?) } xen, precisamos antes mostrar

um lema.

Lema 48. Se ndo hd encolhimento entio f(yp.,) < f(y;), para todo k € N, se i €

{0,...,n}. Além disso, a desigualdade é estrita para algum i.

Demonstracao. Se a iteragao k + 1 nao é de encolhimento, entdo temos que o tinico vértice

modificado do simplex anterior sera y;'. Pelo algoritmo é dado que

como queriamos demonstrar. O
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Com isso, ¢ dado que >, f (yi 1) <X f (yi) Essa é uma propriedade explo-
rada por Kelley (1999) no estudo de problemas encontrados no Método de Nelder-Mead.

Teorema 49. Seja [ uma funcdo limitada inferiormente em R™, e seja o Método de
Nelder-Mead. Entao

{f (i) bren

¢ convergente.

Demonstragdo. Se nao hé encolhimento nas iteragoes do método, sabemos que f(yj,,) <
f (). Caso houvesse iteracio de encolhimento, sabemos que o vértice 39 ¢ o tinico mantido
no novo simplex e portanto terfamos que f(yp. ;) = f(yp). Ou seja, a sequéncia ¢ mondtona
decrescente, e como f é limitada inferiormente, teremos que a seqiiencia é mondtona

decrescente e limitada. Portanto, convergente. O]

Dessa forma, sabemos agora que dado um simplex nao degenerado, teremos que

{f(yR)}ren

é convergente se k — oo. Entretanto, perceba que essa sequéncia nao demonstra que

converge para o ponto de minimo da fungao.

Teorema 50. Seja f uma funcdo limitada inferiormente. Se o nimero de encolhimento é

finita entao

{f(?/lg)}keN
converge, para todo i € {0,...,n}. Além disso, f*(y°) < --- < f*(y"), com f*(y') =

Demonstracao. Os vértices do simplex sdo ordenados, a cada iteragdo, dessa maneira

f°) <--- < f(y"), como f é limitada inferiormente temos que as sequéncias

{F (W)} ren

sao limitadas, monotonas e decrescentes. Portanto sdo convergentes e o limite respeita
F0) < <y O

Posteriormente, trabalharemos com a ordem dos elementos obtidos pelo Método de
Nelder-Mead e com o teorema anterior poderemos demonstrar novos resultados relacionados
com a ordem dos elementos.

Agora analisaremos o caso que nao ocorre o encolhimento em pelo menos um
numero finito de iteragoes, uma vez que ja sabemos que o né de encolhimento modifica n—1
vértices, aumentando a quantidade de contas significativamente em que a convergéncia

das sequéncias também é afetada.
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Teorema 51. Dado uma funcao limitada inferiormente f. Se hd um numero finito de
iteragoes sem encolhimento, entao todos os vértices do simplex convergem para um Unico

ponto.

Demonstracao. Sabemos que se ha um nimero finito de itera¢oes sem encolhimento, entao
se k > K é fato que a k — ésima iteracao é de encolhimento para algum K € N. Logo,

temos que

vol(Yii1) = 6"vol(Yy).

Como 0 < 6 < 1, entdo

vol(Yy) — 0 quando k — oo.

Logo,

|det(L(Yy))| — 0 se k — oc.

Ou seja, o angulo entre vetores referentes as colunas de Lj tenderao a zero quando k
tender ao infinito. Portanto, todos os vértices do simplex irao convergir para um unico
ponto.

O

Perceba que, novamente, tal demonstracao nao implica que a convergéncia seja
em um ponto estacionario.

Podemos mostrar outros resultados se considerarmos apenas as fungoes estri-
tamente convexas. Tais fungdes sao uma extensao da definicao de conjuntos convexos

trabalhados anteriormente.

Definicao 52. Uma funcao f ¢ dita estritamente convera em R"™ quando, para todo

ry €R" comx #y e0 <\ <1 temos que

Oz + (1= Ay) <Af(z) + (1= AN)f(y)

Teorema 53. Se [ ¢é extritamente conveza, entdo para qualquer simplex nao degenerado

o Método de Nelder-Mead nao terd iteracaode encolhimento.

Demonstragio. Se a funcao é estritamente convexa e ¢ = 7" \;y; entao

o) = f (z Aiyi) < S M) < maxts (), T)

se A € (0,1). A iteragao de encolhimento ocorre apenas se a contragdo interna ou externa

falham. Logo, para esse demonstracao, vamos focar na contragao externa. Para a contracgao
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externa ser aceita temos que f(y; ") < f(yh) < f(y}). Portanto, para algum \ € (0,1),

terfamos que

Fe) = fQy + (1= Nyg) < Af(yg) + (1= A) f(yg) < max{f(ys),f(y)}

sendo y§ = Y0 Y o centroide e yp = yp + 0"(y; — y5) o ponto do né de reflexdao do
n

método. Sabemos que f(y?) < f(y;) e também f(y5) < f(yp~ '), pois

n—1 1 n—1
fwi) =1 (Z ‘gf) <> if(y;i) < max{f(ys,....yn ")}
=0 =0

Assim, max{f(v5),f(vp)} = f(yp). Dessa maneira, f(y°) < f(y;) e logo a contra-
¢ao externa é aceita. A demonstragao para a contracao interna é similar. Portanto, sempre

que a iteragao entrar em um no do tipo de contracao, se a fun¢ao for extritamente convexa,
entao a iteragao acabara neste no.

]

4.1.3 Ordem Lexicografica Decrescente

Agora abordaremos a maneira de corrigir um problema na organizacao dos ele-
mentos no inicio de uma iteragao do Método de Nelder-Mead. Se uma iteracao anterior
acabar com reflexao, expansao ou contracao e o valor avaliado de tal vértice for igual a um
ou mais valores avaliados nos vértices anteriores, precisamos entao organizar o conjunto
dos vértices de uma tnica maneira. Para isso, teremos que definir uma regra para que esse

novo vértice seja posicionado.

Definicao 54. O indice k* é chamado de indice de mudanga da k — ésima iteracio sendo

k* =min{i € (0,...,n) | Y # Yii1}-

Por exemplo, se tivermos o conjunto (f2, f, f2,f3,f2) = (1,2,2,3,3) e a iteracdo k+1
nos fornecer o valor 2, temos que o novo conjunto serd dado por (fp 1, fes 1. /it fivisfii1) =
(1,2,2,2,3). Logo, nesse exemplo, k* = 3, pois fi # fi, .

Em vista disso, temos que k* € {1,2,... ,n—1} se a iteragao for de reflexdo, k* =0
se a iteragao for de expansao, k* € {0,2,...,n} se a iteracao for de contragao e k* = 0 ou
k* =1 se a iteracao for de encolhimento. Isso é dado observando as possibilidades do fim

de iteracao do algoritmo trabalhado anteriormente.

Teorema 55. Seja f uma funcao limitada inferiormente em R™. Se o Método de Nelder-
Mead parte de um simplex inicial nao degenerado, se nao hd encolhimento, e se existe um

inteiro j € {0,1,...,n — 1} para o qual

) < F2Y) em que f(yl) = lim f(yi), (21)

k—o0
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entao existe uma iteracio com indice T € N tal que para todo t > T, o indice da mudanga

satisfaz:

k* > . (22)
Isto é, os j primeiros vértices de todos os simplex permanecem fizos apos a

iteracao T

Demonstragio. Provaremos este teorema por contradi¢io. Pela Hipotese dada em (21),
temos que f(y?) + 06 = f(yI™), para algum § > 0. Sejae >0 tal que d > e < § —e > 0.
Como f(y?) = limy_,e0 f(1]), existe T € N tal que para todo t > T temos f(yl) —e < f(y?).

Teremos entao,

Fd) < flul) +6—e < fly))+6=f(yl™).
Perceba que a ultima igualdade é dada pela suposigao feita anteriormente. Como

buscamos encontrar o minimo da fungao, teremos que f(y/™!) < f(y/*!), para algum

s € N, teremos que para todo t > T
Flud) < fui™).
Agora, se k* < j, para algum ¢t > T, entao, como nao ha encolhimento
Fliin) = fl) eyl =y, 5>k,

contradizendo a Inequacao (22). Portanto, k* > j, para todo k > K.
m

Além do auxilio para encontrar o indice de mudanca, esse teorema também é

importante para outro resultado que auxilia na convergéncia do método.

Corolario 56. Seja f uma fungdo limitada inferiormente em R™. Se ndo houver en-

colhimento e o indice de mudanca for ki = 0, para toda iteracdo t, entao temos que

fo= ==

Demonstragao. Notemos que kf = 0 para todas as itera¢oes. Além disso, como por hipétese

nao ha encolhimento, entao segue que

ff+1 < f;i € yiﬂ 7& yZ quando 7 =0
fti+1 =fi e ?/iﬂ =y! quandoi >1

Dai, como f; = lim;, f/, entao

fi=f"* parai>1.

Portanto, f0 = fl =... = fm



Capitulo 4. PROBLEMAS IRRESTRITOS DE PROGRAMAGCAO NAO LINEAR 72

Observemos que, mesmo com esses teoremas demonstrados, ainda ndao conseguimos

demonstrar a convergéncia do método para um ponto de minimo.

4.1.4 Convergéncia do Método de Nelder-Mead

No artigo de Nelder e Mead (1965), o qual foi proposto o método, ndo contém uma
demonstracao da convergéncia para o minimo da funcao objetivo. Dessa forma, muitos
trabalhos buscaram essa demonstragdo. O artigo de Lagarias et al. (1998) mostrou a
convergéncia para problemas unidimensionais e comentou sobre a dificuldade em afirmar a
convergéncia do método para espacos bidimensionais.

Podemos ver na verdade que existem fungoes tais que o método nao converge para
o minimo da fun¢ao. Conforme Conn, Scheinberg e Vicente (2009 apud WOODS, 1985,
p. 149), foi encontrado uma fungao diferencidavel e ndo convexa com duas variaveis para a
qual o método falha. O motivo da falha do método é causado por uma sequéncia de nés
de encolhimento convergindo para um ponto diferente do minimo da funcao.

McKinnon (1998) consegue demonstrar a convergéncia para um ponto nao esta-
cionario em uma familia de fung¢oes de duas variaveis estritamente convexas com suas

terceiras, ou mais, derivadas continuas. Um caso abordado no artigo ¢ dado por

3602 +y+y* sex <0
flay) = (23)

622 + y + 12 sex >0
com os valores iniciais x; = (0,0), 25 = (1,1) e 3 = ((1+/33)/8, 1 — +/33)/8). Aplicando
o Método de Nelder-Mead, teremos que o algoritmo converge para o ponto (0,0) com

£(0,0) = 0. Vejamos a figura abaixo.

Figura 22 — Convergéncia do Método de Nelder-Mead em f dada em (23).

i
H

Fonte: Gongalves (2013)
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Notemos que a fungdo é minimizada no ponto (0,0.5) e f(0,0.5) = —0.25. Além
disso, ¢ importante observar que mesmo sem definir um critério de parada, o método
convergiu em 1336 iteragoes. Em principio, a justificativa desse fato, se da pela propa-
gacao de erros causados pelo computador, e também, pela limitacao computacional na
representacao de nimeros. Ou seja, em algum momento, as operagoes feitas pelo Método
de Nelder-Mead, resultaram em um ntmero tao pequeno que nao pode ser considerado
por um computador.

Ainda, nos trabalhos de Torczon de 1989 e 1991, o Método de Nelder-Mead
¢ modificado para que haja convergéncia para func¢oes continuamente diferenciaveis e
limitadas inferiormente (TORCZON, 1989; TORCZON, 1991).

Existem diversas modificagoes criadas a partir do método classico, o qual foi
apresentado nesse trabalho, com garantia de converéncia em um conjunto especifico de
fungoes. Mas o Método de Nelder-Mead é um dos métodos de busca direta mais utilizado
pois na maioria dos problemas da literatura o método é capaz de encontrar um minimizador.
Uma técnica, utilizada por Gongalves (2013) para diminuir a chance de erro da convergéncia
do método, é recomecgar o Método de Nelder-Mead em diferentes simplex e depois comparar
os valores obtidos. Além disso, na pratica, o algoritmo converge para a grande maioria dos

problemas testados na literatura.

4.1.5 Aplicagoes do Método de Nelder-Mead

E comum encontrarmos na literatura aplica¢des utilizando o Método de Nelder-
Mead para encontrar parametros e minimizar o erro causado na solugdo de um problema.
O artigo de Ouria e Toufigh (2009) aproxima um polinémio de grau 4 utilizando o Método
de Nelder-Mead a uma linha fredtica®, buscando modelar um problema de infiltracao nao
confinado. Tal problema raramente resulta em uma linha fredtica continua e suave.

Ja no artigo de Victor, Bandeira e Lima (2012), o Método de Nelder-Mead foi
utilizado para encontrar objetos, em tempo real, em videos. Lembrando que um video ¢é
formado por uma sequéncia de imagens, em que cada imagem é chamada de frame. Entao,
para cada frame, o algoritmo localiza um objeto pré definido. O video utilizado foi de
um jogador de ténis de mesa, no qual o objetivo era localizar a bolinha na imagem. O

resultado obtido esta ilustrado na Figura 23 abaixo.

5Linha fredtica é a linha que separa em uma superficie a parte seca da parte imida.
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Figura 23 — Identificagdo em imagem utilizando o Método de Nelder-Mead.

Fonte: Victor, Bandeira e Lima (2012).

O retangulo ao redor da bolinha foi gerado pelo Método de Nelder-Mead. Um ponto bem
importante, é que com apenas 100 iteragoes por frame, o método conseguiu localizar a
bolinha mesmo com um afastamento da imagem. O processo nao ultrapassou de 0,01
segundos por frame, sendo uma quantidade de tempo razoavel até para processos em

tempo real.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo desse trabalho, abordamos os problemas de otimizagao, que podem ser
generalizados da seguinte forma
minimizar  f(x)

. (24)
sujeitoa x € D

sendo f : R” — R chamada de funcao objetivo e D C R" de conjunto factivel. Para a
resolucao de uma familia de problemas da forma (24), estudamos dois métodos iterativos
livres de derivacao: o Método Simplex, criado para solucionar Problemas de Programagao
Linear (PPL) e o Método de Nelder-Mead, o qual é utilizado para solucionar Problemas
Irrestrito de Programagao Nao Linear em que D = R".

No Capitulo 2, introduzimos a Geometria Simplética, utilizando conceitos de
conjuntos convexos e conjuntos afim, com a finalidade de definir um n — stmplex. Vimos
que um n — stmplex pode ser entendido como a generalizacao do conceito de triangulo
em R?. Determinamos, dessa maneira, que um 2 — simplex ¢ um tridngulo no plano e um
3 — simplex é um tetraedro no espago, formados por 3 e 4 vértices, respectivamente. Para
isso, foi necessario definir que se Y = {yo, 41, ..., yn} €é independentemente afim entao o
fecho convexo de Y é um n — simplex, em que os pontos y; sdo chamados de vértices do
stmplex.

Iniciamos o estudo de otimizagao no Capitulo 3, definindo os Problema de Progra-

macao Linear, que foram generalizados pelo seguinte esquema:

minimizar ¢«
sujeitoa Az =b (25)
e x>0

comz,c € R" beR™e A € R™". Como a matriz A nao é invertivel, existem diversas
solugoes para o sistema Ax = b encontrado em (25). Essas solugoes, embora nao sejam
todas solugoes para o problema, sao importantes para o funcionamento dos métodos
iterativos que buscam a solu¢ao do problema, isto é, a solu¢ao 6étima. Diante disso, foram
chamadas de solugoes vidveis (ou factiveis).

Dentre as solugoes viaveis, definimos ainda as solugoes basicas do sistema, as quais
sao as solucoes que tém n — m valores iguais a zero. Vimos que se justifica a sua definig¢ao
pelo fato de que sdo importantes para o desenvovilmento do Método Simplex, o qual foi
utilizado para obter a solug¢ao étima.

Vimos ainda que a ideia central do Método Simplex é reduzir a busca de solugoes
otimas pelos vértices do politopo gerado pelas restricoes Az = b e x > 0. Dois resultados

tedricos sustentam o Método Simplex: o primeiro deles é o Teorema Fundamental da
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Programacao Linear (Teorema 31 do Capitulo 3), o qual garante que se ha uma solugao
6tima entao ha uma solugao béasica 6tima e o segundo resultado (Teorema 34 do Capitulo
3) indica que os vértices do politopo sdo solugoes basicas factiveis. Neste sentido, o Método
Simplex pode ser visto, de maneira geométrica, como um método que gera uma sequéncia
de vértices de politopos até obter uma solugao étima. Repetindo a Figura (14) para melhor

compreender, podemos ter uma interpretacao geométrica do Método Simplex.

Figura 24 — Interseccao de Inequacoes com vetores do PPL.

)

Y1

Yo
Y3

Fonte: Autoria prépria

Lembremos que o poligono é a representacao das restricdes em um PPL no R?
e os vetores sao as solucgoes basicas do sistema. Temos, portanto, que cada iteracao do
Método Simplex determina um vetor y; da Figura 24.

Um problema encontrado no Método Simplex é que precisamos estabelecer uma
solucao basica inicial. Nos casos em que todas as restricoes sao dadas por inequacoes,
definiremos facilmente a solugdo béasica utilizando as variaveis de folga e excesso. Caso
houver, uma ou mais, equagoes, a solucao basica nao ¢é trivial. Para lidar com esse
problema, é desenvolvido o Método Simplex de Duas Fases. Tal método consiste em
resolver um PPL artificial (Fase I), encontrando assim uma solucao basica do PPL original.
E por fim, utilizarmos a solugao bésica encontrada, para encontrar a solugao 6tima (Fase
IT). Utilizando os dois métodos, em teoria, é possivel solucionar qualquer PPL definido
anteriormente.

Buscando minimizar o custo computacional, foi introduzido ainda o algoritmo
do Método Simplex Revisado. Esse é um método baseado em matrizes e é capaz de
desconsiderar algumas operacgoes que seriam feitas no Método Simplex classico. Se o
PPL tem a matriz das restrigoes A € R"™*" com m muito menor que n, entdo o custo

computacional do novo método reduzird significativamente.
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Para comprovar a eficacia da aplicacao do Método Simplex, abordamos o artigo
Kripka e Peccati (2014) que modifica o problema classico da dieta. O problema modificado
busca minimizar a quantidade de calorias em uma dieta, considerando os nutrientes
minimos a serem consumidos. A dieta resultante obteve quase que 30% menos calorias do
que uma dieta feita por uma nutricionista.

Utilizando o Método Simplex podemos organizar o PPL em um tableau, de
maneira a encontrar a solucao 6tima apenas realizando operacoes basicas da Algebra
Linear.

No Capitulo 4, abordamos os Problemas Irrestritos de Programagao Nao Linear e
sua resolugao através do Método de Nelder-Mead. O método funciona da seguinte maneira:
em uma funcgao objetivo f : R" — R, fornecemos inicialmente n + 1 pontos iniciais
construindo um conjunto Y = {y° ¢!, ... 4"}, que por sua vez, gera um n — simplex.
Baseado nesses pontos, o método gera um novo simplex. Para isso, é substituido, a cada
iteracao, o pior ponto y". Essa substituicao é feita baseada na reta que passa por y" e y°,
sendo ¢ o ponto equidistante de y°,y!, ... ,y" 1. Utilizando as propriedades dos conjuntos
simpléticos, conseguimos demonstrar algumas propriedades do Método de Nelder-Mead.
Vimos um exemplo numérico, em que o método converge rapidamente para um dos
pontos de minimo da func¢ao. Contudo, a desvantagem desse método é que ndo ha um
resultado geral que garanta a convergéncia para um valor de minimo da func¢ao objetivo.
Inclusive, apresentamos um exemplo no qual o Método de Nelder-Mead nao converge para
o minimizador da func¢do. Trazemos também uma aplicacdo do método na localizagao de
objetos em videos, feita em tempo real. Essa aplicacao utilizou 100 iteragoes do método, e
ainda obteve um resultado muito satisfatorio.

O presente trabalho tem sua importancia pelo fato de que podemos solucionar
tanto os Problemas de Programacao Linear, utilizando o Método Simplex, assim como
podemos utilizar o Método de Nelder-Mead para solucionar Problemas Irrestritos de
Programagao Nao Linear. Ou seja, grande parte dos problemas podem ser solucionados
utilizando os métodos estudados aqui, os quais sdao métodos classicos e amplamente
utilizados pelas mais diversas areas de conhecimento. Além disso, a discussao sobre os
conceitos da Geometria Convexa e dos Simpléticos mostrou-se contributiva, uma vez
que dificilmente as literaturas na area de otimizacao realizam uma abordagem ampla
como a que foi feita neste trabalho. Dessa forma, a bagagem tedrica desenvolvida aqui
permite trabalhos futuros tanto na area de otimizacao quanto na area de Analise Convexa,

desenvolvendo novos métodos ou variagoes dos métodos aqui estudados.
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