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RESUMO

BERNARDI, Mariana C. P. Analise de deflex6es de vigas via Equacao Diferencial
Ordinaria Linear e nao Linear. 2019. 46 p. Trabalho de Conclusao de Curso (Bacha-
relado em Engenharia Civil) — Universidade Tecnol6gica Federal do Parana. Campo
Mourao, 2019.

Vigas sao elementos estruturais presentes em quase todas edificagoes, a fungao delas é
basicamente vencer vaos e transmitir as agoes nelas atuantes para os apoios, como por
exemplo os pilares. Desse modo, em projetos, busca-se que as estruturas satisfagcam
0s parametros aceitaveis, como evitar deslocamentos excessivos. Embasando-se no
estudo de deflexdes de vigas, este trabalho apresenta a dedugdo matematica das
Equacoes Diferenciais Ordinarias (EDOs) nao linear e linear que controlam esse
fendbmeno. Além disso, realizou-se dois estudos de casos, de uma viga em balanco e de
uma viga biapoiada, onde, para as mesmas, foram encontradas as respectivas EDOs
nao linear e linear que regem suas deflexdes. Foi feito dois ensaios experimentais de
modo a comparar seus resultados com as respectivas solugoes das EDOs, numérica
com base no Método das Diferencas Finitas (MDF) para as nao lineares e analitica via
integracao para as lineares, em que constatou-se a EDO mais adequada para cada um
dos estudos de caso.

Palavras-chave: Vigas. EDO Nao Linear. Método das Diferengas Finitas. Deflexao.
Linha Elastica.



ABSTRACT

BERNARDI, Mariana C. P. Analysis of beam deflections via Linear and Nonlin-
ear Ordinary Differential Equation. 2019. 46 p. Trabalho de Conclusdao de Curso
(Bacharelado em Engenharia Civil) — Universidade Tecnolégica Federal do Parana.
Campo Mourao, 2019.

Beams are structural elements present in almost all buildings, their function is ba-
sically to overcome gaps and transmit the actions on them to the supports, such as the
pillars. Thus, in projects, it is sought that the structures meet the acceptable parameters,
such as avoiding excessive displacements. Based on the study of beam deflections,
this paper presents the mathematical deduction of the nonlinear and linear ordinary
differential equations (ODESs) that control this phenomenon. In addition, two case studies
were performed, one balance beam and one two-beam, where, for them, were found the
respective nonlinear and linear ODEs that govern their deflections. Two experimental
tests were performed in order to compare their results with the respective ODE solutions,
numerical based on the Finite Difference Method (MDF) for the nonlinear and analytical
via integration for the linear ones, in which the most appropriate ODE was found. for
each of the case studies.

Keywords: Beams. Nonlinear ODE. Finite Difference Method. Deflection. Elastic line.
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1 INTRODUCAO

Pela definicao da ABNT NBR:6118 (2014), as vigas sao classificadas como
barras e sao normalmente retas na horizontal. Essas sao destinadas a receber agoes
das lajes, de outras vigas, de paredes de alvenaria e eventualmente de pilares, etc. A
funcédo das vigas é basicamente vencer vaos e transmitir as agdes nelas atuantes para
0S apoios, que geralmente sao os pilares.

As vigas, sao elementos estruturais presentes em quase todas edificagoes.
As acoOes destinadas a elas, se devem aos carregamentos, esses podem ser carre-
gamentos externos ou carregamentos devido ao préprio peso, que geram as forcas
normalmente na diregao y, ou seja, forgas verticais com sentido para baixo, que atual
em qualquer ponto no eixo da viga.

Sempre que uma forga é aplicada a um corpo, este tende a mudar sua forma
original. Essas for¢gas quando aplicada nas vigas, causam deslocamento verticais, que
sao chamadas de deflexdes. Em vista disso, utiliza-se o termo deflexdo para se referir a
configuragcao deformada do eixo longitudinal de uma viga causadas pelas acgoes fisicas
atuantes.

Esses deslocamentos podem ser altamente visiveis ou praticamente imper-
ceptiveis se nao forem utilizados equipamentos que facam medicoes precisas. Por
exemplo, uma tira de borracha sofrera uma grande deformacao quando aplicada forcas
no sentido para baixo. Por outro lado, os elementos estruturais de um edificio sofrem
apenas leves deslocamentos, quando ha muitas pessoas andando dentro dele.

Diante do exposto, percebe-se que a analise dos deslocamentos deve fazer
parte de um bom projeto estrutural. Saber identificar o quanto uma estruturas pode
apresentar de flechas, € de suma importancia. Flecha é o termo utilizado para se referir
ao deslocamento maximo de uma viga.

Desse modo, em projetos para que haja o dimensionamento de um elemento
estrutural, devem ser verificados, segundo Souza (2017), os Estado Limite de Servigo
(ELS) e o Estado Limite Ultimo (ELU).

De acordo com Andreotti (2018), os ELU estao relacionados com o colapso total
ou parcial da estrutura, associados com a perda de estabilidade, resisténcia e equilibrio,
gue podem comprometer a seguranca dos usuarios. Os ELS, por sua vez, relacionam-
se com as deficiéncias no desempenho para as condicoes de utilizagao, como por
exemplo, vibragdes excessivas, que causam problemas a edificacao e deslocamentos
elevados que geram desconforto visual aos ocupantes.
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Assim sendo, para a obtencao dos deslocamentos é necessario o calculo
de deflexao, que é definido por meio de uma Equacao Diferencial Ordinaria (EDO)
de segunda ordem nao linear. A partir disso, nesse trabalho foi realizado a deducao
matematica para a EDO nao linear e a partir dela, realizou-se a deducao da EDO
linear. Com a finalidade de analisar o uso das EDOs nao linear e linear, realizou-se dois
estudos de casos. Para os casos, foi feito um ensaio experimental para ser comparado
com as solucdes das EDOs nao linear e linear respectivamente.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Analisar deflexdes de vigas, via Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDOs) linear
e nao linear, e comparar experimentalmente para os casos de uma viga em balanco e
de uma biapoiada.

1.1.2 Objetivos Especificos

* Deduzir as EDOs de segunda ordem nao linear e linerar que controlam deflexdes
de vigas;

» Obter as EDOs nao linear e linear, que rege uma viga em balanco e realizar o
ensaio experimental;

» Obter as EDOs nao linear e linear, que rege uma viga biapoiada e realizar o
ensaio experimental;

» Encontrar as solugdes numéricas, via Método das Diferencas Finitas (MDF) para
as EDOs nao lineares;

» Encontra as solugbes analiticas, via integracao para as EDOs lineares.

1.2 Justificativa

No passado, as estruturas projetadas eram, em sua maioria, menos sofistica-
das, compostas por elementos estruturais com menor nimero de vaos e pavimentos.
Atualmente, o cenario é outro, as estruturas sao mais altas e esbeltas e a arquitetura
mais arrojada, o que leva a necessidade de maiores vaos.

Todas essas mudangas tornaram as estruturas mais deformaveis, ou seja, mais
suscetiveis a grandes deslocamentos, sendo ainda mais importante a obtencao dos



14

valores das flechas das vigas para realizacao de projetos estruturais. Dessa forma,
faz-se necessario distinguir os usos das EDOs n&o linear e linear para o calculo dos
deslocamentos de vigas.

1.3 Estrutura do Trabalho

Este trabalho esta estruturado em seis capitulos sendo que, no Capitulo 1 foi
apresentado a Introducao do trabalho, a qual explica um pouco do tema estudo e alguns
termos especificos sobre o assunto deflexao de vigas. Ainda no Capitulo 1 apresentou-
se os objetivos, geral e especificos, que foram realizados ao longo do trabalho. Para
explicar a importancia do estudo das EDOs que controlam esse fendbmeno, apresenta-
se ainda, a justificativa. O Capitulo 2, a Revisao Bibliografica, foi revisando alguns
materiais pertinentes sobre 0 assunto e mostrou como os autores tratam e utilizam as
EDOs nao linear e linear.

A Metodologia foi apresentada no Capitulo 3, seguindo a ordem dos objetivos
propostos, a primeira secao é a Deducao da EDO de segunda ordem nao linear, em
gue mostrou-se, todas as passagens matematica para obtencao da EDO nao linear,
ja a segunda sec¢ao, Deducao da EDO de segunda ordem linear, demonstra como a
EDO linear é deduzida a partir da EDO nao linear. Ainda no Capitulo 3 apresentou-se
0s casos estudados, divididos em duas secoes, sendo essas, Estudo de caso: Viga em
Balanco e Estudo de caso: viga Biapoiada, as duas estao distribuidas em subsecoes
explicando os experimentos ensaiados e a obtencao das respectivas EDOs.

Os Resultados estao presente o Capitulo 4, a qual esta subdivido nas secgdes,
Resultados Viga em Balango e Resultados Viga Biapoiada, esses apresentam tabelas
e graficos comparando a solucdes das duas EDOs com os experimentos ensaiados.
No Capitulo 5 consta a Conclusao, indicando em quais casos se deve utilizar cada uma
das EDOs e por fim o Capitulo 6 consta-se as Referéncias Bibliograficas utilizadas ao
longo do estudo.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Para contemplar os objetivos do trabalho, foi feita a pesquisa com alguns
materiais pertinentes a revisao da literatura que sera descrito e analisado nas segoes
que seguem.

2.1 EDO de Segunda Ordem Nao Linear que Controla Deflexao de Vigas

De acordo com Beer, Jr e Dewolf (1996) e Hibbeler (2010), tem-se a EDO
(2.1), na forma nao linear, que vem do célculo elementar da expressao que fornece a
curvatura de uma curva plana,

d?y
dr? M

273 El (2.1)
() ]

Essa é uma EDO nao Linear de segunda ordem, cuja a solugao € uma fungao
que representa a forma de uma viga fletida, em que £ é o mddulo de elasticidade 7 o
momento de inércia e M € o momento fletor.

w

A deducao da EDO (2.1), nao realizada nas bibliografias utilizada para estudo
de “Resisténcias dos Materiais”, devido a isso, o primeiro objetivo desse trabalho foi
realizar a sua deducao com todas as analises e passagens matematicas, que se
encontra mais a frente na se¢ao 3.1.

A solucao da EDO (2.1) nao é de facil obtencao e pode ser alcangada por meio
de métodos numéricos. Em vista disso, nao é convencional o uso da EDO nao linear,
nas bibliografias, no entanto a utilizacdo na sua forma linear € muito comum.

2.2 EDO Linear de Segunda Ordem que Controla Deflexao de Vigas

A partir do que se foi dito acima, nas bibliografias como Beer, Jr e Dewolf
(1996), € comum a utilizacao da EDO linear (2.2). Tal EDO ¢é obtida ao desprezar o
termo da declividade dy/dx que é muito pequeno, de modo que seu quadrado (dy/dz)?,
torna-se ainda menor, assim, pode ser desprezado como faz Beer, Jr e Dewolf (1996),
logo a EDO linear é dada por,
d?y M

-J - = 2.2
dx? ED’ 22)
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que representa uma EDO de segunda ordem na forma linear, passiva de ser resolvida
analiticamente, a qual rege o comportamento da linha elastica.

2.3 Alteracao das Vinculacoes e Carregamentos nas Vigas

Na Engenharia Civil € comum a utilizagao de tabelas, como a da Figura 1, reti-
rada de Beer, Jr e Dewolf (1996). Apresentam diferentes vinculagdes e carregamentos
para as vigas, e suas respectivas equacgdes da linha elastica. Essas equacdes facilitam
a extracao de modo facil e rapido do deslocamento maximo para uma viga, também
chamada de flecha.

Figura 1 — Trecho da tabela de equacdes de deslocamento para vigas

Apéndice D. Deflexdes e inclinagdes de vigas

Deflexao Inclinagao e Equacio da
Viga e carregamento | Linha eldstica maxima extremidada linha elastica
i
P ¥
. (') : - Rl 3 - (¥ — 3L
T = m— Y= X =3
: o 3El 2EI GE]
DR S ’
H I O i wi? .
— | n'?:'-_t T “GE T (¥ — 4L + 613
DR SR i =
3
L]
T—0"L ]
) ) ' ML ML M
s t-"—f = e — V= ———X
iy 2Er El 2El
— :
{
] ] F Para x = &L
| : . PL PL B g
a —— + — y = = 4y~ — 3FLx)
T TR 48E1 16E] 48ET"
. TN B

Fonte: Beer, Jr e Dewolf (1996)

A Figura 2, retirada de Pinheiro et al. (2010), apresenta a solucao analitica de
diversos casos de vigas, modificando as vinculagoes e alterando o carregamento.
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Figura 2 — Trecho da tabela a qual mostra as equagdes das respectivas vigas.

VINCULAGAO E FLECHA 5 ;
CASO | ~sPREGAMENTO e 5 EQUAGAO DA ELASTICA
p 4 pd Iz
1| OrIToy 1.pE™ 0 P°_(af — 40 +3)
F>x ¢ 8 EI 24EI
P pd o4 .
2 _ﬁiﬁz L_p, 0 ps (u‘—ﬁa—4)
4 30 EI 120EI /

P Ir-l el i
s | PrTrey S 0 PL (L4 450t ~15a+11)
/ 120 EI 120EI /
P 3 =
1 pe3 PO,
4 l—f o 0 (& _3612)
; 3 EI ~

Fonte: Pinheiro et al. (2010)

2.4 Problema de Valor Inicial (PVI) e Problema de Valor de Contorno (PVC)

Vigas sao exemplos de PVI ou PVC, o que as determinam sao suas vinculagoes.
Cada vinculacao, possui suas condicoes de contornos ou condicoes iniciais. Por exem-
plo uma viga em balanco é caracterizada pelas suas condigcdes iniciais na vinculagao
engastada, logo € um PVI. Ja uma viga biapoiada possui condigdes de contorno, nos
dois apoios presentes nas extremidades, o que a caracteriza como um PVC. Tais vigas
com seus respectivos problemas de valores inicial e de contorno, foram estudas mais
detalhadamente no nas secodes, 3.3 e 3.4 respectivamente.

Dessa forma, ao utilizar a EDOs nao lineares tem-se os PVI e PVC também nao
lineares, 0 que se explica a razao de se introduzir métodos numéricos e obter solugdes
aproximadas, (GONCALVES, 2005). No entanto, ao utilizar as EDOs lineares tem-se
os PVl e PVC lineares a qual, estdo suscetiveis a se realizar as solucdes analiticas via
integragao.

2.5 Meétodo das Diferencas Finitas

Visto que a Equacao (2.1) ndo possui solucao analitica, justifica-se a aplicacao
de um método numérico. O método a ser utilizado é o Método das Diferencas Finitas
(MDF).
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Reescrevendo a Equacao (2.1), tem-se

d*y dy\?|> M
_ c_ 2.3
3 1+(dx) 7 0. (2.3)
Ao considerar,
9 3
dy\“|* M
N 2.4
f(@,y,y) 1+(dx> e (2.4)
tem-se,
d?y
noo— 2.5

O MDF consiste, basicamente, em transformar o dominio em um conjunto de
pontos, por meio da discretizagdo. A partir disso, por meio da expansao em série de
Taylor, constroi-se as aproximagoes para as derivadas da EDO que transforma uma
equacao diferencial em uma equacao de diferencas. De acordo com Burden e Faires
(2008), a Equacao (2.5), € transformada em,

Wiy — 2w; + wi—q Wil — Wi—1
S SR (g ) <, 26
ou ainda,
—W;—1 + 27-01 — Wi4q + h2f (mia Wi, UM%}LU)“) = 07 (27)

ou seja, as aproximacoes das derivadas foram substituidas na EDO (2.5), e formaram
um sistema de equagodes nao lineares. Dessa forma, para obter a solugao aproximada
da EDO nao linear, basta obter a solu¢ao do sistema nao linear, como faz Burden e
Faires (2008).
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3 METODOLOGIA

Para a metodologia realizou-se um estudo comparativo entre as EDOs nao
linear e linear que controlam a deflexao de vigas. A pesquisa foi dividida em quatro
etapas, a primeira etapa foi a deducao de todas as passagens matematicas para
obtencao das duas EDOs na forma geral.

Ja a segunda etapa, consistiu na elaboracao dos experimentos para estudo,
assim, escolheu-se dois tipos de vigas, a primeira delas uma viga em balanco e a
segunda uma viga biapoiada. Para a terceira etapa, obteve-se as duas EDOs nao
linear e linear especificas para cada um dos dois casos, para isso foi substituido suas
respectivas equagoes de momento nas EDOs iniciais.

Por ultimo, a quarta etapa, encontrou-se a solugcao numérica via MDF para a
EDO nao linear e para a EDO linear obteve-se a solugao analitica via integracao. Os
resultados das duas solucées foram comparados com o0s resultados experimentais para
cada caso de viga, no capitulo 4.

3.1 Deducao da EDO de Segunda Ordem Nao Linear

3.1.1 Deformagoes em uma Barra Simétrica na Flexao Pura

Ao analisar uma barra simétrica sujeita a dois momentos iguais de sentidos
opostos M e M’ que atuam no mesmo plano longitudinal da viga (Figura 3) é dito que
a mesma esta sob flexao pura.

O momento M aplicado deve possuir um valor que garanta que as tensoes
normais se mantenham abaixo do valor de escoamento o., ou seja, deve-se estar
no regime elastico, onde ocorrem pequenas deformacoes para que essa analise seja
garantida.

Figura 3 — Barra simétrica a qual aplica-se os momentos.
Y

A B T
F""""""'""7/"""'""""""'G dS Iy
M D————————/——————————E M dx
A’ B’
Fonte: Autoria propria (2019).

Pela Figura 3, AB € a linha que representa a extremidade superior da viga,
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A'B'’ é a linha que representa na extremidade inferior da viga, DF a linha neutra da
viga e F'G € uma linha que passa a cima da linha DE a uma distancia y.

Ao considerar um segmento de comprimento infinitesimal, dx (Figura 3)
dex = ds. (3.1)

sendo que a linha ds, esta a uma distancia y de dx.

Com a acao dos conjugados a barra se flexiona, mas permanece simétrica em
relacao ao plano, de acordo com Beer, Jr e Dewolf (1996). Além disso, como 0 momento
fletor M € o mesmo em qualquer secao da viga, a barra se flexiona de maneira uniforme.
Desse modo, todas as linhas determinadas antes da acao dos conjugados, tornam-se
uma curvatura constante, em outras palavras as linhas que eram inicialmente um linha
reta, se transformaram em um arco de circunferéncia de centro C' (Figura 4).

Figura 4 — Barra simétrica flexionada de maneira uniforme.

Fonte: Autoria propria (2019).

O momento M é positivo, logo pela Figura 4, nota-se que apds a barra flexionar,
AB esta sofrendo compressao, ou seja, diminui seu comprimento inicial, A’ B’ esta sob
tracao, ou seja, aumenta de comprimento, DE se mantém do mesmo comprimento,
pois & onde se encontra a linha neutra da secao, ou seja onde ndo ocorre deformacoes
e F'G esta a uma distancia y de DE, e esta sendo comprimida.

Figura 5 — Comparagao do segmento infinitesimal, antes e depois da flexao pura.

Fonte: Autoria propria (2019).
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Pela Figura 5, é possivel comparar os efeitos da flexao no segmento de compri-
mento infinitesimal, antes e depois da aplicacao dos conjugados. Na representacao da
Figura 5 dx, ds’ e as extremidades estao apresentadas como retas, no entanto, ja foi dito
gue as mesmas sao arcos de circunferéncias, mas por ser uma pequena deformacao
em um fragmento extremamente pequeno, pode-se assemelhar os mesmos a retas.

A partir da Figura 4 e pela férmula de comprimento de arco, pode se escrever,
dr = pdb, (3.2)

sendo p o raio de curvatura e 1/p a curvatura, chamada de linha elastica.
Como dx = ds na Equacao (3.1) entao,
ds = pdb, (3.3)
0 mesmo para ds’, pela formula de comprimento de arco,
ds' = (p—y)db, (3.4)
percebe-se que na barra fletida ocorreu deformagodes. A deformagao € expressa por,
L'— L

e = =, (3.5)

sendo ¢ a deformacao, L o deslocamento inicial e L’ o deslocamento final.

Para o caso, no segmento em analise, o comprimento inicial &€ dado por ds e o
comprimento final de ds’, chamaremos essa deformacao do segmento de ¢,, assim,

- ds —dxj (3.6)
dx

substituindo as Equacoes (3.3) e (3.4), em (3.6), obtém-se

—)db — pdb
(p ylde pdt. (3.7)

Ex —

reescrevendo a Equacao (3.7), tem-se

pdf — ydb — pdf
Ex = 0 , (3.8)
simplificando a Equacao (3.8), encontra-se
g = —. (3.9)

A Equacao (3.9), representa a deformacao do ponto no segmento infinitesimal.
O sinal negativo, indica que a concavidade do eixo da viga esta voltada para cima, pois
o momento aplicado foi positivo, como ja dito anteriormente.
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Faz-se o diagrama de deformacao (Figura 6) para obter uma relagdo com o a
deformagao maxima ¢,,... Para a deformagao maxima a distancia da linha neutra é c.

Figura 6 — Diagrama de deformagoes.
5maz
Ex

Fonte: Autoria propria (2019).

Ao escrever a deformagao maxima em (3.9), tem-se

Emaz = T, 3.10
; (3.10)
reorganizando a Equacao (3.10),
Emax _ 1
: T 5 (3.11)

em que 1/p caracteriza a curvatura.

Ao realizar semelhanca de triangulos no diagrama de tensoes,

= o me 3.12
y - c 9 ( )
ao isolar ¢, em (3.12),
_ Y
€ = Emaz (8.13)

Como ja dito, é necessario estar em um regime elastico, assim a Lei de Hooke
é valida, na qual, é definida por,

o = Ee, (3.14)

em que, o é a tensdo, F o mddulo de elasticidade e ¢ a deformagéo. Ao multiplicar por
E de ambos os membros em (3.13),

Eg:v = %gmamEv (315)

logo,

Oz = —Omax, (316)
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ao isolar ¢ na Lei de Hooke (Equacao 3.14), tem-se
e = — (3.17)

e ao substituir na Equacgao (3.11), obtém-se

O-ma:p . 1
Fe — 5 (3.18)
reescrevendo, a Equagao (3.18),
1 1
p = Omas (3.19)

em que o,,., € tensdo maxima.

3.1.2 Andlise Preliminar das Tensoes na Flexao Pura

Por meio da estatica, sabe-se que um conjugado M consiste realmente de
duas forcas iguais e de sentidos opostos (Figura 7) e que a soma das componentes
dessas forcas em qualquer direcao € igual a zero, (BEER; JR; DEWOLF, 1996). Além
disso, 0 momento do conjugado, em relacao a qualquer eixo perpendicular a seu plano,
€ sempre zero.

A tensao pode ser escrita por,
o = %, (3.20)
ao isolar a forca ' em (3.20),
F = oA, (3.21)
que foi a forma representada na Figura 7, sendo F' forga, o tensao e A a area.
Figura 7 — Andlise preliminar de tensdes

Y Y

A A

TrydA \
af
Z- ‘BM

TuzdA & . _

N\
OxdA

N

Fonte: Autoria propria (2019).
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Tem-se que o, é a tensao normal em um ponto da se¢ao, 7., € 7., S4o as
componentes da tensao de cisalhamento, ambas nulas nesse caso, e ainda, que o
sistema de esforcos internos que atuam na secao deve ser equivalente ao momento
M, como representado na Figura 7.

Ao utilizar os métodos da estatica para deduzir as relacbes que devem ser
satisfeitas pelas tensdes que atuam em uma secao transversal de uma peca em flexao
pura, e assumir a distribuicao de eixos indicada na Figura 7, pode-se expressar ao
realizar o equilibrio estatico na segao,

YF,=0 — /adi =0 (3.22)
XM,=0 — /(UmdA)y =M, (3.23)
XM, =0 — /(amdA)z =0 (3.24)

Assim nota-se que a distribuicao das tensdes em uma sec¢ao transversal nao
pode ser determinada pela estatica somente, pois € um problema estaticamente inde-
terminado. Dessa forma faz-se necessario a analise de deformacoes para estabelecer
a distribuicao de tensoes.

Ao substituir a Equacao (3.16) na Equacao (3.23), obtém-se,

/ (gamadi)y = M., (3.25)
C
reescrevendo a Equacao (3.25),

amaz/ysz — ML (3.26)
C

Sendo que,

/ y2dA, (3.27)

representa o momento de segunda ordem, mais conhecido como momento de inércia
I. Ao substituir em (3.26), tem-se,

"";“1 — M., (3.28)

isolando ¢,,., € generalizando o momento M obtém-se,

Mec

Omaz = 7

(3.29)
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substituindo a Equacao (3.29) na Equacao (3.19), encontra-se

1 1 Mc
simplificando a Equacao (3.30),
1 M

A expressao define a curvatura da barra deformada submetida a flexao, (BEER,;
JR; DEWOLF, 1996).

3.1.3 Curvatura de uma Curva Plana

Dada uma curva regular g : R — R?, definida por g(t) = (z(t), y(t)), tal que
g"(t) # 0 para todo t, tem-se por (RODRIGUES, 2001) que a curvatura de g em ¢ €,

2Oy () — ' ()2 (t
RN EGMORTHOLON] .32
p(t) [(2'(2))* + (y/'())?]2
Se considerarmos uma fungao diferencial f : R — R, definida por y = f(z),
gue possui até a segunda derivada continua como por exemplo, a fungcao que rege a

deflexao de vigas, tem-se

_ / — 1 ! — .
xr =t, /x (t) / e //a:' (t) //O (3.33)
y(x) =y@), v'(x)=y(t) e y'(x)=y"(D).
Ao substituir (3.33) em (3.32), obtém-se
O / /! 1
;:’ (@)~ y'(@)] ’ .39
() [12 4 (v (x))?]2
simplificando, a Equacao (3.34), encontra-se
p@) | 1+ (v ()2
reescrevendo a Equacao (3.35), tem-se
_ 2y
1 dx?
i 3 (3.36)
p(x) L (B
dz
Ao substituir a Equacao (3.31) na Equacao (3.36), obtém-se,
Py
dx?
M
=7 = 3 (3.37)

()]
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ou ainda,

de
* 2 M

a2 3 EI (3.38)
1+ <%> ]

No decorrer desse trabalho, foi aplicado somente carregamentos negativos,
pelo fato de serem vigas, 0 que geram momentos positivos, pois tracionam as fibras
inferiores, ou seja o primeiro membro da Equacao (3.38), &€ sempre positivo. Portanto,
pode-se escrever a Equacao (3.38), da seguinte forma,

d?y
dxr? M

dy 271 2
1+(@)]

EI’ (3.39)
a qual representa a EDO na forma nao linear que controla deflexdes de vigas.

3.2 Deducao da EDO de Segunda Ordem Linear

A partir da deducao acima, pode-se obter a EDO linear (3.40), que procede
da EDO néo linear (3.39), ao excluir o termo (dy/dz). A exclusdo de tal termo &
possivel o considerar pequenos deslocamentos angulares, quando comparados com
o comportamento da viga, ou seja, a declividade dy/dx é pequena, de modo que seu
quadrado (dy/dx)?, torna-se menor ainda, de forma que se aproxima de zero. Dessa
forma, a EDO linear, é dada por,

dy M (3.40)
dz? EI’
a mesma é suscetivel de ser resolvida analiticamente, e assim como a EDO nao linear,
também controla a deflexao de vigas.

3.3 Estudo de Caso: Viga em Balanco

Foi escolhida um tipo de vinculacao para as extremidades, no caso engastada a
esquerda e livre a direita, o que determina uma viga em balanco. Foi escolhido também,
o tipo de carregamento, para o caso uma carga concentrada na extremidade direita,
como representado na Figura 8.
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Figura 8 — Viga engastada a esquerda livre a direita, com carga concentrada

RPN IIP 97777 B
<« Q
8

o

Fonte: Autoria propria (2019).

3.3.1 Caracteristicas da Viga em Balanco Ensaiada

A partir da viga escolhida, optou-se por realizar 0 ensaio em uma viga de
acrilico, tal viga trata-se de uma régua de 30 cm comumente encontrada em papelarias.

Condicoes do ensaio:

+ A régua foi engastada com o auxilio de dois Grampos Sargentos, sendo a mesma
originalmente de 30 cm, 5 cm foram engastados, restando em balango 25 cm;

 As cargas foram aplicadas conforme Figura 9, com o auxilio de um linha, o que
garantiu a aplicacao no extremo da régua;

» As medicdes dos deslocamentos foram efetuadas por meio de uma trena com
escala milimétrica, e com o auxilio de um /laser de nivelamento, fez-se a marcagao
do extremo da viga fletida (Figura 9).

Figura 9 — Viga em balanco, submetida a um carregamento pontual em sua extremidade

rig

(S [trim)
7

e B0l 68 L' 9" (5" |puis pm

R AR LA

S s |
B B

Fonte: Autoria propria (2019).
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No ensaio, foi conferido apenas, a medicao da flecha, ou seja, onde correu 0
deslocamento maximo, devido a dificuldade de realizar a medicao dos demais desloca-
mentos ao longo do vao da viga.

A Tabela 1 apresenta as propriedades do material acrilico, as dimensoes da
viga, o carregamento utilizado e a posi¢ao que ocorre a flecha.

Tabela 1 — Caracteristicas da viga em balanco

Vao (I) 250 mm

Largura da segao (b,,) 25 mm

Altura da segéo (h) 1,2 mm

Momento de Inércia (I,) 3,6 mm*!
Modulo de Elasticidade (F) | 3240 M Pa
Carga (q) 1,76374 N

Posicao da flecha 250 mm

Fonte: Autoria Prépria (2019).

A Figura 10 ilustra a viga carregada e a localizacao das dimensdes da mesma,
presentes na Tabela 1.

Figura 10 — Viga em balanco de secio constante e carga ¢
Yy

Fonte: Autoria propria (2019).

Sendo que, g representa a carga, [ 0 vao da viga, h a altura da viga, e b a
largura.

3.3.2 Equacao do Momento Fletor para a Viga em Balanco

Para tal viga, é necessario obter a EDO nao linear que a rege, assim, deve-se
obter a equacao do momento fletor, por meio de um corte na se¢ao transversal da viga
a uma distancia x como representado na Figura 11.
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Figura 11 — Viga em balango com um corte na segao transversal a uma distancia z, em que
0<x<l

r— (I-7) —|

_—c

=
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@@Hﬁkgwﬂ%@ J—
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8]

(1) ——

q
| |
)

Fonte: Autoria propria (2019).

Na Figura 11, a, € a forca de reagdo no engaste, // 0 momento e x uma
distancia qualquer.

A equacao do momento fletor obtida, pelo somatério de momentos, € dada por,

= —ql+qx, (3.41)
= qr—ql.

3.3.3 EDO de Segunda Ordem Nao Linear para a Viga em Balanco
Apds a determinacao da equagao do momento fletor, (3.41), basta substitui-la
na Equacao (3.39), e obtém-se,

d?y
dx2? B qx—ql.

dy\ 2 3 EI (3.42)
1+ () ]

Que representa a EDO nao linear para a viga em balanco e juntamente com as
condicdes iniciais, obtém-se
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d?y
dr2 B qr — ql
3 - )
1 dy 27 5 EI
g (3.43)
dy
0)=0 —Z(0)=0
0y =0 e “Lo)=0,

que se trata de um PVI nao linear.

Ao substituir os dados da viga em questao, presentes na Tabela 1, na Equagao
(3.42), obtém-se,
d?y
dz2 ~ 1L,76374 - x — 1,76374 - 250

oy 3240 - 3,6 (3.44)
dy
1+ (==
()]

A Equacao (3.44), é empregada de tal forma para a aplicagao no método
numérico a ser utilizado, juntamente com as condigdes inicias apresentadas no PVI
(3.43).

59

3.3.4 Solugado Numérica via MDF para a EDO Nao Linear da Viga em Balango

Ao isolar d?y/dz? da Equagdo (3.44) e adotar a variagdo i em z, tem-se
3

Py 1,76374-x; — 1,76374 - 250 [1+(dy>2r

(3.45)

dz? 3240 - 3,6 dz

Ao substituir a Equagéao (3.45) na Equacao das Diferengas Centradas (2.7), de
acordo com MDF e aplicar 0 < i < 10, utilizar as condicoes iniciais do PVI, (3.43) e
determinar um N = 9, obtém-se as 10 equacgodes, que formam o sistema nao linear,
(3.46).

/

—2w; — 23,62691828 =
—23, 62691828 — wy — 21,26422647(1 + showy?)? =

11, 8134591 + 2w, — w3 — 18,9015346(1 + - (ws + 11,8134591)
—ws + 2w3 — wy — 16,53884281(1 + 5755 (wa

—w; + 2wy — ws — 14, 17615098(1 + 7255 (ws

( (ws —

( (ws —
—wy + 2ws — we — 11,81345915(1 + 52— (wg — wy

( (w7 —

( (ws —

(

— 7 (3.46)

2500
—ws + 2wg — wr — 9,450767319(1 + 555
—wg + 2wy — ws — 7,088075489(1 + 55
—wr + 2ws — wy — 4, 725383658(1 + 3255 (wy — wr)?

—ws + 2wy — wig — 2.362691829(1 + 3= (w1o — ws

(%

wsg

S O O O O o o o o o

N W DWW Nw N W
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Tal sistema nao linear, (3.46), possui 10 equacoes e 10 incognitas, as incégnitas
sao os deslocamentos em algumas posi¢oes da viga em balanco, incluindo a posicao
que gera a flecha.

3.3.5 Solucao do Sistema Nao Linear gerado a partir da EDO Nao Linear para a Viga
em Balanco

Foi utilizando o software Matlab, para resolver o sistema nao linear (3.46)
gerado pelo MDF. Para isso, foi adicionado as 10 equacoes no software € 0 mesmo
retornou o valor das 10 incognitas, a qual representam os deslocamentos ao longo do
vao da viga. Dessa forma, chega-se na solugao da EDO nao linear, que encontra-se
mais a frente, no capitulo 4.

3.3.6  EDO de Segunda Ordem Linear para a Viga em Balanco

Ao substituir a equacao do momento fletor para a viga em balancgo, (Equacao
3.41), na EDO ja linearizada, (Equacao 3.40), obtém-se,

2
dy _ gr—d (3.47)

dz? Bl

Que representa a EDO linear para a viga em balanco e juntamente com as
condig0es iniciais, tem-se

Py _ g
dx? EI
(3.48)
dy
y(0)=0 e o=,

gue se trata de um PVI linear.

3.3.7 Solugéo Analitica da EDO Linear para a Viga em Balango
Ao aplicar a integral em relagao = de ambos os lados da Equacgao (3.47),
obtém-se

dy _ g gl (3.49)
dr _ 2EI EI

em que ¢, é constante. Ao aplicar a integral na equacao (3.49), encontra-se

3 2
_ gz glx 3.50
Y = GE[ gl Tarter (3.50)
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Para encontrar os valores de ¢; € c,, basta utilizar as condi¢des iniciais

y(0)=0 e g—z(()):o. (3.51)

Ao utilizar y(0) = 0 na Equacao (3.50), define-se c,,
Ao substituir dy/dxz(0) = 0 na Equagao (3.49) obtém-se,

o = 0 (3.53)

Logo, a funcao dada por, (3.54) é a EDO linear, que controla a deflexao para a
viga em balanco.

_ g7t gla® (3.54)
6K 2FEI
Para tal funcao, (3.54), deve-se substituir os dados da viga, presentes na Tabela
1, e substituir os valores de x, que sao as posi¢cdes ao longo do vao da viga, em que

deseja-se encontrar os deslocamentos, incluindo a posicao da flecha.

3.3.8 Solucao da Funcao gerada a partir da EDO Linear para a Viga em Balanco

Foi criado um cédigo utilizando o software Matlab, para resolver a funcao
gerada, (3.54), no software, o usuario entra apenas com os dados da viga em questao,
sendo esses, ¢, [, £, I e x, como mostra a Figura, 12. Tais dados, estao presentes na
Tabela 1.

Figura 12 — Janela para inserir os dados da viga em balanco.

Inzira os dados:

Fonte:Autoria prépria (2019).
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Assim obtém-se a solucao da EDO linear para a viga em balango, presente no
capitulo 4.

3.4 Estudo de Caso: Viga Biapoiada

Foi escolhida um tipo de vinculagao para as extremidades, no caso apoiada a
esquerda e a direita, o que caracteriza uma viga biapoiada. Foi determinado também
um tipo de carregamento, para o caso uma carga uniformemente distribuida por toda a
viga, como mostra a Figura 13.

Figura 13 — Viga biapoiada com carregamento uniformemente distribuido
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Fonte: Autoria propria (2019).

Na Figura 13, ¢ € a intensidade da carga uniformemente distribuida e [ é o vao.

3.4.1 Caracteristicas da Viga Biapoiada Ensaiada

A partir da viga escolhida, optou-se por realizar o ensaio de uma viga de
acrilico.

Condicoes do ensaio:

* A viga de acrilico foi apoiada em dois apoios, em que a area de contato entre viga
e apoio fosse a menor possivel, como mostra a Figura 14;

» O carregamento uniformemente distribuido foi feito com pedacos de uma placa
de pastilhas de vidro, pois assim, o carregamento acompanha a forma com que
ocorre o deslocamento na viga;

« Utilizou-se um deflectdmetro, “relégio comparador”, calibrado em décimos de
milimetros posicionado ao centro da viga, para medir apenas a flecha, ou seja,
o deslocamento maximo, devido a dificuldade de realizar a medi¢gao dos demais
deslocamentos ao longo da viga, (Figura 14).
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Figura 14 — Viga de acrilico biapoiada com carregamento uniformemente distribuido
3 “
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Fonte: Autoria propria (2019).

A Tabela 2 apresenta as propriedades do material acrilico, as dimensdes da
viga, o carregamento utilizado, e a posicao que ocorre a flecha.

Tabela 2 — Caracteristicas da viga biapoiada

Vao (I) 748 mm
Largura da secao (b,,) 46 mm
Altura da segéo (h) 3 mm
Momento de Inércia (I.) 103,5 mm*
Modulo de Elasticidade (F) 3940 M Pa
Carga (¢) 0,00410446 N/mm
Posicao da flecha 374 mm

Fonte: Autoria Propria (2019).

3.4.2 Equacao do Momento Fletor para a Viga Biapoiada

Para tal viga, & necessario obter a EDO nao linear que rege a mesma, as-
sim, deve-se adquirir a equagao do momento fletor, por meio de um corte na secao
transversal da viga a uma distancia x como representado na Figura 15.
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Figura 15 — Viga biapoiada com corte na secao transversal a uma distancia x, em que 0 <
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Fonte: Autoria propria (2019).

Na Figura 15, R, a reacao de apoio, M 0 momento e = uma distancia qualquer.
A equacdo do momento fletor obtida, pelo somatério de momentos, € dada por,

2
M+ % — 2R, = 0, (3.55)

A reacao de apoio, R,, pode ser determinada ao fazer o equilibrio de forcas na
direcao y, conforme,

R - ¢ (3.56)

Voo AT (3.57)

3.4.3 EDO de Segunda Ordem Nao Linear para a Viga Biapoiada

Apos a determinacao da equagao do momento fletor, (3.57), basta substitui-la
na Equacao (3.39), e obtém-se,

d*y
) _ qlz — qa?
8 = 2F] (3.58)
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Que representa a EDO nao linear para a viga biapoiada e juntamente com as
condicdes de contorno, obtém-se

d?y
@ B qlx—qx2
du\ 2 5 2FET
14 (ﬁ) ] (3.59)
y(0)=0 e y() =0,

gue se trata de um PVC nao linear.

Ao substituir os dados da viga em questao, presentes na Tabela 2, na Equagao
(3.58), obtém-se,

dzy
dx? ~0,00410446 - x - 374 — 0,00410446 - 3742

075 23940 - 103,5 ' (3.60)
dy
1+ (==

A Equacao (3.60), € empregada de tal forma para a aplicagao no método
numérico a ser utilizado, juntamente com as condi¢des de contorno apresentadas no
PVC, (3.59).

3.4.4 Solugao Numérica via MDF para a EDO Nao Linear da Viga Biapoiada

Distintamente da viga em balango, em que obteve-se primeiramente as equa-
coes pelo MDF de forma manual, justificando assim, a escolha de um N = 9, que gerou
o sistema nao linear, a qual foi resolvido pelo software Matlab, para a viga biapoiada,
criou-se um algoritmo mais complexo, em que 0 mesmo ja gera as equacgoes pelo MDF
e ja resolve o sistema ndo linear, para isso basta entrar com a EDO néo linear. Dessa
forma, a obtencao da solugao da EDO nao linear para a viga biapoiada foi mais facil.

A partir disso, para a obtengao da solugdo numérica da EDO nao linear do
exemplo da viga biapoiada, baseada na teoria exposta em Burden e Faires (2008),
tem-se, um problema de contorno nao linear geral, dado por

v = flz,y,y), a<ax<b,

(3.61)
yla)=a e y(b) =4

Como no caso da equacao linear, o MDF é empregado quando se eliminam os
termos do erro nas formulas de diferencas centradas e as condi¢coes de contorno sao



37

utilizadas, logo

wo =0, wny1 =0, (3.62)

h? 2h
paratodoi=1,2,..., N.

i1 — 2w, i— i+1 — Wi—
Wit w; +w 1+f(%wi’w) = 0, (3.63)

Multiplicando a Equacéo (3.63) por h? e reorganizando-a, obtém-se

—W;_1 + 211)z — Wi4+1 + th (ZEZ‘, w;, %) = 0. (364)

Ao fazeri=1,2,..., N, obtém-se o sistema nao linear de N equacgdes por N
incognitas

2wy — wy + W2 f (21, w1, “27%) =
—wi + 2w2 — Ws + th ($2, wa, w32—hw1)

—ws + 2wy — wy + WA f (w3, w3, Y522) =

(3.65)
—wy_a + 2wy_1 — wy + P2 f (zn_p, wyog, EAE2) = 0
—wy_q + 2wy + R f (xN, wy, Bi?ff*l) = 0
\

que tem uma Unica solugdo sempre que h < 2/L, como demonstrado em Isaacson e
Keller (2012).

Considere o problema da determinacao de raizes de equacoes nao lineares
simultaneas da forma de (3.66)

([ Aw) =
fa(w)

{ Fw) = 0 ou f3(:w) R 0 , (3.66)

fraa(w) =
\ fN U}) = Oa

onde w = (wi,...,wy)’, F N=N, F(w) = (fi(w), fo(w), -, fy(w))' e fi N— para
i=1---N.

Aplica-se o Método de Newton para obter uma aproximacao para a solugao do
sistema nao linear (3.66), de acordo com Burden e Faires (2008).

De acordo com a teoria explicada acima e do Algoritmo 11.4 de Burden e Faires
(2008), para PVCs nao lineares, ciou-se um cédigo em Matlab para para o caso da viga
biapoiada, como a mesma também é caracterizada como um PVC.
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No cddigo criado o usuario entra primeiramente com a EDO nao linear e o
namero N que deseja atribuir, (Figura 16).

Figura 16 — Janela para inserir a EDO ndo lineare o N

OK Cancel

Fonte: Autoria propria (2019).

A Figura 17, mostra a interface para inserir as condi¢des de contorno, ou seja,
os valores de a, b, y(a) e y(b).

Figura 17 — Janela para inserir as condi¢gées de contorno do PVC

filb):

0K Cancel

Fonte: Autoria propria (2019).

Em seguida, deve-se inserir a tolerancia e nimero de iteracoes, (Figura 18).

Figura 18 — Janela para inserir Nimero de interagdes e Tolerancia

Nimero de iterages:

Tolerancia:

| |

Fonte: Autoria propria (2019).
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Ao clicar em “OK”, resolve-se numericamente o PVC, a qual fornece os deslo-
camentos para as respectivas posi¢coes da viga, ou seja, obtém-se a solugcao para a
EDO nao linear da viga biapoiada, que encontra-se mais a frente no capitulo 4.

3.4.5 EDO de Segunda Ordem Linear para a Viga Biapoiada
Ao substituir a equagao do momento fletor para a viga biapoiada, (3.57), na
EDO ja linearizada, Equacao (3.40), obtém-se,

Py _ gle—ga® (3.67)
e 2B1

Que representa a EDO linear para a viga biapoiada e juntamente com as
condicdes de contorno, tem-se

d*y qlx — qx?

— = 1
dx 2F T (3.68)

y(0)=0 e y(l)=0,

que se trata de um PVC linear.

3.4.6 Solucao Analitica da EDO Linear para a Viga Biapoiada

Ao aplicar a integral em relacao = de ambos os lados da Equacao (3.68),
obtém-se

dy q 22 23
4 (o 3.69
dr 2Bl ( > 3 )T (3.69)

em que ¢; € constante. Ao aplicar a integral na equacgao (3.69), encontra-se

q x>
= —|— - == ) 3.70

Y 2E](6 12)“”““2 (3.70)
Para encontrar os valores de ¢; e ¢,, basta utilizar as condi¢des de contorno,

y(0)=0 e y(l)=0. (3.71)
Ao utilizar y(0) = 0 na Equagéo (3.70), define-se ¢,
¢ = 0, (3.72)

logo,

y - 4 <_ _ _> t e, (3.73)
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Ao substituir y(I) = 0 na Equacao (3.73) encontra-se,

_ 3.74
‘T To4EI (3.74)

Logo, a equacgao da linha elastica para caso, é uma fungao dada por,

q x> 24 qBPx
_ T 7
YT 9Er ( 6 12) 24E1’ (3.75)
reorganizando,
qr 2 3_ 73
= 2x? — 23 — 3). .
Y 24EI( lx® —x® = 1°) (3.76)

Para tal funcao, (3.76), deve-se substituir os dados da viga, presentes na Tabela
2, e substituir os valores de z, que sao as posi¢des ao longo da viga, em que deseja-se
encontrar os deslocamentos, incluindo a posi¢ao da flecha.

3.4.7 Solucao da Funcao gerada a partir da EDO Linear para a Viga Biapoiada

Foi criado um codigo utilizando o software Matlab, para resolver a funcao
gerada, (3.76), para isso 0 usuario entra apenas com os dados da viga em questao,
sendo esses, ¢, [, F, I e z, como mostra a Figura 19. Tais dados, estao presentes na
Tabela 2.

Figura 19 — Janela para inserir os dados da viga biapoiada

Insira os dados:

Fonte:Autoria prépria (2019).

Assim obtém-se a solucao da EDO linear para a viga biapoiada, presente no
capitulo 4.
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4 RESULTADOS

4.1 Resultados Viga em Balanco

A Tabela 3 apresenta os deslocamentos obtidos por meio da solucao das EDOs
linear e nao linear ao longo do vao da viga em balanco. Para o experimento, foi retirado
apenas o deslocamento maximo, a flecha, devido a dificuldade de leitura para as demais
posicoes.

Tabela 3 — Resultados obtidos para as EDOs linear, nao linear e experimento da viga em

balanco
Viga em Balango
Posi¢cao (mm) | Linear (mm) | Nao Linear (mm) | Experimental (mm)

0 0 0 -
25 -11,4196 -11,8135 -
50 -44,1035 -14,3218 -
75 -95,689 -16,7707 -
100 -163,8133 -20,0782 -
125 -246,1137 -25,0771 -
150 -340,2276 -33,1356 -
175 -443,7922 -46,4459 -
200 -554,445 -68,8617 -
225 -669,8231 -108,5832 -
250 -787,5639 -195,9604 -183

Fonte: Autoria Prépria (2019).

Na Figura 20 sao representados graficamente os deslocamentos ao longo do
vao da viga, presentes na Tabela 3.
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Figura 20 — Representacgao grafica dos deslocamentos obtidos experimentalmente e via EDOs
linear e ndo linear para a viga em balanco

0 O ——e—e o

0 100 200 250 300

-200

-300

-400

-500

Deslocamento (mm)

-600

-700

-800

-500

Posicdo (mm)

—8— | inear —8— N30 Linear B Experimental

Fonte:Autoria prépria (2019).

Para um melhor efeito de comparacao, a Tabela 4 traz o erro percentual para
os valores da flecha entre as EDOs Linear e Nao Linear com o ensaio para a viga em
balanco.

Tabela 4 — Comparacao dos erros percentuais para as flechas da viga em balanco
Experimental e Nao Linear | Experimental e Linear

Erro percentual (%) 7,0821 330,3627
Fonte: Autoria Propria (2019).

Apds apresentar os resultados para a viga em balango, percebe-se ao comparar
a representagao grafica (Figura 20) e os valores presentes na tabela 3, que a EDO
linear se distancia do valor experimental ao longo do vao, o que explica o alto erro
percentual da mesma com o experimento ao ser equiparado com a EDO nao linear
para os valores da flecha, como mostra a Tabela 4.

4.2 Resultados Viga Biapoiada

A Tabela 5 apresenta os deslocamentos obtidos por meio da solugao das EDOs
linear e nao linear ao longo do vao da viga biapoiada. Para o experimento, foi retirado
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apenas o deslocamento maximo, a flecha, devido a dificuldade de leitura para as demais

posicoes.

Tabela 5 — Resultados obtidos para as EDOs linear, ndo linear e experimento da viga biapoiada

Viga Biapoiada
Posicao (mm) | Linear (mm) | Nao Linear (mm) | Experimental (mm)

0 0 0 -
23,375 -4,1135 -4,054 -
46,75 -8,1799 -8,0631 -
93,5 -16,1194 -15,8998 -
187 -29,6192 -29,2763 -

374 -41,3816 -41,0265 -41,12
561 -29,4628 -29,1863 -
654,5 -16,0201 -15,8998 -
701,25 -8,0635 -8,0631 -
724,625 -4,1211 -4,1843 -
748 0 0 -

Fonte: Autoria Propria (2019).

Na Figura 21 sao representados graficamente os deslocamentos ao longo do
vao da viga, presentes na Tabela 5.

Figura 21 — Representacao grafica dos deslocamentos obtidos experimentalmente e via EDOs
linear e nao linear para a viga biapoiada

Deslocamento (mm)

-45

—8— Linear

Fonte:Autoria propria (2019).

Posicdo (mm)

—&— Nio Linear

800

B Experimental
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Para um melhor efeito de comparacao, a Tabela 6 traz o erro percentual para
os valores da flecha entre as EDOs linear e nao linear com o ensaio para a viga.

Tabela 6 — Comparagao dos erros percentuais para as flechas da viga biapoiada
Experimental e numérica | Experimental e analitica

Erro percentual (%) 0,2273 0,6359
Fonte: Autoria Prépria (2019).

Apos apresentar os resultados para a viga biapoiada, percebe-se ao comparar
a representacgao grafica (Figura 21) e os valores presentes na tabela 5, que as EDOs
nao linear e linear apresentaram resultados muito préximos ao valor experimental, o que
explica o baixo erro percentual das mesmas com o experimento ensaiado, conforme
mostra a Tabela 6.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, para um melhor entendimento, foram realizados estudos, a
partir das revisoes bibliograficas, correlacionados ao tema deflexdes de vigas. Percebeu-
se que o uso da EDO nao linear ndo é convencional. Entdo, com o intuito de comprovar
que a utilizacdo da EDO nao linear também se faz necessaria, buscou-se maneiras
para justificar o seu uso.

Para isso, foram realizados dois ensaios, por meio desses notou-se que para
casos em que ocorrem deflexdes consideradas grandes, como no caso do ensaio da
viga de acrilico em balango, o uso da EDO linear, ndo apresenta resultados satisfatorios,
a qual a flecha obtida pela sua solugao resulta em um valor discrepante em relacao
ao experimento, o que gerou um erro percentual elevado. Dessa forma, o termo da
declividade dy/dz presente na EDO nao linear nao deve-se ser desprezado para casos
com elevada deflexao, ou seja deve-se utilizar a EDO nao linear.

No entanto, com o outro ensaio da viga de acrilico biapoiada, a qual tem uma
deflexao menor quando comparada com o caso anterior. Observa-se que o uso da de-
clividade dy/dx nao se faz totalmente necessario, visto que ao comparar os resultados
experimentais, as solugdes numérica para a EDO nao linear e analitica pra a linear
foram muito proximas, tendo erros percentuais relativamente baixos. Imediatamente a
iss0, constata-se que, para casos em que haja pequenas deformacgdes o uso da EDO
linear faz-se apropriado, visto que é de mais simples utilizacao.

Para finalizar, explica-se porque as bibliografias nao utilizam a EDO nao linear,
pois 0 uso da mesma é necessario apenas em casos, em que o deslocamento é
muito elevado, sendo que 0s mesmos, Nao sao aceitaveis em materiais convencionais
utilizados em edificagbes. Logo, na construcao civil, emprega-se a EDO linear, pois se
utiliza materiais que possuem alta rigidez, nao admitindo grandes deslocamentos.
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