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RESUMO

O propodsito deste trabalho é apresentar estudos realizados sobre algebras,
coalgebras e bidlgebras, culminando na definicao de dlgebras de Hopf. Sao
expostos exemplos de cada uma dessas estruturas algébricas, bem como
contraexemplos quando convenientes. Homomorfismos de algebras e de
coalgebras também possuem papel fundamental nos estudos aqui apresen-
tados.

Palavras-chave: Algebra. Coalgebra. Bidlgebra. Antipoda. Algebra de
Hopf.



ABSTRACT

The purpose of this work is to present the studies realized about algebras,
coalgebras and bialgebras, culminating in the definition of Hopf algebras.
Examples of each algebraic structures, as well as counterexamples when
appropriate, are exposed. Algebras homomorphisms and coalgebras homo-
morfisms also play a fundamental role in the studies presented here.

Palavras-chave: Algebra. Coalgebra. Bialgebra. Antipoda. Hopf alge-
bra.
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INTRODUCAO

O estudo da algebra de Hopf nao esta presente na grade curricular do curso de
Licenciatura em Matemaética, mas topicos essenciais para seu entendimento sao tratados
em disciplinas do curso, tais como grupos e anéis. Este trabalho apresenta resultados de
estudos realizados ao longo de seis semestres no campo da algebra, utilizando conceitos
de médulo e produto tensorial e apresentando definicoes e exemplos que culminam na
construcao de uma algebra de Hopf.

O produto tensorial A ® B dos modulos A e B possui papel fundamental,
como expoe [5], no estudo da dlgebra multilinear, e é essencial na definigao de bidlgebra
usada neste trabalho, estrutura essa que necessita de uma compatibilidade entre uma
algebra e uma coalgebra, como sera exposto adiante. Uma algebra de Hopf corresponde
a uma bialgebra juntamente com uma condi¢ao que pode ser expressa usando estruturas
de élgebra e codlgebra, como colocado por [2].

Hopf, em 1941, observou o primeiro exemplo desse tipo de estrutura na topo-
logia algébrica, uma homologia de um grupo de Lie conectado. O estudo das algebras de
Hopf iniciou-se na década de 1960 sob um ponto de vista estritamente algébrico, mas ao
fim da década de 1980 as pesquisas nessa area, como aponta [2], tiveram forte impulso,
motivadas por suas conexoes com a mecanica quantica. Os autores ainda apontam a pre-
senca desse tipo de estrutura algébrica em diversos campos da matematica, como teoria
dos nuimeros, geometria algébrica, teoria de Lie, teoria de Galois, dentre outros.

Este trabalho expoe, portanto, os topicos de maior relevancia para a defini¢ao
de dlgebra de Hopf, organizados em trés capitulos: Pré-requisitos, Algebras e Coalgebras
e Algebras de Hopf.

No primeiro capitulo estao presentes defini¢oes e proposicoes referentes a anéis
e corpos, necessarias no decorrer dos demais capitulos. Entitulado Algebras e Codlgebras,
o segundo capitulo aborda a definicao dessas duas estruturas algébricas e de seus respec-
tivos homomorfismos. Ainda, sdo apresentados exemplos que serao retomados no capitulo
seguinte. Por fim, Algebras de Hopf, o terceiro e ultimo capitulo deste trabalho, apresenta
importantes relagoes entre uma algebra e uma coalgebra, como a estrutura algébrica deno-
minada bidlgebra, com exemplos e contraexemplos, culminando na definicao de antipoda
e, finalmente, de algebra de Hopf, sendo ainda apresentados exemplos e contraexemplo.

O leitor nao familiarizado com estruturas de grupos, anéis, médulos e corpos
pode tomar como leitura prévia os trabalhos de [4] e [5]. Para a construcao do produto
tensorial e do dual, bem como principais propriedades, recomendam-se [1] e [5]. Este

texto continua os estudos trazidos por [1].



LISTA DE

Nesse trabalho,

SIMBOLOS

denotara um corpo;

denotara um anel;

denotara a funcao identidade do conjunto A;

denotara o elemento neutro do conjuntoA

denotara as matrizes n X n com entradas em um conjunto X;

denotara o produto tensorial sobre um corpo k, podendo também ser

reescrito como ®j . Sempre tem-se que x ® 0 = 0;

denotard o elemento de Kronecker, onde 9, ; =1sei=jed;; =0 se

U aNE

é funcao p: V*@W* —» (Ve W)* tal que p(f ® g) : V@ W — k, onde
p(f @ g)vew) = f(v)g(w);

denotara o conjunto dos homomorfismos de R-moédulo f: A — B;

denotard os isomorfismos de Ak - Aek® A — A.



1 PRE-REQUISITOS

Neste capitulo sao apresentadas propriedades importantes referentes a anéis e corpos,
relevantes no desenvolvimento dos préximos capitulos do trabalho. As defini¢oes e de-

monstragoes aqui presentes foram elaboradas ou retiradas de [4] e [5].

Definicao 1. Um anel é um conjunto nao vazio R munido com duas operagéoes (deno-

tadas como adi¢ao e multiplica¢io) e denotado por (R,+,-) tal que, Ya,b,c € R,
i) (R,+) é um grupo abeliano;
it) a-(b-c)=(a-b)-c;
iii) a-(b+c)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c.

Sea-b="b-a, dizse que R € um anel comutativo e, ainda, se existir 1g tam que

lg-a=a-1g=a, R € anel com unidade.

Definigao 2. Sejam (R, +,-) um anel e I um subconjunto nao vazio de R. Dizemos que

I € um ideal a esquerda de R se, para quaisquer x,y € [ er € R,
i) x—yel;
it) r-x €l

Sel # R el # {0}, entao I é chamado de ideal préprio. Se, ainda, x-r € I, dizemos

que I € um ideal bilateral, ou simplesmente ideal.

A operacgao de produto pode ser suprimida da escrita, como serd feito a partir de agora,
sem prejuizo de seu significado. A posteriori apresenta-se um resultado que garante que
qualquer ideal do anel de matrizes de dimensao n > 1 com entradas em um anel R possui
entradas em um ideal de R. Para que isso seja vélido, é importante salientar que o

conjunto de matrizes quadradas com entradas em um anel é um anel.

Proposicao 1. Se R é um anel com unidade e n > 1, entdo os ideais de M,(R) sio da
forma M,(I), onde I é ideal de R.

Demonstragdo. Sejam e;; elementos da base canonica de M, (R), com 1 <1i,j < n. Cada
elemento de M,,(R) ¢ da forma

(Cl@‘) = E @;;€;5, COIM Gy € R.

Z"j
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Seja A um ideal de M, (R) e considere [ = {an € R, Z a;jei; € A}. Mostremos que [
i,J

¢é ideal de R.
De fato, dados aq1,b11 € I e r € R, existem z = Zaijeij ey = Z bijei;, onde z,y € A.

i,J ,J
Entao, r —y = Z(aij — bij)e;; € A, o que implica que a;; — by € I. Mais ainda,
i?j
re = Zraijeij cAear = Z(aijeijr) = Z(aijrezj) € A, de onde rayi, a7 € I. Logo,

2,7 Z7] 21.7
I ¢é ideal de R.
Mostremos agora que A = M, (I). Precisamos primeiro verificar que A C M, (I).
Seja x = Z a;je;; € A. Queremos mostrar que ag; € I, para todo 1 < s,k < n. Observe

2
que

€1sTC1 = g €15Q;5€45€k1
i?j
= g 1;5€15€i5€k1
1,3
= E As5€15€Ck1
J
= agen € A,

o que implica que ag, € I, logo, A C M, (1).

Mostremos agora que M, (I) C A. Sejay = Zbijeij € M,(I), entao b;; € I, para todo
i,J

1 < 4,7 < n. Assim, para cada ¢,j existe uma matriz a;; = Zaskesk € A tal que

s,k
a1 = bZJ EHtENiO,

€i1Qy€1; = E €i10skCskC15
s,k

= E Ask€i1€5k€15
s,k

11645 c A.

Consequentemente, b;;e;; € A para cada 7,j variando de 1 a n, o que mostra que
Yy = Z bijel-j € A, isto é, Mn(I) C A.

i’j
Portanto, A = M,,(I). O
Em seguida apresenta-se a definicao de homomorfismo de anéis e um importante resultado

que o relaciona com ideais.

Definicao 3. Sejam R e S anéis. Uma funcao f : R — S € um homomorfismo de

anéis se, para todo a,b € R,
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fla+b) = fla)+ f(b) e [flab) = f(a)f (D).

Proposicao 2. Sejam R e S anéis e f : R — S um homomorfismo de anéis. FEntao
ker(f) ={a € R; f(a) = e} € ideal de R, onde e é o elemento neutro de R.

Demonstragao. Para provar que ker(f) é um ideal de R, precisamos mostrar que, para
todo a € R e k, k' € ker(f), tem-se k + k' € ker(f) e ak,ka € ker(f). De fato, como f é

homomorfismo de anéis, valem as seguintes igualdades:
flk+k)=fE)+ f(K)=04+0=0=k+k € ker(f),

flak) = f(a)f(k) = f(a)0 = 0 = ak € ker(f),
F(ka) = f(k)f(a) = 0f(a) = 0 = ka € ker(f).
Portanto, ker(f) é ideal de R. O

Apos analisar o resultado anterior, expoe-se a defini¢ao de corpo, assim como um resultado

que garante que corpos nao possuem ideais triviais, isto é, ideais proprios.

Definicao 4. Um anel k comutativo e com unidade € dito corpo se todo elemento dife-
rente de zero possui inverso com relagao a multiplicagao, isto é, ¥V € k, x # 0,3y € k tal

que xy = 1.
Proposicao 3. Um corpo k nao possui ideal proprio.

Demonstragao. De fato, se I é ideal de k, entao I # {0}, entao 3i € I C k com
i # 0. Logo, 3i"! € k tal que s~ = 1, € I, o que implica que I = k, visto que
lxa = a € I,Va € k. Logo, k nao possui ideal préprio. O

Por fim, define-se dual de um espaco vetorial, importante para a construcao do produto

convolugao que sera feita adiante.

Definicao 5. Seja V' um k-espago vetorial. O dual de' V', denotado por V*, é o conjunto
V*={f:V =k, fék—linear}.



2 ALGEBRAS E COALGEBRAS

Este capitulo aborda k-algebras e k-codlgebras com unidade e seus respectivos homomor-
fismos, bem como propriedades e exemplos de cada um desses conjuntos e suas funcgoes.

Para o desenvolvimento deste capitulo foram usados os trabalhos [1], [3] e [5].

Definicao 6. Uma k-dlgebra com unidade é uma tripla (A, m,u) onde A é um k-
espaco vetorial em : AR A — A eu:k — A sao aplicagoes k-lineares que satisfazem a

comutatividade dos sequintes diagramas:

Io®@m

AR AQA-TAE" A A ko A2 A0 A" Ak
m®IAj jm \lm/
A®A—— A A

Dizer que o primeiro diagrama comuta significa que mo (14 ® m) = mo (m ® I4). Da
mesma forma, o segundo diagrama comuta se ~=mo (u® I4) e ~=mo (14 ® u), onde
~ ¢ isomorfismo.

Neste trabalho serao abordadas apenas k-algebras com unidade e, para simplificar a es-
crita, serao tratadas apenas como algebras. As fungoes m e u sdo denominadas multi-
plicacao e unidade, respectivamente. A partir do raciocinio colocado acima sao apresen-

tados exemplos de algebras.

Exemplo 1. Seja klz| o conjunto dos polinomios na varidvel x. Entdao (k[x],m,u) é uma

algebra com m e u definidas como seque:

m: k[z] @ klz] — k[z] u: k— kz]

b — gl = goth A= Ax?

o0
Demonstracao. Seja x € k|z], isto é, x é da forma Z Az', X € k. Repare que o exemplo
i=0
afirma que (k[z],m,u) é uma dlgebra, logo, m e u sdo fungoes k-lineares, por definigao.
Dessa forma, podemos verificar o comportamento das funcoes apenas em uma parcela x*

para mostrar que, de fato, a tripla dada satisfaz as condigoes para ser uma estrutura de

b

algebra, pois, para as demais somas de z, o resultado é andlogo. Considere entao z%, z°, z¢

12
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parcelas de elementos de k[z], onde ~ (z* @ \) = 2\ e ~ (A ® z%) = Az®. Repare que

mo (I @ m)(z* @ 2* ®@z°) = m(z® @ ")
_ xa—&—(b—&-c)

m(aer) +ec

_ m(xa—i-b ® $C)

= mo(m® Iy)(z* ® 2* @ z°).
Portanto, o primeiro diagrama da definigao é comutativo. Ainda,

mo (Iyy @u)(z* @A) = m(z* ® Az?)
= x%\x’

xa—i—O)\

o\

Analogamente, mostra-se que m(u ® Iy (A ® %)) =~ (A ® 2*). Disso, temos a comu-
tatividade do segundo diagrama da defini¢ao e tem-se mostrado que (k[z],m,u) é uma

algebra. O]

Exemplo 2. O conjunto M, (k) é uma dlgebra com m sendo a multiplicagao usual de
matrizes e u : k — M, (k) dada por uw(\) = A, onde I € a matriz identidade de M, (k).

Demonstragao. Verifiquemos a comutatividade dos diagramas da definigao. Assim, sejam
A, B,C € M,(k). Repare que

mo (m® Iy,w)(A®B®C) = m(m(A® B)® Iy,w(C))
= m(AB® ()
= (AB)C
= A(BC)
= m(A® BC)
= ma,w(4) ®@m(B®C))
= mo Iy, ®m)(A® B®C)

Disso, conclui-se que o primeiro diagrama da definicao é comutativo. Ainda,

m o (In, 0 @u)(A@A) = m(la,w(A) @ u(l))
= m(A® )
= AN
= A\
= A\
= ~(A®\).
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Analogamente, se mostra que mo (u® Iy, x)) =~. Logo, o segundo diagrama da defini¢ao
também comuta. Portanto, (M, (k), m,u), com m e u tais como definidas, é uma algebra.
O

Exemplo 3. Se A e B sdo dlgebras, entio (A ® B, magp, Uagp) € também uma dlgebra,
com magp((a1 ®b1) @ (az @by)) = ajas @biby e u(N) = AM(14®1p). Para a demonstragao

desse exemplo, ver [1].

Exemplo 4. Sejam k um corpo e G um grupo. O k-espaco vetorial kG, cuja base é G, €
uma dlgebra com myc((3_ kigi) ® (3 kjg;)) = >2(kik;)(9i95) € tis)(A) = Mg = Milg =

M. Essa demonstragoes também pode ser encontrada em [1].
Serd feita a seguir a defini¢ao de homomorfismo de algebra.

Definicao 7. Sejam A e B dlgebras e f : A — B k-linear. Dizemos que f € um homo-

morfismo de dlgebra se

flab) = fla)f(b) e f(la) = 1p.

Se (A, m,u) é uma algebra, m e u sao homomorfismos de algebra. Por meio dessa defini¢ao

é possivel concluir que, se f é um homomorfismo de algebra,

f(mala @) = f(ab) = f(a)f(b) = mp(f(a) © f(b)) = mp((f @ f)(a @ b))

flua(ly)) = f(14) = 15 = up(ly).

Logo, os seguintes diagramas comutam:

!

A ! B A B
mAT TmB UAT/
up
AR A o7 B®B k

Exemplo 5. A fun¢io t: A — B® A dada por i(a) = 1p ® a é um homomorfismo de

algebras.

Demonstracao. Sejam aq,as € A e 14 elemento neutro de A. Repare que
L(al)b(&z) = (13 X al)(lg X Gg) = 1313 & ajap = 13 (059 109 — L(al(lg)

e, ainda, ((14) = 1p ® 14. Portanto, ¢ é de fato homomorfismo de k-algebras. O

Apoés definir dlgebra e homomorfismo de algebra, bem como verificar os exemplos dados,
define-se na sequéncia a estrutura algébrica denominada codlgebra, que serda importante

no decorrer de todo o trabalho a partir deste ponto.
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Definicao 8. Uma k-codlgebra com unidade é uma tripla (C, A e) onde C' € um k-
espaco vetorial, € : C' —k e A : C — C®C sao k-lineares e satisfazem a comutatividade

dos sequintes diagramas:

C CeC ko C = C “~C®k
Al lI®A eI \jA I®e
C®C CrCxC C®C

ARI

As k-codlgebras com unidade serao tratadas apenas como coalgebras. As operacoes A e €
sao chamadas de comultiplicacao e counidade, respectivamente. Ainda, a comutatividade

dos diagramas da definicao anterior implica nas seguintes relacoes para a funcao A:

(le® A)(A(c) = (A®Ic)(Ac))
[C®A (Zch@)Cgl) = A®IC (chz®021>
C1; Q C9i15 & Cojoj = Z C1i15 @ Crio5 & Co4. (1.1)
i,j ,J

E, para a fungao ¢,
(e®@Ic)oAle) = ~(c)

(e® 1) (chz®021> = Ik®c

Y elen)®ey = Li®e
Z Iy ®e(en)(c) = Lk®c,

isto é, Cc = ZE(CM)C% = Z C1¢€(C2i). Ainda, A(lc) = 10 & 10.

i i
Repare que, em (1.1), os indices podem ser escritos de mais de uma forma. Podemos

entao simplificar essa escrita por meio da Notagao Sigma.

Defini¢ao 9. (Notacdio Sigma) Seja (C, A, e) uma codlgebra. Para um elemento ¢ € C,

com as convengoes usuais definimos

n
= E C1; & Co;,
i=1

que pode ser reescrito ainda como

A(e) :ch®02:cl®62.

A 1ltima igualdade se da pelo fato de A ser uma funcao k-linear e, portanto, o somatorio

pode ser suprimido, sem prejudicar o resultado final.
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Seguindo os exemplos de algebra abordados anteriormente, sera feita a analise acerca da

existéncia da estrutura de coalgebra dos espagos vetoriais correspondentes.

Exemplo 6. A tripla (k[z], A, &) é uma codlgebra, onde

A k[z] — klz] @ k[z] e:klz] —» k
e
A S A " = o

e Ono Tepresenta o elemento de Kronecker, ~ (1) =1® 1 e ~ (2™) =0, sen # 0.

Demonstragao. Seja 2" € k[z|. Entao

(A® Iypy) o A(z") = (A® L)) (2" @ 27)
= (@"®a") "
= 2"® (2" ®a")
= (I ® A)(2" @ 27)
= (I @A) 0 Ada™).

Portanto, o primeiro diagrama da definicao comuta. Repare ainda que, para n = 0,
(Ixz) ®€) 0 A(2°) = (Iujz) ® e) (2’ ® 2°) = 2° @ 1, =~ ().
Agora, se n # 0,
(k) @) 0o A(a") = Iy ®e) (2" ®a") = 2" ®0 =0 =~ (z").

Analogamente, mostra-se que (¢ ® Iyj)) 0 A(x") =~ (2") para cada valor de n. Assim, o
segundo diagrama da definicao também é comutativo. Dessa forma, tem-se mostrado que
(k[z], A, e), com A e € como definidas, é uma coélgebra. ]

n

Exemplo 7. A tripla (M, (k),A,¢), com A(e;;) = Ze“ ® e e c(e;j) = 0,4, onde e;;
=1
elemento da base de M, (k) e 6;; € elemento de Kronecker, é uma codlgebra.

Demonstracao. Repare que

(A® Iv,m) o Alei) = (A® Iu,w) (Z eir ® eli)
=1

= Z (Z i @ ekl) ® €15

=1 k=1
n.on

= Zzeik@)ekl@%

=1 k=1
n

= E ik & gl & €g5.
Lk=1
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Por outro lado,

k=1

= Z eir & <Z erl X 61j>

=1

= Zzezk®€k1®61g

(Ingoa) @ A) o Ales;) = (I @A) (Z ik @ ekj>

k=1 I=1
n
= E Eik & e & ey
k=1

Disso, temos que o primeiro diagrama da definicao comuta. Ainda,

(8 X [Mn(]k)) o) A(ei]’) = 5 & [Mn <Z €l & el])

— Ze(eil) ® Inr, ey (e15)

=1
n

= ) elen) @ (eyy)
=1
= Zlk®5(€il)(el]‘)

= Lk®ey

= ~ (e).

De forma andloga mostra-se que (Ip, ) ® €) o A(e;;) =~ (e;;). Portanto, o segundo
diagrama da definicdo também comuta. Tem-se mostrado, assim, que (M,(k), A ¢e) é

uma coalgebra. O]

Exemplo 8. Se A e B possuem fungoes tais que os fazem codlgebras, entao (A® B, A, ¢)
é codlgebra, onde Ala®b) = (a1 ® b1) ® (az R bg) e e(a®b) =ea(a)ep(b).

Demonstragao. Seja a ® b € A® B. Pela notagao sigma e por A tal como definida,

(I@A)oAla®b) = (I®@A)((a1 ®b1)® (az @ bs))
(a1 @b1) ® ((a21 ® ba1) ® (aze ® baa))
(a1 ®b1) @ ((az ® by) @ (asz ® bs))

= ((a1 ®b) @ (a2 ® b2)) ® (a3 ® az)
((a11 ® b11) ® (a12 @ bya)) ® (az ® by)
(A (%9 ])((al ® b1) ® (GQ ® bz))
(A T)oAla®b).
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Ainda,
(e@oAla®b) = (e®I)((a1 ®b)® (az @ b))
= calar)ep(by) ® (az @ by)
= 1k ® (ea(a1)as ® ep(b2)bs)
= 1y®(a®b)
= ~(a®0b).
Analogamente mostra-se que (I ® ) o A(a ®b) =~ (a®b). Portanto, (A ® B, A,¢), com

A e ¢ tais como definidas, é de fato uma coalgebra. O]

Exemplo 9. Com Aya(9) = g ® g e cxa(9) = Lk, (KG, Axg, cxa) € codlgebra, como pode

ser encontrado em [1].

A préxima definicao traz a denominacao de um tipo especifico de elemento que, ao ser

aplicada a operagao A, nao gera diferentes indices.

Definicao 10. Um elemento g de uma codlgebra C é chamado grouplike se g # 0 e
A(g) = g®g. O conjunto de elementos grouplike de uma codlgebra C € denotado por
G(C).

Em seguida, apresenta-se a definicao de homomorfismo de codlgebra, essencial no préximo

capitulo deste trabalho.

Definigcao 11. Sejam C e D codlgebras e g : C — D uma aplicacao k-linear. A funcao

g € um homomorfismo de codlgebra se os sequintes diagramas comutam:

C g D Y . D

] 8 I P

C®C D®D
g®g

Dos diagramas da definicao anterior, temos

9(ch @g(c)2 = Apoglc) = (9 © g) o Aclc) = (9@ g)(c1 @ 2) = g(e1) @ g(ca).

Ainda, se (C, A, ¢e) é codlgebra, A e € sao homomorfismos de codlgebra.
O proximo exemplo mostra que a fungao projegao, tal como definida, é um homomorfismo

de codlgebra.

Exemplo 10. Sejam C e D codlgebras. Definimos, para todo c € C e d € D,

o - CD — C
c®d w— cep(d)

A funcao e € homomorfismo de codlgebra.
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Demonstragao. Por ep ser homomorfismo de coalgebra,

(AC @) Wc)(0® d)

Ac(cep(d))

(cep(d))1 @ (cep(d)2

c1ep(d); ® caep(d)y
= ciep(di) ® caep(dy)
= (mc@mc)((a®d) ® (co ®dy))
= (mc®mc) o Acgn(c®d).

Ainda,
60(7T0(C (024 d)) =

ec(c)ep(d)
ccop(c®d).

Portanto, ambos os diagramas de homomorfismo de codlgebra comutam, e ¢ assim como

definida é homomorfismo de algebra. De forma andloga, mostramos que também é homo-

morfismo de codlgebra a funcao

mnp:C®D — D
c®d — ec(d)d.



3 ALGEBRAS DE HOPF

Neste capitulo, veremos importantes relacoes entre dlgebras e coalgebras e seus respec-
tivos homomorfismos. Ainda, serao definidas bidlgebra, antipoda e dlgebra de Hopf e
demonstradas importantes propriedades a elas relacionadas. Sao ainda dados exemplos e
contraexemplos de bidlgebra e algebra de Hopf, e para tal foram usados os trabalhos de
2] e [3].

A proposicao a seguir apresenta uma importante relagao entre homomorfismos de algebras

e de coalgebras, dado um espaco vetorial com estruturas de algebra e coalgebra.

Proposicao 4. Sejam H um k-espaco vetorial e as func¢oes k-linearesmy : H @ H — H,
ug:k—H, Ay :H—>H®H ecy: H—Kk tais que

(H,mpy,uy) € dlgebra e (H,Apg,eq) € codlgebra.
Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
i) Ay e ey sao homomorfismos de dlgebras;
i) my e uy sdo homomorfismos de codlgebras.

Demonstra¢ao. Suponha Ag homomorfismo de dlgebra, isto é, Ag(hg) = Ap(h)Au(g)
e Ay(ly) = 1y ® 1. Mas repare que

Ag(mu(h®g)) = Ag(hg) = Au(h)Au(9) = muen(Ax @ Ag)(h® g),

logo, o seguinte diagrama comuta:

mH

HoH H (3.1)
AH®AHl lAH

Ainda, como 1y = uy(1g), temos

Ap(un(ly)) = Ap(ln)
= 1Hf@1H
= up(lk) @ uy(ly)
= (ug @uy)(lx ® li)
= (ug ®@upy) o Ag(1y),

20
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assim, o seguinte diagrama comuta:

k—2 — 0 (3.2)

N

kek—H®H
UH QU

Portanto, se Ay é homomorfismo de dlgebra, os diagramas (3.1) e (3.2) comutam.
Agora, seja ey homomorfismo de élgebra, entao ey(hg) = ep(h)en(g) e en(ly) = 1i.

Mais ainda, temos

en(mu(h ®g)) =cen(hg) = cn(h)en(g) = mu(en ® en)(h ® g) = enen(h ® g),
logo, o seguinte diagrama é comutativo:

HoH™M-H (3.3)
N
EHREH EH

k@kwk

Por fim, ey (ux(1x)) = ex(1y) = 1k = ex(1k), 0 que implica na comutatividade do seguinte
diagrama:
k—> H (3.4)

%

k
Portanto, se ey é homomorfismo de algebra, entdo os diagramas (3.3) e (3.4) comutam.
Assim, dados (H, my,uy) élgebra e (H, Ag,ey) codlgebra, Ay e ey sdo homomorfismos

de algebra. Para mostrarmos a reciproca dessa proposicao, temos as seguintes relagoes:

e my ¢ homomorfismo de codlgebra se, e somente se, os diagramas (3.1) e (3.3) sao

comutativos;

e uy é homomorfismo de codlgebra se, e somente se, os diagramas (3.2) e (3.4) s@o

comutativos.

]

A proposicao anterior serd muito utilizada ao se verificar se um espaco vetorial, junta-
mente com determinadas operagoes, é uma bialgebra, estrutura algébrica que associa as

estruturas de algebra e codlgebra de um espaco vetorial, como definido a seguir.

Definigao 12. Uma bidlgebra é uma quintupla (H,m,u, A, e) onde (H,m,u) € dlgebra,

(H,A,g) € codlgebra e as fungoes A e € sao homomorfismos de dlgebra.
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Os proximos exemplos retomam as estruturas de algebra e codlgebra de espacos vetoriais

abordadas no capitulo anterior, verificando a correspondéncia existente entre elas.

Exemplo 11. O conjunto k[x] é uma bidlgebra com as operagoes de dlgebra e codlgebra

definidas anteriormente.

Demonstracao. Ja mostramos, nos exemplos 1 e 6, que k[z] possui estruturas de algebra
e coalgebra. Resta mostrar, entao, que as fungoes A e ¢ ja definidas sao homomorfismos

de algebra. Repare que
A(z™)A(z") = (2" @ 2™) (2" @ 2") = (™2") ® (2"x") = Az x").
Ainda,

A(1k) = 1k ® lkz) = lkjeklz)-

Assim, A é homomorfismo de k-algebra. Além disso, temos que
e(z™)e(z") = gl = 1y = e(x™a™)

e £(1gp) = lk. Dessa forma, € também é homomorfismo de k-algebra. Portanto, k[z] com

as operacoes de algebra e coalgebra ja definidas é bidlgebra. O]

Exemplo 12. O conjunto kGG, com as operacoes de dlgebra e codlgebras ja definidas, é

bidlgebra.

Demonstracao. Mostremos que A e € sao homomorfismos de algebra, visto que kG possui
estruturas de algebra e codlgebra, apresentadas nos exemplos 4 e 9, respectivamente.
Repare que

A(g)A(h) = (g ® g)(h @ h) = gh ® gh = A(gh).

Ainda,

A(lke) = ke ® ke = lkaoka-

Portanto, A é homomorfismo de bidlgebra. Repare ainda que
e(gh) = 1 = L1y = e(g)e(h)

e £(1xg) = li, logo, € também é homomorfismo de k-dlgebra. Tem-se provado entao que

kG com as operacoes ja definidas é bialgebra. O]

Exemplo 13. O conjunto A® B com as operacoes m, u, A e e jd definidas para dlgebra

e codlgebra é uma bidlgebra.

Demonstracao. As estruturas de algebra e codlgebra de A ® B foram apresentadas nos

exemplos 3 e 8. Verifiquemos entao que A e £ sao homomorfismos de algebra. Repare
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primeiro que

Aar @ b1)A(as @ b)) = ((a11 @ b11) ® (a12 @ b12))((a21 ® ba1) @ (a2 @ b))
= (a11a21 ® b11bg1) @ (@12a22 @ br2bag)

(a1a9 ® b1by)1 @ (ajas @ bybs)s

= A(ajaz ® bybs)

= A((a1 ® bi)(az @ by))

Além disso,
Aou(N) = AN1la®1p))
= M(14®1p)
= M(la®1p)® (14 ®1p))
= u(A).

Portanto, A é de fato homomorfismo de dlgebra. Agora, note que

mo(e®e)(a®@b®d @V) = m(cala)ep(b) ®eca(a)ep(l))

il
E’\’Q\
—~

S S~
= &
\_/A(\r)
Sy}
—~

S
~—
~—
—~

Q)

S
—~
@\
~—

™

Sy}
—~

oy
—
~—

Ainda,
(eou)(A) = e(AMla®1p))
= Xea(la)ep(lp)
= A
= u()).
Assim, A e € sao homomorfismos de algebra e A® B, com as operagoes dadas, é bidlgebra.
O

A posteriori apresenta-se um exemplo de estrutura algébrica que, mesmo possuido as
propriedades de algebra e coalgebra, nao é uma bidlgebra. Para isso é necesséario relembrar

que, dada uma funcao f : A — B injetora, tem-se que dim(A) < dim(B).

Exemplo 14. O conjunto M, (k) ndo € bidlgebra, pois ndao existe estrutura de codlgebra

para M, (k) compativel com sua estrutura de dlgebra apresentada no exemplo 2.

Demonstrag¢ao. Suponha a existéncia de uma estrutura de bidlgebra para M, (k), ou seja,
a counidade ¢ : M,,(k) — k é um homomorfismo de algebra, pela defini¢ao de bidlgebra.
Além disso, ker(e) é ideal de M,,(k), pela Proprosicao 2.

Agora, pela Proposi¢ao 1, ker(e) é da forma M, (I), com I sendo ideal de k. Mas,
por k nao possuir ideal nao trivial, de acordo com a Proposi¢ao 3, ker(e) = M, (k) ou
ker(e) = M,(0).

Contudo, como (1) = 1, entao ker(e) # M,(k). Assim, ker(¢) = {0}, o que implica que
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e é funcdo injetora, ou seja, dim(M,(k)) < dim(k), um absurdo. Portanto, nao existe
estrutura de codlgebra para M, (k) compativel com a estrutura de dlgebra desse espago
vetorial ja apresentada, o que implica que, de fato, M, (k) com as operagoes m,u, A e €

consideradas nao ¢é bidlgebra. O

A proposicao seguinte ilustra a construcao do produto convolucao, funcao importante

para a definicao de antipoda, que sera definda formalmente na sequéncia.

Proposicao 5. Se (C,A,¢e) € codlgebra, entao existe uma fungao * tal que (C*,*,¢) €
algebra, onde C* é o dual de C.

Demonstragao. Se (C,A,¢e) é codlgebra, temos A : C'— C'® C. Repare que * deve ser a

operacao de multiplicacao da algebra, isto é,
Creoct L (Ce0) = 25 o,
Disso, temos que, dados m,n € C*,
x(m®n)=A(p(men))=pimen)oA.
Aplicando isto a um elemento v € C, temos

Wm@n)(v) = p

[
=
3
=

Mostremos agora que vale a associatividade para a operacao *, garantindo a comuta-
tividade do primeiro diagrama da definicao de algebra se (f*xg)*xh = f*(g*h). De
fato,

((fxg)=h)(c) = p((f*g)®h)oAc)

((f *xg) ®h)(c1 ® ¢2)

(f xg)(c1)h(c2)

(p(f ® g) o Alcr))h(c2)
(p(f )(c11 ® c12))h(ca)
flenn)g(ciz)h(cs)
f(e1)g(ez)h(es)
fler)g(ean)h(caz)

(€21 ® €a2))

I
>

®g
®g

MMMMMM

)
c1)g

= > fle)(plg@h
= 2 fla)(plg @ h) o Alcz))
= 2 fla)(g*h)(c2)

= p(f@(g*h))(c®c)

)h

®

®
h)
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((fxg)xh)(c) = p(f®(g*h))oA(c)
= (f*(g=*h))(c).
Portanto, a operacao * comuta o primeiro diagrama de algebra. Analisemos agora a
operagao £ da unidade. Repare primeiro que a unidade u de uma édlgebra satisfaz u(\) = a,
onde A é elemento do corpo e a pertence ao dual de C'. Note ainda que, para a dlgebra
C*, temos
k =5 k" < O

o que implica em uc«(1y) = *(~ (1)) =~ (1x) o . Aplicando isto a um elemento ¢ € C'
qualquer,

uc+(1k)(c) =~ (1x)(e(c)) = (c).

Disso, € pode ser, de fato, funcao unidade. Mostremos entao que e x f = fxe = f, ga-

rantindo a comutatividade do segundo diagrama de algebra. Observe que

(exf)lc) = ple®f)
= > ela)f
/

Da mesma forma,
(fxe)(c) = p(f@e)oA(c)
= 2 fla)e(e)
f (X ae(e))
= flo).
conclui-se entao que € ¢é fungao unidade de C*, pois esta satisfaz a comutatividade do

diagrama correspondente, e (C*, x,¢) é uma algebra. [

A partir desse raciocinio e percebendo que a fungao * possui papel essencial nesse estudo,

esta recebe uma denominacao, como colocado na defini¢ao a seguir.

Definicao 13. A funcao x construida na proposicao anterior € chamada de produto

convolucao. Podemos concluir que

(f *g)(c) = fler)g(ea).

Tendo-se construido e definido o produto convolugao é possivel definir antipoda.

Definicao 14. Uma aplicagao k-linear S : H — H é chamada antipoda de uma bidlgebra

H se S € inversa de Iy com relacao ao produto convolugao, ou seja,

S*IHZUHO€H:[H*S.
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Como a inversa de uma funcgao ¢é unica, a antipoda S, quando existe, também é, pois é a
funcao inversa de Ip.
Da defini¢ao, temos

(S Ig)(h) = S(h1)Ig(he) = S(hy)hs,

(I * S)(h) = I (h1)S(ha) = h1S(hy),
(ug oep)(h) = un(en(h)) = eg(h)un(lk) = en(h)1y.

Logo,
S(hl)hg = EH(h)lH = hls(hg), Vh € H.

Utilizando as estruturas algébricas e os homomorfismos vistos até o momento, bem como

a antipoda, define-se uma algebra de Hopf.

Definicao 15. Uma dlgebra de Hopf H ¢é uma bidlgebra com antipoda. FEscrevemos
(H,m,u,A,e,5).

Sao apresentados na sequéncia dois exemplos de algebra de Hopf, retomando as estruturas

de bidlgebra vistas anteriormente.

Exemplo 15. A sextupla (kG,m,u, A, ), com as operagoes ja definidas, € uma dlgebra
de Hopf.

Demonstrag¢ao. Vimos no exemplo 12 que kG é uma bidlgebra, com suas repectivas
operacoes de dalgebra e coalgebra. Precisamos entao mostrar que sua antipoda existe.
Assumimos entao que, dado g € kG qualquer, S(g) = g~'. Vamos mostrar que, definida
desta forma, S é antipoda de kG. De fato,

(S*La)(g) = S(9)g

I
—

Q
Na}

= l]le
= era(9)ure (1)
= UkG(&kG(Q)lk)

= (UkG o 5JkG)(g)'

Da mesma forma,

(e % S)(9) = 95(9) = 997" = (uc © &) (9).
Portanto, como S * Iy g = ukg © exg = Ixg * S, tem-se provado que S é antipoda de kG, e
(kG,m,u,A,e,S), com as operagoes tais como definidas, é dlgebra de Hopf. O

Exemplo 16. Se A ¢ B sao dlgebras de Hopf, entado A® B com as operacoes ja definidas
¢ dalgebra de Hopf.
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Demonstrac¢ao. No exemplo 13, vimos que A ® B possui estrutura de bidlgebra, basta
entdo mostrar que possui antipoda. Assumimos entao que Sagp = S4 ® Sp. Mostremos

que de fato, assim definida, S é antipoda de A ® B:

(S#*Iaep)(a®b) = (Salar) ® Sp(br))(az @ be)
= Sa(ay)as @ Sp(by)ba

J1a®ep(b)lp

)ep(b)(1a @ 1p)

a)ep(b)1x(la ® 15)

= ca(a)ep(b)uaen(lk)

= uagn(cala)ep(b))

= Uagp °Ecagn(a®b)

Portanto, de fato Sagp = Sa ® Sp é antipoda de A ® B e o tensor de duas algebras de
Hopf é uma algebra de Hopf. m

A proposicao a seguir apresenta importantes propriedades da antipoda.

Proposicao 6. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entao, para todo h,g € H,
i) S(gh) = S(h)S(9);
i) S(1g) = 1g;

iii) A(S(h)) = S(ho) ® S(hy);

Os itens i) e i) mostram que S € anti-homomorfismo de dlgebras e iii) e iv) provam que

S € anti-homomorfismo de codlgebras.

Demonstragao. i) Por H ser dlgebra de Hopf, considere H® H com estrutura de codlgebra
e H com estrutura de algebra. Portanto, Hom(H ® H,H) é uma é&lgebra com uni-
dade ug o eggy. Sejam entdao F,G,M : H® H — H tais que F(g® h) = S(h)S(g),
G(g®@h) = S(gh) e M(g ® h) = gh.

Mostremos que F' é inversa a esquerda de M.

(FxM)(geh) = F(g@h)iM(g® h),
(

I

SARNES
2
&
=
=
)
&
S

Il
[
—~

a v
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(FxM)(goh) = up(lk)ensn(g @ h)
= ugocpen(lkg ® h)

= Uy o 5H®H(g (029 h)

Portanto, F' é fungao inversa a esquerda de M. Verifiquemos agora que G é inversa a

direita de M.
(M*G)goh) = M((g®h))G((g® h))

M (g1 ® h1)G(g2 @ hs)
91h1S(g2ho)

= (gh)15((gh)2)
e(gh)ly

1ue(gh)

= un(lk)enen(g @ h)

= ugoepen(g®h).

Portanto, GG é inversa a direita de M. Contudo, dada uma fun¢ao qualquer, se sua inversa
existe, esta é tnica. conclui-se entao que F' = G, isto é, S(h)S(g) = S(gh).

i1) Aplicando a definigdo de antipoda para o elemento 1 € H,
S(ly) =S(u)ly = e(lp)ly = Lly = 1p.

Portanto, S(1g) = 1x.

i1i) Considere agora as fungoes F,G,A: H — H ® H definidas por F(h) = A(S(h)),
G(h) = S(hy) ® S(h1) e A(h) = hy ® hy. Mostremos que G é inversa a esquerda e
F é inversa a direita de A com relagao ao produto convolucao.

Operando G a esquerda de A, temos

(G A)(h) = G(h1)A(hs)
= (S(h12> ® S(hll))(h21 0%y h22)
= (S(hg) ® S(h1))(hs ® hy)
= (S(h2)hs) @ (S(h1)ha)

= e(h)ly ® (S(h1)hs)

= 1u ® (S(h1)e(h)hs)

= 1y ® (S(h1)h2)

= 1y ® (e(h)ly)

1y @ 1ye(h)

= (upemoc)(h)

Agora, operando F' a direita de A, obtem-se

(AxF)(h) = A(h1)F(hs)
= (h11 ® hi2)A(S(h2))
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(Ax F)(h) = (hi1 ® h2)(S(h2)1 @ S(ha)2)
(h11 ® h12)(S(ha1) @ S(h22))
(h11S(ha1)) @ (h12S(ha2))
(7l S(ha))1 ® (h1S(ha))2
(en(h)lm)1 ® (en(h)ln)2
= A(e(h)1n)
= en(h)A(ly)
= epg(h)lp®1ly

= en(h)ungm(lx)

= unpn(e(h)l)

= (ungnoe)(h)
Assim, pela unicidade da funcao inversa de A, conclui-se que G = F', o que implica em
S(h1) @ S(hy) = A(S(h)), como desejado.
iv) Pela definicdo de antipoda, temos hyS(hsy) = €(h)ly. Aplicando € a ambos os lados
da igualdade,

e(mS(he)) = e(e(h)ln),
e(h)e(S(he)) = e(h)e(ln),
e(e(h1)S(he)) = e(h),
e(S(e(h)he)) = e(h),
e(S(h)) = e(h),
como desejado. O]

Observagao. Os elementos do conjunto G(H) de grouplikes de uma algebra de Hopf H

possuem interessantes propriedades, destacadas a seguir, onde g, h € G(H):
i) gh € G(H);
it) S(g) é também grouplike;
i11) g inversivel e o inverso de g é g=1 = S(g).

Demonstragao. i) Dados g, h € G(H), sabemos que A(g) = g® g e A(h) = h ® h. Disso

e por A ser homomorfismo de algebra,
A(gh) = (gh)1 ® (gh)2 = g1h1 @ g2he = gh ® gh.

Assim, gh € G(H), como queriamos demonstrar.

i1) Dados g € G(H) e S antimorfismo de codlgebra,

A(S(9)) = S(g2) @ S(g1) = S(9) ® S(g).
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Portanto, S(g) € G(H).
i1i) Repare que
S(9)g=(S*I)(g) =uoe(g) =u(ly) =1y,

isto é, S(g)g = 1g, o que implica que S(g) = g~ '. ]

Foram apresentados anteriormente exemplos de dlgebra de Hopf a partir da verificacao da
existéncia da antipoda de uma bidlgebra. Contudo, sua existéncia nao é garantida para

toda bialgebra, como ¢é exposto no exemplo abaixo.

Exemplo 17. O conjunto k[z]| com as operagoes tais como definidas anteriormente nao

¢ dlgebra de Hopf.

Demonstragao. Foi provado que (k[x],m,u, A, ) é bidlgebra. Para que nao seja também
algebra de Hopf, k[x] ndo deve possuir antipoda S. De fato, se existir S : k[z] — k[z], por

x™ ser grouplike, visto que A(z") = 2" ® z", teriamos
S(a")a" = (S« I)(z") = (uoe)(z") = u(liy) = L,

isto é, S(x")z" = 1y, logo, ™ possui inverso, um absurdo. Portanto, nao existe antipoda
S para k[z]. Conclui-se entao que k[x], com A e ¢ tais como definidas, nao ¢ algebra de
Hopf. O]

Apesar de ter sido mostrado que k[z] juntamente com as operagoes ja definidas de algebra e
coalgebra nao é uma algebra de Hopf, é possivel construir uma nova estrutura de codlgebra,
mantendo sua estrutura de dlgebra. Paraisso, define-se A(z") = z®@1+1®z e e(2™) = 6,0
Nessas condigbes, S(z) = —x é tal que a sextupla (k[z],m,u, A, e, S) é uma algebra de
Hopf.



CONSIDERACOES FINAIS

Algebras e coalgebras sao estruturas algébricas construidas nao sé a partir de
um conjunto dado, mas também de suas operagoes. Os diagramas de cada uma dessas
estruturas ajudam na compreensao de quais sao as propriedades e equivaléncias que cada
funcao deve safisfazer.

A abordagem dos exemplos de algebra e codlgebra foi importante no desenvol-
vimento do trabalho, sendo estes retomados mais tarde como exemplos ou contraexem-
plos de bidlgebra e algebra de Hopf. Verificou-se ainda que homomorfismos de algebra e
coalgebra sao necessarios na defini¢ao e verificagao de bidlgebras e que a Notagao Sigma
simplifica a reescrita dos indices dos elementos do tensor, tornando-se muito ttil em al-
gumas demonstragoes realizadas ao longo do trabalho.

Optou-se pela construcao do produto convolugao no lugar de sua simples de-
finicao pelo fato de ser importante compreender que novas fungoes e estruturas algébricas
sao elaboradas e desenvolvidas a partir do que ja se sabe. Nessa perspectiva, a matematica
mostra-se menos “inventada” e mais construida. A partir do produto convolucao tem-se,
entao, a antipoda, funcao necessaria para que uma bialgebra possa ser considerada dlgebra
de Hopf. Tal funcao possui importantes propriedades, salientadas na Proposicao 6 deste
trabalho.

A selecao dos contraexemplos apresentados encorporaram esse trabalho. O
primeiro mostra que M, (k) nao possui estrutura de codlgebra compativel com qualquer
estrutura de algebra, logo, nao é bialgebra. Para tal demonstragao foram necessarios re-
sultados de anéis e corpos, trazidos no primeiro capitulo desse trabalho. Conclui-se que
as estruturas de algebra e coalgebra de um conjunto precisam satisfazer certa compatibi-
lidade entre si para que esta seja também uma bidlgebra, nao sendo suficientes de forma
isolada. O segundo contraexemplo expde que a forma como sao construidas as operagoes
para um conjunto sao essenciais para que se haja ou nao uma determinada estrutura
algébrica. Assim, existem diferentes construcoes para Ay, que torna k[z], juntamente a
outras operacoes, uma bidlgebra, mas, das duas abordadas, apenas uma torna-o de fato
algebra de Hopf.

As estruturas algébricas aqui abordadas referem-se a um conjunto juntamente
a algumas operagoes, nao podendo-se considerar, por exemplo, k[z] uma dlgebra, sem que

se deixe claro quais sao as operacoes a ela correspondentes.
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