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Resumo

Excluidos problemas simples de conducdo de calor nos quais a temperatura depende apenas
do tempo ou apenas de uma coordenada de posicao, os demais levam a equagdes diferenciais parciais,
as quais tem solu¢des em termos de séries obtidas de varios métodos como a separagdo de variaveis,
a superposicdo, a fun¢do de Green, a técnica da transformada integral, a transformada de Laplace e o
teorema de Duhamel. Estas solucoes dependem de autovalores que sdo obtidos das raizes de
equacdes transcendentais que na maioria dos casos nao podem ser expressas em forma fechada, mas
podem ser obtidas de tabelas, expressdes aproximadas, e expressoes iterativas. O objetivo desse
estudo é encontrar novas expressoes para estas raizes, que sejam mais simples ou que tenham mais
exatiddo do que as ja existentes. As trés equacgdes transcendentais que sdo consideradas aqui sdo as
mais frequentemente utilizadas entre as que ndo tem solucdo fechada, e surgem quando as condi¢Ges
de contorno sdo convectivas. Uma nova familia de fungdes iterativas é obtida, a qual inclui varias
fungdes classicas e, em particular, toda a familia de métodos de Householder. Um novo método obtido
é 0 que tem convergéncia mais rapida para as presentes equagodes. Apesar das tabelas de raizes
apresentarem valores com varios digitos significativos, problemas reais dificilmente levam a um valor
da variavel independente que pode ser diretamente encontrado, tornando-se necessario o uso de
interpolacdo. Entdo, a exatiddo de raizes obtidas por estas tabelas é limitada pela exatidao da
interpolacao, a qual pode ser comparada com a das expressdes aproximadas. As expressoes existentes
sdo analisadas utilizando propriedades das raizes. Uma expressao aproximada desenvolvida para a
primeira raiz das trés equacgdes é baseada no método do ponto fixo, outra é obtida da aplicacdo do
conceito de MiniMax para se reajustar expressoes de outros autores, e uma final tem forma algébrica.
O conceito de MiniMax ndo é obtido através de algum método que possa ser considerado elementar,
e dois novos métodos sdo desenvolvidos para aplicd-lo. Modernos sistemas algébricos
computacionais sdo utilizados para gerar novas expressoes aproximadas para a primeira raiz, mas
encontrou-se que elas podem ser melhoradas através de métodos analiticos. Expansao em fragoes
continuas e novamente a aproximacdo de Padé sdo utilizadas para se obter expressdes de grande
exatiddo. Expressdes que levam a bons resultados para a primeira raiz sdo generalizadas para que
elas sirvam para as demais raizes. Finalmente, uma comparacdo é feita considerando todas

expressoes aproximadas, indicando quais sao consideradas as melhores.

Palavras Chave: aproximacao de Chebyshev, aproximacao de Padé, raizes, autovalores, séries.
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Abstract

Apart from simple problems of heat conduction in which the temperature depends only on
the time or just on a position coordinate, the others lead to partial differential equations, which have
solutions in terms of series obtained from various methods such as separation variables,
superposition, the Green's function, the technique of integral transform, the Laplace transform and
Duhamel's theorem. These solutions depend on eigenvalues, which are obtained from the roots of
transcendental equations that in most cases cannot be expressed in closed form, but they can be
obtained from tables, approximate expressions and iterative expressions. The objective of this study
is to find new expressions for these roots, which are simpler or have more accuracy than the existing
ones. The three transcendental equations that are considered here are the most frequently used
among those that have not closed solution, and appear when the boundary conditions are convective.
A new family of iterative functions is proposed, which includes several classical functions and, in
particular, the entire family of Householder methods. A new method is obtained which has faster
convergence to the present equations. Although the tables of roots present values with various
significant digits, real problems hardly lead to a value of the independent variable that can be directly
found, making it necessary to use interpolation. Then, the accuracy of the roots obtained from these
tables is limited by the accuracy of the interpolation, which can be compared with the approximate
expressions. Existing expressions are analyzed using the root properties. An approximate expression
developed for the first root of the three equations is based on the fixed point method, another is
obtained from the application of the concept of MiniMax to readjust expressions of others authors,
and the last one has an algebraic form. The MiniMax concept is not obtained through any method that
can be considered elementary, and two new methods are developed to apply it. Modern computer
algebra systems are used to generate new approximate expressions for the first root, but it is found
that they can be improved by analytical methods. Expansion in continuous fractions is adopted and
the Padé approximation to obtain expressions of greater accuracy. Expressions leading to good
results for the first root are generalized so that they serve for the other roots. Finally, a comparison

is made considering all approximate expressions, indicating what are considered the best.

Keywords: Chebyshev approach, Padé approach, roots, eigenvalues, series
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1. INTRODUCAO

Em conducao de calor, a temperatura no meio estacionario (que pode ser um sé6lido ou um
fluido) pode variar com o tempo e com a posicao. Serdo apresentadas brevemente, na primeira se¢do
deste capitulo, as duas situacdes mais simples nas quais a temperatura é funcdo de apenas uma
variavel independente, para entdo se discutir as demais situacdes e o problema que surge quando

ocorrem condi¢cGes de contorno convectivas.
1.1. Os Dois Casos Simples de Conducgao de Calor

Ha aplicacbes de engenharia nas quais a variacdo espacial da temperatura no interior do meio
pode ser negligenciada, e a temperatura é considerada como funcdo apenas do tempo. Essa
abordagem proporciona uma grande simplificacdo e é conhecida como método da capacitdncia global.

Considere-se um meio estacionario com volume V, feito de um material com densidade p e
calor especifico ¢, que no instante t; estd a uma temperatura T;, e comeca a transferir calor para um
ambiente com temperatura T,, com um coeficiente de conveccdo h, e por radiacdo para uma
vizinhanc¢a com temperatura T,;, e emissividade superficial €, além de receber um fluxo de calor ¢"' e
possuir geragdo de energia interna por unidade de volume q"’. Denotando por A;. a area da
superficie que transfere calor por convec¢do, por Ag, a area da superficie que transfere calor por
radiagdo, e por A, a area da superficie sobre a qual é aplicada fluxo de calor, um balang¢o da energia

térmica deste meio leva diretamente a:

q"Asq — hAg (T — To) — €0As (T* = Tpi,) + q"'V = chZ—:
que é uma equacdo diferencial ordinaria separavel e, entdo, pode ser resolvida com uma simples
integracao:
() dT t—t;
fn Q" Agq — hAy (T —To) — €04y (T* = TE )+ q""'V  pVc

Esta integral nao necessita de solucdo numérica em varios casos particulares, inclusive no caso de
haver transferéncia de calor do meio apenas por radiacdo, e até mesmo no caso geral, se for utilizada
a linearizacao:

T4 - Tjiz = (Tiz + Tvziz) (Ti + Tviz) (T - Tviz)



No caso de ndo haver transferéncia de calor do meio por radiagdo, e ¢ = q'"" = 0, a solugdo é
direta e sempre apresentada em textos de transferéncia de calor:

hA
T(t) - TOO _ e— pVS'CC(t—ti) — e—Bi~FO

T — To
onde
hL,
Bi = —
Tk
é chamado de nimero de Biot,
k At aAt
Fo=—-5=—
pcl2 L2
¢ um tempo adimensional chamado de nimero de Fourier, e
L= %4
c AS

é chamado de comprimento caracteristico.

Solugdes exatas para a conducdo de calor através de sdlidos na forma de parede, cilindro ou
esfera, sujeitos a resfriamento convectivo mostram que para Bi < 0,1, a variacdo de temperatura
dentro do sélido é menor do que 5% (HAHN; OZISIK, 2012).

Ha também aplicacdes de engenharia nas quais a conducdo de calor no meio estacionario
ocorre em condi¢cdes aproximadamente unidimensionais e em regime estaciondrio, ou seja, a
temperatura depende apenas de uma coordenada espacial.

Considere-se um meio estacionario onde a conducéo de calor g{ em seu interior ocorre numa
dire¢do com coordenada s, a0 mesmo tempo em que ocorre transferéncia de calor entre esse meio e
seu ambiente e sua vizinhanca, além do meio receber um fluxo de calor e possuir geracido de energia
interna. Através de duas se¢des transversais perpendiculares a direcdo da conducdo de calor e
passando pelos pontos s e s + ds, obtém-se um elemento sobre o qual um balango de energia térmica

leva a:

144 nr n 144 dq”
(¢" — h(T —Ty,) — oe(T* = Tyi,) )(dAsup) + q"" Aprds + qff — <qs + dss ) =0
onde Ay, é a area da segdo transversal e Ay, € a area da superficie. Utilizando a lei de Fourier:

" aT
qs = —kAy E

obtém-se

dAgsyp
ds

dZT d dT " 4 4 ”nr
kAtrW + %(kAtr)g +(qf —h(T —T) —0e(T* - Ty,)) +q" A, =0



que é uma equacdo diferencial ordinaria que ndo necessita de solu¢do numérica em varios casos
particulares.
No caso de ndo haver transferéncia de calor através da superficie de uma camada plana,

cilindrica ou esférica de um meio, esta equacao se simplifica para:

dZT d
kAy—— dsz (kAtr) + q" Ay =0

No caso de parede plana, A;, é constante, e s = x, entdo:

d dT
L (7Y 4 g =

dx\ dx
no caso de parede cilindrica, A;, = 2nrL e s = r, entao:
1d (k dT) +q"
rdr dr

e, no caso de parede esférica, A, = 4nr? e s = r, entdo:

1d ,dar

r2dr (k dr) Tq" =0
as quais podem ser resolvidas facilmente e levam a constantes arbitrarias que podem ser
determinadas através das condi¢cdes de contorno. A partir destas solugcdes se definem resisténcias

térmicas e se desenvolve boa parte da conducdo de calor elementar. As superficies estendidas

também sdo casos particulares desta equacao diferencial:
2

kA dT+d(kA )dT h(T =T 2=
rds2 T dst Tt ds -

que tem solugdes que dependem muito da variagdo de A, e Ag,y, com s.

Enfim, nesses dois casos mais simples de condugido de calor, onde a temperatura varia apenas
com o tempo, T = T(t), ou varia apenas com uma coordenada espacial, T = T(s), as equagdes
diferenciais resultantes sdo ordinarias. Para os demais casos, T =T(x,y), T=T(,0), T =

T(x,y,z,t), etc., e a equagdes diferenciais sdo parciais, sendo obtidas como demonstrado a seguir.
1.2. Os Casos com Apenas Uma Nao Homogeneidade

Um balanco de energia térmica num elemento infinitesimal interno ao meio leva a:
f pc—dV fq” ~dA + f q""dv
A 4
onde se aplica o teorema da divergéncia

fq”-dA=f|7-q”dV
A v



obtendo-se

f( T vq+ ”’)dV—O
MG q'+q =

ou

aT n nr
pca—V-q +q" =0

Entdo, utilizando-se a Lei de Fourier:

q' =—-kVT
obtém-se a equacdo do calor:
V-(kVT)+q" = pca—T
Jt
onde, em coordenadas retangulares:
LN ji k2
dx 0y 0z
20 e 2 (Y 2 (Y s g
dx\ 0dx/ 0y y/ 0z\ 0z at
em coordenadas cilindricas:
V= éri+é¢li i
ar rdo d0z
L R U A RN A P
ror or) r?a¢p\ 0d¢) 0dz\ 0z ot
e em coordenadas esféricas:
V= éri regil L0

Jar r%+e¢rsin9%_)

10 oT 1 d aT 1 d . ar oT
— (kr2 >+— (k )+ —(ksmG—)+q”’=ch

r2 or ar) " rZsin20d¢p\ d¢)  rZsinfab a0
No caso mais comum de condutividade térmica constante, a equac¢do do calor simplifica-se para:
qlll 1 aT
VT +—=——
k aodt

e as formas acima, para cada sistema de coordenadas, sdo analogamente simplificadas.

Considere-se o problema de valor de contorno que corresponde a condugido de calor em
regime permanente através de um meio com forma de paralelepipedo, com duas superficies paralelas
de dimensdes bem menores do que as quatro outras, ou isoladas, de maneira que o calor transferido
por elas possa ser negligenciado. Destas quatro outras faces, supde-se que duas delas (ndo paralelas)

tenham temperaturas mantidas a 0° C, enquanto que uma das outras duas tenha sua temperatura



mantida a valores conhecidos e fixos, e a ultima esteja transferindo calor por convec¢do para um
ambiente a 0° C (Figura 1.1).

Entdo, posicionando adequadamente o sistema de coordenadas, a equagdo do calor e as
condi¢des de contorno resultam em:
(0°T 92T
gz
dx? 0y
T(0,y) =0, o<y<Ww, T=0

0, O0<x<LO<y<W

10T
a(L,y)+HT(L,y)=O, O<y<Ww

T(x,0) =0, 0<x<L
T, W) = f(x), 0<x<L

onde H é arazdo entre o coeficiente de convecg¢do e a condutividade térmica do meio.

A
Y T =f(x)
W
T=0 T(x,y) a—T+HT= 0
dx
0 T=0 L x

Figura 1.1 Vista de paralelepipedo com a face frontal correspondente a uma das superficies com dimensées pequenas ou

isoladas, e com face esquerda com temperatura nula

Através do método de separacao de variaveis obtém-se que a solucdo desse problema é:

T(x,y) = zn (m (f_Lf(x) sen{,x dx) sen {,x senh (ny>

onde os autovalores {,, sdo as raizes de:
{ncos{,L+Hsen{,L =0 (1.1)

que nao possui solucdo que possa ser expressa em forma fechada.

5



Se uma das paredes que estd com temperatura fixada em 0° C, estivesse, em vez disso, isolada

(Figura 1.2), o problema passaria a ser:

(62T+62T_0 0<x<LO<y<W
ax2  ayz rsLusy
aT

—(0,y) =0, Oo<y<W

<ax(y) y

oT

a(L,y)+HT(L,y) =0, O<y<Ww

T(x,0) =0, 0<x<L
T(x,W) = f(x), 0<x<L

onde os autovalores {,, sdo as raizes de:
{nsen{,L—Hcos{,L=20 (1.2)

que também ndo possui solucdo que possa ser expressa em forma fechada.

A
Y T=f)
W
0_T=0 T(x,y) a—T+HT=0
dy Ox
0 T=0 L x

Figura 1.2 Vista de paralelepipedo com a face frontal correspondente a uma das superficies com dimensées pequenas ou

isoladas, e com face esquerda isolada

A aplicagdo desse método estd detalhada no Apéndice A para este exemplo, mas nao esta
detalhada para os trés proximos exemplos, por serem muito andlogos a este. Apenas observe-se que
alguns textos elementares de transferéncia de calor associam a Eq. (1.2) ao problema unidimensional

transitorio em coordenadas retangulares, e a Eq. (1.1) ao problema unidimensional transitério em



coordenadas cilindricas. Porém, estas duas equacdes podem aparecer em mais problemas, como esses
dois problemas bidimensionais permanentes mostrados.

Considere-se o problema de valor de contorno que corresponde a condugdo de calor em
regime transitorio através de um meio com forma de paralelepipedo, com quatro superficies paralelas
duas a duas, bem menores do que as outras duas, ou isoladas, de maneira que o calor transferido por
elas possa ser negligenciado. Supde-se que o meio tenha temperatura inicial conhecida e dependente
apenas da distdncia em relacdo as faces maiores, sendo que uma delas tem temperatura mantida a 0°
C, enquanto que a outra esteja transferindo calor por convec¢do para um ambiente também a 0° C
(Figura 1.3).

Entdo:

(0°T 10T
oz tga =0 0<x<LO0<t

T(0,t) =0, 0<t

oT

la(L,t)+HT(L,t)=0, o<t
T(x,0) = f(x), 0<x<L

N

oT
T=0 T(x,t) — 4+ HT =0
ox
0 L=x

N

Figura 1.3 Vista de paralelepipedo com a face frontal correspondente a uma das superficies com dimensées maiores ou ndo

isoladas

Através de separacdo de variaveis, obtém-se que a solucao desse problema é:

L
T(x,t) = Z (% <f f(x) sen? dx) sen {,, X exp (ﬁt)
n -L



onde os autovalores {,, sdo as raizes da Eq. (1.2). Caso a parede que estd com temperatura de 0° C
estivesse isolada, obter-se-ia, da mesma maneira, que os autovalores sao as raizes da Eq. (1.1).
Considere-se o problema de valor de contorno que corresponde a condugdo de calor em
regime permanente através de um meio com forma de cilindro, com a drea das bases bem menor do
que a area lateral, o qual esta transferindo calor por convec¢do para um ambiente a 0° C enquanto

que uma das bases tem temperatura prescrita com simetria circular (Figura 1.4).

oT
—+HT =0
b 0x

[

T(zt)

T=f()

Figura 1.4 Cilindro com bases bem menores do que a superficie lateral

Entao:

(1 0 ( aT) d°T
ror r or 0z2
T(0, z) = finita, 0<z

=0, 0<r<bh0<z

oT
g(b,z)+HT(b,Z)=0, 0<z

T(r,0) = f(r), 0<r<b
T(r,«) =0, 0<r<b

Através de separacdo de variaveis, obtém-se que a solucao desse problema é:
2 b
10,2 =Y. (s [ 70 G ar ) nar) expi-,)
n bz ]%((nr) 0 f 0 (n 0 (n p (TL

onde os autovalores {,, sdo as raizes de:
{nJo(nb) + H]o({nb) =0 (1.3)

que também ndo possui solucdo que possa ser expressa em forma fechada.
Considere-se o problema de valor de contorno que corresponde a condugdo de calor em

regime transitorio através de um meio com forma de esfera, com temperatura inicial conhecida e com



simetria esférica, e cuja superficie esteja transferindo calor por convecgdo para um ambiente a 0° C

(Figura 1.5).

oT
—+HT =0
ox

Figura 1.5 Esfera transferindo calor

Entao:

16(26T>+16T_ 0<r<bhO<t
r2or or o =T ’

T(0,t) = finita, o<t

oT

lg(b’t)-l_HT(b’t):O’ 0<t
T(r,0) = f(r), 0<r<b

Através de separacdo de variaveis, obtém-se que a solucao desse problema é:

b
T(r,t) = %Z (% <f rf(r)sen{,r dr) sen {,r exp (ﬁt)
n 0

e os autovalores {,, sdo dados por

{,cos{,b + (H - %) sen{,b =0 (1.4)

que também ndo possui solucdo que possa ser expressa em forma fechada.
Os quatro exemplos apresentados acima contém equagdes diferenciais e condicdoes de
contorno e iniciais homogéneas, com excecdo de uma dessas condi¢des para cada problema. Sera

mostrado agora que as mesmas equagdes dos autovalores surgem em problemas mais gerais.



1.3. Os Casos com Mais de Uma Ndao Homogeneidade

Considere-se o problema com equacgdo diferencial e condicoes de contorno e inicial todas ndo
homogéneas:
(02T 0°T q"'(x,y) 10T
2 a2t Tk aat

0<x<L;,0<y<L,0<t
aT

_kla_(o,y, t) + th(O,y, t) = fl(y)' 0< y < Lz,o <t
oT

Y2 a (L1, y,0) + hoT(Ly,y, 0) = (), 0<y<L;0<t

_k3@(x, O,t) + h3T(x, O,t) =f3(x), 0<x< Ll,O <t

aT
k4@(x,L2,t)+h4T(x,L2,t) =f4(x), O<x<L1,0<t

T(x,y,0) = fs(x,y), 0<x<L;,0<y<lL,

Observe-se que essas condi¢des de contorno generalizam os trés tipos possiveis, porque se
for feito k; = 0 e h; = h, tem-se uma condicdo do primeiro tipo, se for feito k; = k e h; = 0, tem-se
uma condicdo do segundo tipo, e se for feito k; = k e h; = h, tem-se uma condicdo do terceiro tipo. A
solucdo desse problema através de superposicdo estd mostrada no Apéndice B.

O caso 3D é uma extensdo muito direta e que ocuparia muito espago para ser mostrado. Os
casos analogos em coordenadas cilindricas e esféricas podem ser tratados do mesmo modo e também

nao serdo mostrados.

Um problema ainda mais geral, onde as condi¢cdes de contorno e geracao de energia dependem

dotemp():
éT ET illl(xy’Zt) 19 0<x<Li,0<y<L,0<z<L,,0<t
+ 3 2 K ot ) X 1 y 2 3

—k1g 0,y,z,t) + 4T(0,y,2,t) = f1(y, 2, t), 0<y<L,0<z<L;0<t
kz—(Ll,y,z, t) + hy,T(Ly,y,z,t) = f,(y,2,t), 0<y<lL,0<z<IL;0<t
<—k33 (x,0,z,t) + h3T(x,0,z,t) = f3(x, z,t), 0<x<L;,0<z<L30<t
k4—(x,L2,Z, t) + hyT(x, Ly, 2, t) = fo(x, 2, ), 0<x<L;,0<z<L30<t
—ksz (x,9,0,t) + hsT(x,y,0,t) = fs(x,y,t), 0<x<L;,0<y<L,0<t

oT
kéa—(x,y,L3,t) + heT(x,y,L3, t) = fo(x,y,1), 0<x<L;,0<y<L,0<t
Z
\T'(x,y,2,0) = f,(x,y,2), 0<x<L;,0<y<L,0<z<Ls
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esta resolvido através de funcdes de Green no Apéndice C, método este reconhecido como o mais geral
existente para resolver problemas de condugao de calor.

Observe-se que esses métodos mais avancados de solucdo, que permitem se abordar
problemas mais elaborados, levam as mesmas equacgdes de autovalores do que o método da separagio
de variaveis. Isso também ocorre com outros métodos, como a técnica da transformada integral, a

transformada de Laplace, e o teorema de Duhamel.
1.4. Autovalores Sem Expressao em Forma Fechada

Hahn e Ozisik (2012) apresentam as equagdes dos autovalores de problemas com varias
condig¢des de contorno e sistemas de coordenadas. As solucées em forma fechada sao simplesmente

as raizes de fun¢des conhecidas:
s
sin(,L=0->{, = nz,n =1,2,..

I\m
cos(yL=0- ¢, = (n——)—,n= 1,2, ..

2/ L
{ (b) = 0 2,4048 5,5201 8,6537
IO (Tl (n b ’ b ) b )
3,8317 7,0156 10,1735
]1((nb) =0- (n = b ’ b ’ b y e

\
e as que ndo tem solu¢do em forma fechada sao:

{psen{,L—Hcos{,L =0
{nJo(lnb) + H]o({nb) =0
{ncos¢,L+ Hsen{,L =0

1
{pcos{yb + (H - E) sen{,b =0

]\Iz((nb) =0
{Bnv(Gub) + H], (b)) = 0
tan{,L = —("Z(Hl + Hy)
Zn - HIHZ

]v((na) Yv((nb) - ]v((nb) Yv((na) =0
]\C((nb) Yv((na) - ]v((na) Y\:((nb) =0
Yy ($na) — v ({na) Yy, ({nb) = 0

\Jy($na) Yy ($nb) — 1y ($nb) Yy (Gra) = 0

As Egs. (1.1) a (1.4) foram exemplificadas através de problemas fisicos, e sdo as quatro

primeiras desta lista. Elas sdo as mais utilizadas, sdo o foco deste trabalho e podem ser reescritas

como:

11



(({nl) tan((yL) = Bi

l J1(Gb)
((nb)m—Bl

(¢nlL) cot({,L) = —Bi
(Cnb) cot(¢yb) = 1 — Bi

onde Bi = HL = hL/k ouBi = Hb = hb/k.

Estas equacdes também ocorrem em outras areas da fisica e da engenharia (CRANK, 1975),
como, por exemplo, no problema de vibracao longitudinal em barras uniformes com um extremo fixo
e outro com massa fixa. Entao, em vez de se utilizar Bi, se utilizara o simbolo ¢ que pode representar
uma constante adimensional de qualquer area de conhecimento. Além disso, as Gltimas duas equagdes
sdo equivalentes, e apenas uma delas precisa ser estudada. Assim, sdo escolhidas para este trabalho

as seguintes formas para estas equagoes:

Pntanp, =c (1.5)
]1(1871) _

PryoBo =€ (1.6)

BpcotB,=1—-c (1.7)

onde f3,, sdo as raizes a partir das quais se obtém os autovalores: {,, = 5,/L ou {,, = S, /b.

1.5. Objetivos e Contribuicdes

0 objetivo desta tese é o de se encontrar expressdes aproximadas e expressdes iterativas para
as raizes [, das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), as quais surgem sempre que uma das condi¢des de contorno
envolve conveccdo (a menos que a Unica condi¢do ndo homogénea seja justamente ela), ou seja, na
maioria dos problemas de conducio de calor com mais de uma variavel independente e com condi¢do
de contorno convectiva, o que evidencia sua importancia.

As contribuicdes deste trabalho serao:

e Desenvolvimento de uma nova familia de fungdes iterativas para a busca de raizes;

e Demonstracdo de que uma dessas funcdes iterativas é a que tem convergéncia mais
rapida para a busca das raizes das trés equacdes transcendentes que sio abordadas
neste trabalho;

e Andlise de erros das tabelas de raizes que estao disponiveis nos textos e manuais de

transferéncia de calor;

12



e Desenvolvimento de expressdes aproximadas tanto para a primeira como para as
demais raizes das trés equagdes abordadas, com erros menores do que os das tabelas

de raizes.
1.6. Observacdes Finais

Em alguns problemas adimensionalizados, as raizes sdo os prdoprios autovalores, ou seja, elas
ndo precisam ser divididas por um comprimento ou por um raio para levarem aos autovalores. Por
exemplo, uma parede com temperatura inicial uniforme, uma face isolada, e outra com conveccao, é
modelada por:
0°T 10T
ax2  adt
T(.')C, 0) = Ti
{aT
ax

x=0

oT
—k—

k5 =h(T(L,t) — Ts)

x=L

Utilizando as variaveis adimensionalizadas:
6 T-T,

0, T,—T, "

L

a

L

* *

o =X F
=1 0

a solucao é apresentada em livros elementares de transferéncia de calor:

o 4sen(, 2%
6* = 2 — " e~ X cosl,x*
n=12{, + sen2{, n

onde os autovalores {, sdo as proprias raizes f5,, da Eq. (1.5), ou seja, neste caso {,, = .

A Eq. (1.6) pode parecer muito diferente das outras duas, porém, isto ocorre apenas porque,

apesar de
cos' B, L sen 3, L
Pul _ _senpy — —tang,L
cos B, L cos 3, L
e
sen’ B,L  cosfB,L
Bl _ cospy _ cotB,L

senf,L  senf,L
ndo existe uma definicdo andloga para as razdes das fung¢des de Bessel:

JoBab) __ 11(Bab)
10Bab) ~  Jo(Bab)
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Essa restrigdo ndo implica apenas que a forma da correspondente equacao ndo seja compacta. Havera
limitacdes de alguns métodos que precisam inverter as fungdes tangente e cotangente e que ndo
poderdo fazer o mesmo com a razao entre as fungdes de Bessel.

Ao longo deste trabalho, chamaremos de “erro absoluto” o valor aproximado menos o valor
exato, que pode, entdo, ser negativo. [sto justifica por que, em alguns momentos, faremos referéncia
ao “moédulo do erro absoluto”. Por outro lado, chamaremos de “erro relativo” o erro absoluto dividido
pelo valor exato e, entdo, poderemos nos referir também ao “maédulo do erro relativo”. O erro relativo
sera expresso, algumas vezes, em percentuais, quando, entdo, poderemos nos referir simplesmente a
“erros”.

Um fato de grande importancia para o presente trabalho é o de que a exatiddo da primeira
raiz é a mais relevante. Pode-se calcular que para Fo > 0,2, mantendo-se o primeiro termo e
negligenciando-se todos os demais termos nas séries, resulta em erro relativo com moédulo menor do
que 2%. Isto ocorre devido a convergéncia das séries que implica em rapida diminuig¢do dos valores
de um termo para outro. Também é importante observar que o aumento da exatidao de calculo da

primeira raiz é interessante para o caso em que as demais raizes também estdo sendo calculadas.

14



2. REVISAO DA LITERATURA

Expressdes para as raizes das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), cuja obtencdo é o objetivo deste
trabalho, ja foram desenvolvidas também por outros autores. Serdo analisados estes trabalhos na
ordem cronolégica, dividindo as expressdes por trés secdes, uma para as expressoes iterativas, uma
outra para as expressodes aproximadas fechadas da primeira raiz e uma final para as expressoes
aproximadas fechadas das demais raizes.

Porém, antes de iniciar esta revisdo, salienta-se que além das expressoes iterativas e das
expressOes aproximadas, existem também expressdes explicitas para estas raizes. Leathers e
McCormick (1996) realizaram um levantamento das que sdo utilizadas na area de transferéncia de
calor, e uma delas corresponde a Eq. (1.5), a qual foi obtida por Burniston e Siewert (1973) através

da substituicdo f,, = iwz:

) ((%)1/2 exp <—%f01 (arg AF W) + g) %),n =1

1

n _{
T 1 dv
—(4n?% —8n + 3)%exp ——f arg Qf(v)—),n=2,3,..
tZ T J, Vv

onde

At () = ( 11 1—V) Tiv
olV) = VY 2w rl1+v
(n — 1)?m?v?

w2

2w
V2O = (450)° +
Simplificamos a expressao da primeira raiz:

8 T fl 1 . /2 . dv
L= /—c exp arctan -1 |=
2 /2 1. 1—-v 2v

° ve Zln(l +v)

e confirmamos seus resultados através de integracdo numérica pelo método elementar dos trapézios.

A singularidade no limite inferior que faz essa integral ser imprdépria nao causou dificuldade para sua
convergéncia.

Luck e Stevens (2002) estenderam significativamente essa ideia apresentando um método
baseado no teorema integral de Cauchy para se obter expressodes explicitas para as raizes de qualquer
equacdo transcendental. Contudo, expressdes explicitas nem sempre sao classificadas como fechadas
(STOVER; WEISSTEIN, 2014) e, estas acima, acabam por transferir o problema de se calcular raizes

numericamente para o problema de se calcular integrais numericamente.
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2.1. Expressdes lterativas para as Raizes das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7)

Beck et al. (1992) indicaram a utilizacdo do método de Newton-Raphson para a busca de

raizes (o qual possui ordem de convergéncia 2):

k
1]-f+1 — ﬂn,’f _ f(ﬂn)
f'(Bx)
onde, no caso da Eq. (1.5), utilizou-se a funcao:

f(Bn) =Bptanf, —c

Obtendo-se:
k+1 _ pk pn tan i —c
n - ﬂn - K K 2 pk (21)
tan S + By sec? B
Para as raizes da Eq. (1.7), devido a
Brneotfp=1—c- B =(1—-c)tanf,
eles utilizaram a fungao:
f(Br) = (1 —c)tanf, — By
obtendo
_ k _ pk
k+1 _ ﬂk _ (1 C) tan ﬁn ﬁn
no T hFn 1-c 1 (2.2)
cos? Bk
onde, ao contrario da Eq. (2.1), ndo foi utilizado que @ = sec? gk,

Também foram apresentadas neste trabalho expressdes iterativas para a busca de raizes de
outras equagdes, porém, nao se incluiu a Eq. (1.6).

Stevens e Luck (1999) obtiveram fungdes iterativas de simplicidade e velocidade de
convergéncia muito altas (a ordem de convergéncia nao foi apresentada). Para a da Eq. (1.5), busca-
se o valor de B+ tal que:

BEtltan it —c =0
que foi reescrita como:
(Br*t = B + Br) tan(Br** — B + By) —c =0

A expressao de tangente da soma de dois arcos leva a:

(i — i)+ pt) BB 0B
1 —tan(BE** — BF) tan B

Para |BK*! — BJ| « 1 tem-se tan(pX+? — BX) = (BK+! — BF), entdo:

(B3+ = B8)" + (e + Dtan B + 1) (85 = ) = (c — i an ) = 0
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Assim:

- VBZ £ 4C
k1 = gk 4 B+VB®+4C (2.3)
n n 2
onde
B = (c + 1) tan Bk + pk (2.4)
C =c— BFtanpk (2.5)
Através da desconsideracdo do termo (ﬁ,’f“l - ,’f)z da equacdo quadratica, foi obtida uma

funcdo iterativa com menor velocidade de convergéncia, porém mais simples:

C
= gl (26)

Por procedimento analogo, a Eq. (1.6) também leva as Egs. (2.3) e (2.6) com:

B = BF — ccot Bk (2.7)

C=c—1+pktanpk (2.8)

Nao existe uma expressao para fungdes de Bessel da soma, e pudemos obter os coeficientes
apresentados neste trabalho, correspondentes as raizes da Eq. (1.7), através de expansao em Taylor
de primeira ordem:

_ 2(e=DL(B)

~Jo(B) —12(84)

o _ 2(e1o(B) = B ()
Jo(B1) = 12(Bx)

Estas expressdes para os coeficientes B e C sdo mais complicadas devido a nio existir uma

+ gk (2.9)

(2.10)

definicdo equivalente a da tangente, para a razdo entre as fun¢des de Bessel, conforme ja exposto
anteriormente.

Apesar de nao ser mencionado no trabalho, observamos que a convergéncia nao é atingida
para valores altos de ¢ com a utilizacdo da Eq. (2.3), mas apenas com a Eq. (2.6), nem mesmo
utilizando estimativas inicias mais exatas do que as que foram utilizadas por eles.

Haji-Sheikh e Beck (2000) indicaram para o calculo das raizes das Egs. (1.5) e (1.7), um

método de busca de raizes identificado como “Newton-Raphson de alta-ordem”:

k+1 _ gk 4o <1 + (A2/A1)(Ao/A1) )

o A 1—2(A2/A1)(Ag/A1)

(2.11)
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onde 4,, = f(™ (ﬁ,’l‘)/m!. Verificou-se que esta fungao iterativa é a mesma do método de Super-Halley

que sera discutido posteriormente.
2.2. Propriedades das Raizes das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7)

Para se analisar as expressdes aproximadas ja publicadas, serdo apresentadas algumas
propriedades das raizes das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7).

Estas raizes podem ser visualizadas pelas interseccoes dos graficos da Figura 2.1, Figura 2.2 e
Figura 2.3, respectivamente, onde pode-se imaginar as linhas continuas fixas, e as linhas pontilhadas
se deslocando para cima ou para baixo conforme ¢ aumenta ou diminui, respectivamente.

Devido a ¢ = 0, nos graficos correspondentes as Egs. (1.5) e (1.6), a linha pontilhada esta
sempre no primeiro quadrante, enquanto que no grafico correspondente a Eq. (1.7), ela pode passar
por qualquer ponto do quarto quadrante, mas ndo pode ultrapassar, no primeiro quadrante, a altura
correspondente a ¢ = 1 pois, caso isso ocorra, ela ndo interceptara a linha continua, e ndo havera raiz
real.

Através da variacdo de c, pode-se acompanhar o posicionamento das intersec¢des que
representam as infinitas raizes, e entender os graficos que estdo na Figura 2.4, Figura 2.5 e Figura 2.6,
para as raizes das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), respectivamente, os quais sdo mais faceis de se manter em
mente enquanto se acompanha o desenvolvimento deste trabalho.

Observe-se o comportamento analogo das raizes das trés equagdes: suas curvas sdo
crescentes e assintdticas, e a diferenca que pode ser notada estd nos valores das assintotas
horizontais, que podem ser obtidas através dos dois valores extremos de c. Substituindo ¢ = 0 nas
Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), obtém-se que os valores de f5,,(0), denotados por 3, o, sdo as n-ésimas raizes

ndo negativas de:

senf,o=0- B, = (n—1)m paraaEq. (1.5)

J1(Bno) = 0, paraa Eq. (1.6)
B0 cotfn o = 1, paraaEq. (1.7)

Fazendo ¢ — o nas Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), obtém-se que os valores de f3,,(e0), denotados por

P00, S30 as n-ésimas raizes positivas de:
1
c0SBpoo =0 = Bpo = (n - E) m, para a Eq. (1.5)

Jo (,Bn,oo) = 0, paraaEq. (1.6)
senf, o =0 — By = nm, paraakEq. (1.7)
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Figura 2.1 Abscissas correspondentes as quatro primeiras raizes da Eq. (1.5)

Figura 2.2 Abscissas correspondentes as quatro primeiras raizes da Eq. (1.6)

Figura 2.3 Abscissas correspondentes as quatro primeiras raizes da Eq. (1.7)
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Figura 2.6 Curvas correspondentes ds quatro primeiras raizes da Eq. (1.7)
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Esses valores limites estdo apresentados na Tabela 2.1, que foi construida de forma a mostrar
a analogia entre os valores limites das raizes das trés equacoes.
Ao longo deste trabalho, sera utilizado diversas vezes que:

B10 = 0, paraas Eq. (1.5), (1.6) e (1.7)

0,5, para a Eq. (1.5)
B100 = 12,4048255, para a Eq. (1.6)
m, para a Eq. (1.7)

Tabela 2.1 Valores limites para as raizes das Eqgs. (1.5), (1.6) e (1.7)

Eqg. (1.5) Eg. (1.6) Eq. (1.7)
ﬁn,O ﬁn,oo ﬁn,O Bn_oo ﬁn,O Bn_oo
(n—1Dm ni (n—1Dm ni n—1r  nx
0,5 - 0,7655 -
0,75 1,2197 0,8785 1,4303
0,8333 1,1166 0,9183 1,2295
0,875 1,0794 09383 1,1570
0,9 1,0603 09504 11,1193
0,9167 1,0486 0,9587 1,0963
09286 1,0407 0,9644 11,0807
0,9375 1,0350 0,9689 1,0695
0,9444 1,0307 0,9721 1,0610

S

O OO Ul WK =
O S S o Y S G G
U (U

Considere-se as séries de Taylor:

70 72 z%*  z¢

cosz=a—a+z—a+---

zt z3 z25 77

senz=ﬁ—§+a—ﬁ+m

1220 1221 1222 1.
lo(Z)=(‘(Ll!)2 _(?1!)2 +(A(1-2!)2 _(‘(1-3!)2 +o

1 AN\ 1A\ 1N 1,
1 =z <z =z =z
h(z) =37 (L(})!u) _(‘i!z!) +(‘;!3!) _(é!él!) o

3

3

Utilizando as séries com um termo das fun¢des seno e cosseno na Eq. (1.5), obtém-se:

2
c

c c~0 c=0\ ¢ cosf; c~o\c 1 >0\ ¢
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Entdo, para a Eq. (1.5):
f; = Vc quando c - 0%

Utilizando as séries de Taylor com um termo das fun¢des de Bessel na Eq. (1.5), obtém-se:

@ﬂﬁl):l%hm(@lwﬂ): NS AN
¢ Jo(B1) =0\ ¢ Jo(B1) >0\ ¢ 1 c>02¢

Entdo, para a Eq. (1.6):
B1 - V2c quando ¢ - 0*

Utilizando as séries de Taylor com dois termos das fun¢des seno e cosseno na Eqg. (1.7), obtém-

se:
1-8 cos 34
1— B, cot 1— B, cot e
Picothy _ 1 - lim Picothy _ lim senf; _
Cc c-0 Cc c—-0 C
7
1-5r
1-p1 2'3
g -5 2
=1i1‘% - 3!=1i1‘% 3 —=1
c— c—
c (1 - ’%)
Entdo, para a Eq. (1.7):
B; = V3c quando ¢ —» 0F
Portanto
B1(c) » v/mc quando ¢ - 07 (2.12)

onde m = 1,2 e 3 para as Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), respectivamente. Esta numeracdo de m sera
utilizada ao longo de todo o trabalho. Observe-se a conveniéncia de utilizacdo de (1 — c¢) em vez de
simplesmente ¢ na Eq. (1.7).

Também ¢é possivel se obter tendéncias das demais raizes £, (n = 2,3,...) quando c se

aproxima de zero. Através de derivacdo implicita das Eq. (1.5) em relacao a ¢, obtém-se:

dfn dfn 1

d Bt ) d dﬂ”t + 2 1
J— - > — _— - =
dc Bntan B dc ” Tde " Pn+ Bnsec® fn dc dc  tanf, + B, sec? B,

1 dp, 1
= - | —
tan ﬂn + .Bn(l + tanz ﬁn) dC c=0 .Bn,O

pois
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c=0-fpotanfro=0->tanf,o =0

Através de derivacdo implicita das Eq. (1.6) em relagdo a c, obtém-se:

(B Jl(ﬂ,a) ¢ @016 + A ) - g, ) Hoffe)

o)) " HS -
1y B0 1o B) + b (108 ~ L) Sngo ) + g kB Y2 4
n =1 2"
J6(Bn) dc
B 1 . dBn 1
ZBn))  dele=o Buo
A (14755)
pois
J1(Bro)
=0- 0, ==0- o) =0
B o)~ )
Através de deriva(;éo implicita das Eq. (1.7) em relacdo a ¢, obtém-se:
d _ dPn dBn _ 1 dBn 1
%(ﬂn COt.Bn) (1 —c) - d_COt.Bn B csc .Bn dc -1l dec B, csc2 B, — cot By
_ 1 dfn 1
~ Bn(1 4+ cot?2 B,) — cotB, ~ e =0 E,o
pois

c=0- .Bn,o COtﬂn,O =1- ﬂn,o cot? ﬂn,o - COt.Bn,O = (.Bn,o COtﬂn,O) COt.Bn,O - COt.Bn,O =0
Portanto, para todas as Egs. (1.5), (1.6) e (1.7):
% . ﬂn(c) - ﬂn,o — 1

= lim
dcle=g =0 ¢ Bno

paran = 2,3, ... (2.13)

E possivel ocorrer que uma expressao aproximada para as raizes f3,, satisfaga

df, _ 1
dC c=0 ﬂn,o
sem, no entanto, satisfazer
li ﬂn(c) _.Bn,o _ 1
im =
-0 c ﬂn,o
apesar de que, por definicdo de derivada:
d.Bn =i ﬂn (C) - ﬂn,o
dc le=g -0 c
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Esta diferenca, que foi surpreendente a primeira vista, pode ser explicada pelo fato de que a
expressdo aproximada pode nao ter o valor exato 3, ; quando ¢ — 0, quando, entdo, havera um g, o
implicito no calculo da derivada com valor incorreto.

Assim, dispde-se de algumas ferramentas que serdo uteis durante todo este trabalho: os
valores que estdo na Tabela 2.1 para os quais elas devem se aproximar quando c tende a zero ou
infinito, a tendéncia para a primeira raiz dada pela Eq. (2.12) e a tendéncia para as demais raizes dada
pela Eq. (2.13), sendo que, quando esta tltima for utilizada para uma expressao aproximada, deve-se

calcular o limite com o valor de 3, o correto e ndo simplesmente a derivada.
2.3. ExpressGes Aproximadas para a Primeira Raiz das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7)

Luikov (1968) apresentou uma expressao fechada aproximada para a primeira raiz 8, das
Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), baseada na aproximada linearidade do grafico bilogaritmico de Bfoo/ﬁlz (c) -
1 em funcao de c.

Denotando os coeficientes linear e angular da reta por log 4 e - k, ele obteve:

log (%— 1) =logA—klogc

A poténcia BZ(c) que aparece nessa expressio esta no texto, porém nio est4 presente no grafico da
Figura 6.31 desta referéncia, provavelmente devido a erro de tipografia. Yovanovich (1996)
reproduziu este erro, e todas demais referéncias subsequentes que mencionam este trabalho também
o reproduziram. Enfatiza-se esse fato apenas para que ndo surjam duvidas se houver alguma
comparacao do presente trabalho com os demais.

Simplificando essa equacgao e usando métodos de ajuste de curvas, ele obteve:

B0

\/Tik (2.14)
C

onde A = 2,24,2,45e 2,70, e k = 1,02, 1,04 e 1,07, para a primeira raiz das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7),

IR

B1

respectivamente.
As curvas com os valores de f; calculados por esta expressdo aproximada, como funcao da
variavel independente ¢, tem pequenas diferengas em relacdo as curvas com os valores exatos

(obtidos através de métodos iterativos) de f; como pode ser visto na Figura 2.7.
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""" Eq.(l.6) Lukov
— Eq.(1.5) Exata
""" Eg.{1.5) Luikov

1072 107" 10" 10! 107 1’

[

Figura 2.7 Valores aproximados obtidos pela Eq. (2.14) de Luikov (1968) e valores exatos da primeira raiz das Egs. (1.5), (1.6)
e(1.7)

Pode-se notar que esta expressao tende aos valores corretos quando ¢ tende a zero ou infinito:

llm[;]-—'oo = 0 == :81,0
>0 [1+ A/ck
lim Pro = P10

entdo o erro absoluto das raizes dadas por esta expressao tende a zero quando c tende a zero ou
infinito, e as curvas do grafico da Figura 2.8 tem o eixo horizontal como assintota para ambos lados
das trés curvas.

Porém, quando se trata de erro relativo:
aproximado exato
—B1

1
,3 fxato

os resultados ndo sdo necessariamente os mesmos, como pode-se observar na Figura 2.9. O fato de

que essa expressao tenda para o valor correto quando ¢ tende a infinito, implica que o erro relativo
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0.01

0

-0.01

Figura 2.8 Erro dos valores obtidos pela Eq. (2.14) de Luikov (1968) para a primeira raiz das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7)

também tenda a zero, pois, quando o limite de uma funcio que tende a zero é dividido por uma funcao

que ndo tende a zero, o quociente resultante tendera a zero:

1+%
limﬁl—’m—ﬁ oo limI—5 =

cvo [T+ A/ck 7 e B1.co

Entdo o eixo horizontal continua sendo assintota para o lado direito das curvas, quando o erro

calculado é o relativo.

0.04
0.02
(

|
o
_

el

-0.04
-0.06
-0.08
-0.10
SO

Fro relativo

5

c

Figura 2.9 Erro relativo dos valores obtidos pela Eq. (2.14) de Luikov (1968) para a primeira raiz das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7)
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Porém, essas curvas ndo tém mais o eixo horizontal como assintota para o lado esquerdo, € o
raciocinio anterior nao é aqui valido, devido ao valor correto ser nulo quando ¢ tende a zero, o que
levaria a uma divisdo de zero por zero e, consequentemente, uma indeterminacao.

Pode-se ver que essa expressao nao satisfaz a tendéncia dada pela Eq. (2.12):

P10
J1+A/ck o
lim—/= lim A, =0=+#1
c=0*  \mc c=0* fmc + Am/ck-1

e, como consequéncia deste limite dar zero em vez de um, o erro relativo tende a —100% quando ¢

tende a zero:

ﬁl_oo ﬁl,oo

—+/mc ——= —{mc
y J1+A/ck y J1+A/ck vme )
im = lim =—
c—0* B0 c-0* vme B0

o que significa que a assintota para o lado esquerdo de todas as curvas da Figura 2.9 é areta horizontal
que passa pelo ponto —1 do eixo vertical. Um grafico assim foi obtido, mas ndo sera inserido aqui
devido a ndo incluir informacao relevante além dessa ja descrita.

Devido ao erro relativo ser mais relevante, graficos comparativos como o da Figura 2.7, e
graficos de erros absolutos como o da Figura 2.8 ndo serdo novamente apresentados.

Os modulos dos erros relativos sdo mostrados no capitulo de comparacio de expressoes e, em
particular, os erros que sdo apresentados na Figura 2.9 tem seus mddulos mostrados nos graficos
comparativos da Figura 8.1, Figura 8.2 e Figura 8.3, para as Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), respectivamente.
Entdo, estes graficos ndo serdo repetidos neste capitulo, mas apenas no capitulo de comparacgao, para
as proximas expressoes.

Por fim, a utilizagdo de mddulos facilitara a comparacao entre os erros das expressdes, ja que
erros relativos positivos e negativos tém mesma importancia. Apenas deve-se atentar para o fato de
que um erro relativo negativo tem seus valores limitados a —100%, enquanto que um erro relativo
positivo tem valores ilimitados.

Beck et al. (1992) apresentaram varias expressdes aproximadas em forma fechada para todas
raizes das Egs. (1.5) e (1.7), sem indicarem, no entanto, como elas foram obtidas. Para a primeira raiz

da Eq. (1.5), eles apresentaram:

( 3c 1 1(30 )2 0<c<?
_ )3 +c 453 +¢) )=
By =

Tc . mw? )
lZ(c T 1)( T2+ 1P + n2(2c - 1)>’C ~

(2.15)
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com erro relativo maximo de 0,1%, segundo o trabalho

Para a primeira raiz da Eq. (1.7), eles apresentaram:

3(c="/5).0<c<04

Lol 1+ 420 DEHD M) i<
B=22"\"T20c+2 32 OAsc (2.16)

P L T c>6
U R CE A A I

onde

a= J(Z(fi 1))2 + (c - 1)3

Ao contrario da Eq. (2.15), o erro da Eq. (2.16) néo é indicado.
A expressdo da Eq. (2.15) para a primeira raiz da Eq. (1.5) com menores valores de c satisfaz

a tendéncia dada pela Eq. (2.12):

it
C%Lk N )—1

entdo ela tem erro relativo tendendo a zero quando ¢ tende a zero, como ja exposto para a expressao

anterior e, consequentemente, ela tem erro absoluto também tendendo a zero quando c tende a zero,

0 que equivale a:

. 3c ) 1(3C)2 oo
e |3+ ¢ 1535¢) 707 P

Essa consequéncia é devida ao fato de que a existéncia do limite da divisdo de uma funcao por outra

que tende a zero implicar no valor da primeira funcao também tender a zero:

2
[EN—

. 3¢ ) 1(30)2_1_ lim VE = 0
20 3+c\ 45\3+c) )T oo Je oo Ve
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Estas conclusdes sobre erros absolutos e relativos serdo utilizadas nas préoximas andlises,
entdo elas serdo destacadas para facilitar a leitura deste texto. A primeira conclusdo é que se uma
expressdo tende ao valor correto quando c tende a infinito, entdo ela obrigatoriamente tem erro
relativo também tendendo a zero quando c¢ tende a infinito. A segunda conclusdo é que se uma
expressdo satisfaz a tendéncia dada pela Eq. (2.12), entdo ela tem erro relativo tendendo a zero
quando c tende a zero. Por fim, quando o erro relativo tende a zero, o erro absoluto também tende a
zero, entdo, quando uma expressao tiver erro relativo tendendo a zero, ndo sera repetido que seu erro
absoluto também tende a zero.

A expressao da Eq. (2.15) para a primeira raiz da Eq. (1.5) com maiores valores de c satisfaz

o valor assintético quando c tende a infinito:

" TC - mw? m
o\ 2(c+ 1) 12c+ D3 +n2(2c—1))) 2 =B

entdo, ela tem erro relativo tendendo a zero quando c¢ tende a infinito, o que pode ser visto através da
Figura 8.13.

A expressdo da Eq. (2.16) para a primeira raiz da Eq. (1.7) satisfaz a tendéncia dada pela Eq.
(2.12):

3(c~</s)

lim ————=1

c-0% \/%

e tem o valor correto quando c tende a infinito:

3 3T 3 3w

li — 5=
m|| + |a 2(c—1)

—_ +— = = 0
o -1 = b

entdo tem erro relativo tendendo a zero quando ¢ tende a zero ou infinito, o pode ser visto através da
Figura 8.12.

Churchill e Usagi (1972) apresentaram uma expressdo “consideravelmente bem-sucedida”
para ajuste de valores experimentais ou computacionais, de uma varidvel dependente y em fungdo de

uma variavel dependente x:

1
y(x) = ((}’o(x))r + (Voo (x))r)r (2.17)
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onde yy(x) e Yo(x) sdo expressdes assintdticas para y, conforme x tende a zero ou infinito,
respectivamente, e r é o parametro de ajuste. Yovanovich (1996) utilizou essa expressao para as

presentes equacdes, definindo k = —r, e utilizando a forma:

1

( L )% (2.18)
(0@ (r®@)"

Ele substituiu a expressao assintdtica da Eq. (2.12) e os valores exatos quando c¢ tende a

y(x) =

infinito nesta relacdo, obtendo diretamente a seguinte expressdo para a primeira raiz:

,81,00

_\k\E (2.19)
(”(%—C) )k

a qual foi ajustada para valores de c de 0,5a 5,0, levando a k = 2,139, 2,238 € 2,314 paraas Egs. (1.5),

IR

B

[uny

(1.6) a (1.7), respectivamente.

Pode-se notar que essa expressao satisfaz a tendéncia dada pela Eq. (2.12), e tem o valor
correto quando c tende a infinito e, entdo, tem erro relativo tendendo a zero quando c tende a zero
ou infinito. Assim, o erro maximo ocorre num ponto intermediario entre esses extremos, o que pode
ser vistos na Figura 8.10, Figura 8.11, Figura 8.12 para as Egs. (1.5), (1.6) a (1.7), respectivamente.
Ela tem a mesma forma da expressdo de Luikov (1968), porém ela tem a raiz quadrada substituida
por 1/k, o que fez seus resultados serem muito mais exatos.

Esta expressao, segundo o autor, “proporciona valores de 3; que diferem menos de 0,4% dos
valores exatos de ;. Esta exatiddo é aceitdvel para a maioria das aplicacdes.” Pelos graficos
construidos observamos que, na verdade, esta diferenca é de até 0,7%. Pode-se confirmar isso,

substituindo ¢ = 4 na expressao da Eq. (2.19) para o caso da raiz da Eq. (1.7):

w
Br = — = 2,43827
T 2,314\ 2,314
1+ (2=
V304

e ver pela Tabela 4.3 o valor correto é 2,4556, o que confirma o erro mostrado pelo grafico.
Stevens e Luck (1999) apresentaram expressdes aproximadas para todas raizes das Egs. (1.5),
(1.6) e (1.7), bastante simples mas com pouca exatiddo, para que elas sirvam apenas como pontos

iniciais de métodos iterativos. A primeira raiz da Eq. (1.5) é aproximada por:
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T nw¢—7
B = ) +-—F (2.20)
c+g
4
A primeira raiz da Eq. (1.6) é aproximada por:
)
gy =l 2 (2.21)
1= T .
8 8 ¢ +%
E a primeira raiz da Eq. (1.7) é aproximada por:
o %676 — @
frEct+t-—m= (2.22)
z 2 c0.676 4 vr

A origem destas equacodes ndo foi mostrada, e um erro tipografico na Eq. (2.21) foi constatado
e corrigido a partir de comparagdo de simula¢des destas expressdes com os resultados publicados.

Repetindo-se os calculos de limites que foram feitos anteriormente para se verificar as
equacdes desenvolvidas nos outros trabalhos para estas equacdes, obtém-se que estas expressoes
nao tém a tendéncia correta da Eq. (2.12), e tem erro relativo tendendo a —100% quando c tende a
zero. Note que este valor de -100% ¢é um limite que poderia ser atingido apenas se o valor aproximado
fosse nulo ao mesmo tempo em que o valor exato fosse nao nulo.

Também obtém-se que o erro relativo destas expressoes tende a zero quando c tende a zero
ou infinito, com excecdo da primeira raiz da Eq. (1.6) dada pela Eq. (2.21), que tem erro que tende
aproximadamente a zero quando c tende a infinito. Esta aproximacio da Eq. (1.6) é satisfatdria e
utiliza que B4 o, = 2,4048255 = 0,7655m = 0,75. E claro que nenhuma expressio poderalevar a este
valor exato, ja que ele é a solucdo de uma equagdo que nao tem solucdo em forma fechada, exceto, é
claro, as expressoes que ja contiverem o valor

Através da Figura 8.1, Figura 8.2 e Figura 8.3, para as Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), respectivamente,
pode-se ver o erro relativo das raizes calculadas por estas expressdes. Note-se que o ponto de
intersec¢do da curva correspondente a Eq. (2.20) representa o ponto fixo no qual §; = m/4 quando
c=mn/4.

Haji-Sheikh e Beck (2000) se propuseram a melhorar as expressoes de Stevens e Luck (1999).
Para a Eq. (2.20) eles procuraram incluir a tendéncia dada pela Eq. (2.12), obtendo que a primeira

raiz da Eq. (1.5) pode ser aproximada por:
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Sk /hd [PUYVY [y W . 2.23
A=y 4c+m/4 ’ c+0,76 c¢+0,76 (2.23)

Novamente com a Eq. (2.20), através de translacdes horizontal e vertical, eles obtiveram que
a primeira raiz da Eq. (1.7) pode ser aproximada por:

_3m mc—1-3n/4

ﬁ1=4+4c—1+3n/4 (2.24)

A primeira raiz da Eq. (1.5) calculada pela Eq. (2.23) tem erro relativo tendendo a —6,4%

quando c tende a zero, conforme pode ser visto por:

T

T w¢ "% ¢ <

i ZCTE<1 -104([e5075 - e 076))
4

Clirgl+ Nz = 0,937

Entdo, o objetivo de se incluir a tendéncia dada pela Eq. (2.12) nao foi plenamente atingido.

Um erro absoluto que tende a zero quando ¢ tende a zero é consequéncia da existéncia desse
limite. Ela tem erro relativo tendendo a zero quando c tende a infinito, conforme pode ser obtido por
calculo analogo aos ja mostrados. Na Figura 8.1 o erro dessa expressdao é mostrado, e a curva
correspondente tem como assintota a esquerda a reta horizontal que passa pelo ponto de ordenada
0,063.

Também se obtém que a primeira raiz da Eq. (1.7) calculada pela Eq. (2.24) tem erro absoluto
tendendo a 0,41 (o que implica em erro relativo tendendo a infinito) quando c tende a zero, e tem
erro relativo tendendo a zero quando c tende a infinito (Figura 8.3).

Ostrogorsky e Mikic (2008) desenvolvem expressdes aproximadas para a primeira raiz das
trés equacgdes. Inicialmente eles substituiram tan 5; da Eq. (1.5) por sua série de Maclaurin com dois
termos, obtendo:

pE(1+pE/D=c
Se o B, desta equagido € isolado, a expressado resultante ndo tem boa exatidao, mas se o segundo S,
desta equacao for substituido por seu valor assintético dado pela Eq. (2.12), obtém-se:

c
1+c¢/3

B =

Essa expressao tem ela mesma a tendéncia dada pela Eq. (2.12), mas por nao ter valor correto quando

¢ tende a infinito, foi modificada para:
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Deducdes analogas foram feitas a partir das Egs. (1.6) e (1.7), e todos resultados podem ser

colocados numa Unica expressao:

B, = mc
1= + rrzzc (2.25)
ﬁl_oo

ondem = 1,2 e 3 para as Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), respectivamente.

Esta expressdo tem as tendéncias corretas e o erro relativo tendendo a zero nos dois extremos
de c. Sua exatidao ndo é a menor (Figura 8.4, Figura 8.5 e Figura 8.6, para a primeira raiz das Egs.
(1.5), (1.6) e (1.7), respectivamente), e seu mérito esta em sua simplicidade; observe-se que ela nem
mesmo contém valores de ajuste.

Ostrogorsky e Mikic (2009) desenvolvem mais expressdes aproximadas para a primeira raiz
das trés equacoes. Para o caso em que ¢ = 2, eles utilizam uma das formas mais comuns de ajuste, a
expressao racional 1x1, sobre a qual aplicaram os valores exatos nos limites extremos. Para c < 2 eles

mantém a expressdo da Eq. (2.25) sem a necessidade da correcdo para f3; , €, entdo:

(™ g<c<2

C
515{ I+ = (2.26)
C
0 ) 22
LBL c+a ¢

onde a = 0,95,1,0 e 1,1, para as Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), respectivamente.

Esta expressdo tem as tendéncias corretas e o erro relativo tendendo a zero nos dois extremos,
o que pode ser visto na Figura 8.7, Figura 8.8 e Figura 8.9, para a primeira raiz das Egs. (1.5), (1.6) e
(1.7), respectivamente.

Ostrogorsky (2010) modificou os parametros da expressao da Eq. (2.25) para obter melhor

ajuste para c > 0,1 e utilizar a tendéncia dada pela Eq. (2.12) para os menores valores de c, obtendo:

Bl—""’,c > 0.1 (2.27)
1+
Cc

IR

Vvme,0<c<0.1
B1

ondea = 2,3,2,62e2,92,ek =1,035,1,05 e 1,08 para as Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), respectivamente.
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Esta expressdo tem as tendéncias corretas e o erro relativo tendendo a zero nos dois extremos,
e estd identificada como “Ostrogorsky (2010a)" na Figura 8.7, Figura 8.8 e Figura 8.9, para a primeira
raiz das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), respectivamente.

Esse trabalho também reapresentou a expressao (2.19) com novos parametros que levam a

um melhor ajuste para c > 0,1:

B0

B =
1 (1 + (jik)d (2.28)

ondea =2,62,3,28e 4,1,k =1,07,1,125e1,18,e d = 0,468,0,446 e 0,4238 para as Egs. (1.5), (1.6)
e (1.7), respectivamente.

Através de calculos andlogos aos ja apresentados, obtém-se que esta expressdo tem as
tendéncias corretas apenas no extremo correspondente a ¢ tendendo a infinito. Quando ¢ tende a
zero, o erro relativo tende a —100%, mas de maneira lenta como pode ser visto na Figura 8.10, Figura
8.11, Figura 8.12, para a primeira raiz das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), respectivamente, onde ela esta
identificada como “Ostrogorsky (2010b)”.

2.4. ExpressGes Aproximadas para as Demais Raizes das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7)

Beck et al. (1992) apresentaram para as demais raizes da equacao (1.5):

(n—Dm 2et+343 |1 4c(c+3)
213y | 263 F3 (L3 Tz, | ¢ menor
Pn = (2.29)
| 2n — Dmc (2n — 1)%n2 |
k 2(c+1) < 12(c + 1)3 +(2n — 1)27_[2(2(: — 1)>,C maior

onde a divisao do intervalo de ¢ deve ocorrer em ¢ =5,811e13 para n=2,3,4e5,
respectivamente. Eles indicam que o erro relativo maximo desta expressao é de 0,23% para f55,e 0,1%
para 33, B4 e Bs, e ndo mostram pontos de divisdo para as demais raizes.

Para todas raizes da Eq. (1.7), eles apresentaram:

( 1) 1+ 3 1_|_16(c—1)(c+2) 1 <6
Ly 2(c +2) 3(2n — 1)2n2 €

3 4 3nm 4 3 3nm -
S R TCRE ) I R TR ) E
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o
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(2.30)




onde

3nm \2 c 33
a_\](Z(c— 1)) +(c—1)
Ao contrario do erro da Eq. (2.29), o erro da Eqg. (2.30) ndo é indicado.

A expressao da Eq. (2.29) para as demais raizes da Eq. (1.5) satisfaz a Eq. (2.13):

l. (Zréc—+1§)f <2c +3+ 3J1 + —3?5@ 1’)22) -(-Dr
1m

c-0 c .Bn,O

e a existéncia deste limite implica em erro relativo tendendo a zero:

. .Bn(c) - .Bn,O T .Bn(c) B .Bn,o . c d.Bn _
lim = lim lim = =0
dU .Bn,o -0 c -0 ﬂn,o dc c=0
e também em erro absoluto tendendo a zero, como pode ser visto por:
n—Drm 4c(c+ 3)
lim| ——<(2c+34+3 |1+ — == | |=(n—-1)n =
S\ 2\ TP M 3m o e (n=Dm = bno

Ela também tem o valor correto quando c tende a infinito:

i 2n - Dmnc . (2n —1)%n? B N
e\ 20+ 1) < +12(C+1)3+(2n—1)2n2(26—1)> = (n=3)7 = o

entdo ela tem erro relativo tendendo a zero quando c tende a infinito.

Na Figura 8.18 é mostrado o erro da raiz 8, e na Figura 8.19 é mostrado o da raiz f,, ambas
da Eg. (1.5), calculadas por estas expressodes. A raiz i que seria calculada por estas expressdes ndo
consta das figuras porque o trabalho forneceu os pontos de divisdo do intervalo correspondente ao
dominio da definicdo de funcdo por partes apenas para as cinco primeiras raizes.

A expressao da Eq. (2.30) para as demais raizes da Eq. (1.7) tem muito boa exatiddo nao sé

em relacdo a tendéncia dada pela Eq. (2.13):

1 3 16(c —1)(c + 2)
("‘7)"(1 +m<\/1 *3@n- DIz 1)) ~(n=Dr

lim =
c—0 C lgn,o

como também nos seus valores quando c¢ tende a zero:

’ ( 1> L3 L=+ )| _
|\ 2(c +2) 3(2n — 1)2n2 = Pno
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entdo tem erro relativos tendendo praticamente a zero quando c tende a zero. Pode-se ver por
calculos andlogos aos ja mostrados que ela tem erro relativo tendendo a zero quando ¢ tende a
infinito.

0 erro das raizes f3,, B4 € 5 da Eq. (1.7) que sdo calculadas por estas expressdes é mostrado
na Figura 8.24, Figura 8.25 e Figura 8.26, respectivamente. Pode-se observar nas curvas de erro um
comportamento gradativamente sequencial ja que, desta vez, o ponto de divisio de dominio da
definicdo de func¢io por partes é sempre ¢ = 6, 0 que permite que quaisquer raizes possam ser
calculadas, embora perceba-se que o erro esteja aumentando de uma raiz para outra.

Stevens e Luck (1999) apresentaram para todas raizes da Eq. (1.5):

T(C—Cp
Bn = cn+ Z(a n cn) (2.31)

Para as demais raizes da Eq. (1.6) eles apresentaram:

ﬁ =d, + (C ) 2.32
n n 1 c l ( " )
E para as demais raizes da Eq (17)
ﬁ =d, + (C / ) 2.33
n n 2 c d ( . )

onde
c,=Mm-3/4)m
d,=(n—-1/2)=n
As demais raizes da Eq. (1.5) dadas pela expressdo da Eq. (2.31) tem valores corretos quando
¢ tende a zero ou infinito, como pode ser facilmente verificado por calculo de limites, e observado na
Figura 8.18, Figura 8.19 e Figura 8.20, para as raizes f3,, 5, e fg, respectivamente.

Porém, esta expressio nao satisfaz a tendéncia da Eq. (2.13):

T (C —C
limcn+z(—c+c2)‘("‘1>”_ 1 ot 1
=0 c C(0,64n—048)1 " (n— D Pno

O valor incorreto para essa tendéncia ndo pode ser visto por estas figuras, mas pode ser visto
no grafico ndo logaritmico que esta na Figura 2.10, através da declividade incorreta das raizes obtidas
pela expressdo aproximada, em relacdo aos valores corretos que estdo representados por linhas

pontilhadas.
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As demais raizes da Eq. (1.6) dadas pela Eq. (2.32) ndo tem limites corretos quando c tende a

zero ou infinito, ou seja, os erros absoluto e relativo ndo tendem a zero nestes extremos, porém trata-

se de aproximacdes razoaveis:

T
iy en Z(14 2] ) (=)=
Cl_l’)l’(l) “n 4 C+%+Cn -\ 4 T =Pno
) T C=72 " Cn 1
lim(c,+—-(1+—F =(n——>n5,8n_oo
ez 4 Ctztcn 4

como pode ser visto pelas curvas de erro relativo apresentadas na Figura 8.21, Figura 8.22 e Figura

8.23, para as raizes f3,, S, e g, respectivamente.

— = (tracejado espagado)n =2 = =— (tracejado)n=4

—— - (tracejado longo)n=8  —-— (trago-ponto)n=16
=g
-
1‘...‘ a
1 e
2 - it
E — R
5 PR -
S 0000 - +nmonmmn s m e e ae P PRE
O - SETEe
% - PO e L=t e — —
00001 ---=-nnnnn- L e v 1 1 A
. s s R Sl e o = e T
D-.ﬂ&lﬂmﬁlﬁHa*w’—m— : —- it :.'T.'.lT.'. ....
0 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.0010

C

Figura 2.10 Valores aproximados obtidos pela Eq. (2.20) de Stevens e Luck (1999) e valores exatos (representados por linhas

pontilhadas) das quatro primeiras raizes da Eq. (1.5)

As demais raizes da Eq. (1.7) dadas pela Eq. (2.33) tem erro absoluto que nao tende a zero
quando c tende a zero, mas tém aproximacgao razoavel:
_2 1
lim (n—l)7r+E L =(n—l>n—(n—1) = B0
c=0 2 2\ .4 (n _ %) - 2 2 ’
e tem erro relativo tendendo a zero quando c tende a infinito, o que pode ser visto por calculos

analogos aos ja feitos. As raizes obtidas por esta expressdo levam as curvas de erro relativo que estdo

apresentadas na Figura 8.24, Figura 8.25 e Figura 8.26, para as raizes f3,, f, e s, respectivamente.
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Haji-Sheikh e Beck (2000) propuseram melhoras para as expressdes de Stevens e Luck
(1999). Eles incluiram a tendéncia dada pela Eq. (2.12) na expressao da Eq. (2.31), e obtiveram que

as raizes da Eq. (1.5) podem ser aproximadas por:

s _ _,. tanh&,3
Bn = cn+ REEE (n Y+ (1 —n™h tanh 1 ) (2.34)
onde
c+c,—n/4 c++H(c, —m/4)
=1-1,04 -
Vn23 ’ ’ c+H c+H
¢y
$23 = c+cy
H=0,76+122(n-1)
e para as demais raizes da Eq. (1.7), eles obtiveram:
s
:Bn = dn + Eyn,13 513 (2-35)

onde

0.85 0.71 0.245
Vs = 1+ &1 = 1) (1= ==+ (06 = =) (1 + 1) (06 + === &5

c

$13 = crnd. )2

d,=(n—-1/2)=n
As demais raizes da Eq. (1.5) calculadas pela Eq. (2.34) ndo satisfazem exatamente a tendéncia
dada pela Eq. (2.13), porém tem erro relativo que tende a zero quando c tende a zero, como poderia
ser visto por argumentos e calculos analogos aos mostrados para a expressao dada na Eq. (2.20); além
disso, elas tem valores corretos quando c tende a infinito (Figura 8.18, Figura 8.19 e Figura 8.20, para

as raizes f3,, 3, e fg, respectivamente)

As demais raizes da Eq. (1.7) calculadas pela Eq. (2.35) nao satisfazem a tendéncia dada pela
Eqg. (2.13), e nem mesmo tem erro absoluto que tende a zero quando c tende a zero. Porém, seus erros
absoluto e relativo tendem a zero quando c¢ tende a infinito (Figura 8.24, Figura 8.25 e Figura 8.26,

para as raizes f3,, B, e Bg, respectivamente).
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3. NOVAS EXPRESSOES ITERATIVAS PARA AS RAIZES DAS EQS. (1.5), (1.6) E
(1.7)

O trabalho feito para se desenvolver uma funcao iterativa para calcular eficientemente as
raizes das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), acabou conduzindo a uma nova familia de métodos que pode ser
utilizada para qualquer equacgdo. Esse método é baseado na aproximac¢do de Padé, e a familia de
métodos obtida incluiu varias funcdes iterativas classicas, inclusive a familia de métodos de

Householder.
3.1. FuncgOes lterativas obtidas com o Polinbmio de Taylor

A aproximacdo de uma funcdo f(x) por seu polindmio de Taylor de grau m na vizinhanga de
x = a é dada por:
f) =cp+co(x—a)+c(x—a)>+ -+ cp(x —a)™ (3.1)
onde os coeficientes cg, ¢4, ..., ¢, S0 obtidos através de:

dt dt
Wf(x) =E(CO+cl(x—a)+---+cm(x—a)m) ,i=0,1,2,..,m (3.2)
xX=a

xX=a

o que leva a:

D(a
ci=f i'( ),i=0,1,2,...,m (3.3)

Duas fungoes iterativas classicas para as raizes de equagdes podem ser obtidas através da
aproximacdo por polindmios de Taylor de graus 1 e 2 através de um procedimento muito conhecido.
O ponto a é substituido pela estimativa x;, a variadvel x é substituida pela estimativa seguinte x;, é
assumido que f(xy41) = 0, e entdo:

(m)
fOa) + £ Ga) Goggr — xp) + -+ fT(!xk)(ka —x )™ =0 (3.4)

Param = 1, esta equacao resulta em:

Xi41 = X — D) (3.5)

fOa)
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o qual é conhecida como método de Newton-Raphson de busca de raizes.
Neste texto, uma simplificacdo conveniente das notagdes de uma funcao f e suas derivadas
através da supressdo de (x;) sera usada para facilitar a comparagdo entre os varios métodos. Entdo,

o método de Newton-Raphson sera expresso por:

X1 = Xk _% (3.6)

Param = 2, a Eq. (3.4) resulta em:

f 2

Xp+1 = Xk —F
1+ ’1— % (37)

que é conhecida como método de Euler (AMAT; BUSQUIER; GUTIERREZ; 2003, KANWAR; SINGH;

BAKSHI, 2008). Uma das raizes correspondentes a equacdo quadratica foi desconsiderada devido ao
fato de que xj deve tender a x;,; quando f(x;) tende a zero (como pode ser visto pela regra de
L’Hopital).

0 polinémio de Taylor pode ser considerado como um caso particular da aproximagao de Padé
(BAKER, 1996). Da mesma maneira que os métodos de busca de raizes de Egs. (3.5) e (3.7) sdo obtidos
por um procedimento que utiliza o polindbmio de Taylor, obteremos outros métodos utilizando a
aproximacao de Padé (MERZ, 1968, NOUREIN, 1976, CLAESSENS; LOIZOU; WUYTACK, 1977, FIELD,
1990, SAKURAIL; TORII; SUGIURA, 1991; LI ET AL, 2012).

3.2.  Funcgoes Iterativas Com Derivadas Segundas

A aproximacgao de Padé de ordem [m/n] na vizinhanga de um ponto x = a de uma fungao f(x),

é definida por:

_agta(x—a)t+a(x —a)? + -+ ag(x —a)"
fo) = 1+b,(x—a)+by(x—a)?+ -+ b, (x —a)

(3.8)

onde os coeficientes agy, ay, ..., Gy, by, by, ..., b, sdo dados por:

dt dt ag+a;(x —a) + -+ a,(x —a)™
, -4 i =0,1,2,.,m+
dxlf(x) veq dxXt 1+ bi(x—a) + -+ by(x — a)™ x:a’l Adeemin o (39)

A diferenca para o polindémio de Taylor é que estes coeficientes ndo tém expressoes simples.
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A substituicado de m e n por 1 nas Egs. (3.8) e (3.9) resultam na aproximacdo de Padé de ordem

[1/1]:
@+ (r@- L) e -0
2@

que com as mesmas substituicoes feitas no polindémio de Taylor para se obter os métodos iterativos

ja mostrados resulta em:
I
f+f = (Xk41 = X)
1- Z_fI(xk+1 — Xk)

que imediatamente leva a:
f 1
(3.12)

f! 1-— f27;,'2

conhecida como método de Halley (AMAT; BUSQUIER; GUTIERREZ; 2003, KANWAR; SINGH; BAKSHI

Xk+1 = Xk —

2008).
Trés outras fungoes iterativas classicas podem ser obtidas a partir da Eq. (3.12). A primeira é

obtida através de:

_ fll _ f’l
f 1 1 fzf,z f 1 fzf,Z
Xk+1 =xk__, 77 77 :xk——,
f 1— f f 2 f f . f " 5 fll
2f" 2f" 1_2f2fT+f 27

onde f?2 tem valor bem menor do que os demais termos por ser o quadrado de um valor ja baixo

f (x). Entdo:
1_f f”2 12 "
D S T & s Vil
k+1 k f 1_2f fll k f,Zflz_fo”
2f"?
o que leva a:

Xp+1 = Xk —;;,(1 +fw> (3.13)

conhecida como método de Super-Halley (AMAT; BUSQUIER; GUTIERREZ; 2003, KANWAR; SINGH

BAKSHI, 2008).
41



Utilizando (1 — a)™! = 1 + a para |a| «< 1 na Eq. (3.12), ou negligenciando ff" na Eq. (3.13),

obtém-se:
Xk+1 = Xg _/‘LI<1 + f%) (314)

conhecida como método de Chebyshev (AMAT; BUSQUIER; GUTIERREZ; 2003, KANWAR; SINGH;
BAKSH]I, 2008).
Utilizando (1 — @)*/? = 1 — a/2 para |a| « 1 na Eq. (3.12), obtém-se:

foo1

Xpy1 = X — 77—
T ,1 " (3.15)
—ff—rz

conhecida como iteracdo da raiz quadrada de Ostrowski (AMAT; BUSQUIER; GUTIERREZ; 2003,
KANWAR; SINGH; BAKSHI, 2008).

Utilizando novamente (1 — a)'/? = 1 — a/2 para |a| « 1, também é possivel se obter as Egs.
(3.7) e (3.12), uma a partir da outra. Por fim, usando a tendéncia de que f se aproxima de zero, pode-

se obter o método de Newton-Raphson a partir de qualquer um dos outros acima.
3.3. FuncgOes lterativas Com Derivadas Terceiras

Substituindo m por 1 e n por 2 nas Egs. (3.8) e (3.9), a aproximacgio de Padé de ordem [1/2]

é obtida, e com a substituicdo acima descrita, ela resulta em:

retr 20001
£+ (L=l ) g - 00

3f’f” — f nr 3ff” — 6f’jrrfu/ _ f!lz = O (316)
1- W(xk+1 — X)) + 3FfT =617 (k41 — xx)?
e, pOI‘tantO:
f 1
Xg+1 = X — F 0
1-fL” 1= T3 (3.17)
2f,2 1— f fu

2f"*
que é um dos casos do método de Householder (1970). Observe-se que com a aproximacdo de f para

zero, a Eq. (3.12) é obtida da Eq. (3.17) e, portanto, todas outras apresentadas acima sdo também

obtidas desta Eq. (3.17).
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Utilizando (1 — a@)™! = 1 + a para |a| < 1 naEq. (3.17):

X =X f 1
k+1 — Ak T L, 1"
fll—ff 1 77 L T
2" 1 fzf;,21+f%
=xk—i 1
f 1—f2];,2 1_f 1 T fn/

2f'2 3 f”+f 6f"3

e negligenciando-se o termo com f 2, obtém-se:

1

12 " "r (318)

que é a funcdo (5a) da compilagdo de fungdes iterativas de um ponto de Traub (1964).

Utilizando novamente (1 — a)™! = 1 + a para |a| < 1 na Eq. (3.18), obtém-se:

f 1

Xg+1 = X — F 1 " "nr (3 19)
_f ];,2 (1 +f< 7;,2 —3;f>> .

que é a funcdo (6a) da compilagdo de fungdes iterativas de um ponto de Traub (1964).

Utilizando, além dessa aproximacio, também (1 —a)™! = 1 + a + a? para |a| < 1, na Eq.

(3.18), obtém-se:
. . 2
fim +/ fim \l )
) -G

f f" o Y
=xk—7,<1+ fﬁ(“’f(W_W))Jr(fo’Z) )

Xg4+1 = Xk _fL, 1+ fzf];.,z (1 + f <;,2 - 3£If”>> (320)

que é a func¢do (3a) da compilacdo de fungdes iterativas de um ponto de Traub (1964), e que

Xe41 =xk—%k1+

e, entdo:

observamos também ter sido redescoberta por Pakdemirli et al. (2007).

43



Finalmente, utilizando (1 — a)/? = 1 — a/2 para |a| « 1 na Eq. (3.17), e negligenciando-se

um dos termos que contém f, obtém-se:
f 2
Xk+1 = Xk — ]T,
1+J1_f2f ( ) (3.21)

72 1—fW

que é a funcao (8a) da compilacio de fungdes iterativas de um ponto de Traub (1964). A lista completa
dessa compilacdo é constituida de oito fungdes: Egs. (3.6), (3.7), (3.12), (3.14), (3.18), (3.19), (3.20) e
(3.21).

Substituindo m = 2 e n = 1 nas Egs. (3.8) e (3.9), a aproximagdo de Padé de ordem [2/1] é
obtida, e com as substituicdes prévias, ela resulta em:

f+ (f' - ];];t_n) (Xg41 — Xx) + (fT - %) (Xp41 — Xpe)?
flll = O (3'22)
1- 377 (Xr41 — X1)

a partir da qual uma nova funcao iterativa é obtida:

f 1

Xp+1 =X — = ——
B 3.23
1+ /1—%f (3:23)

B f_ll_flflll eB B fl fflll
— 2 3 T

onde

2 - 6fll

A (3.24)

e uma das raizes da correspondente a equacdo quadratica foi desconsiderada devido ao fato de que

Xr4+1 — Xx ndo tenderia a zero quando f(x; ) tendesse a zero.

3.4. FungOes Iterativas Com Derivadas de Ordem Maior do que Trés

E possivel se obter mais funcées com derivadas de ordem maior do que trés, através de
valores maiores de m e n, mas aqui somente o caso onde m = 1 sera discutido, que é o mais simples,
porque é mais facil se tratar de fungdes lineares.

Entdo, substituindo m por 1 na Eq. (3.8), obtém-se:

as+a,(x—a)
14+b,(x—a)+b,(x—a)?+ -+ b, (x —a)*

flx) = (3.25)
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que com as prévias substitui¢des, resulta em

Ao
Xpy1 = X —— (3.26)
aq
Da Eq. (3.25), parap = n, obtém-se:
1\® af — aga’ ‘b, + a2a’ by + -+ (—=1)"aaP’ b
(—) )~ (-Ppr—t— 2L 2 )"aja, bn (3.27)
f (a0+a1(x—a))
que resulta em:
1\® a? —aya’ b, + a2a’ b, + -+ (=1)"aa’ b
() @~ opp Bttt bavaods Bt GG B (g0
f ay
e, portanto:
1)(Tl+1) a 1 €D]
= (a)z—(n+1)—(—) (@ (3.29)
(f ap \f
substituicao de ay/a4 da Eq. (3. or seu valor dado pela Eq. (3. resulta em:
A substituicdo de ay/a, da Eq. (3.26) p lor dado pela Eq. (3.29) 1
/)™
Xp+1 = X + (Tl + 1)W (330)

a qual é a classe de Métodos de Householder (1970) e tem a Eq. (3.17) como caso particular

correspondente an = 2.
3.5. Organizagdo das Fungdes lterativas

Como f pode representar uma quantidade fisica com uma unidade diferente da unidade da
variavel independente x, pelo Teorema dos Il de Buckingham, conclui-se que as fungdes iterativas
queincluem x, f, f', f" e f"', podem ser reescritas com 5 — 2 = 3 variaveis adimensionais.

Observando as fungoes iterativas apresentadas, escolhemos como parametros II:

f ffll ff”l

fi= ]T,'fz = W ef3= Y (3.31)

e a Tabela 3.1 reapresenta as fungdes iterativas simplificadas pela utilizagdo desses parametros, e
ordenadas quanto as suas complexidades.
Por esta tabela é possivel se ver facilmente a equivaléncia das fungdes iterativas que utilizam

derivadas até a mesma ordem, e também como as que utilizam menor ordem podem ser obtidas a
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partir das que utilizam maior ordem, conforme as aproximacgdes elementares anteriormente
apresentadas. Essa tabela poderia conter mais nomes de métodos, se fossem mencionados os varios
nomes que sio atribuidos aos mesmos métodos na literatura (PETKOVIC; HERCEG, 1999, PETKOVIC;
PETKOVIC; HERCEG, 2010).

Tabela 3.1 Compilagdo de fungées iterativas de um ponto

Eq. Método Funcao Iterativa
(3.6) Newton-Raphson Xp41 =Xk — f1
(3.14) Chebyshev Xps1 =Xk — 1A+ £,)
1
(3.12) Halley Xps1 =Xk — f1
1-1f>
1
(3.15) Ostrowski Xk+1 = Xk — f11f2f2
(3.13) Super-Halley Xps1 =Xk — f1 1=/
1-2f,
2
(3.7) Euler X1 = X — f11+\/?4f2
(3.20) Traub (3a) Xpr1 =X — 1(1+ (1 + 2f;, — f3))
3.19 Traub (6 = !
1
(3.18) Traub (5a) Xir1 = X~ fa P
21-fo+f3
(3.17) Householder Yirr = % = fa 1—f;
I-fo1=F
f:
(3.21) Traub (8a) Xi+1 = Xk — f1

1+1-4f£,A—f)
fi 2

Xjp1 = X —
k+1 KTICg,

(3.23) Presente trabalho 1+ [1—a Lo 1fs

(1-f3)?

E possivel se obter novas func¢des iterativas observando as lacunas légicas desta tabela. Por

exemplo:

X1 = X — f1/ 1+ 2, (3.32)
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pode ser obtida por varias maneiras a partir das fungdes tabeladas. E facil provar que ela tem ordem

de convergéncia 3, e isso poderd ser discutido em préximos trabalhos.

3.6. Comparagdo de Resultados

Para se escolher um grupo aleatério de func¢des, utilizou-se os exercicios sobre método de
Newton-Raphson de Burden, Faires e Burden (2015), e o resultado est4 na Tabela 3.2. E claro que
esse grupo ndo pode ser considerado como uma amostra representativa das fungdes para as quais

pode-se buscar raizes e observou-se resultados bastante diferentes para outras funcdes testadas.

Tabela 3.2 Cologaritmo do médulo do erro relativo mdximo das raizes de vdrias equagées apds 3 iteracdes

= — =

2 : 2 & S o w57 8

= 2 s v E L MmO B X ®

N o] E 7] 2 3 :': ) — [ ] =) — b

Equagao 55 T 53 E1E929%% % ¢
o] Q T £ 9 H ©m © © 2 w© =]

£ ET 8 e EEEEEG

% Z T 8

[S4] (a9

x3—=2x>-5=0 4 2,69 8 10 15 25 8 16 21 24 27 8 35
x3+3x?—-1=0 -3 -2,9 27 31 37 38 37 58 67 72 75 37 94
x—cosx =0 0 0,74 8 14 17 22 24 15 26 41 40 24 41

33 31 30 29 29 59 62 53 63 29 55
22 27 41 28 27 49 60 64 71 27 75
21 45 25 20 19 48 62 62 62 19 62
4 11 14 20 18 - 17 28 31 18 33
17 18 19 19 19 40 45 22 48 19 21
15 19 25 26 23 32 39 41 43 23 52
10 12 15 22 32 20 25 29 29 32 67
30 33 35 39 39 67 74 83 79 39 90
e*—3x2=0 3,73 5 7 18 7 4 9 14 16 20 4 14
sinx —e™* =0 0,59 16 19 21 26 29 34 38 42 42 29 54
sinx —e™* =0 3,10 17 37 37 37 38 38 89 95 75 99 38 75
sinx —e ™ =0 6,29 17 25 25 26 26 26 66 72 43 78 26 42

x—08—-0,2sinx=0 0.5 0,96
e*+2*+2cosx—6=0 2 1,83
In(x —1)+cos(x—1)=0 1.3 1,40
2xcos2x —(x—2)2=0 2 2,37
2xcos2x —(x—2)2=0 4 3,72
(x—2)2-Inx=0 1 1,41
(x—2)2-Inx=0 4 3,06
e*—3x2=0 1 091

5

0

3

6

VN S & U1 NN N g A o w| Newton-Raphson

Os métodos desta tabela estdo na mesma ordem da Tabela 3.1, onde se observa que os
resultados de um método podem ou nao ser melhores do que os de outro, dependendo de sinais das

fungdes e de suas derivadas, e mesmo da raiz que se busca.

Entdo, o importante é entender que a ordem de convergéncia de um método é definida

matematicamente para um ndmero infinito de iteracdes e, quando o objetivo é o de se procurar um

47



método que leve a uma determinada exatiddo com um ndmero minimo de iteracdes, deve-se testar os
métodos disponiveis, para a determinada equacio, raiz que se busca, e estimativa inicial (KUNG;
TRAUB, 1974, GONNET, 2001, NETA; SCOTT; CHUN, 2012). Por isso, escolheu-se, arbitrariamente 2
ou 3 iteragdes para as comparacgoes.

Também é importante saber que todas func¢des iterativas que utilizam mesmo nimero de
derivadas tém custo computacional praticamente igual quando as fung¢des cujas raizes se procuram
sdo transcendentes. Isso ocorre devido ao custo computacional ser muito maior para o calculo de
expressoes transcendentes do que para as operacgdes algébricas realizadas sobre elas. Entdo, o novo
método apresentado neste trabalho tem custo computacional semelhante aos dos outros cinco

métodos discutidos que utilizam até derivada terceira.
3.7. Aplicacdo para as Raizes das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7)

Expressdes com erro maximo menor para pontos iniciais ndo implicam necessariamente em
melhor convergéncia para todas funcdes iterativas porque cada uma é mais sensivel ao erro de
determinado intervalo de c.

Apesar de que o interesse sobre as Egs. (1.5), (1.6) e (1.7) seja muito maior nas primeiras
raizes, mais raizes serdo incluidas nos resultados, para que eles fiquem mais completos, ja que isso
ndo implicard em espaco adicional ou esforco relevante.

Para a aproximacao inicial da primeira raiz f8;, sera utilizada a expressao da Eq. (2.19) de

Yovanovich (1996), que pode ser escrita como:

Bio=p(1+qc72)" (3.33)

onde p =1,57,2,40,3,14, q = 2,62,3,29,4,02 e r = 2,14, 2,25,2,34 para as Egs. (1.5), (1.6) e (1.7),
respectivamente.

Para as aproximacdes iniciais das demais raizes f; com [ = 2,3, ..., serdo utilizadas as
expressoes das Egs. (2.31), (2.32) e (2.33) de Stevens e Luck (1999), que podem ser sintetizadas numa

Unica expressao:

c—q
ﬁl,0=ﬂ(l_p)+zc—

Z+2-7 (3.34)

ondep =1,0,75,0,5,q =0,0,2/rer = 1,5,1,1 para as Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), respectivamente.
Até mesmo a forma das func¢des influencia na convergéncia dos métodos. Por exemplo, as duas

fungdes que levam as raizes da Eq. (1.5):
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f(Bn) =Bptanf, —c
f(Br) = Bnsenf, —ccosfy

levam a velocidades iniciais de convergéncia diferentes em um mesmo método. Serdo utilizadas as

seguintes opcgoes:

f(Bn) = Bptanp, —c (3.35)
para a Eq. (1.5),
WG
f(Br) = Pn B € (3.36)
paraaEq. (1.6),e
fBn) = Bncotfp+c—1 (3.37)

para a Eq. (1.7), ja que os pontos de descontinuidade que surgem nessas fun¢des ndo interferem na
convergéncia, e essas formas levam a fung¢oes iterativas mais simples. Uma comparacdo entre os
resultados das fungdes iterativas foi feita através do erro relativo maximo que se obtém para cada
raiz na segunda iteracdo conforme se varia o c¢ (Tabela 3.3, Tabela 3.4 e Tabela 3.5 para as Egs. (1.5),
(1.6) e (1.7), respectivamente). Os resultados ndo apresentados correspondem a métodos que ndo
convergiram para alguma faixa de valores de ¢ como, por exemplo, o caso ja citado de Stevens e Luck

da Eq. (2.3).

Tabela 3.3 Erro relativo mdximo de raizes da Eq. (1.5) apds 2 iteragcées

Raiz
12 22 42 82 162 322 642 1282
Stevens e Luck simp. (2.6) 6-10-12 6-109 5-10-10 1-10-11 7-10-13 4-10-13 2-10-13 7-10-14
Stevens e Luck (2.3) 5-1027 4-10-16 8-10-15 1-10-14 8-10-15 5-10-15 3-10-15 1-10-15

Método Eq.

Newton-Raphson (3.6) - 6105 1-104 1104 6105 3-105 2-105 8-10
Chebyshev (3.14) 8-10-° 8104 1-106 2-106 1-10 8-107 4-107 2:107
Halley (3.12) 4-10-26 2-10-16 5-10-15 8-10-15 7-10-15 5-10-15 3-10-15 1-10-15
Ostrowski (3.15) - 1109 1-10% 1-10® 1-10® 6-10° 3-10° 2:10°
Super-Halley ~ (3.13) -  2:10® 2:107 3107 2107 1-107 6-10% 3-10-
Euler 37) - 1-10® 1-107 1-107 1107 610® 3-10% 2-10-8
Traub (3a) (320) -  1-10t 3-109 1-10% 1-10% 7-10° 4-10° 2:10°
Traub (6a) (3.19) 5-104 5-10-2# 2-10-21 9-10-21 1-10-20 8-10-21 5-1021 3-10-21
Traub (5a) (3.18) -  5-10-2+ 3-10-21 1-1020 1-1020 91021 6-1021 3-10-21

Householder (3.17) 6:104 4-10-30 7-10-3¢ 7-10-32 2-10-35 1-10-33 1-10-33 6-10-3¢
Traub (8a) (3.21) 1-1010 3-10-2¢ 6-10-22 2:10-21 2-10-21 1-10-21 8-10-22 4-10-22
Presente trabalho (3.23) 8-:1047 5-10-30 6-10-25> 6-10-2¢ 9-10-2¢ 8-10-2¢ 5-10-2¢ 3-10-24
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Tabela 3.4 Erro relativo mdximo de raizes da Eq. (1.6) apds 2 iteragdes

Raiz

Método Eq. 12 )a 42 ga 162 372

Stevens e Luck simp. (2.6) 1-10-11 4-108 7-10-11 3-10-12 2-10-12 5-10-13
Stevens e Luck (2.3) - - - - - -
Newton-Raphson  (3.6) - - - - - -
Chebyshev (3.14) - - - - - -

Halley (3.12) 2-10-23 6-10-12 3-10-13 6:10-14 2-10-14 6-10-15
Ostrowski (3.15) - - - - - -
Super-Halley (3.13) - - - - - -

Euler (3.7) - - - - - -

Traub (3a) (3.20) - - - - - -
Traub (6a) (3.19) 2-103 4-103 9-104 2-104 5-10> 1-10-
Traub (5a) (3.18) - - - - - -
Householder (3.17) 2103 2:10-22 3-10-27 7-10-31 6-10-34 4-10-33
Traub (8a) (3.21) 2-10® 7-107 3-108 2:10° 1-10-10 7-10-12
Presente trabalho (3.23) 1-10-39 4-10-1° 2-10-21 2-10-22 5-10-23 2-10-23

3-10-15 2-10-15

3-10¢ 8:107
2-10-33 8-10-34
4-10-13 3-10-14
7.10-24¢ 3-10-24

Tabela 3.5 Erro relativo mdximo de raizes da Eq. (1.7) apds 2 iteragdes

Raiz

Método Eq. 12 )a 42 ga 162 37a

642 1282

Stevens e Luck simp. (2.6) 1-10° 2-107 1-10° 1-10-11 6-10-13 6-10-13
Stevens e Luck (2.3) 2-10-2t 1-10-1t 5-10-13 7-10-14 2-10-14 7-10-15

Newton-Raphson (3.6) - 6:105 1-10+ 8105 5-105 3-10°
Chebyshev (3.14) - 1-107 9-107 1-10¢ 1-106 7-107
Halley (3.12) 2-10-22 3-10-12 3-10-13 6-10-14 2-10-14 7-10-15
Ostrowski (3.15) 1-10+ 2-105 3-10-> 2:105 1-105 8-106
Super-Halley (3.13) - 3-108 2-:107 2-107 2-107 1-107
Euler (3.7) - 2:108 9-10% 1-107 9-108 5-10-8
Traub (3a) (3.20) - 3-10-1t 2-10° 7-10° 9-10° 7-10°
Traub (6a) (3.19) 510+ 1-10-20 1-10-2t 6-10-21 8-10-21 7-10-2t

Traub (5a) (3.18) - 3-10-1 8-102t 6-10-21 1-10-20 8-10-2t
Householder (3.17) 4-1039 2-10-23 2-10-27 5-10-31 1-10-33 4-10-33
Traub (8a) (3.21) 31031 2-10-21 2-10-22 1-10-21 2-10-21 1-10-2t
Presente trabalho (3.23) 2-:10-39 7-10-20 2-10-21 2.10-22 5-10-23 2-10-23

2.10-13 7-10-14
3-10-15 2-10-15
2:105 8-10¢
4-107 2-107
3.10-15 2-10-15
4-106 2-10°6
6:108 3-108
3-108 2-108
4-109 2-10°
4-10-21 3-10-21
5.10-21 3-10-21
3.10-33 8-10-34
8-10-22 4-10-22
7.10-24 3-10-24

Através desses resultados observa-se que todos os métodos melhoram suas previsdes a cada

exatidOes maiores para as primeiras raizes.

raiz, devido a elas terem comportamento mais suave. Entretanto, a necessidade de exatidao das raizes
estd justamente em ordem inversa. Estas raizes sdo utilizadas em séries que tem coeficientes

decrescentes, e para uma determinada exatidao requerida para a soma da série, sdo necessarias

As duas funcdes iterativas que convergiram em todos casos e levaram a resultados mais exatos

50

foram os das Egs. (3.17) e (3.23). Esta ultima sera apresentada em detalhe devido a ela corresponder



a uma equacao quadratica e, portanto, ter seus termos agrupados como coeficientes, o que simplifica
sua forma.

A utilizagdo das fungdes iterativas mais elaboradas para os casos que envolvem funcoes
elementares, em particular fun¢des trigonométricas, torna-se mais atrativo devido as frequentes
identidades que envolvem essas funcgdes.

Portanto, os coeficientes da funcao iterativa da Eq. (3.23) séo:

a=-1 3k 3.38
—‘§<f“‘ +m) (3-38)
_ f+c Xk Xk
B_(c+1)(2xk +6(f+c+1))+? (3.39)
para se obter as raizes da Eq. (1.5),
A= (—(4x,% + 1)(f + )* + 16x2(f + )% — 2x(4xE + 5)(f + ©)? + 1634 (f + ©)
(3.40)
—a*(4x} - 3)) /(6xZD)
B= (3(2c D+ +2(2xF =3¢~ 1)+ + 2 ((de + D +¢) (f +)?
(3.41)
+ 2x2(2xF — o) (f + ©) + xf (2c + 3)) /(6x;, D)
D=(+)*Q(f+c)—-D+x2Q(f+c)+ 1) (3.42)
para as raizes da Eq. (1.6), e
1
A= —§<f = ) (3.43)
= C L
=g (Fct D+ (f ) (3.44)

para as raizes da Eq. (1.7).
Com estes coeficientes, e com os valores iniciais indicados no inicio da se¢ao, pode-se obter a
exatiddo que se necessite com poucas iteracdes, conforme a Tabela 3.6, que inclui o erro da

aproximacdo inicial (identificado por k = 0).

Tabela 3.6 Erro relativo mdximo da fungdo iterativa da Eq. (3.23) com valores inicias dados pelas Egs. (3.34) e (3.33) e

coeficientes dados pelas Egs. (3.38) a (3.44)

k Eq.(15) Eq.(1.6) Eq.(1.7)
0 1102 3102  2-10°
1 2107 1105  7-10%
2 91024 41019  7-1020
3 21097 91073 7-1076
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A primeira utilizacdo desta equacdo ocorreu aqui, mesmo nesse trabalho que comecou
utilizando as func¢des ja embutidas de sistemas algébricos computacionais para se calcular as raizes
exatas que foram utilizadas para gerar os graficos do capitulo da revisdo bibliografica, e que agora

podem ser substituidas por esta, diminuindo significativamente o tempo computacional necessario.
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4. AS TABELAS DE RAIZES

Apesar do avangado estagio atual de desenvolvimento de métodos numéricos para se obter
raizes de equacgdes, e de toda a acessibilidade a esses métodos, estando disponiveis até em
smartphones e na internet, as tabelas de raizes que ndo tem expressdes fechadas continuam sendo
usadas, e os livros de conducdo de calor, tanto os elementares como os avancados, continuam a
publica-las. Isto ocorre, em parte, devido aos métodos numéricos necessitarem de enumeracao e
localizacao das raizes para serem aplicados e, no caso das presentes equacdes, haver uma dificuldade

adicional devido a existéncia de infinitas raizes (FRANKEL, 1937, MIKHAILOV; OZISIK, 1986).
4.1. AsTabelas com Passo Variavel

Hahn e Ozisik (2012) apresentam tabelas com as seis primeiras raizes das Egs. (1.5), (1.6) e
(1.7), com quatro algarismos decimais, onde a primeira coluna tem uma variavel expressa em termos
de ¢ que assume valores com passo nao uniforme.

Essas tabelas sdo iguais as de Carslaw e Jaeger (1959) e sdo indicadas também por Arpaci
(1966). Foram recalculadas as raizes utilizando os mesmos valores para a primeira coluna, obtendo
a Tabela 4.1, a Tabela 4.2, e a Tabela 4.3, para as raizes das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), respectivamente,
e observou-se que os resultados publicados ndo apresentam erros (o que nao ocorrera com tabelas
que serdo apresentadas posteriormente).

Métodos como o da capacitancia concentrada podem ser utilizados em vez de métodos de
separacdo de variaveis quando o valor da variavel ¢ que aparece nessas tabelas é baixo. Além disso,
quando o valor de c ¢ alto, a condicdo de contorno de terceiro tipo pode ser aproximada pela de
primeiro tipo, quando, entdo, o autovalor é dado por uma equacdo com solucgido fechada. Porém, é
conveniente que as tabelas contenham amplos intervalos das variaveis independentes, incluindo os
valores baixos e altos, para que o método geral possa ser aplicado também nos casos nos quais outros

métodos mais simples existam.
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Tabela 4.1 Seis Primeiras Raizes da Eq. (1.5)

c B1 B2 B3 Ba Bs Bes
0 0 3,1416 6,2832 19,4248 12,5664 15,708
0,001 0,0316 3,1419 6,2833 19,4249 12,5665 15,708
0,002 0,0447 3,1422 6,2835 9,425 12,5665 15,7081
0,004 0,0632 3,1429 6,2838 19,4252 12,5667 15,7082
0,006 0,0774 3,1435 6,2841 19,4254 12,5668 15,7083
0,008 0,0893 3,1441 6,2845 19,4256 12,567 15,7085
0,01 0,0998 3,1448 6,2848 9,4258 12,5672 15,7086
0,02 0,141 3,1479 6,2864 9,4269 12,568 15,7092
0,04 0,1987 3,1543 6,2895 9,429 12,5696 15,7105
0,06 0,2425 3,1606 6,2927 9,4311 12,5711 15,7118
0,08 0,2791 3,1668 6,2959 9,4333 12,5727 15,7131
0,1 03111 3,1731 6,2991 19,4354 12,5743 15,7143
0,2 04328 3,2039 6,3148 19,4459 12,5823 15,7207
0,3 05218 3,2341 6,3305 19,4565 12,5902 15,727
0,4 05932 3,2636 6,3461 9,467 12,5981 15,7334
0,5 06533 3,2923 6,3616 19,4775 12,606 15,7397
0,6 07051 3,3204 6,377 19,4879 12,6139 15,746
0,7 0,7506 3,3477 6,3923 19,4983 12,6218 15,7524
0,8 0,791 3,3744 6,4074 19,5087 12,6296 15,7587
0,9 08274 3,4003 6,4224 9,519 12,6375 15,765
1  0,8603 3,4256 6,4373 09,5293 12,6453 15,7713
1,5 0,9882 3,5422 6,5097 9,5801 12,6841 15,8026
21,0769 3,6436 6,5783 19,6296 12,7223 15,8336
31,1925 3,3088 6,704 9,724 12,7966 15,8945
4 1,2646 3,9352 6,814 9,8119 12,8678 15,9536
5 1,3138 4,0336 6,9096 9,8928 12,9352 16,0107
6  1,3496 4,1116 6,9924 9,9667 12,9988 16,0654
7 1,3766 4,1746 7,064 10,0339 13,0584 16,1177
8  1,3978 4,2264 7,1263 10,0949 13,1141 16,1675
9  1,4149 4,2694 7,1806 10,1502 13,166 16,2147
10  1,4289 4,3058 7,2281 10,2003 13,2142 16,2594
15  1,4729 4,4255 7,3959 10,3898 13,4078 16,4474
20 1,4961 4,4915 7,4954 10,5117 13,542 16,5864
30 1,5202 4,5615 7,6057 10,6543 13,7085 16,7691
40  1,5325 4,5979 7,6647 10,7334 13,8048 16,8794
50 1,54 4,6202 7,7012 10,7832 13,8666 16,9519
60 1,5451 4,6353 7,7259 10,8172 13,9094 17,0026
80 1,5514 4,6543 7,7573 10,8606 13,9644 17,0686
100 1,5552 4,6658 7,7764 10,8871 13,9981 17,1093
o  1,5708 4,7124 7,854 10,9956 14,1372 17,2788
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Tabela 4.2 Seis Primeiras Raizes da Eq. (1.6)

c B1 B2 B3 Ba Bs Bs
0 0 3,8317 7,0156 10,1735 13,3237 16,4706
0,01 0,1412 3,8343 7,017 10,1745 13,3244 16,4712
0,02 0,1995 3,8369 7,0184 10,1754 13,3252 16,4718
0,04 0,2814 3,8421 7,0213 10,1774 13,3267 16,4731
0,06 0,3438 3,8473 7,0241 10,1794 13,3282 16,4743
0,08 0,396 3,8525 7,027 10,1813 13,3297 16,4755
0,1 0,4417 3,8577 7,0298 10,1833 13,3312 16,4767
0,15 0,5376 3,8706 7,0369 10,1882 13,3349 16,4797
0,2 0617 13,8835 7,044 10,1931 13,3387 16,4828
0,3 0,7465 3,9091 7,0582 10,2029 13,3462 16,4888
0,4 0,8516 3,9344 7,0723 10,2127 13,3537 16,4949
0,5 0,9408 3,9594 7,0864 10,2225 13,3611 16,5009
0,6 1,0184 3,9841 7,1004 10,2322 13,3686 16,507
0,7 1,0873 4,0085 7,1143 10,2419 13,3761 16,513
0,8 1,149 4,0325 7,1282 10,2516 13,3835 16,5191
0,9 1,2048 4,0562 7,1421 10,2613 13,391 16,5251
1  1,2558 4,0795 7,1558 10,271 13,3984 16,5312
1,5 1,4569 4,1902 7,2233 10,3188 13,4353 16,5612
21,5994 4,291 7,2884 10,3658 13,4719 16,591
31,7887 4,4634 7,4103 10,4566 13,5434 16,6499
4 1,9081 4,6018 7,5201 10,5423 13,6125 16,7073
5 1,9898 4,7131 7,6177 10,6223 13,6786 16,763
6 2,049 4,8033 7,7039 10,6964 13,7414 16,8168
7  2,0937 4,8772 7,7797 10,7646 13,8008 16,8684
8 2,1286 4,9384 17,8464 10,8271 13,8566 16,9179
9 2,1566 4,9897 7,9051 10,8842 13,909 16,965
10 12,1795 5,0332 7,9569 10,9363 13,958 17,0099
15 2,2509 5,1773 8,1422 11,1367 14,1576 17,2008
20 2,288 5,2568 8,2534 11,2677 14,2983 17,3442
30 2,3261 5,341 83771 11,4221 14,4748 17,5348
40 2,3455 5,3846 8,4432 11,5081 14,5774 17,6508
50 2,3572 5,4112 8,484 11,5621 14,6433 17,7272
60 2,3651 5,4291 85116 11,599 14,6889 17,7807
80 2,375 5,4516 8,5466 11,6461 14,7475 17,8502
100 2,3809 5,4652 8,5678 11,6747 14,7834 17,8931
o 2,4048 55201 8,6537 11,7915 14,9309 18,0711
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Tabela 4.3 Seis Primeiras Raizes da Eq. (1.7)

[ B B B o Be Be
0 0 44934 7.7253 109041 14.0662 17.2208
0,005 0,1224 4,4945 17,7259 10,9046 14,0665 17,221
0,01 0,173 4,4956 7,7265 10,905 14,0669 17,2213
0,02 0,2445 4,4979 17,7278 10,906 14,0676 17,2219
0,03 0,2991 4,5001 7,7291 10,9069 14,0683 17,2225
0,04 0,345 4,5023 7,7304 10,9078 14,069 17,2231
0,05 0,3854 4,5045 7,7317 10,9087 14,0697 17,2237
0,06 0,4217 4,5068 7,733 10,9096 14,0705 17,2242
0,07 0,4551 4,509 7,7343 10,9105 14,0712 17,2248
0,08 0,486 4,5112 7,7356 10,9115 14,0719 17,2254
0,09 0,515 4,5134 17,7369 10,9124 14,0726 17,226
0,1 0,5423 4,5157 17,7382 10,9133 14,0733 17,2266
0,15 0,6609 4,5268 7,7447 10,9179 14,0769 17,2295
0,2 0,7593 4,5379 7,7511 10,9225 14,0804 17,2324
0.3 0,9208 4,5601 7,7641 10,9316 14,0875 17,2382
0,4 1,0528 4,5822 7,777 10,9408 14,0946 17,244
0,5 1,1656 4,6042 7,7899 10,9499 14,1017 17,2498
0,6 1,2644 4,6261 7,8028 10,9591 14,1088 17,2556
0,7 1,3525 4,6479 7,8156 10,9682 14,1159 17,2614
0,8 1,432 4,6696 7,8284 10,9774 14,123 17,2672
0,9 1,5044 4,6911 7,8412 10,9865 14,1301 17,273
1 1,5708 4,7124 7,854 10,9956 14,1372 17,2788
1,1 1,632 4,7335 7,8667 11,0047 14,1442 17,2845
1,2 1,6887 4,7544 7,8794 11,0137 14,1513 17,2903
1,3 1,7414 4,7751 7,892 11,0228 14,1584 17,2961
1,4 1,7906 4,7956 7,9045 11,0318 14,1654 17,3019
1,5 1,8366 4,8158 7,9171 11,0408 14,1724 17,3076
1,6 1,8798 4,8358 7,9295 11,0498 14,1795 17,3134
1,7 1,9203 4,8556 7,9419 11,0588 14,1865 17,3192
1,8 1,9586 4,875 7,9542 11,0677 14,1935 17,3249
1,9 1,9947 4,8942 7,9665 11,0766 14,2005 17,3306
2 2,0288 4,9132 7,9787 11,0855 14,2074 17,3364
2,5 2,1746 5,0036 8,0385 11,1295 14,2421 17,3649
3 2,2889 5,087 8,0962 11,1727 14,2764 17,3932
4 2,4556 5,2329 8,2045 11,256 14,3434 17,449
5 2,5704 5,354 8,3029 11,3348 14,408 17,5034
6 2,6537 5,4544 88,3913 11,4086 14,4699 17,5562
7 2,7165 5,5378 8,4703 11,4773 14,5288 17,6072
8 2,7654 5,6078 8,5406 11,5408 14,5847 17,6562
9 2,8044 5,6669 8,6031 11,5993 14,6374 17,7032
10 2,8363 5,7172 8,6587 11,6532 14,6869 17,7481
11 2,8628 5,7606 8,7083 11,7027 14,7335 17,7908
16 2,9476 5,908 8,8898 11,8959 14,9251 17,9742
21 2,993 5,9921 19,0018 12,025 15,0625 18,1136
31 3,0406 6,0831 09,1294 12,1807 15,238 18,3018
41 3,0651 6,1311 9,1987 12,2688 15,3417 18,418
51 3,0801 6,1606 9,242 12,3247 15,409 18,4953
61 3,0901 6,1805 09,2715 12,3632 15,4558 18,5497
81 3,1028 6,2058 19,3089 12,4124 15,5164 18,6209
101 3,1105 6,2211 19,3317 12,4426 15,5537 18,665
0 3,1416 6,2832 9,4248 12,5664 15,708 18,8496
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O mais importante para se entender sobre o uso dessas tabelas é que os problemas que
acompanham os livros para facilitar a absorcao de seus contetidos, podem ter enunciados com dados
que levam a um valor idéntico aos que estdo disponiveis na primeira coluna das tabelas, porém, os
problemas reais, ao contrario, dificilmente terdao dados assim. Entdo, o uso das tabelas presume
utilizacdo de interpolacio e, consequentemente, a exatidao dos resultados obtidos pela utilizagdo de
tabelas é limitada pela exatiddo dos valores que sdo obtidos por interpolacdo. Por exemplo, se for
necessario saber o valor da primeira raiz 8, da Eq. (1.5) para ¢ = 0,14, sera necessario interpolar os
valores de c = 0,1 e c = 0,2, que sdo 0,3111 e 0,4328, para se obter 8; = 0,35978, enquanto que o
valor exato é 8; = 0,36566, 0 que representa um erro de —0,016 = —1,6%.

O erro relativo dos valores de [5; obtidos através de interpolagao linear em fungio de ¢ é dado
na Figura 4.1. Entdo, apesar dessas tabelas terem todos esses algarismos significativos, o que
representa um erro de valores tabulados menor do que 0,06%, para problemas praticos o uso dessa
tabela pode levar a erro de até 1,6%, que é maior do que o de expressdes aproximadas que serdao

desenvolvidas.

“0.002]- --
~0.004]- - -
~0.0064)- - -
~0.0084! -

erro relativa

-0.010H

0,012
—0.0144 - -

-0.0164

Figura 4.1 Erro relativo dos valores de 3, obtidos através de interpolagdo linear da Tabela 4.1 para 0,001 < c< 100

Observe-se nesta figura que o erro é sempre negativo devido a curva dos valores exatos ter
concavidade para baixo. Além disso, ele nunca é zero devido a limitagdo dos quatro algarismos
decimais dos dados da tabela.

Devido a este grafico ser semilogaritmico, ¢ ndo alcanca o valor nulo. A interpolacdo linear da
primeira raiz entre 0 < ¢ < 0,001 é:

B, (c) = 31,6¢
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que tem um erro relativo tendendo a —100% quando c tende a zero, como pode ser visto pela Eq.

(2.12):

c—-0t \/E c-0t \/E

e com velocidade de aumento de seu valor absoluto que nio é baixa, como pode ser visto pela Figura

4.2.

31,6¢ 31,6c —+/c
lim( >=0¢1—>lim<—\/_>=—1

Para 100 < ¢ < o, a interpolacio linear dessa e de qualquer outra raiz resultaria em fungdes
constantes [, = nm, as quais representam um erro de aproximadamente 1%. Entdo, exclui-se os

extremos de ¢ da avaliacao dos erros de interpolacao que sera realizada.

0 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.0010

erro relativo

Figura 4.2 Erro relativo dos valores de 3; obtidos através de interpolagdo linear da Tabela 4.1 para 0 < ¢ < 0,001

A Tabela 4.4 mostra o erro maximo de 1,6% (em mddulo) da primeira raiz da Eq. (1.5) obtida
por interpolagdo linear, bem como o das demais raizes. Este erro pode ser diminuido com
interpolacdes de maior ordem e essa tabela mostra que este erro, por exemplo, pode diminuir para
1,2% com interpolagdo de 72 ordem.

Os valores que ndo sao mostrados nesta tabela, correspondem a erro maior do que o que é
obtido com interpolacdes de menores ordens. Isto ocorre porque as curvas polinomiais podem oscilar
muito quando o grau € alto, e o ajuste, entdo, é comprometido.

As Egs. (1.6) e (1.7) levam a erro com valores muito proximos a estes apresentados para a Eq.
(1.5). Entao, o moédulo do erro do resultado do calculo da primeira raiz para estas trés equagoes é de
aproximadamente 1,5% para interpolacgdes lineares e de aproximadamente 1,2% para interpolacdo
de 72 ordem (Tabela 4.5 e Tabela 4.6, para as Egs. (1.6) e (1.7), respectivamente).

O espagamento menor entre os menores valores de ¢ permite uma exatiddo mais uniforme,
porém, este espacamento irregular aumenta o nimero de operacdes computacionais necessarias para

se obter interpolacdes de maior ordem.
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Tabela 4.4 Mdximos médulos do erro relativo das raizes da Eq. (1.5) obtidas através de interpolagdo de vdrias ordens da

Tabela 4.1 para 0,001 < c < 100

Raiz 12 22 32 42 52 62 72 g2 92
B, 0016 - - - - 0013 0012 - -
B, 0,002 0,0008 0,0003 - 0,0002 - - - -
Bs 0,002 0,0007 0,0002 - 0,0001 - - - -

B, 0,001 00005 00001 000008 - - -
Bs  0,0009 0,0003 0,00009 0,00005 - - -
B, 0,0007 0,0002 0,00005 - - - - -

Tabela 4.5 Mdximos médulos do erro relativo das raizes da Eq. (1.6) obtidas através de interpolagdo de vdrias ordens da

Tabela 4.2 para 0,01 < c <100

Raiz 12 22 32 42 52 62 72 g2 02
B, 0,015 - - - - 0013 0012 - -
B, 0,002 0,0009 0,0003 - 0,0002 - -
Bs 0,002 0,0007 0,0002 - 0,0001 - -

B, 0,001 00005 00001 000006 - - -
Bs  0,0009 0,0003 0,00008 0,00005 - - -
B, 0,0007 0,0002 0,00004 - - - - -

Tabela 4.6 Mdximos médulos do erro relativo das raizes da Eq. (1.7) obtidas através de interpolagdo de vdrias ordens da

Tabela 4.3, para 0,005 < c < 101

Raiz 12 22 32 42 5a 62 7a ga o9a
b1 0,015 - - - - 0,013 0,011 - -
B 0,002 0,0008 0,0003 - 0,0001 - - - -

Bs 0,001 0,0006 0,0002 0,0001 - - -
B, 0001 00004 00001 000005 - - -
Bs  0,0008 0,0003 0,00007 0,00005 - - -
B, 0,0007 0,0002 0,00004 - - - - -

Devido a este aumento do nimero de operacdes e diminuigdo muito pequena do erro com
interpolacdes de maior ordem, devido a ndo ser informado nestas tabelas qual a maxima ordem que
poderia ser usada, e devido a importancia do erro do primeiro autovalor, pode-se associar a estas

tabelas a um erro relativo maximo da ordem de 1,5%.
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4.2. AsTabelas com Passo Constante

Zucker (1964) apresenta tabelas com as nove primeiras raizes das Egs. (1.5) e (1.7) com cinco
algarismos decimais, e das cinco primeiras raizes da Eq. (1.6) com quatro algarismos decimais. Pela
divisdo das tabelas em duas partes, com uma engenhosa escolha da variavel da primeira coluna, pode-
se obter todos os valores nao negativos de c, através de uma variavel da primeira coluna com passo
constante, o que facilita interpolacdes de maiores ordens.

Utilizando as mesmas formas, obtivemos a Tabela 4.7, a Tabela 4.8 e a Tabela 4.9, e
observamos alguns erros de arredondamento na tabela publicada equivalente a Tabela 4.7, como por
exemplo em ¢ = 0,05, onde o valor de 5, apresentado é 15,71114 enquanto que o valor correto é
15,7111457..., e em ¢ = 1/0,9, onde o valor de S apresentado é 22,04151 enquanto que o valor
correto é 22,04151586 ... (ambos deveriam ter sido arredondados para cima). Contudo, estes erros
estdo dentro da tolerancia assegurada por este manual que é de 6/10 do ultimo algarismo
significativo.

No rodapé da tabela publicada indica-se que o erro de maximo moédulo das raizes da Eq. (1.5)
obtidas através de interpolacio linear da Tabela 4.7 para 0 < ¢ < 1 seriade 7,0 - 10~*. Recalculamos
todos erros (Tabela 4.10) e verificamos que o maximo erro é, na verdade, de 8,0 - 10~* para ;. De
fato, parac = 0,22436 ovalor de 5, é 0,45666 ... enquanto que a interpolacao linear levaa 0,45586 ...
e, entdo, 0,45586 — 0,45666 = —0,00080.

A tabela publicada equivalente a Tabela 4.8 foi parcialmente extraida de Carslaw e Jaeger
(1959) e ndo tem erros de arredondamento. Ja a equivalente a Tabela 4.9 tem alguns erros dentro da
tolerancia, e um erro fora da tolerancia porque mostra s = 17,27875 para ¢ = 0,95, enquanto que o
valor correto é 17,2787596 (este valor poderia ser obtido a partir do valor correto que esta numa raiz
equivalente na Tabela 4.7).

Os erros maximos para o intervalo maior nao foram indicados no rodapé da tabela publicada,
mas também esta apresentado na Tabela 4.10. Por fim, também ndo foram indicados os erros de
maximos moédulos obtidos através de interpolacado linear da Tabela 4.8 e da Tabela 4.9 e em vez deles,
sera preferivel se apresentar o erro relativo.

Os maximos moédulos do erro relativo das raizes obtidas a partir da Tabela 4.7, da Tabela 4.8
e da Tabela 4.9 estdo respectivamente indicados na Tabela 4.11, Tabela 4.12 e Tabela 4.13. Ndo foram
excluidos delas os valores que sdo maiores do que os que sio obtidos com interpolacdoes de menor
ordem, porque, apesar das interpolacdes de maior ordem serem mais recomendaveis com tabelas de

passos constantes, deve-se atentar ao fato de que o erro pode aumentar em parte dos casos.
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Tabela 4.7 Nove Primeiras Raizes da Eq. (1.5)

By

B2

Bs

Ba

Bs

B

Bz

Bs

Bo

0
0,05
0,1
0,15
0,2
0,25
0,3
0,35
0,4
0,45
0,5
0,55
0,6
0,65
0,7
0,75
0,8
0,85
0,9
0,95

0
0,22176
0,31105
0,37788
0,43284
0,48009
0,52179
0,55922
0,59324
0,62444
0,65327
0,68006
0,70507
0,72851
0,75056
0,77136
0,79103
0,80968

0,8274
0,84426
0,86033

3,14159
3,15743
3,1731

3,1886

3,20394
3,2191

3,23409
3,24891
3,26355
3,27802
3,29231
3,30643
3,32037
3,33413
3,34772
3,36113
3,37438
3,38744
3,40034
3,41306
3,42562

6,28319
6,29113
6,29906
6,30696
6,31485
6,3227
6,33054
6,33835
6,34613
6,35389
6,36162
6,36932
6,377
6,38464
6,39226
6,39984
6,4074
6,41492
6,42241
6,42987
6,4373

9,42478
9,43008
9,43538
9,44067
9,44595
9,45122
9,45649
9,46175
9,467
9,47225
9,47749
9,48271
9,48793
9,49314
9,49834
9,50353
9,50871
9,51388
9,51905
9,5242
9,52933

12,56637
12,57035
12,57432
12,5783
12,58226
12,58623
12,59019
12,59415
12,59811
12,60206
12,60601
12,60996
12,6139
12,61784
12,62177
12,6257
12,62963
12,63355
12,63747
12,64138
12,64529

15,70796
15,71115
15,71433
15,71751
15,72068
15,72386
15,72704
15,73021
15,73338
15,73655
15,73972
15,74289
15,74605
15,74921
15,75237
15,75553
15,75869
15,76184
15,76499
15,76814
15,77128

18,84956
18,85221
18,85486
18,85751
18,86016
18,86281
18,86546
18,8681
18,87075
18,87339
18,87604
18,87868
18,88132
18,88396
18,8866
18,88924
18,89188
18,89451
18,89715
18,89978
18,90241

21,99115
21,99342
21,99569
21,99797
22,00024
22,00251
22,00478
22,00705
22,00932
22,01159
22,01386
22,01613
22,01839
22,02066
22,02292
22,02519
22,02745
22,02971
22,03198
22,03424
22,0365

25,13274
25,13473
25,13672
25,13871
25,1407
25,14268
25,14467
25,14666
25,14865
25,15063
25,15262
25,1546
25,15659
25,15857
25,16056
25,16254
25,16452
25,1665
25,16849
25,17047
25,17245

1/c

By

B2

Bs

Ba

Bs

B

Bz

Bs

Bo

0,95
0,9
0,85
0,8
0,75
0,7
0,65
0,6
0,55
0,5
0,45
0,4
0,35
0,3
0,25
0,2
0,15
0,1
0,05

0,86033
0,87647
0,89352
0,91158
0,93076
0,95116
0,97291
0,99617
1,02111
1,04794
1,07687
1,1082
1,14223
1,17933
1,21995
1,26459
1,31384
1,36835
1,42887
1,49613
1,57080

3,42562
3,43865
3,45292
3,46859
3,4859

3,50509
3,52649
3,55048
3,57756
3,60834
3,6436

3,68433
3,73184
3,78784
3,8546

3,93516
4,03357
4,15504
4,3058

4,49148
4,71239

6,4373
6,44508
6,45368
6,46324
6,47392
6,48593
6,49954
6,51508
6,53297

6,5538
6,57833
6,60761
6,64312
6,68698
6,74233
6,81401

6,9096
7,04126
7,22811
7,49541
7,85398

9,52933
9,53473
9,54072
9,54738
9,55486
9,56331
9,57292
9,58394
9,59673
9,61173
9,62956
9,65109
9,67758
9,71092
9,75407
9,81188
9,89275
10,01222
10,20026
10,51167
10,99557

12,64529
12,6494
12,65395
12,65904
12,66475
12,67121
12,67857
12,68704
12,69689
12,70847
12,7223
12,73907
12,75985
12,78621
12,82073
12,86776
12,93522
13,03901
13,21419
13,54198
14,13717

15,77128
15,77459
15,77827
15,78237
15,78698
15,79219
15,79814
15,805
15,81297
15,82237
15,83361
15,84728
15,86426
15,88591
15,91443
15,95363
16,01066
16,10054
16,25936
16,58639
17,27876

18,90241
18,90518
18,90825
18,91168
18,91554
18,91991
18,9249
18,93065
18,93734
18,94523
18,95468
18,96619
18,98052
18,99882
19,02302
19,05645
19,10552
19,18401
19,32703
19,64394
20,42035

22,0365
22,03887
22,04152
22,04447
22,04778
22,05154
22,05583
22,06077
22,06653
22,07333
22,08148

22,0914
22,10377
22,11961
22,14058
22,16965
22,21256
22,28187
22,41085
22,71311
23,56194

25,17245
25,17453
25,17684
25,17943
25,18234
25,18563
25,18939
25,19373
25,19879
25,20475
25,2119

25,22063
25,2315

25,24544
25,26392
25,28961
25,32765
25,38952
25,50638
25,79232
26,70354
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Tabela 4.8 Cinco Primeiras Raizes da Eq. (1.6)

By B2

Bs

Ba

Bs

0
0,02
0,04
0,06
0,08

0,1
0,2
0,4
0,6
0,8

0  3,8317
0,1995 3,8369
0,2814 13,8421
0,3438 13,8473
0,396 3,8525
0,4417 13,8577
0,617 3,8835
0,8516 3,9344
1,0184 3,9841
1,149 4,0325
1,2558 4,0795

7,0156
7,0184
7,0213
7,0241
7,027

7,0298
7,044

7,0723
7,1004
7,1282
7,1558

10,1735
10,1754
10,1774
10,1794
10,1813
10,1833
10,1931
10,2127
10,2322
10,2516
10,271

13,3237
13,3252
13,3267
13,3282
13,3297
13,3312
13,3387
13,3537
13,3686
13,3835
13,3984

1/c

B1 B2

Bs

Ba

Bs

0,8
0,6
0,4
0,2
0,1
0,08
0,06
0,04
0,02

1,2558 4,0795
1,3659 4,1361
1,5095 4,2249
1,706 4,3818
1,9898 4,7131
2,1795 5,0332
2,2218 5,1172
2,2656 5,2085
2,3108 5,3068
2,3572 5,4112
2,4048 5,5201

7,1558
7,1898
7,2453
7,3508
7,6177
7,9569
8,0624
8,1852
8,3262
8,484
8,6537

10,271
10,295

10,3346
10,4118
10,6223
10,9363
11,0477
11,1864
11,3575
11,5621
11,7915

13,3984
13,4169
13,4476
13,5079
13,6786
13,958
14,0666
14,21
14,3996
14,6433
14,9309

Tabela 4.9 Nove Primeiras Raizes da Eq. (1.7)

(c-1)*

B1

Bz

Bs Ba

Bs

Bs

Bz

Bs

Bo

1
0,95
0,9
0,85
0,8
0,75
0,7
0,65
0,6
0,55
0,5
0,45
0,4
0,35
0,3
0,25

2,02876
2,04597
2,06453
2,0846
2,10638
2,13008
2,15598
2,1844
2,21571
2,25037
2,28893
2,33208
2,38064
2,43566
2,4984
2,57043

4,91318
4,92303
4,93389
4,94592
4,9593
4,97428
4,99116
5,01031
5,03222
5,0575
5,08699
5,12176
5,16331
5,2137
5,27587
5,35403

7,97867 11,08554
7,98505 11,09021
7,99212 11,09538
7,99999 11,10116
8,00881 11,10764
8,01875 11,11496
8,03004 11,12331
8,04298 11,1329
8,05794 11,14403
8,07544 11,15712
8,09616 11,17271
8,12108 11,19159
8,15156 11,21491
8,18965 11,2444
8,23845 11,28284
8,30293 11,33483

14,20744
14,2111
14,21517
14,21971
14,22482
14,23059
14,23717
14,24475
14,25357
14,26395
14,27635
14,29143
14,31012
14,33392
14,36517
14,40797

17,33638
17,33939
17,34274
17,34648
17,35068
17,35543
17,36086
17,36711
17,37439
17,38298
17,39324
17,40574
17,42129
17,44113
17,46732
17,50343

20,46917
20,47173
20,47457
20,47774
20,48131
20,48535
20,48996
20,49528
20,50147
20,50877
20,51752
20,52818
20,54146
20,55844
20,58092
20,61203

23,60428
23,60651
23,60897
23,61173
23,61483
23,61834
23,62235
23,62697
23,63235
23,63871
23,64632
23,65561
23,66719
23,68201
23,70167
23,72895

26,74092
26,74288
26,74506
26,74749
26,75023
26,75333
26,75688
26,76096
26,76573
26,77135
26,77809
26,78631
26,79656
26,80971
26,82716
26,85142
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0,2
0,15
0,1
0,05

2,65366
2,75032
2,86277
2,99304
3,14159

5,45435
5,58578
5,76056
5,99209
6,28319

8,39135
8,51805
8,70831
9,00185
9,42478

11,40863
11,52018
11,70268
12,02503
12,56637

14,46987
14,56638
14,73347
15,06247
15,70796

17,55621
17,64009
17,79084
18,11361
18,84956

20,65782
20,73148
20,86724
21,17717
21,99115

23,76928
23,83468
23,95737
24,25156
25,13274

26,8874
26,94607
27,05755

27,3352
28,27433

By

B2

Bs

Ba

Bs

Bs

Bz

Bs

Bo

0,05
0,1
0,15
0,2
0,25
0,3
0,35
0,4
0,45
0,5
0,55
0,6
0,65
0,7
0,75
0,8
0,85
0,9
0,95

1,05
1,1
1,15
1,2
1,25
1,3
1,35
1,4
1,45
1,5
1,55
1,6
1,65
1,7
1,75
1,8
1,85
1,9
1,95

0
0,38537
0,54228
0,66086
0,75931
0,84473
0,92079
0,98966
1,05279
1,11118
1,16556
1,21649

1,2644
1,30965
1,35252
1,39325
1,43203
1,46904
1,50442

1,5383

1,5708

1,602
1,63199
1,66087
1,68868
1,71551

1,7414
1,76641
1,79058
1,81396

1,8366
1,85852
1,87976
1,90036
1,92035
1,93974
1,95857
1,97687
1,99465
2,01194
2,02876

4,49341
4,50454
4,51566
4,52678
4,53789
4,54899
4,56007
4,57114
4,58219
4,59321
4,60422
4,61519
4,62614
4,63705
4,64793
4,65878
4,66958
4,68035
4,69108
4,70176
4,71239
4,72298
4,73351
4,744
4,75443
4,76481
4,77513
4,7854
4,79561
4,80575
4,81584
4,82587
4,83583
4,84573
4,85557
4,86534
4,87504
4,88468
4,89425
4,90375
4,91318

7,72525
7,73172
7,7382

7,74467
7,75114
7,7576

7,76407
7,77053
7,77698
7,78344
7,78988
7,79633
7,80276
7,80919
7,81562
7,82203
7,82844
7,83484
7,84123
7,84761
7,85398
7,86034
7,86669
7,87303
7,87936
7,88567
7,89198
7,89827
7,90454
7,9108

7,91705
7,92329
7,9295

7,93571
7,94189
7,94807
7,95422
7,96036
7,96648
7,97258
7,97867

10,90412
10,90871
10,91329
10,91788
10,92246
10,92704
10,93163
10,93621
10,94079
10,94537
10,94994
10,95452
10,95909
10,96366
10,96823
10,97279
10,97736
10,98192
10,98647
10,99103
10,99557
11,00012
11,00466
11,0092

11,01373
11,01826
11,02278
11,0273

11,03182
11,03633
11,04083
11,04533
11,04982
11,05431
11,05879
11,06326
11,06773
11,07219
11,07665
11,0811

11,08554

14,06619
14,06975
14,0733
14,07686
14,08041
14,08397
14,08752
14,09107
14,09462
14,09817
14,10173
14,10527
14,10882
14,11237
14,11592
14,11946
14,12301
14,12655
14,13009
14,13363
14,13717
14,1407
14,14424
14,14777
14,1513
14,15483
14,15835
14,16188
14,1654
14,16892
14,17243
14,17595
14,17946
14,18296
14,18647
14,18997
14,19347
14,19697
14,20046
14,20395
14,20744

17,22076
17,22366
17,22656
17,22947
17,23237
17,23527
17,23817
17,24108
17,24398
17,24688
17,24978
17,25268
17,25558
17,25848
17,26138
17,26428
17,26718
17,27007
17,27297
17,27587
17,27876
17,28165
17,28455
17,28744
17,29033
17,29322
17,2961

17,29899
17,30187
17,30476
17,30764
17,31052
17,3134

17,31628
17,31916
17,32203
17,3249

17,32777
17,33064
17,33351
17,33638

20,3713
20,37376
20,37621
20,37867
20,38112
20,38357
20,38603
20,38848
20,39094
20,39339
20,39584

20,3983
20,40075

20,4032
20,40565

20,4081
20,41055

20,413
20,41545

20,4179
20,42035

20,4228
20,42525

20,4277
20,43014
20,43259
20,43503
20,43748
20,43992
20,44236

20,4448
20,44724
20,44968
20,45212
20,45456

20,457
20,45943
20,46187

20,4643
20,46674
20,46917

23,51945
23,52158
23,5237
23,52583
23,52796
23,53008
23,53221
23,53433
23,53646
23,53858
23,54071
23,54283
23,54496
23,54708
23,54921
23,55133
23,55345
23,55558
23,5577
23,55982
23,56194
23,56407
23,56619
23,56831
23,57043
23,57255
23,57467
23,57679
23,57891
23,58103
23,58314
23,58526
23,58738
23,58949
23,59161
23,59372
23,59584
23,59795
23,60006
23,60217
23,60428

26,66605
26,66793
26,6698

26,67168
26,67355
26,67543
26,6773

26,67918
26,68105
26,68293
26,6848

26,68668
26,68855
26,69042
26,6923

26,69417
26,69605
26,69792
26,69979
26,70167
26,70354
26,70541
26,70728
26,70915
26,71102
26,7129

26,71477
26,71664
26,71851
26,72038
26,72225
26,72412
26,72598
26,72785
26,72972
26,73159
26,73345
26,73532
26,73719
26,73905
26,74092
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Tabela 4.10 Mdaximos modulos do erro relativo das raizes obtidas através de interpolagdo linear da Tabela 4.7

Raiz 0<c<1 1<c<w
fi 80-107* 9,6-107*
B, 25-107° 4,6-1073
fs 65-107¢ 1,2-1072
Bs 64-107% 2,0-1072
fs 55-107¢ 3,5-1072
Be 57-107¢ 5,3-1072
B, 45-107¢ 7,5-1072
fs 56-107¢ 9,8-1072
fo 54-107° 1,2-1071

Os erros da Tabela 4.11 parecerem menores porque a situacao critica foi excluida, que é a do
calculo da primeira raiz com o valor da variavel ¢ baixo. Entao, para esta raiz ndo foi considerado o
intervalo ¢ < 0,2 e por isso foi encontrado um erro de apenas 0,2% = 2 - 1073, O autor recomenda

que neste caso, se utilize:

1 11 1
_ 42t 3.
b */E(l 6°T360¢ "232¢ )

o que reduz a utilidade da tabela, j4 que esta raiz é a mais importante, e estes valores da variavel ¢
ndo sdo tdo baixos.

Entdo, devido a primeira raiz ser a mais importante, pode-se dizer que o erro relativo maximo
destas tabelas de passo constante é da ordem de 2% quando se utiliza interpolacdo linear, e de 0,5%
se forem utilizadas interpolacdes de até 82 ordem.

Nao serdo discutidas em detalhe como as interpolacées de maior ordem foram efetuadas para
pontos dos extremos dos intervalos, nem em que regides foram encontrados os maiores valores do
erro, porque niao se tem como objetivo um maior aprofundamento na analise da utilizacdo destas
tabelas, mas apenas informar as ordens de grandeza dos valores do erro que sdo obtidos com sua

utilizacdo para efeito de comparacido com os que serdo obtidos com as expressdes aproximadas.
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Tabela 4.11 Mdximos modulos do erro relativo das raizes obtidas através de interpolagdo da Tabela 4.7, considerando todo o

intervalo ¢ > 0 (ou ¢ = 0,2 no caso de interpolagdo de 12 ordem de [3,)

Ordem da Interpolacdo

12 22 32 42 52 62 72 82 92

gy 2-103 3-104¢ 5-105 5-105 2-10> 2-10> 9-10¢ 2-10* 1-10+
g, 1103 1-10¢ 1-10¢ 5-105 2-105 7-10¢ 6-10¢ 1-10> 2-10°
gz 2-10% 2-10+¢ 1-10¢ 2-10¢ 1-10+ 8-105 4-10°5 1-10> 9-10¢
fs 2103 4-10+¢ 5-10¢ 5-10¢ 4-10+ 3-10+ 2-10+ 1-10* 9-10°5
fs 3-103 6-10+ 5-10*4 6-10* 6-10+4 5-10+ 5-104 4-10+ 3-10+*
ps 3-103 810+ 5-10¢ 7-10¢ 7-10¢ 7-10¢ 7-10¢ 6-10* 6-10+*
p; 4-10% 1-10% 3-10¢ 6-10¢ 8-10+¢ 8-10+¢ 8-10+ 8-10* 8-10+*
fs 4-103 1-103 4-10+ 5-10+¢ 7-10+¢ 8-10+ 8-10+ 9-10* 9-10+*
By 5-103 2-103 6-10+ 3-10+ 5-10+4 7-10+4 8-10+ 8-10* 9-10+*

Tabela 4.12 Mdaximos modulos do erro relativo das raizes obtidas através de interpolagdo da Tabela 4.8, considerando todo o

intervalo ¢ > 0 (ou ¢ = 0,02 no caso de interpolagdo de 12 ordem de f3,)

Ordem da Interpolacdo
12 22 32 42 52 62 72 82 92
gy 2102 5-102 2-102 1-102 9-103 8-103 5-102 8-10! 1-10!
g, 8103 4-103 4-103 5-10¢ 7-104 8-10¢ 1-102 2-102 7-102
pz 5103 4-10% 2-10% 1-10% 1-10% 2-103% 8-103 1-10! 6-101
B, 3-103 4-103 2-103 2-103 1-103 4-103 6-103 1-101 2-100
fs 3-103 3-103 1-103 2-103 1.103 5-103 2.102 6-102 2-10°

Raiz

Tabela 4.13 Mdximos mddulos do erro relativo das raizes obtidas através de interpolagcdo da Tabela 4.9, considerando todo o

intervalo ¢ > 0 (ou ¢ = 0,05 no caso de interpolagdo de 12 ordem de f3,)

Ordem da Interpolacido

12 Da 3a 42 5a 62 7a ga a

p 2:102 5-102 2-102 1-102 9-103 7-103 6:103 5-103 1-101
B, 1-103 2-104 8-105 4-105 1-105 4-106 2:106 3-106 4-10¢
ps 2:103 3-104 1-104 7-105 4-105 1-105 6:106 3-106 4:10¢
B, 2:10% 5-104 1-104 8-105 5-105 2:105 1-105 5-10¢ 2-10¢
Bs 3-10% 7-104 1-104 6-105 4-105 2:105 1-10°5 6:10¢ 3-10¢
Be 3-103 1-103 2-104 5-105 2:105 1-105 8:106 4:106 3-10¢
B, 4-10% 1-103 3-104 9-105 2:105 6:106 3-106 2:106 2:10¢
Bs 4-103 2103 4-10+4 2-10* 4-105 1-105 3-106 1-10¢ 1-10¢
By 5-103 2103 5-104 2-104 7-105 3-105 9:106 3-106 2.10-6

Raiz
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5. NOVAS EXPRESSOES APROXIMADAS PARA A PRIMEIRA RAIZ

5.1. Uma Expressdo que Utiliza Ponto Fixo

Define-se matematicamente “ponto fixo” de uma funcdo como o ponto que ndo tem seu valor

alterado apds a aplicacao da fungdo. As raizes da Eq. (1.5) sdo pontos fixos de varias fungoes:

c
f(B) = tan 3,
f(B1) = arctané
f(B) =p(1—tanpBy) —c
ccos B4

f(B1) = arcsen

1

e a substituicdo dos ; que aparecem nestas equacdes por um valor aproximado da raiz, leva a um
outro valor aproximado da raiz que pode ser mais exato.

A segunda fun¢do listada acima, com ¢ = 0,5, estd representada no grafico da Figura 5.1. Pela
Tabela 5.1, obtém-se que para ¢ = 0,5, araiz da Eq. (1.5) é 8, = 0,6533, valor este que corresponde a
abscissa da interseccao desta curva com a bissetriz y = 5. Observa-se que a utilizagdo de um valor
aproximado de ; menor do que este valor correto, leva a um correspondente f(f;) com valor maior

do que o valor exato, e vice-versa.

[—v=®
|==v=8

Figura 5.1 Ponto de intersecgdo correspondente a primeira raiz da Eq. (1.5)

Para qualquer valor de c, f é decrescente, pois:
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d d c c

T f(B) = d—ﬂlarctanE = _,8—12 e

e a declividade de f é acentuada quando ¢ tem um valor baixo, pois

i [ 1
Jim d—ﬁlf(ﬁl) =--

Entdo, se for utilizado um baixo valor aproximado da raiz, pode-se obter um novo valor muito alto, o

<0

que acarreta em aumento do valor absoluto do erro, ao invés de diminuicdo. Se, por outro lado, for
utilizado um valor aproximado maior do que o valor exato da raiz, o novo valor calculado sera menor
do que o valor exato, e novamente o erro podera aumentar em termos absolutos.

Observando com mais cuidado, verifica-se que a declividade relevante é a da parte da curva
que se situa entre o valor aproximado utilizado e o valor exato e, caso ela seja menor do que a unidade,
o calculo da expressao resultara num valor com mais exatidao.

O valor absoluto da declividade da curva y = f(f) no ponto de interseccdo comaretay = f8

Cc
T

d _ |sin 264
dpy 24

Entdo, sabe-se que obrigatoriamente existird uma vizinhang¢a deste ponto de interseccdo onde a

T
< 1lpara0 < p; SE

f(B1)

BitanBi=c B1tan Bi=c
declividade em todos pontos serd menor do que a unidade. Portanto, se o valor aproximado estiver
suficientemente préoximo do valor exato (correspondente ao ponto de interseccdo), ele estard numa
parte da curva que garantira que o modulo do erro diminua e o valor calculado seja uma aproximacao
melhor.

Entre varias combinag¢des averiguadas, um bom resultado foi obtido utilizando esta funcao

discutida com a estimativa da Eq. (2.25), resultando:

1 = arctan

que pode ser simplificada para:

[, = arctan [c+ -y (5.1)

Esta expressao continua satisfazendo a tendéncia da Eq. (2.12):

, 4c?
arctan ¢+ —-
T

lim =1

c-0* \/E
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e continua tendo valor correto quando ¢ tende a infinito:

_ 4c? T
Cll_)Ig) arctan |c+ 7 |=3= P1,00
portanto, seu erro relativo tende a zero quando c tende a zero ou infinito como pode ser visto na
Figura 8.7.

Observe-se neste mesmo grafico, como esta expressao reduziu o erro da expressado original e,
portanto, todas as estimativas da Eq. (2.25) estiveram suficientemente préximas das interseccoes
para que a declividade da curva ndo ultrapassasse a unidade.

Nao é possivel se aplicar o mesmo procedimento para a Eq. (1.6) porque, como ja apontado
anteriormente, apesar de sinf /cosf ser definido como tan 8, a razao entre as func¢des de Bessel
J1(B) /Jo(B) ndo é definida como uma nova funcgéo e, portanto, ndo tem inversa.

Repetindo-se o mesmo procedimento para a primeira raiz da Eq. (1.7), obtém-se:

1-c¢ 2

1 -
+3 (5.2)

B1 = arccot

a qual, por calculos analogos aos ja mostrados, tem erro relativo tendendo a zero quando c tende a
zero ou infinito, como pode ser visto na Figura 8.9.

As expressdes mostradas nas Egs. (5.1) e (5.2) sdo bastante simples por sequer incluirem
parametros de ajuste. Elas consistem nas primeiras novas expressdes desenvolvidas neste trabalho,

e estdo identificadas por “Ponto Fixo”.
5.2. Coeficientes Otimos para as Expressdes Ja Desenvolvidas

Varias expressoes obtidas em outros trabalhos sdo casos particulares da expressao:

Bi = (pes + g (53)
onde p,q,7 e s sdo constantes. E muito interessante observar nos trabalhos que mostram como as
expressoes foram obtidas, que isto ocorreu por diferentes dedugdes.

A expressdo de Luikov (1968) mostrada na Eq. (2.14) e obtida através de graficos
logaritmicos:
ﬁl,oo —

1+

1
By = (ABrac™ +Br%) 2
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corresponde ao caso em que p = AB{ o, S = —k,q = f] o, 7 = —2.
A expressao de Yovanovich (1996) mostrada na Eq. (2.19) e obtida a partir da relacdo
empirica de Churchill e Usagi (1972):

1
o k _k Tk
[P A T = (m 2¢ 2+[31_,f§0>
vme
corresponde ao caso no qualp = m™/?,s =r/2,q = Pl =—k.

A expressdo de Ostrogorsky e Mikic (2008) mostrada na Eq. (2.25) e obtida através de séries

de poténcias:

~ mc 1 1, a2 i
P = 1+ - (EC +Bl'°°>
ﬁl,oo
corresponde ao caso no qualp = m™/?,s =r/2,q = PlooT =—2.

A expressao de Stevens e Luck (1999) mostrada na Eq. (2.20) para a primeiraraiz da Eq. (1.5):

_r -1
c 4=(1 2)

B il 14
=—4— = -
17y 4C+% 2 ™

corresponde ao caso no qual p = 1/2,s = —1,q = ] ,, 7 = —1; a expressdo mostrada na Eq. (2.21)

para a primeira raiz da Eq. (1.6):

T -1
~3n+3n0—7_(2 g 4)
hegts 13 T3
2
corresponde ao casono qualp = 2/3,s = —1,q = f{ ., = —1; e a expressdo mostrada na Eq. (2.22)
para a primeira raiz da Eq. (1.7):
0,676 _ ﬁ _1
LTome 2 _ (1 o676, L
pre5+- = c +—
2Vm T

corresponde ao caso no qual p = 1/(2\/5),5 =-0,676,q = f{ o, 7 = —1.
A expressao de Ostrogorsky e Mikic (2009) mostrada na Eq. (2.26) para0 < ¢ < 2:

5 mc (1 1 1 —1/2
= - (et )
m m(m + 2
14— ( )
corresponde ao caso qual p = m'/?,s = r/2,q = 1/(m(m + 2)),r = —2, e a expressdo para ¢ > 2:
c 1 - _13-1
P1 = P10 ta (aﬁLoloC T4 ,31010)
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corresponde ao caso no qual p = aﬁ;&o,q =flews=-1r=-1
A expressdo de Ostrogorsky (2010) mostrada na Eq. (2.27) para 0 < c < 0,1 e obtida da
tendéncia dada na Eq. (2.12):
By = mc = (m?/?cY/? + 0)1

r/2

corresponde ao casono qualp =m'/“,s =r/2,q = 0,r = 1, e a expressdo parac > 0,1:

B1,00 2 - 2\
pr=2—= (a,[fl_goc k4 .3130) 2
’ a
1+ p3
corresponde ao caso no qual p = aﬁl_,fo,s = —k,q = B{ »,r = —2. Por fim, a expressdo mostrada na
Eq. (2.28):
1,00 ~1/d _ ~1/a\"%
Br=——=2 = (aprl e + Bl
(1+%)
corresponde ao caso no qual p = aﬂl_’jo/d,s =—k,q =l r=-1/d

Entdo, nosso objetivo sera o de encontrar os melhores parametros para essa expressao.
Inicialmente, a particularizaremos para que ela tenha os valores corretos quando c tende a zero ou a

infinito:
1
lim B, = lim(pcs+q)r =0= B4,
c-0 c—-0 ’

1
lim B, = lim(pc*+ @) =P10o 2 5<0,9 =]
c—00 c—00 ’ ’
Observe-se que este valor de g foi utilizado em todas expressoes, exceto naquelas que ndo abrangem
o final do intervalo e, portanto, ndo precisam tender a 1 .

Assim, a expressao particularizada passa a ser:

1
p1 = (PCS + ﬁf,oo)F

onde ha trés parametros que devem ser calculados para que sua curva se ajuste a curva exata. Esta

expressdo é a mesma utilizada por Ostrogorsky (2010) na Eq. (2.28), onde ha trés parametros

equivalentes calculados através de um critério de ajuste que nao foi informado.

0 Método dos Minimos Quadrados é muito utilizado para ajuste de curvas, porém, ele nao
deve ser aplicado ao presente problema porque ele leva a melhor funcdo de ajuste quando os pontos
ou a curva a ser aproximada tem erro com distribuicdo normal.

No presente caso, a curva a ser aproximada nio tem erro, e o objetivo € que o desvio relativo
maximo desta expressdo seja o menor possivel, ou seja, ela deve ser uma aproxima¢do MiniMax,

também chamada de aproximacio de Chebyshev (POWELL, 1981).
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A obtencdo de aproximag¢des MiniMax ndo é um processo considerado elementar, e sera
discutido como se fazer isso ainda neste capitulo, apenas adiantando que os valores obtidos para que
esta expressdo se ajuste a funcdo exata correspondente a primeira raiz da Eq. (1.7) leva a curva
mostrada na Figura 5.2. Observe-se que o menor erro maximo é obtido quando os picos atingem

mesmo valor, ou seja, o desbalanceamento deles causa um aumento do erro maximo.

0.0016

0.0014
£00012
50,0010
% 0.0008} -
0.00061 - | -
0.0004} - -
0.0002

TV

— MiniMax
— — Ostrogorsky (2010)

2

0.1 l 1o L0010

P

Figura 5.2 Erro relativo dos valores obtidos pela Eq. (2.28) de Ostrogorsky (2010), e dos valores obtidos pela mesma equagdo

com pardmetros calculados pelo critério MiniMax

Porém, ainda ndo sera utilizada essa expressao, porque se considera inconveniente que ela
nao tenha a tendéncia da Eq. (2.12) e, portanto, leve a valores de erro proibitivos fora do intervalo de
ajuste. Estas raizes sdo utilizadas em métodos validos para qualquer c, entdo, a utilizacdo de uma
expressdo que restrinja os possiveis valores de ¢ acabariam por restringir a validade das equagdes.

Assim, particularizaremos ainda mais essa expressao para que ela tenha a tendéncia da Eq.

(2.12):

1 T 5 %
S+ Plo)" c 2 z
lim (p bie = lim | p— +<—1’°°) =1
c-0 \mc c—0 7 mc
ou seja:
r
s==-<0e ir =1
2 mz
e a expressao resultante é
- 1
By = ((mo)? + Bl ) (54)
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onde r < 0 é o parametro de ajuste.

Esta expressao é a mesma que Yovanovich (1996) obteve a partir da expressao de Churchill e
Usagi (1972), e ajustou por algum critério nao relatado. Utilizaremos, entdo, o conceito da
aproximag¢do MiniMax para ajustar esta expressdo aos valores exatos através da determinacdo do
parametro r.

Pesquisando os sistemas algébricos computacionais modernos, observa-se que eles procuram
os pardametros MiniMax apenas de fung¢des racionais, e ndo se encontrou algum que pudesse ser
utilizado para se buscar os parametros desta expressdo. Desenvolvemos um modo para se chegar a
estes parametros através de graficos que serd apresentado agora.

0 erro relativo desta expressao plotado em funcio da variavel independente ¢ e do parametro

r para o caso das raizes da Eq. (1.5), estd no grafico tridimensional da Figura 5.3.

erro relativo

Figura 5.3 Erro relativo das raizes da Eq. (1.5) calculadas pela Eq. (5.4)

Este grafico pode ser rotacionado para que o eixo de c fique perpendicular ao plano da figura,
e o valor 6timo do parametro r se torne evidente pelo “afunilamento” na area no ponto em que o
modulo do erro relativo é minimo (Figura 5.4).

E claro que este “afunilamento” nio existiria caso a forma da equago nio fosse conveniente
para a curva a ser ajustada quando, entdo, ndo haveria um valor do parametro que levaria a valores
baixos de erro.

Por este grafico, pode-se ver que o valor 6timo se encontra entre -2 e -2,2, e um novo grafico
¢é gerado com os valores de r limitados a este intervalo. Consecutivos refinamentos levam ao valor de

r com tanta exatiddo quanto se queira.
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erro relativo

[
[
e
ta
=)
ta
4
ta
by
ta
:F -
=

L)
-

Figura 5.4 Erro relativo das raizes da Eq. (1.5) calculadas pela Eq. (5.4) com o eixo de c perpendicular a figura

Durante esse processo, os graficos tridimensionais podem ser substituidos por graficos
bidimensionais. Trés secdes transversais da superficie mostrada na Figura 5.3, correspondem as

curvas mostradas na Figura 5.5.

=005

-0.010

erro relativo

-0.015

= 0.020

Figura 5.5 Erro relativo das raizes da Eq. (1.5) calculadas pela Eq. (5.4) para trés valores do pardmetro de ajuste r

A curva correspondente a r = —2 se encontra onde a superficie da Figura 5.3 passa por
valores negativos do erro relativo, enquanto que a curva correspondente a r = —2,2 se encontra na
parte posterior da superficie, que passa por valores de erro relativo positivo.

A curva correspondente aos menores valores de erro se encontra numa parte da superficie

com um valor de r intermediario a estes dois. Entao, utilizando algo que lembra o método da bisse¢do
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de busca de raizes, tracou-se a curva correspondente a r = —2,1. Esta curva também tem um ponto
de erro negativo com valor absoluto maior, o que significa que o valor de r que leva ao erro minimo
se encontra entre -2,1 e -2,2.

Uma nova curva com r = —2,15 é tracada, e essa analise é repetida. Além de observar o erro
decrescente, durante essa sequéncia de obtengdes do valor do parametro r, também se observou que
a forma das curvas se modificou sucessivamente de maneira que o maximo médulo do erro relativo
negativo convergiu para o mesmo valor do erro relativo positivo minimo, o que é previsto pela teoria
do MiniMax para fun¢des racionais. Isto pode ser verificado no grafico final da Figura 5.6.

Comparando-se a Figura 5.6 com a Figura 5.2, nota-se que o aumento do erro maximo foi
bastante baixo, e a incorporacdo das tendéncias corretas justificam-se plenamente. Verifica-se

também que o maior arredondamento que ndo produz perda significativa de exatidao é r = —2,14.

00010

0

erro relativo

=0.0010

Figura 5.6 Erro relativo das raizes da Eq. (1.5) calculadas pela Eq. (5.4) para o valor étimo do pardmetro de ajuste r

Para as Egs. (1.6) e (1.7), os graficos iniciais sdo bastante semelhantes a estes da Eq. (1.5)
(Figura 5.7 e Figura 5.8, respectivamente). A partir deles repetiu-se o procedimento acima, inclusive
com o arredondamento dos valores finais até o limite que permitia ndo haver perda significativa de
exatiddo, obtendo-se r = —2,14, —2,25 e — 2,34 para as Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), respectivamente.

Os erros relativos das raizes calculadas pela Eq. (5.4) utilizando esses valores do parametro r
que correspondem ao MiniMax estdo na Figura 8.10, Figura 8.11 e Figura 8.12, para as raizes das Egs.
(1.5), (1.6) e (1.7), respectivamente. Ela esta identificada como “Yovanovich MiniMax”.

A simetria dos pontos extremos nio esta exata nestas figuras devido ao arredondamento dos
parametros, e os pontos de minimo também se situam para cima, devido a se utilizar médulos do erro
relativo nestes graficos. A comparacdo destes graficos com as expressdes dos trabalhos aqui

discutidos corrobora as op¢des escolhidas.
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erro relativo

Figura 5.7 Erro relativo das raizes da Eq. (1.6) calculadas pela Eq. (5.4)

relativo

Err

Figura 5.8 Erro relativo das raizes da Eq. (1.7) calculadas pela Eq. (5.4)

5.3. Uma Expressao Algébrica

0O ajuste por expressoes racionais € muito utilizado porque elas sdo simples, abrangem formas
muito variadas de curvas, ndo sdo muito oscilantes, e podem ter assintotas verticais. A ordem de 2x2
geralmente é suficiente para um bom ajuste de curvas como a do presente trabalho, que podem ser
consideradas “bem-comportadas” e, entdo:

- AO + Alc + A2C2
By + Bic + c?

1 =

Para essa expressao ter o valor correto f; = 0 em ¢ = 0, deve ser utilizado A, = 0, e para ela

tender ao valor correto f3; o, quando ¢ — oo, deve ser utilizado A, = f; .. Entdo:
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_AjcH+ Broc?

'81=Bo+Blc+c2

Porém, para ela ter a tendéncia dada pela Eq. (2.12), seria necessario que o seguinte limite

resultasse em valor unitario:

Aic + By ooC?
. By+Bic+c? . Ve(Ar+B1,06)
lim = lim
=0 vmce c=0y/m(By + Byc + c?)

Se By = 0, entdo este limite é infinito, e se By # 0, entdo esse limite é nulo, ou seja, o valor unitario
para o limite e, portanto, a tendéncia correta, nunca pode ser obtida. E possivel se modificar essa

expressdo para que ela possa ter essa tendéncia para:

~ Al\/E + ﬂl,oocz

1= By + Byc + c?
Assim:
Al\/E + ,Bl,ooc2 3
. By+ Byc+c? , A1+ oC2 A
lim =2 L = lim 1 h10 =lim——=1- A, = VmB,
=0 Vme c>0y/m(By + Byc + ¢2)  c=0/mB,
Entdo, uma expressdo com as tendéncias corretas é:
_AVmc + By o C?
1= A+ Bc+c?

onde os pardmetros A e B devem ser determinados por ajuste.

Na secdo anterior, havia apenas um pardmetro a ser determinado, entdo um grafico
tridimensional com o erro relativo em fun¢do do parametro e da variavel independente c foi utilizado.
Agora ha dois parametros, entdo nao ha como se fazer uma superficie correspondente ao erro. Entdo,
seguiremos diretamente para os graficos bidimensionais com as curvas de erro, sabendo que elas
correspondem a algo como uma interseccao de uma superficie n-dimensional.

Encontrou-se légica nas “iteragdes graficas”. Os valores do erro diminuem conforme os picos
e vales tornam-se simétricos. Enquanto que no caso anterior, que correspondia a um unico parametro,
apenas um pico e um vale tornavam-se simétricos, aqui, ha trés pontos extremos tornando-se
simétricos ao mesmo tempo.

Além disso, quanto maior a poténcia de ¢ que um parametro multiplica, maior a influéncia
para a parte direita das curvas, ou seja, aumentando um desses parametros, o lado direito das curvas
sobe, e vice-versa. Ja os parametros que multiplicam poténcias menores de ¢ atuam de maneira
contraria, variando o lado esquerdo das curvas. Quando um parametro multiplica toda a expressao,

ele simplesmente desloca a curva toda.
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O menor erro maximo encontrado é de 0,92% e correspondeu aos valores dos parametros que

levaram a curva de erro mostrada na Figura 5.9.

TiTd - e e A N e
0.006 e o s
0.004 L D
1717 (LTSI (W (ORI —

0 _
~0.002 e e (R L [y
B
77171 ISR WO N N
~0.008 i N NS—

erro relativo

Figura 5.9 Erro relativo das raizes da Eq. (1.5) calculadas pela primeira forma da expressdo algébrica

Os parametros de expressdes MiniMax podem ser obtidos pelo algoritmo de trocas de Remez
(POWELL, 1981) porém, sua convergéncia esta provada apenas para fung¢des racionais e esta
expressdo acima contém um termo com c'/?, entdo ela nio é racional, pois as expressdes racionais
apenas podem ter poténcias inteiras da variavel independente (ZHIZHCHENKO, 2011).

Sera investigado o resultado obtido ao se aplicar este algoritmo. Devido a haver dois
pardmetros para serem calculados, o algoritmo inicia com um conjunto de 2+1 pontos arbitrarios da
curva exata, que foram escolhidos serem os de abscissas [0,1 1 10]. A curva correspondente a esta
expressdo precisa passar com uma proximidade destes pontos que leve a um erro relativo de mesmo
madulo e com sinais alternados por estes pontos.

O cdlculo desta curva é a parte mais critica, por se tratar de um sistema de equagdes nao
lineares, e que talvez ndo tenha solugao. Porém, foi possivel encontra-la com A = 6,767 e B = 1,877,
e com 0 mddulo do erro relativo dado por h = 0,004963.

O passo seguinte é o que consome mais tempo computacional. Comparando-se a curva que
utiliza estes valores de parametros com a curva exata, encontra-se que o erro relativo maximo se
encontra no ponto com abscissa ¢ = 2,380 e tem um valor de H = +0,01439.

A eficiéncia desse algoritmo é notavel. Observe-se que estes pardmetros encontrados A =
6,767 e B = 1,877 ja levaram ao erro de 1,439%, tudo isso ja na primeira iteracdo, através da

resolucao de um Unico sistema de equacoes. E as préximas etapas diminuirdo este erro.
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O ponto de abscissa ¢ = 2,380 encontra-se entre o segundo e o terceiro pontos arbitrarios
iniciais, e deve substituir um deles, o que mantiver a alternancia dos sinais. Fazendo-se isso, obtém-
se 0 novo conjunto de pontos com abscissas [0,1 2,380 10] sobre o qual o sistema de equacoes é
novamente resolvido, novos valores de parametros sdo obtidos A = 5,733 e B = 1,779 com os quais,
a expressao passa a ter erro maximo de 1,033%.

Repetindo-se sucessivamente esses passos, 0 algoritmo prevé que h deve aumentar e H deve
diminuir em moédulo até tornarem-se iguais quando, entdo, a convergéncia é alcancada, e os
parametros 6timos sdo encontrados. Isto foi obtido, e o erro relativo maximo atingiu o valor h = |H| =
0,9183% (Tabela 5.1).

Quando se trata de fungdes racionais, demonstra-se que a sequéncia dos valores do erro é
estritamente decrescente, o que nao foi observado no caso desta expressio. Porém, encontrou-se
exatamente os mesmos resultados que ja haviam sido obtidos através das itera¢des graficas.

Repetindo-se esse procedimento para a Eq. (1.6) obtém-se o erro relativo maximo h = |H| =
0,009718 (Tabela 5.2), e para a Eq. (1.7) obtém-se o erro relativo maximo h = |H| = 0,01001 (Tabela
5.3). Esses resultados foram confirmados através das iteracdes graficas, e eles realmente
correspondem ao ajuste MiniMax.

Para ndo se utilizar parametros com muitos algarismos decimais, procurou-se os valores
arredondados que fizessem com que o erro nao aumentasse significativamente. Entdo, por exemplo,
para se arredondar o B = 1,929 para B = 1,9 na Eq. (1.6) foi necessario variaro A = 7,863 para 4 =
7,6. Assim, para a Eq. (1.5):

6vc + 1,57¢2
6+ 1,8¢c + ¢2

IR

B1
para a Eq. (1.6):

_7,7N2c¢ + 2,4c?
b et
e para a Eq. (1.7):

9,3/3c¢ + 3,14¢2
9,3+ 2c + ¢?

IR

B1

onde os erros relativos maximos permanecem na ordem de 0,9% a 1%.

Porém, essas expressdes ndo serdo utilizadas sem antes se investigar se ndo é possivel
encontrar outras melhores. Devido a ter sido possivel se chegar a valores dos parametros de uma
expressdao com um dos termos com poténcia ndo inteira, foi iniciada uma tentativa mais ousada, que

é a de se procurar expressdes com mais poténcias ndo inteiras.
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Tabela 5.1 Resultados do algoritmo de troca de Remez para a primeira raiz da Eq. (1.5) calculada pela primeira forma da

expressdo algébrica

Abscissas A B h c H

[0,11 10] 6,767 1,877 0,004963 2,380 0,01439

[0,1 2,380 10] 5773 1,779 0,006946 0,3129 -0,01033
[0,3129 2,380 10] 6,630 1,900 0,008148 19,36 -0,01091
[0,3129 2,380 19,36] 5,976 1,795 0,009163 0,2897 -0,009191
[0,2897 2,380 19,36] 5,982 1,796 0,009174 20,60 -0,009191
[0,2897 2,380 20,60] 5,978 1,795 0,009180 2,444 0,009191
[0,2897 2,444 20,60] 5,978 1,795 0,009183 10,2895 -0,009183

— — — —

Tabela 5.2 Resultados do algoritmo de troca de Remez para a primeira raiz da Eq. (1.6) calculada pela primeira forma da

expressdo algébrica

Abscissas A B h c H

[0,1110] 10,72 2,213 0,003891 2,776 0,01610

[0,1 2,776 10] 7,550 1,914 0,006754 0,3679 -0,01109
[0,3679 2,776 10] 9,603 2,150 0,008074 21,71 -0,01250
[0,3679 2,776 21,71] 7,855 1,928 0,009698 0,3370 -0,009735
[0,33702,776 21,68] 7,869 1,930 0,009712 23,00 0,009728
[0,3370 2,776 23,00] 7,863 1,929 0,009718 2,788 0,009719
[0,3370 2,788 23,00] 7,863 1,929 0,009718 0,3368 -0,009718

—

Tabela 5.3 Resultados do algoritmo de troca de Remez para a primeira raiz da Eq. (1.7) calculada pela primeira forma da

expressdo algébrica

Abscissas A B h c H
[0,1000 1,000 10,00] 18,41 2,830 0,002692 3,264 0,01633
[0,1000 3,264 10,00] 9,232 2,020 0,006506 0,4078 -0,01143
[0,4078 3,264 10,00] 13,43 2,432 0,007636 24,14 -0,01398
[0,4078 3,264 24,14] 9,565 2,025 0,009971 3,040 0,01006
[
[

0,4078 3,040 24,14] 9,566 2,026 0,009992 0,3719 0,01003
0,3719 3,040 24,14] 9,588 2,028 0,01001 24,83 0,01001

N T S Wt W S |

Para que as tendéncias permanecam corretas, a forma que sera utilizada é:
P AvVmce + By wc*
1= A4 Bc+ck

Desta vez, infelizmente nio foi possivel a aplicacdo do Algoritmo de Remez com a incluséo da poténcia

como incognita adicional porque nao se encontrou solugdo para o sistema de equagdes resultante,

mesmo usando os sistemas algébricos computacionais mais modernos.
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0 modo utilizado, entdo, foi um tanto trabalhoso, e consistiu em se testar novas poténcias uma
a uma, recalculando-se as tabelas acima para cada novo caso, e caminhando na direcdo que levava a
melhores resultados.

Apesar de trabalhoso, ndo ha qualquer inovacao nesse procedimento. Porém, durante as
iteracdes chegou-se a uma situacdo nova. Com um conjunto de abscissas de [0,5 3 10], com sinais
[+ — +], o sistema de equagdes levou a ¢ = 74, que corresponde a erro negativo. Entdo, o algoritmo
prevé que se deve substituir uma das abscissas por este valor. Devido a este valor de ¢ ser maior do
que todos os trés valores do conjunto de abscissas, o tinico ponto que poderia ser substituido é o de
valor ¢ = 10, porém os sinais passariam aser [+ — —], o que contradiz os fundamentos do algoritmo,
porque eles precisariam se manter alternados.

Foi possivel encontrar o caminho correto, e ndo se tratava de uma simples substituicdo. O
valor de ¢ = 74 precisa ser o ultimo, e ele tem erro negativo. Entdo o novo conjunto de abscissas deve
ser [3 10 74].

Este procedimento levou a convergéncia e se chegou aos mesmos valores em termos
absolutos para os picos e vales da curva de erro. Foi confirmado que o resultado é uma MiniMax
através das iteragdes graficas. Essa substituicdo com deslocamento indica uma possivel generalizacdo
do algoritmo de Remez.

Para a primeira equacdo, encontrou-se que os melhores resultados ocorrem quando as
poténcias se situam entre 2,45 e 2,55. Nao ha grandes diferencas de resultados com varia¢des no
segundo digito decimal das poténcias, entdo o valor 2,5 foi escolhido para a nova poténcia.

Para as demais equag¢des ocorreram exatamente as mesmas situagdes, e as melhores
poténcias foram as de valor 2,6 e 2,8. Assim, obteve-se para a Eq. (1.5):

_ 57Wc+157c¢*?
1757 +10,15c + 25

B
para a Eq. (1.6):
_ 136v2c +2,405¢%°

1~ 136+ 18,6¢ + ¢26

e para a Eq. (1.7):
_ 416V3c + 3,14c*8
"~ 416 + 45,6¢ + ¢?8

com erros maximos realmente menores: 0,25% a 0,4% em modulo.

B1

Estes resultados de erros comegam a se tornar muito interessantes, e a questio agora passa a
ser sobre qual a forma ideal de expressao. Nao ha como se escolher formas arbitrarias e testar uma a

uma, porque hd uma infinidade de possibilidades.
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Para que uma expressdo que corresponda a uma razdo com poténcias de c ter valor correto
quando c tende a infinito, é necessario que a maior poténcia do numerador seja igual a maior poténcia
do denominador e que a razao de seus parametros seja igual a 1 .

Para que esta expressao tenha a tendéncia dada pela Eq. (2.12), é necessario que a menor
poténcia do numerador seja %2, a menor poténcia do denominador seja zero, e a razdo entre seus
parametros seja m.

Contudo, estas condi¢des ainda sdo satisfeitas por uma infinidade de formas. Felizmente, ao
final deste trabalho, obteve-se como caso particular de uma expressao valida para todas as raizes da
Eq. (1.5), a seguinte expressao:

BT
b= 2c/m+ 1
que possui erro maximo de 0,5%.
Este resultado é um tanto surpreendente porque esta expressao é tao simples que nem mesmo
possui um parametro de ajuste, e isto nos fornece indicagdo de uma forma mais geral que pode ser
investigada:

1 1 1ogpd
r4 (mc)24 + ,Bfoocq

B =

Observe-se como o parametro com maior poténcia no numerador e no denominador levam ao

r+cP

resultado exato quando c tende a infinito:

1 1 1 p a 1 14 q
s = g 2 g P
rd (mc)24 + By 1 By oC?
lim = lim ———=
c—00 r+ cP c—00 cPb ﬁl,oo

e como os parametros da menor poténcia leva a tendéncia dada pela Eq. (2.12):

11 o 1 1\4
T4 (mc)24 + Bl ca rd (mc)24
. 4+ cP . r
lim r = lim =1
c—0 \mc c—0 \mc

Surpreendentemente, os sistemas algébricos computacionais que nido puderam resolver o
sistema de equacgdes gerados pela expressdo anterior, que era bem mais simples, conseguiram
resolver este caso. Entdo o algoritmo de Remez pdde ser utilizado com incégnitas adicionais
correspondentes as poténcias, o que diminuiu muito o trabalho.

A expressao resultante passou a ter um erro maximo da ordem de 0,05% para a Eq. (1.5), o
qual é muito menor do que os que foram obtidos até o momento. Além disso, ocorreu uma

coincidéncia favoravel a uma simplificacdo desta expressdo: ¢ = 0,50437, o que nos leva a utilizar

81



q = 0,5, ou seja, é possivel se utilizar a poténcia fracionaria mais simples, a raiz quadrada, sem perda
significativa de exatidao.

Apesar da obtengdo da solucdo dos sistemas de equagdes, a busca dos valores finais ainda foi
ardua, porque os sistemas levavam a varias solucdes, que eram reordenadas de maneira diferente a
cada iteracdo, e ndo havia como se distinguir entre algumas delas qual seria a correta, sendo
necessario se testar mais de uma delas nestes casos.

Tudo isso foi feito para as trés equacdes, e o resultado final foi compensador por se tratar de

uma expressao simples e de grande exatidao:

2 2 .2k
JmA ¢+ PisC (5.5)
A A+ ck
ondek =1,037e A = 4,025 paraa Eq. (1.5),k = 1,062e A = 5,63 paraaEq. (1.6),ek =1,08le A =

IR

7,25 para a Eq. (1.7). Novamente estes resultados foram confirmados pelas iteracdes graficas e esta
expressdo estd identificada como “Algébrica” na Figura 8.13, Figura 8.14 e Figura 8.15,

respectivamente.
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6. NOVAS EXPRESSOES APROXIMADAS PARA A PRIMEIRA RAIZ OBTIDAS A
PARTIR DA APROXIMACAO DE PADE

A aproximagdo de Padé foi utilizada para se obter uma nova familia de func¢oes iterativas no
capitulo 3, e agora sera utilizada para obter expressdes aproximadas das raizes das Egs. (1.5), (1.6) e
(1.7).

A aproximagdo de Padé é uma func¢do racional que, de modo muito analogo ao polindmio de
Taylor, pode ser utilizada para aproximar uma funcao. A expansdo em fragdes continuas também pode
ser considerada como uma func¢do racional, mas é escrita de um modo diferente:

a; (x)
by (o) + —— 2
b, (x) + INOEES

onde a, e b, sdo polinémios em x (LORENTZEN; 2010). H4 forte relacdo entre estas trés

aproximacgdes e, nos casos que serdo apresentados, a expansdo em fra¢des continuas também sera

caso particular da aproximacao de Padé.
6.1. ExpressGes Geradas por Sistemas Algébricos Computacionais

A aproximacao MiniMax esta disponivel no MatLab® 2015a apenas para problemas de
processamento de sinais. O Maple® 2015 e o Wolfram Mathematica® 10 disponibilizam a aproximacao
MiniMax para fun¢des racionais, sendo que por este ultimo é possivel se encontrar a aproximagdo de
fungdes definidas parametricamente.

As Egs. (1.5), (1.6) e (1.7) podem facilmente passar da forma implicita para a forma
paramétrica. Por exemplo, a Eq. (1.5) pode ser reescrita como:

(2

c=ttant

que é implementada no Wolfram Mathematica® 10.

E necessario se especificar o intervalo para que a expressdo racional MiniMax seja
determinada, além dos graus do numerador e do denominador. Apds véarias simula¢des, o melhor
resultado ocorreu com o intervalo [0,01,100] e com a ordem [3, 2]:

_0,0496 + 6,892¢ + 26,04c? + 0,0055¢°
e 1+20,32¢ + 16,82¢2
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onde os valores dos parametros foram arredondados um a um, até um maximo que ndo acarretasse
em diferenca perceptivel no resultado. Esta expressao tem erro relativo maximo de 0,7% no intervalo
escolhido, conforme Figura 6.1, mas que cresceu proibitivamente fora desse intervalo, devido a essa

expressao nao ter valores corretos quando c tende a zero ou infinito.

0.006]
0.004
0.0024

-0.002
-0.0041 -
-0.0064 - Y -

erro relativo
=1

Figura 6.1 Erro relativo das raizes da Eq. (1.5) calculadas pela primeira forma da expressdo racional gerada pelos sistemas

algébricos computacionais

Em vez de se aproximar diretamente as solu¢des por expressdes racionais MiniMax, uma
outra iniciativa foi a de se aproximar o lado esquerdo das equacgdes por estas expressdes e entio
resolver as equacgdes resultantes.

Aplicaremos essa ideia a Eq. (1.5) utilizando a maxima ordem que permite solu¢do por
equacdo quadratica, que é a ordem [2, 2]. Naturalmente, o Maple® 2015 e o Wolfram Mathematica®
10 levaram aos mesmos resultados. Observou-se que ao expandir o intervalo para um dos lados, a
aproximacdo se tornava melhor para este lado, porém, a expansao dos dois lados simultaneamente
levava a divergéncia. Procurou-se, entdo, o equilibrio entre ambos lados através de simulacdes, o qual
foi encontrado com o intervalo ¢ € [0,031618, 1,47292] que corresponde ao intervalo das raizes f €
[0,001,15].

Assim, para este intervalo, a aproximag¢ao MiniMax é:

0,00030275 — 0,013189p + 1,4995/3°
1,3552 + 0,40372p — 0,7980632

Btan B =

que leva a:

0,00030275 — 0,013189p + 1,49958%
1,3552 + 0,40372f8 — 0,798068%2

de onde se obtém:

_0,253c +0,008263 + /1,7c? + 3,194c — 0,000644
r c+ 1,879
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que ja apresenta um resultado um pouco melhor, porque, apesar do erro relativo maximo ser o

mesmo, o intervalo para ¢ é mais amplo, conforme pode ser visto na Figura 6.2.

erro relativo

Figura 6.2 Erro relativo das raizes da Eq. (1.5) calculadas pela expressdo algébrica obtida indiretamente da expressdo

racional pelos sistemas algébricos computacionais

Deixa-se registrado aqui que através da substituicdo de variavel:
[ = arctan{
onde0 < f <m/2e0 < { < o,akEq.(1.5) pode ser reescrita como:
{arctan{ = ¢
que tem um lado esquerdo que ndo é mais uma fungdo com assintota vertical. Porém, ela nao leva a
melhor resultado.
Sera visto na proxima se¢do que as fungdes que aparecem do lado esquerdo das Egs. (1.5),
(1.6) e (1.7) podem ser escritas em termos de poténcias pares de f. Os sistemas algébricos
computacionais ndo puderam ser utilizados em vdrias oportunidades ao longo deste trabalho,
levando-nos a executar o algoritmo de Remes manualmente, justamente por eles servirem apenas
para expressoes racionais com todas as poténcias.
Entretanto, uma modificagdo nas equagdes permite a utilizagdo desses sistemas para obter
expressoes apenas com poténcias pares. Através da mudanca de variavel:
{=p?
a Eq. (1.5) pode ser reescrita como:
\/? tan\/? =c
onde o lado esquerdo pode ser aproximado por expressodes racionais MiniMax em varias ordens.

Utilizando ordem [1/1], obtém-se:

0,00001385 + 0,9645¢
Vetan e =555

que leva a:
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0,00001385 + 0,9645432 _

1—0,39232 -
e, portanto:
2,55¢
= [ —— 6.1
b= I3 2,46 (61)

Apesar desta expressdo ndo ter as tendéncias corretas, ela tem um erro que ndo aumenta

ilimitadamente para os extremos do intervalo, conforme pode ser visto na Figura 6.3.

0.015]

=
=
=
o

0.005]

erro relativo

~0.005]

Figura 6.3 Erro relativo das raizes da Eq. (1.5) calculadas pela expressdo algébrica obtida indiretamente da expressdo

racional de ordem [1/1] gerada pelos sistemas algébricos computacionais

Utilizando ordem [1/2], analogamente se obtém:

_ |J0,2364c% +0,64c+1-1-10,32c (6.2)
1= 0,06718c

onde se observa que se o valor de ¢ for muito baixo em relacdo ao ndmero de digitos que utiliza a

maquina que estiver efetuando o calculo, entdo \/0,2364C2 + 0,64c + 1 =1, o que adicionara erro
devido a truncamento de digitos.
Este erro é muito conhecido em calculo numérico, e a férmula quadratica (conhecida no Brasil

como férmula de Baskara) pode ser modificada para que ele ndo ocorra:

2 4 by 4 0 —b ++Vb% —4ac —2c
ax x+c=0->x= =
2a b ++Vb?% —4ac

onde se observa que o valor baixo de ¢ ndo causa erro em pelo menos uma das raizes de cada
expressdo, conforme b for positivo ou negativo.

Esta igualdade de formulas pode ser provada por multiplicacdes por conjugados e, da mesma
maneira, pode-se modificar a expressao obtida para se chegar a uma forma que nao tem essa restricao

numérica:
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6,227¢

Pr =
c+3,13++/23c%2+6,3c+97

Esta expressdo (em qualquer uma das duas formas acima) tem erro maximo bem menor do que o da

expressdo obtida a partir da ordem [1, 1], como pode ser visto na Figura 6.4

0.00104
0.0005]

0

erro relativo

~0.0005]

~0.0010]

Figura 6.4 Erro relativo das raizes da Eq. (1.5) calculadas pela expressdo algébrica obtida indiretamente da expressdo

racional de ordem [1/2] gerada pelos sistemas algébricos computacionais

Utilizando ordem [2/1], analogamente se obtém:

By = J2,713c + 6,704 —/(2,713c + 6,704)% — 13,398¢ (6.3)

Apesar da ordem [2/1] ser equivalente a ordem [1/2], esta expressdo tem erro maximo muito menor,
como pode ser visto na Figura 6.5. Durante o desenvolvimento de expressdes iterativas, observou-se
em varias oportunidades que o denominador era mais importante para a convergéncia do que o
numerador, mas agora observou-se esta inversao.

Esta expressdo é a que tem menor erro de todas desenvolvidas até aqui. Porém, com uma

pequena mudanca em seus valores, ela levara a resultados melhores, o que sera feito mais adiante.

0.0003
0.0002]
0.0001]

erro rel ativo
-

-0.000
-0.0002
-0.0003]

Figura 6.5 Erro relativo das raizes da Eq. (1.5) calculadas pela expressdo algébrica obtida indiretamente da expressdo

racional de ordem [2 /1] gerada pelos sistemas algébricos computacionais

Finalmente, utilizando ordem [2/2], se obtém:

87



_ | +2,32074 — \/0,776384C2 +2,541112¢ + 2,32074% (6.4)

e 0,04817737c + 0,452517

a qual também tem uma subtracdo que podera adicionar erro a seu resultado. Utilizando de

multiplicacdes por conjugados, e arredondando-se novamente os parametros, obtém-se:

(381c + 3578,6)c
(c +9,3927)(82,086¢ + 190,5 + \/5231,2C2 +17122¢ + 36288

B =

que tem erro maximo extremamente menor, como pode ser visto na Figura 6.6, e que tem todos esses

digitos significativos necessarios, devido a seu grau de exatidao.

erro rel ativo

1% ll}'ﬁf

-4 %1079

Figura 6.6 Erro relativo das raizes da Eq. (1.5) calculadas pela expressdo algébrica obtida indiretamente da expressdo

racional de ordem (2 /2] gerada pelos sistemas algébricos computacionais

Estas expressoes nao foram obtidas com tanta facilidade como podem aparentar. Os sistemas
ndo conseguiam encontrar a MiniMax para intervalos grandes de c, entdo foi necessario se procurar
os intervalos que levassem aos melhores resultados, através de exaustivo processo de tentativa e erro.
A diminuicdo de um dos extremos do intervalo s6 podia ser conseguida com o aumento do outro
extremo, entdo sempre se procurou um equilibrio entre os dois.

Apesar da exatiddo destas expressdes, ainda ndo sera utilizada esta metodologia para as duas
outras equagodes, porque primeiro incluiremos nelas as tendéncias corretas, o que diminuira o erro,
eliminara as divergéncias que ocorrem com o aumento dos intervalos, e também elucidara algumas
coincidéncias observadas como, por exemplo, na tltima expressao, onde se encontrou acidentalmente
que 5,38583 = 2,320742.

Isto serd conseguido substituindo esta abordagem com sistemas algébricos computacionais
por uma abordagem analitica, e apenas os valores dos pardmetros que aparecem nestas expressoes

serdao modificados: a forma sera mantida a mesma e os resultados serdao melhores.
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6.2.

A Expansdo em FragBes Continuas e a Aproximacao de Padé

A expansdo em fragdes continuas das fungdes que estdo presentes nas Egs. (1.5), (1.6) e (1.7)

tanf = ﬁz
1+ E
-3+ B
5+‘8—2‘82
_7+9_|_...
L) _ B
]O(ﬁ) 2 :82
4 — ﬁZ
6 — ‘82
8 — ‘82
10 + -
1 B
COtﬁ:E_3_ g
5 — £
7_‘8—2
9 — ‘82

1=
E muito interessante se observar a convergéncia destas expressoes. A Figura 6.7 exemplifica

o caso da fracdo continua truncada com os cinco quocientes parciais mostrados acima para a Eq. (1.6).

D)

J(B)

— — Fragdo continua

r
()

b

| I

Figura 6.7 Aproximagdo da razdo entre as fungées de Bessel por fragdo continua

As duas outras fragdes continuas levam a graficos analogos. Observe-se que até mesmo os

pontos com assintotas verticais podem ser aproximados através das raizes dos denominadores das
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fungdes racionais. Quanto maior o grau do denominador, maior o nimero de raizes, e mais assintotas
podem ser representadas.
Substituindo na Eq. (1.5) a respectiva fracao continua, obtém-se:
ﬁZ
2
3+ ﬁz (65)
5+ —F——

_7 4B
Tt

=C

Substituindo na Eq. (1.6), obtém-se:

4o— P (6.6)

E na Eq. (1.7), obtém-se:

B (67)

__B
9 11 — -

A equivaléncia entre as trés equagdes sob esta forma é notavel, e mais uma vez se confirma a melhor

opcao de se utilizar (1 — ¢) em vez de simplesmente ¢ na Eq. (1.7).

O truncamento com apenas um termo da Eq. (6.5) leva a:

ﬁZ

TZC_>'81 =\/E
adaEq. (6.6) levaa:

,82

7=c—)ﬂ1 =\/Z
eadaEq. (6.7) leva a:

,32

?ZC_)ﬁl =\/§

Ou seja, a Eq. (2.12) é obtida através do truncamento para apenas um quociente parcial.
Consideremos incialmente a Eq. (6.5). Ela pode ser resolvida por equacao quadratica com as

seguintes quantidades de quocientes:
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Este conjunto de equagdes pertence a um conjunto maior que é obtido através da aproximacao

de Padé de varias ordens da fungdo f tan g:

2
ﬁtanﬂzﬁ—l
1—§ﬁ2
2

PBtanp = 1 F 1
1-38" ~ 356

2_ 1 54

Bftan B = %Sﬁ
1—5,82

2_2 pa

Ptanf = '83 21[31

as quais levam, respectivamente, a:

3c
c+3

B =

3
By = JZ (J45c2 +150c 4 225 — 5(c + 3))

By = J3c +7,5—+(@Bc+75)2—15¢c

~\/15(3c+7)—\/15(107cz+3506+735) (6.8)

1= 2(c +10)
Estas expressdes resultantes possuem valores maximos de erro, respectivamente, de 10%, 2%, 0,65%

e 0,03%. Repetindo-se esse procedimento a partir da Eq. (6.6), obtém-se:

-~ 8c
by = c+4

By = J%(\/mcz +72c + 144 — 3(c + 4))

,815\/0+3—\/(c+3)2—3c
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IR

B1

12(3c + 8) — 44/3 (19¢2 + 48¢ + 192) (6.9)
c+12

as quais possuem erros maximos, respectivamente, de 16%, 4,5%, 2% e 0,15%. Finalmente, a partir

da Eq. (6.7), obtém-se
_ | 15¢
b= c+5

5
By = JZ (\/13302 +490c 4+ 1225 — 7(c + 5))

By = Jsc +17,5 —/25¢2 + 70c + 306,25

(6.10)

IR

B

J105(c +3) — 3,/35 (23¢2 + 42¢ + 315)
2(c +14)

as quais possuem erros maximos, respectivamente, de 23%, 7%, 3% e 0,35%. Apenas as ultimas
equacdes correspondem a expressdes que tem exatiddes que sejam comparaveis as expressoes ja
desenvolvidas. Na Figura 8.13, Figura 8.14 e Figura 8.15, respectivamente, as expressdes das Egs.
(6.8), (6.9) e (6.10) estao identificadas como “Fracdes Parciais”.

Observa-se que estas expressdes tém apenas diferencas nos valores dos parametros em
relacdo as das Egs. (6.1) a (6.4), mas exatamente as mesmas formas. Entdo, nosso objetivo agora é o

de descobrir os valores desses parametros que levem essas expressdes aos melhores resultados.
6.3. Uma Expressao Obtida a Partir da Aproximacado de Padé de Ordem [1, 1]
Iniciaremos pela primeira forma:

X1C
x,c+1

B =

Para que ela tenha valor correto quando ¢ tende a zero, é necessario que:

. X1C
lim =
c=0* |x,c+ 1

0 que é automaticamente satisfeito para quaisquer valores de parametros x; e x,.

Para que esta expressao tenha a tendéncia da Eq. (2.12), é necessario que
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X1C
) X+ 1 x;
lim —=—=1
c-0t  v/mc m

Para que ela tenha valor correto quando ¢ tende a infinito, é necessario que:

I X;C X1 F;
im [——= |—=
oo [xc + 1 x, b

Assim, resolvendo esse sistema de equacoes, a expressao € reescrita como:

mc
.81 = mc
1+
Bl,oo

que ja havia sido descoberta por Ostrogorsky e Mikic (2008), apresentada na Eq. (2.25), e utilizada
no método do ponto fixo, levando as expressoes das Egs. (5.1) e (5.2).

6.4. Uma Expressdao Obtida a Partir da Aproximacao de Padé de Ordem [1, 2]

Consideremos a préxima forma:

X1€% +xc+1—-1—x3¢C

X4C

B

IR

que ndo foi a que deu melhores resultados, porém, é necessdrio verificar se a razao nao é a de que os
parametros estavam muito diferentes dos ideais.

Para que ela tenha valor correto quando c tende a zero, é necessario que:

) X162+ x,c+1—1—x3¢C X, — 2X3
lim = =0
c-0t X4C 2x4
Para que esta expressao tenha a tendéncia da Eq. (2.12), é necessario que
Vvxic2+xc+1—1—x3¢
X4C — 32
. 4 X1 X3
lim = =1
c-0t vmc me4
Para que ela tenha valor correto quando c tende a infinito, é necessario que:
) Jxic? 4+ 2x5c+1—1—x5¢ VX1 — x3
lim = =B
Cc—00 x4c )

X4

Entdo, para que a expressao tenha as tendéncias corretas, ela deve ter a forma:
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131,00 131 [e3)

< 2m  2x3 )
\J B]A_},oo ﬁl [o]

onde o valor de x; deve ser determinado para que o erro maximo tenha o menor valor possivel.

|
!\/( 2— 4”213(3 dm? >02+2x3c+1—1—x3c
|

~

Observe-se que a expressio da Eq. (6.2) ndo satisfaz exatamente essas condigoes:

4mx; 4m? , 4:1-032 417
X =23 - - ﬁ1 =0,32 = 0,2407 # 0,2364 = x,
' 4 16
2-1 2-032
—————=0,06913 # 0,06718 = x,
A A
16 4

e consequentemente pode-se ver na Figura 6.4 que o erro relativo ndo se aproximam de zero nos
extremos. A expressdo equivalente obtida por Padé de Ordem [1, 2] sem altera¢do dos parametros

para o caso da Eq. (6.5) também nio satisfaz exatamente essas condicdes:

2

1
4maxs 4m2_(1)2 4-1-3 4.12

X5 ——+—=|= + =0,2281+0,2=x
PP, Bie \3 nTZ 711_4 !
2-1 2-0,333
— >— =0,0586 # 0,0444 = x,
T T
16 4

Por se tratar de um Unico parametro, é preferivel utilizar diretamente as iteracoes graficas em
vez de se iniciar através do algoritmo de Remez, para entdo se confirmar os resultados através das
iteracdes graficas. Os resultados sdo x3 = 0,323,0,227 e 0,167 que levam a erros de 0,13%, 0,35% e
0,5%, para as Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), respectivamente.

Os resultados dessa expressao realmente nao melhoraram suficientemente para que seja
considerada nos graficos comparativos. E interessante notar que justamente essa expressio nio é um

caso das fragdes continuas.

6.5. Uma Expressdao Obtida a Partir da Aproximacao de Padé de Ordem [2, 1]

Consideremos agora a forma:

By = \/xlc +x, — /(X3¢ + x4)% — x5

Para que ela tenha valor correto quando ¢ tende a zero, é necessario que:
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lirgl+ \/xlc +x; — /(X3¢ +x4)2 — x5¢ = 0
c—

Para que ela tenha valor correto quando ¢ tende a infinito, é necessario que:

c—00

. Xs
lim _[x;c +x, — /(X3¢ + %)% — x5c = g=ﬁ1,m
1

Para que tenha a tendéncia da Eq. (2.12), é necessario que

X1+ X, —\/(xlc+x2)2 — 2x1BE0C »
x1,31,oo

lim = =

c-0* Vmc mx,

Portanto, a expressdo com as tendéncias corretas é:

B = [xc+

xllglz,oo _ x.C + xlﬁlz,oo
m 1

2
> - leﬁlz,ooc

Incorporando esses resultados na expressao, e ajustando seus valores por graficos para ela ser uma

MiniMax, obtém-se:

2
2 2

_ 2P (6.11)
aZ

2 2
Bi=a c+ﬁ17'°°— <c+'81—’°°>

m

onde a = 1,6508,1,8483 e 2,0215 para a primeira raiz das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), respectivamente.
Ela estd identificada como “Padé de Ordem [2, 1]” na Figura 8.13, Figura 8.14 e Figura 8.15,
respectivamente.

6.6. Uma Expressao Obtida a Partir da Aproximacado de Padé de Ordem [2, 2]

Consideremos agora a ultima forma:

C+ X — /x4C% + x5C + X

IR

B1

XyC + X3

Para que ela tenha valor correto quando ¢ tende a zero, é necessario que:

C+ X1 — /x4 €% + x5C + xg

lim 0

-0t XyC + X3
e, entdo:

xl_ x6=0
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o0 que explica a coincidéncia citada inicialmente.

Para que esta expressao tenha a tendéncia da Eq. (2.12), é necessario que

C+ X —Jxy €% + xgC + X2

_ XpC + X3 2x; — Xsg
lim = =
c—0* mec 2mxqx3

Para que ela tenha valor correto quando ¢ tende a infinito, é necessario que:

et xy —Jxy €%+ xgc + X2
lim =Bl
-0 X,C + X3 ’

Assim, a expressao pode ser reescrita como:

2
c+x; — J(l — BEoxz)" €% 4 2x;, (1 — mx3)c + x7 (6.12)

XyC + X3

IR

B1

a qual tem os trés parametros x;, x, e x3 que podem ser determinados para melhor ajuste.

Entao, utilizando graficos, ndo foi muito dificil se obter os pardmetros para o caso da Eq. (1.5),
porém o mesmo nao pode ser dito em relacdo as demais equagdes e felizmente o algoritmo de Remez
convergiu inclusive para confirmar os parametros obtidos para a primeira equacdo. Os resultados
estdo na Tabela 6.1, Tabela 6.2 e Tabela 6.3 para as Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), respectivamente.

Observou-se uma velocidade inicial de convergéncia muito alta. No primeiro calculo do
sistema ndo linear, o qual resulta nos dados da primeira linha dessas tabelas, os valores dos
parametros ja se aproximaram muito dos valores 6timos, e o erro maximo ja se iniciou muito baixo
(mostrado na ultima coluna das tabelas).

O tempo computacional é quase todo utilizado para se calcular o ponto de maior erro
(mostrado na coluna do c). Entdo, optou-se por ‘varrer’ o intervalo iniciando do extremo esquerdo
0,01 e multiplicando sucessivamente este valor por 1,001 até chegar a 100. Apds isso, passou-se a
utilizar valores menores como 1,0001 e 1,00001. Ndo ha qualquer preocupacdo com divergéncia
devido a esse procedimento porque a estimativa inicial [0,1, 1, 10, 100] é absolutamente arbitraria, e
qualquer linha pode ser considerada como um novo reinicio.

Assim, o menor erro possivel foi encontrado com valores de parametros que podem ser
arredondados para x; = 2,3250266, x, = 0,0468978 e x3; = 0,449981 para a Eq. (1.5), x; =
2,636312, x, = 0,030765 e x3 = 0,340892 para a Eq. (1.6), e x; = 2,937165, x, = 0,0220076 e x5 =
0,274973 para a Eq. (1.7), e os resultados estdo na Figura 8.17.
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Tabela 6.1 Resultados do algoritmo de troca de Remez para a primeira raiz da Eq. (1.5) calculada pela Eq. (6.12)

Abscissas

X1

X2

X3

h c H

[0,1110 100]
[0,1 1,667 10 100]

[0,1 1,667 6,145 100]
[0,3079 1,667 6,145 100]
[0,3079 1,667 6,145 35,77]
[0,2727 1,667 6,145 35,77]
[0,2727 1,667 6,145 38,62]
[0,2731 1,667 6,145 38,62]
[0,2759 1,667 6,145 38,62]
[0,2715 1,667 6,145 38,62]
[0,2764 1,667 6,145 38,62]
[0,2753 1,667 6,145 38,62]

2,3249342
2,3250244
2,3248931
2,3252894
2,3250260
2,3250308
2,3250261
2,3250262
2,3250263
2,3250262
2,3250266
2,3250266

0,0469233
0,0468989
0,0469415
0,0468224
0,0468980
0,0468966
0,0468979
0,0468979
0,0468979
0,0468979
0,0468978
0,0468978

0,4500413
0,4499782
0,4500582
0,4498184
0,4499812
0,4499784
0,4499812
0,4499812
0,4499812
0,4499812
0,4499810
0,4499810

6,25-107
6,91-107
7,57-107
8,88-107
9,86-107
9,89-107
9,91-107
9,91-107
9,91-107
9,91-107
9,91-107
9,91-107

1,666797658
6,144625098
0,3079470685
35,76783086
0,2727371545
38,62418076
0,2730782875
0,2758558565
0,2715071705
0,2764357595
0,2753184645

1,24-10-6
1,19-10-¢
1,25-10-¢
1,34-10-¢
9,98-107
9,99-107
9,95-1077
9,95-107
9,95-107
9,95-107
9,96-107

Tabela 6.2 Resultados do algoritmo de troca de Remez para a primeira raiz da Eq. (1.6) calculada pela Eq. (6.12)

Abscissas

X1

X2

X3

h c H

—r—— e ——

[0,11 10 100]

[0,1 2,205 10 100]
[0,4155 2,205 10 100]
[0,4155 2,205 6,892 100]
0,4155 2,205 6,892 40,50]
0,3540 2,205 6,892 40,50]
0,3540 2,038 6,892 40,50]
0,3540 2,038 6,892 44,70]
0,3540 2,038 7,250 44,70]
0,3517 2,038 7,250 44,70]

2,6348589
2,6352128
2,6371223
2,6369688
2,6362798
2,6363244
2,6363328
2,6363184
2,6363121
2,6363117

0,03090463
0,03088273
0,03068176
0,03070218
0,03076805
0,03076335
0,03076266
0,03076403
0,03076476
0,03076480

0,3412321
0,3411090
0,3407186
0,3407502
0,3408989
0,3408898
0,3408875
0,3408906
0,3408920
0,3408921

3,02-10¢ 2,204630855
3,93-10¢ 0,4154651714
4,81-10¢ 6,892287978
5,20-10¢ 40,50051052
5,64-10¢ 0,3539680992
5,67-10¢ 2,037906836
5,70-10-¢ 44,70242703
5,71-10¢ 7,249821922
5,72-10-¢ 0,3517065805
5,72-106

1,15-10-
8,10-10-¢
6,84-10-¢
7,23-10-¢
5,75-10-¢
5,78-10-¢
5,75-10-¢
5,76-10-¢
5,72-10-¢

Tabela 6.3 Resultados do algoritmo de troca de Remez para a primeira raiz da Eq. (1.7) calculada pela Eq. (6.12)

Abscissas

X1

X2

X3

h c H

[0,1110 100]

[0,1 2,624 10 100]
[0,5365 2,624 10 100]
[0,5365 2,624 10 47,10]
[0,5365 2,624 8,191 47,10]
[0,4314 2,624 8,191 47,10]
[0,4314 2,380 8,191 47,10]
[0,4314 2,380 8,191 48,95]
[0,4295 2,380 8,191 48,95]
[0,4314 2,380 8,136 48,95]

2,9331966
2,9332943
2,9382152
2,9371352
2,9369712
2,9371425
2,9371702
2,9371654
2,9371655
2,9371654

0,0221881
0,0222139
0,0219564
0,0220076
0,0220174
0,0220084
0,0220073
0,0220076
0,0220076
0,0220076

0,2754676
0,2753433
0,2748602
0,2749759
0,2749927
0,2749761
0,2749720
0,2749726
0,2749726
0,2749726

6,12-10¢ 2,623872756
9,54-10¢ 0,5365104294
1,28-105 47,09689287
1,38:10-5 8,191478999
1,42-105 0,4313832495
1,44-10-5 2,379894729
1,45-10-5 48,95234831
1,45-105 0,4295191184
1,45-105 8,136387854
1,45-10-5

3,80-10-
2,42-10°
1,64-10-5
1,54-10-
1,47-10-
1,48-10-5
1,45-10-5
1,45-10-5
1,45-10-5

97



7. NOVAS EXPRESSOES APROXIMADAS PARA AS DEMAIS RAIZES

7.1. A Generalizagao da Expressao Obtida a Partir da Aproximacao de Padé de Ordem [1,

1]

Uma expressao para todas as raizes da Eq. (1.5) pode ser obtida a partir da aproximacgao de
Padé de ordem [1, 1] da fun¢do tangente em torno do ponto 8 = 0 que ja foi utilizada para a primeira
raiz:
B1
1-352

Devido a periodicidade da funcdo tangente, essa equacdo pode ser modificada para ser valida para

tan B, =

qualquer raiz:
Bn—(n—Dm
1= 5 (B~ (0= D)2
e, entdo, a Eq. (1.5) pode ser aproximada por:
Pn—(n—Dm
13 (B — (1= D)

tan B, =

IR

C

Bn

que tem solucio:

m(n—1)(c +3/2) ++/3¢2 +9c +9/4 w2 (n — 1)2
c+3

Como anteriormente, seus parametros podem ser substituidos por outros que levem a

IR

Bn

melhores resultados:

x1(n— 1)(c + x3) + /x3¢2 + x4¢ + x5(n — 1)2
c+ Xxg

Pn =
Para que esta expressao tenha valores corretos quando c tende a zero, é necessario que

I x1(n—1)(c+x3) +/x3¢2 +x4c +x5(n— 12 x1%, +,/x5(
1m =
c—0% C+ xq Xg

n—1)=n-1m
Para que ela tenha valores corretos quando ¢ tende a infinito:

1
=nxy + /X3 —x = (n—§>n

e, devido a primeira raiz ser a mais importante, pode-se fazer com que ela satisfaca também a

tendéncia da Eq. (2.12):

I x1(n — 1)(c + x3) + /x3¢2 + x4¢ + x5(n — 1)2
im
c—00 C+ Xq
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I 1 x;(1—=1(c+x) +/x5c2 +x4c +xs(1—1)2 /x4
im — =

=1
c->0*+/c c+ xq Xg

Entdo, a expressao passa a ser:

m(n—1(c+x,) + \/(nc/Z)z +x¢ c+ (m(xg — x2)(n — 1))2

c+ xg

IR

Bn

onde os parametros x, e x, podem ser determinados para o melhor ajuste.
Novamente devido a primeira raiz ser a mais importante, o ajuste inicial sera feito por ela.
Substituindo n por 1 nessa expressao, obtém-se:

N J@re/2)2 +x2 ¢
- ¢+ xg

1

que desacopla o parametro x, e permite que o ajuste de x4 seja feito com o auxilio de graficos. Através

da Figura 7.1, observa-se que ha dois valores possiveis para o parametro x¢, sendo que um deles é

mais préximo do v12 = 3,5 da expressao inicial.

ErrD FE1arIvD

erro relativo

R

-3
ot 107! 1p~2 10

¢ 10° 1o’

c

Figura 7.1 Localizagcdo dos melhores valores do pardmetro x¢ para a expressdo para as raizes Eq. (1.5) obtida a partir de

Padé [1,1]

Consecutivos refinamentos nos intervalos levam a x5 = 1,59 e x4 = 3,83. Cada um destes
valores é substituido na expressao de f3,,, e uma nova busca é feita com o parametro resultante através
de grafico analogo, obtendo-se x, = 0,575 e x, = 2,286, respectivamente. Substituindo estes
pardmetros na expressado de f3,,, obtém-se dois conjuntos de resultados que se encontram na Figura

7.2 e na Figura 7.3.
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Considera-se que os resultados da Figura 7.2 sdo melhores do que os da Figura 7.3, e utiliza-

se, entdo, x, = 0,575 e x4 = 1,59. Observando que xg = 1 — x, = m/2, é possivel se simplificar a

expressdo de [3,, para:

2(n —1)(c + 0,57) ++/c2 +c + 4(n— 1)2

IR

Bn

2c/m+1

que tem mesmos pardmetros para qualquer raiz e é bastante simples.

(7.1)

(solida) n=1
— — (tracejado} n =4
— = (fraco-ponto) n= 16

- (tracejado espacado)n =
— - (tragejado longo) n=28

2

0.004
0.003
0.002
(0.001

(0
—-0.001
0002
—0.003
—0.004

erro relativo

Figura 7.2 Expressdo obtida a partir de Padé [1,1] para as raizes Eq. (1.5) com x, = 0,575 e xg = 1,59

(solida) n=1
— — (tracejado) n =4
— - — (traco-ponto)n= 16

- ({tracejado espagado)n =
— - (tragejado longo) n=8

2

0.008
0.006
0.004
0.002

(
-0.002
=004
—0.006
- 0.008

errn relativo

Figura 7.3 Expressdo obtida a partir de Padé [1,1] para as raizes Eq. (1.5) com x, = 2,286 e x¢ = 3,83
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A exatiddo da expressao da Eq. (7.1) pode ser vista pela Figura 7.4, que tem como caso
particular:

R
b= 2c/m+ 1
que foi utilizada para se encontrar a expressao algébrica da primeira raiz. Expressdes andlogas para
as raizes das outras equagdes ndo sio possiveis de serem obtidas, e os resultados desta expressdo
estdo mostrados também na Figura 8.18, Figura 8.19 e Figura 8.20, respectivamente para a segunda,

a quarta e a oitava da Eq. (1.5).

(solida) n=1 — - (tracejado espagado)n =2
— — (tracejado) n =4 — - (tragejado longo) n=8
— - — (traco-ponto)n= 16

0.005

0.002

(0

errn relativo

-0.002

= 0.004

Figura 7.4 Expressdo obtida a partir de Padé [1,1] para as raizes Eq. (1.5) com os pardmetros que levam a Eq. (7.1)

7.2. A Generalizagdo da Expressdo de Yovanovich MiniMax

A expressio Yovanovich MiniMax, mostrada na Eq. (5.4), é uma das que levou aos melhores
resultados para a primeira raiz e, entdo, buscaremos sua generalizacdo para as demais raizes.

Ela foi obtida como aplicacao da expressao de Churchill e Usagi (1972):

Bi(0) = r\/ﬁ;o@ + B (0)

onde f;1,(c) e f1(c) sdo expressdes assintéticas para B; conforme c tende a zero ou infinito,

respectivamente, e r é o parametro de ajuste.

Inicialmente observou-se ser necessario que 1 o(c) tenda a zero quando c tender a infinito, e
que B{ »(c) tenda a zero quando c tender a zero, porque, do contrario, o valor de uma delas iria se

somar ao valor da outra e o resultado em cada extremo seria comprometido. Isto faz com que as
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expressdes assintoticas 51 o (c) = vmc e 1 »(c) = B4 ndo possam ser aplicadas diretamente, se r >
0.

Quando é utilizado k = —r > 0,

pi(c) =

k 1 1
BE© T BEL.©

e as expressoOes assintoticas acima passam a ser utilizaveis porque quando c¢ tende a zero, o inverso
de ,Bfo(c) aumenta ilimitadamente, e o valor de ﬂ{fm(c) passa a ser negligenciavel. Além disso, quando
¢ tende a infinito, o inverso de ﬁfo (c) tende a zero e passa a ser ele mesmo negligenciavel.

A engenhosidade da expressdao de Yovanovich (1996) reside no fato de que o inverso de
Bfo(c) tende ora a zero, ora a infinito, enquanto que o inverso de Bf,(c) permanece constante,
fazendo com que cada um dos termos seja dominante em um dos extremos de c.

A questao que serd tratada agora é a de como pode ser possivel se aproximar as demais raizes,
lembrando que elas ndo tendem nem a zero, nem a infinito, entdo ndo ha como elas possuirem uma
expressado assintdtica com esse comportamento.

Isso nos leva a adotar a estratégia de se nao utilizar apenas £, (c) como fungio a ser ajustada,
mas (ﬁn (c) - ﬁn,o)» a qual tende a zero quando c tende a zero, e o objetivo agora passa a ser o de se
encontrar uma expressao assintdtica para esta funcao.

A partir da tendéncia da Eq. (2.13):

li ﬂn(c) - .Bn,o _ 1
1m =
-0 c ﬂn,o

pode-se obter varias expressdes assintoticas, sendo que a mais simples é funcao afim. Entdo,

utilizando esta op¢do mais simples, e mantendo a outra expressao assintotica como constante, obtém-

se:
1

.Bn - ﬂn,o = ,BL + (.Bn,oo - .Bn,O)T
n,0

0 ajuste dessa expressio pelo algoritmo de Remez levou a erros da ordem de 2 - 1073, os quais nio
consideramos aceitaveis, e passamos a investigar outras possibilidades.
Consideremos, inicialmente, o caso particular das raizes da Eq. (1.5), onde S, o € um multiplo
de m e, entdo:
tan(lgn - ﬁno) = tan B,

A aproximacdo muito conhecida de que:
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tan(ﬁn - :Bn,o) - ﬁn - lgn,o quando :Bn - lgn,o -0

leva, entdo, a

tan :Bn - :Bn - ﬁn,o quando ﬁn - lgn,o

Multiplicando-se por ,, ambos lados desta equacgio, e utilizando a Eq. (1.5), obtém-se:

2
Bn(c) = [c+ (%) + ,Br;o quando ¢ —» 0 (7.2)

onde utilizou-se que f,, = B, ¢ € equivalenteac — 0, e que 8, = 0.

Observe que essa expressao também satisfaz a Eq. (2.13):

C-l- ﬁnO IBnO _ ﬁnO 2 IBnO
\I o , 1 1

lim = lim = lim =
c—0 c—0 c—0 8 ) Bro
n,0 n,0
+(52) +5%
2
e, utilizando ela como nova expressao assintotica, obtém-se:
1
r T

2
ﬁn = .Bn,O + c+ (%) - '8150 + (,Bn,oo - ﬁn,O)r

que generaliza a expressdo de Yovanovich pois f; o = 0. Ja se adianta que o ajuste dessa expressao
levara a resultados satisfatérios, e passamos a procurar formas analogas para as raizes das outras
equacoes.

A fungao cotangente ndo tem uma expansao de Taylor em torno de zero para ser possivel se

repetir a deducio acima. E possivel se modificar a Eq. (1.7) para:

! t
—tanpf =
B A 1—-c
e utilizar novamente que:
tan .Bn - .Bn - ﬂn,o quando ﬂn - .Bn,o

multiplicando-se ambos seus lados por 1/8,, para obter:

1
Bn(c) = Bnpo (1 — E) quando ¢ - 0

que poderia ser utilizada para uma deduc¢do analoga, porém seu resultado ndo corresponderia a
expressdo de Yovanovich paran = 1. O caso da Eq. (1.6) seria ainda pior, porque as funcdes de Bessel
ndo tém periodicidade, o que foi base para a dedugdo acima. Investigaremos, entdo, outra maneira.

No caso particular n = 1, para a Eq. (1.5), Yovanovich (1996) obteve:
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Br=((Ve) + (ﬁn,m)r)%

enquanto que, no caso geral das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), ele obteve:
1
r ™\7r
B = (V) + (b))’
Pois bem, para a Eq. (1.5), demonstrou-se que:

5 r
ﬁn = .Bn,O + c+ (%) - '8150 + (,Bn,oo - ﬁn,O)r

e agora é necessaria uma expressao equivalente no caso geral.

0 grande nimero de vezes que foram obtidos resultados analogos para as trés equacdes torna
tentador investigar se a expressdo genérica pode ser encontrada apenas substituindo ¢ por mec.
Observe-se como a expressao de Yovanovich, no caso da Eq. (1.5), é o caso particular correspondente
a f10 = 0, 0 que demonstra muita analogia entre essas trés expressoes.

Porém, a duvida passa a ser sobre como deve surgir o termo £, /2 na expressao equivalente
ao caso geral. Deixando esse termo como um parametro livre dentro do algoritmo de Remez, para
encontrar quais sao seus valores 6timos, obtém-se os resultados que estdo apresentados na Tabela

7.1 e se observa que ele se aproxima de mf3,, o/ 2.

Tabela 7.1 Busca de expressdo para um pardmetro 6timo da expressdo de Yovanovich MiniMax Generalizada

Eq. (1.5) Eq. (1.6) Eq. (1.7)
n  ParAmetro mf,o Pardmetro mf,o Pardmetro mfy,
otimo 2 otimo ) otimo 2
2 1,55 1,57 3,73 3,83 6,33 6,74
3 3,05 3,14 6,67 7,02 10,8 11,6
4 4,50 4,71 9,55 10,2 15,0 16,4
5 5,97 6,28 12,4 13,3 19,4 21,1
6 7,40 7,85 15,2 16,5 23,5 25,8
7 8,82 9,42 18,1 19,6 27,7 30,6
8 10,3 11,0 20,9 22,8 32,1 35,3
9 11,7 12,6 23,7 25,9 36,2 40,0

Para o caso da Eq. (1.5), o parametro 6timo se aproxima do termo deduzido f,, /2, e para as
outras equagoes, encontrou-se que mf, /2 também é uma boa aproxima¢do. Entdo, a expressao

generalizada escolhida é:
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| =

r T

+ (ﬁn,oo - ﬁn,o)r (7'3)

Br = Bno + Jmc + (m[;n,())Z B min'o

a qual foi ajustada aos valores exatos das raizes das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7) e tem parametros que
foram obtidos através do algoritmo de Remez apresentados na Tabela 7.2.

Essa expressao possui valores corretos quando ¢ tende a infinito:

r T
2
. mpBro mfn o r
o ﬁn’o ¥ \}mc * ( - ) - Zn + (’Bn'oo - ﬁn,o) = lgn,oo

c—0o 2

e também possui a tendéncia da Eq. (2.13):

2
ﬁn,o + \}mc + (m§n0> — m,gn,o + (ﬁn,oo - ﬁn,o)r - ﬁn,o

li 1
m =
c-0 c .Bn,o

entdo ela tem erro tendendo a zero quando c tende a zero ou infinito, conforme pode ser visto desde

a Figura 8.27 até a Figura 8.35, onde ela esta identificada como “Yovanovich MiniMax Generalizada”.

Tabela 7.2 Pardmetro r da Eq. (7.3)

Eq.(1.5) Eq.(1.6) Eq.(1.7)
-2,140 -2,247 -2,334
-1,740 -1,612 -1,640
-1,650 -1,561 -1,572
-1,607 -1,538 -1,543
-1,581 -1,524 -1,527
-1,564 -1,514 -1,516
-1,551 -1,508 -1,509
-1,541 -1,502 -1,503
-1,533 -1,499 -1,499

O O NDUTLHS WDN =

7.3.  Uma Expressao Algébrica

As demais raizes das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7) ndo possuem a tendéncia da Eq. (2.12), entdo uma
forma diferente da expressdo algébrica que foi utilizada para a primeira raiz, deve ser utilizada para

elas.
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Inspirando-se na forma que levou a bons resultados para a primeira raiz, utilizamos uma

expressdo que novamente nao é racional por ter poténcias que nao sdo inteiras:

k
A.Bn,o + ﬁn,ooc (7.4_)

B = A+ ck

Esta expressdo nao satisfaz a tendéncia dada pela Eq. (2.13), mas tem valores corretos quando
c tende a zero ou infinito, como pode ser facilmente observado e, portanto, tem erro relativo tendendo
a zero nesses dois extremos.

Aplicando-se o algoritmo de Remez, obtém-se os valores da Tabela 7.3. Os resultados desta

expressao podem ser vistos desde a Figura 8.27 até a Figura 8.35.

Tabela 7.3 Pardmetros k e A da Eq. (7.4)

Eq.(1.5) Eq.(1.6)  Eq.(L7)
k A k A k A
1,10 449 1,15 580 1,18 7,20
1,15 944 1,17 11,1 1,20 131
1,17 151 1,18 169 1,20 19,2
1,18 21,2 1,19 234 121 261
1,19 280 1,20 304 121 32,9
1,19 345 1,20 372 121 40,2
1,19 41,3 1,20 443 121 474
1,20 49,5 1,20 51,5 1,21 55,0

O OO UTLH W

7.4. A Generalizagao da Expressao que Utiliza Ponto Fixo

Sabe-se que a fungdo tangente tem periodo 7 e, entdo, qualquer que seja n inteiro:
y = tanx = tan(x + nm)
Deste modo, para ser invertida, ela tem seu dominio restrito a (—n/2,7/2) e, consequentemente, sua

inversa tem esse intervalo como imagem:

7T< t <T[
_— X = arctan -
2 ys3

Entdo, para se ter o valor de x que esta no intervalo (—m/2,7/2) e que tem tangente igual a y,
utiliza-se a func¢do tangente inversa (ou arco tangente) e, para se ter os demais valores de x que tem
tangente igual a y, é necessario somar multiplos de  a tangente inversa de y:

x =arctany+ (n— Drm
Deste modo, devemos manter em mente que

y =tanx - x =arctany + (n — D)x
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Da Eq. (1.5), obtém-se:

c
tan g, = ,8_
n

entao:

c
Bn =arctan—+ (n—
Bn
A expressdo para a primeira raiz ja foi obtida, e agora sera necessario uma estimativa valida
para as demais raizes que possa substituir o 3, do lado direito desta equacdo. A expressao da Eq.

(2.20) é bastante simples e leva a

Bn = arctan Tic—c, +(n—-Dn
tnt g (c + cn)
onde
3

Ch = (Tl - Z) VA
Simplificando-se esta expressdo, obtém-se:
c

,anarctan( _1) - p +(n—Dm e
K T3 (7.5)
n—3/4

Ao contrario expressao da Eq. (2.20), esta expressao satisfaz a tendéncia dada pela Eq. (2.13),

0 que pode ser visto por calculo elementar, através de:

lim Bn(€) — Bro _ 1 _ 1
>0 c T (n-1Dm Bro

e também tem valor correto quando c tende a infinito:

lim (@) = (m =) 7= oo

Portanto, esta expressao tem erro relativo tendendo a zero quando ¢ tende a infinito. Observe-
se na Figura 8.27, Figura 8.28, Figura 8.29 para as raizes f3,, B, e g, respectivamente, erros dessa

expressdo que que diminui muito rapidamente de uma raiz para outra.

O procedimento acima pode ser repetido de maneira absolutamente analoga para a Eq. (1.7),

e isto ndo serd aqui repetido, mas apenas apresentado o resultado:
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1-c

By = arccot . - c% +(n—-Dn 7.6)
(=27~ G=meTe

a qual tem sucessao de erros que diminui ainda mais rapidamente de uma raiz para outra, conforme
pode ser visto na Figura 8.33, Figura 8.34 e Figura 8.35, para as raizes f3,, 5, e [g, respectivamente.
Note-se que a ultima curva estd quase se confundindo com o eixo horizontal do grafico e essas
expressoes sequer inclui um parametro de ajuste.

Porém, estas expressdes apresentam resultados apenas medianos para a primeira raiz e,
devido as varias limitacoes ja citadas sobre as fun¢oes de Bessel, ndo ha como se obter uma expressao

andaloga para as raizes da Eq. (1.6).
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8. RESULTADOS E DISCUSSAO

Analisaremos os resultados de todas expressées aqui desenvolvidas, comparando-as com as
ja existentes. A simplicidade das expressdes podera ser observada por elas estarem repetidas aqui
dentro de se¢des, e suas exatiddes poderdo ser observadas através de graficos.

Dividiu-se as expressdes desenvolvidas neste e em outros trabalhos em dois grupos, o
primeiro formado pelas expressdes validas para a primeira raiz, e o segundo com as expressdes
validas para as demais raizes.

O primeiro grupo foi dividido em seis se¢cdes, conforme suas exatidoes e em cada sec¢do
apresentou-se graficos relativos a cada uma das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), resultando em 17 graficos
mostrados da Figura 8.1 a Figura 8.17 (a ultima figura inclui duas equagdes).

O segundo grupo foi dividido em apenas duas sec¢des, conforme suas exatiddes, e em cada
secdo apresentou-se graficos relativos a segunda, quarta e oitava raiz de cada uma das Eqgs. (1.5), (1.6)
e (1.7), resultando em 18 graficos mostrados da Figura 8.18 a Figura 8.35. Esta numeracdo em
progressao geométrica que estd sempre sendo escolhida neste trabalho da mais destaque as raizes de
ordem inferior, sem deixar de mostrar as de ordem superior. Note-se que os erros tém tendéncia de
diminuirem conforme a ordem aumenta.

Como erros negativos tem mesmos significados do que erros positivos, para facilitar as
comparacoes, é utilizado o médulo do erro relativo, evidenciando assim o que tiver maior magnitude.

Também para facilitar as comparagdes, utilizou-se mesmos tipos de linhas (continua,
tracejada, pontilhada e tracejado-pontilhada) para cada trabalho dentro da mesma secdo. Todos
gréficos tiveram eixos horizontais logaritmicos, com escala de 1073 a 103, sendo que apenas os da
primeira secdo tiveram eixos verticais também logaritmicos, para comportarem toda a variacdo de
seus valores.

Seria conveniente que estes graficos também incluissem o erro das raizes calculados por
tabelas, para efeito de comparagdo, porém ele é muito oscilante e dificultaria a visualizacdo das
demais curvas, entdo deve-se manter em mente seus valores que foram apresentados durante a
discussdo das tabelas: 2% para as de passo variavel e de até 0,5% para as de passo constante, se forem

utilizadas interpolacdes de grande ordem, e ndo se utilizar valores baixos de c.
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8.1. Expressdes de Muito Menor Exatiddo para a Primeira Raiz

As expressdes de Stevens e Luck (1999) mostradas na Egs. (2.20), (2.21) e (2.22):

c T
T T _Z

= —4 —
.81 4 4C+%

T
~37T+37TC_7

7T+7T
2 0,676 +g

IR

B1

para a primeira raiz das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), respectivamente, podem ser reescritas como uma
Unica expressao:

cd
ﬁ1-ch+r

onde p=m/2,3n/4,m, q=1,1,0,676 e r =n/4,m/2,Vn/2 para as Egs. (1.5), (1.6) e (1.7),

respectivamente. Elas sdo bastante simples mas tem erro que tende a 100% quando c tende a zero.

A expressdo de Haji-Sheik e Beck (2000) mostrada na Eq. (2.23):

1-1,04 ° ° -
’ c+076 c+076] |4

para a primeira raiz da Eq. (1.5) tem erro que tende a 6,4% (em mddulo) quando c tende a zero, e a

IR

Br=+
1=

NS
INEIFNE

expressdo mostrada na Eq. (2.24):

3n

g 23, T 17T
1=_ e —
4 4c—1+%Tn

para a primeira raiz da Eq. (1.7), tem erro ilimitado quando c tende a zero, além de nao terem uma
versdo andloga para a Eq. (1.6). O objetivo de se desenvolver estas expressdes foi o de se melhorar as
expressoes de Stevens e Luck (1999), porém, no caso da primeira, a melhor exatidado foi conseguida
com diminuicdo muito grande da simplicidade e, no caso da segunda, a melhor exatidao nao foi

conseguida em todo o intervalo.
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madculo do errorelativo

modulo do errorelativo

moculo do errorelativo

0.1+
0.05

0.01-

102 10-! 10° 10! lig i

— — Stevens e Luck (199%) —— Haji-Sheikh e Beck (2000} |

Figura 8.1 Expressées de muito menor exatiddo para a primeira raiz da Eq. (1.5)

——
f— — —

0.1

0.014

0.001-

-

IIIEI" - IIIEi'l - HIEF:' o ”1:.}1 - ”1EI' - II1|D3

— — Stevens e Luck (1999) |

Figura 8.2 Expressées de muito menor exatiddo para a primeira raiz da Eq. (1.6)

— — Stevens e Luck (1999) — Haji-Sheikh e Beck (2000) |

Figura 8.3 Expressées de muito menor exatiddo para a primeira raiz da Eq. (1.7)
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8.2. Expressdes de Menor Exatidao para a Primeira Raiz

A expressdo de Luikov (1968) mostrada na Eq. (2.14):
B1,00
J1+A/ck

onde A = 2,24,2,45e 2,70, e k = 1,02, 1,04 e 1,07, para a primeira raiz das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7),

IR

B

respectivamente, também pode ser escrita como:

1
By = (Bck+pr2) 2

onde B = 0,908, 0,424, 0,273, respectivamente. Ela também tem erro que tende a 100% quando ¢

tende a zero, porém este aumento do erro é lento e visualizavel apenas com valores de ¢ muito

menores do que os que aparecem na escala escolhida para os graficos (1073 a 10%),

A expressao de Ostrogorsky e Mikic (2008) mostrada na Eq. (2.25):

mc

B =

142

,32
1,00
para a primeira raiz das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), também pode ser escrita como:
1
~ -1 -2\72
B = ((me)™ + Bid) 2
e é¢ bem melhor do que as expressdes dos trés trabalhos acima por ter erro relativo tendendo a zero
para os dois lados com valores maximos de 2,5% a 5%, ser valida para as trés equacoes, e ser tdo
simples a ponto de ndo ter nem mesmo parametros de ajuste, mas apenas incluir os valores de f; . e

m.

As expressdes de Ostrogorsky e Mikic (2009) mostrada na Eq. (2.26):

( mc

———,0=<c<2
~ 1+—=

ﬁlz m+2

kﬁl,oo ‘

onde a = 0,95,1,0 e 1,1, para as Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), respectivamente, tem erros de 1,7% a 2%,

c=2

c+a’
que consideramos altos para sua complexidade (divisao do intervalo de c, e inclusdo de parametro de

ajuste).

A expressao de Ostrogorsky (2010a) mostrada na Eq. (2.27):

112



B0

J\/mC,O <c<01

By = ,c>0.1

a
\WWiter
onde a = 2,3,2,62e 2,92, e k =1,035,1,05 e 1,08 para a primeira raiz das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7),

respectivamente, tem erros maximos de 0,7% a 4%, que também consideramos altos.
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Figura 8.4 Expressées de menor exatiddo para a primeira raiz da Eq. (1.5)
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Figura 8.5 Expressées de menor exatiddo para a primeira raiz da Eq. (1.6)
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Figura 8.6 Expressées de menor exatiddo para a primeira raiz da Eq. (1.7)
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8.3. Expressdes de Intermediaria Exatidao para a Primeira Raiz

A expressdo obtida no presente trabalho a partir do ponto fixo mostrada na Eq. (5.1):

_ 4c?
[, = arctan [c+ P

para a primeira raiz da Eq. (1.5), e a expressdo mostrada na Eq. (5.2):

By = arccot| 126 145
1 = arccot| — 3e

para a primeira raiz da Eq. (1.7), tem erro maximo de 1,1%, e sdo simples a ponto de ndo ter
pardmetro de ajuste, mas ndo tem uma versao analoga para a Eq. (1.6).
A expressdo de Ostrogorsky (2010b) mostrada na Eq. (2.28):

B0

B =
()

que também pode ser escrita como:

_n—d
B = ,81,00(1 +ac k)
ondea =2,62,3,28e 4,1,k =1,07,1,125e1,18,e d = 0,468,0,446 e 0,4238 para as Egs. (1.5), (1.6)

e (1.7), respectivamente, tem erro que cresce lentamente mas tende a 100% quando c tende a zero.
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Figura 8.9 Expressées de intermedidria exatiddo para a primeira raiz da Eq. (1.7)
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8.4. Expressdes de Maior Exatiddo para a Primeira Raiz

A expressdo de Beck et al. (1992) mostrada na Eq. (2.16):

( /3(C—C2/5),0 <c<04

1 1+ 3 1_|_16(c—1)(c+2) 1 04 <c<6
pr=42" 2(c +2) 312 o= C

’ + 3 +3 i >6
S TCEEE R R T D R

para a primeira raiz da Eq. (1.7), onde

a= J(Z(in—nn)Z + (c - 1)3

é complexa demais para seu erro maximo de 0,9%.

A expressdo de Yovanovich (1996) mostrada na Eq. (2.19):
B1,00

(H(g;%)")

B =

Sl

onde k = 2,139,2,238 e 2,314 para a primeira raiz das Egs. (1.5), (1.6) a (1.7), respectivamente, tem

erros maximos de 0,22% a 0,7%, bastante baixos em relagdo a sua simplicidade.

A expressdo obtida a partir das expressdes de outros autores, e que tem a mesma forma da

expressdo acima de Yovanovich (1996), mas que tem seus parametros recalculados através do

conceito de MiniMax, mostrada na Eq. (5.4):
1

B = ((me)2 + )

onder = —2,14,—2,25 e — 2,34 para as Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), respectivamente, tem erros maximos

de 0,20% a 0,50%, valores estes menores do que os das expressdes anteriores, e s6 ndo substitui a

expressao de Ostrogorsky e Mikic (2008), que tem erros maximos de 2,5% a 5%, e a de ponto fixo,

que tem erro maximo de 1,1%, devido a suas simplicidades.
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8.5. Expressdes de Muito Maior Exatidao para a Primeira Raiz

A expressdo de Beck et al. (1992) mostrada na Eq. (2.15):
(301 1(30)2 0<c<?
! 3+c 45\3+¢) )" ==

Tc . mw? )
lZ(c T 1)( T2+ 1P + n2(2c - 1)>’C ~

para a primeira raiz da Eq. (1.5), tem erro maximo de 0,08%, mas tem muita complexidade além de

B =

ndo ter uma versdo analoga para a Eq. (1.6),

As expressoes obtidas por fracdes parciais mostradas nas Egs. (6.8), (6.9) e (6.10):

IR

P J15(3c +7) — /15 (107c2 + 350c + 735)
1

2(c + 10)

_ [12(3c +8) — 44/3 (19¢2 + 48¢ + 192)
1= c+12

IR

B

105(c + 3) — 34/35 (23¢2 + 42c¢ + 315)
2(c + 14)

respectivamente para a primeira raiz das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), tem erros maximos de 0,028% a
0,36%, porém ndo podem ser agrupadas numa expressao apenas, sob pena de se ter muitos
parametros de ajuste, e sua simplicidade reside no fato de ter sido construida apenas com nimeros
inteiros.

A expressdo algébrica obtida no presente trabalho mostrada na (5.5):

JmAzc + Lo c?k
b= A+ck

onde k = 1,037,1,062,1,081 e A = 4,025,5,63,7,25 para a primeira raiz das Eqgs. (1.5), (1.6) e (1.7)

tem erros maximos de 0,066% a 0,22%.

A expressao obtida a partir da aproximacado de Padé de ordem [2, 1], mostrada na Eq. (6.11):

2

2 2 2
~ 1,00 ﬁl_oo 2131,00
hr=a C+T‘J(”T> e ©

onde a = 1,6508,1,8483 e 2,0215 para a primeira raiz das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), tem erros de

0,033% a 0,16% e a consideramos a melhor entre as expressoes de muito maior exatidao.
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8.6. Uma Expressao de Extrema Exatid3ao para a Primeira Raiz

A expressdo obtida a partir da aproximacdo de Padé de ordem [2, 2], mostrada na Eq. (6.12):

c+x; — J(l - ,Bfooxz)z c? + 2x,(1 — mx3)c + x?

XyC + X3

IR

B1

onde x; = 2,3250266, x, = 0,0468978 e x; = 0,449981 para a Eq. (1.5), x; = 2,636312, x, =
0,030765 e x3 = 0,340892 para a Eq. (1.6), e x; = 2,937165, x, = 0,0220076 e x3 = 0,274973 para
a Eq. (1.7), realmente nao é simples, inclusive por possuir trés parametros de ajuste, mas tem erros
maximos de 0,000099% a 0,0015% os quais sdo, de longe, os menores até hoje obtidos (Figura 8.16

e Figura 8.17), e podem ser tteis em aplicacbes especificas.
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Figura 8.16 Expressdo de extrema exatiddo para a primeira raiz das Eqs. (1.5), (1.6) e (1.7)
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8.7. Expressdes de Menor Exatidao para as Demais Raizes

As expressdes de Stevens e Luck (1999) mostradas nas Egs. (2.31), (2.32) e (2.33), que podem

ser reescritas como:

( 3) n-C_(Tl_%)T[
n = - — +—
g " 4 i 4c+(n—%)n
1
~(, 1 zc‘(”‘i)”
ﬁn_(n 2>n+4c+(n—%)n

para as demais raizes das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), respectivamente, sdo bastante simples e, apesar de
terem erros muito altos, de 1% a 3%, elas sdo as Unicas que sao validas para todo n > 2 da segunda
equacao.

As expressodes de Beck et al. (1992) para as demais raizes da Eq. (1.5), mostradas nas Eq.

(2.29):

I((n - Dm 4c(c+3)
g, = 2(c+3) 2c+3+3 1+W ,C menor
n (2n - Dmnc (2n — 1)2r? |
2(c+1) < 12(c + D3 + (2n — 1)212(2¢ — 1)>,c maior

onde a divisdo deve ocorrer em ¢ =5,8,11e 13 para n = 2,3,4 e 5, respectivamente, tem erro
maximo de 0,23%, mas sdo muito complexas e nido valem para n = 6, enquanto as as expressdes

mostradas na Eq. (2.30):

1 3 16(c — 1)(c + 2)
(n—§>n 1+2(C—+2) \/1+ 3(271—1)27'[2 -1 ,c<6

3 4 3nm +3 3nm -
U e M A ICE

para as demais raizes da Eq. (1.7), onde

Bn =1

2

a= J(Z(in—nn) + (c - 1)3
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além de serem muito complexas, tem erro que aumenta com n, e ndo tem uma versao analoga para a
Eq. (1.6),
A expressdo de Haji-Sheik e Beck (2000) mostrada na Eq. (2.35):

A
ﬁn = dn + Eyn,13 513

para as demais raizes da Eq. (1.7), onde

0.85 0.71 0.245
Vs = 1+ &3 = 1) (1= ==+ (06 = =) (1 + 1) (06 + ==~ &5

c
$13 = c+mnd,/2
1
dn = (TL—E) A

ndo s6 tem complexidade muito alta, como erro maximo de 4,9%. Ela tem uma versao analoga para a
Eq. (1.7) que sera apresentada no préximo grupo de expressoes de maior exatidao.
A expressao desenvolvida a partir da aproximacao de Padé de ordem [1, 1] para as raizes da

Eq. (1.5), mostrada na Eq. (7.1):

2(n —1)(c + 0,57) ++/c2 +c + 4(n— 1)2
2c/m+1

IR

Bn

tem erro maximo de 0,56% para a primeira raiz e de 0,59% para as demais raizes. Ela apresenta a
vantagem de ter equilibrio entre a exatidao da primeira raiz e das demais raizes. Porém, ndo tem

versdes analogas para as Egs. (1.6) e (1.7).
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8.8. Expressdes de Maior Exatiddo para as Demais Raizes

A expressdo de Haji-Sheik e Beck (2000) mostrada na Eq. (2.34):

TYn,23 tanh 523)
tanh 1

B = e+ 02 (g 4 (1= )

para as demais raizes da Eq. (1.5), onde

c+c,—n/4 c+./H(c, —m/4)
=1-1,04 -
Vn23 / c+H c+H

c—Cp

523=c+cn

H=076+122(n-1)

3
Cn:(n—z>1'[

€ muito complexa, além de ndo ter uma versao analoga para a Eq. (1.6).
A expressdo de Yovanovich generalizada com parametros calculados de maneira a ser uma

MiniMax, mostrada na Eq. (7.3):

r a

+ (ﬁn,oo - ﬂn,o)r

Bn = Bno + \/mc + (m[;n,())Z B m[;n,o

para as Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), onde r é dado na Tabela 7.2, ndo valem para n = 10, porém, elas tem
a vantagem de manter a mesma forma com a primeira raiz (note-se que a tabela incluiu n = 1).

A expressdo algébrica mostrada na Eq. (7.4):

,8 ~ ﬁn,oock + Aﬁn,o
n- ck+4

para as demais raizes das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), onde k e A sdo dados na Tabela 7.3, tem erro baixo
para sua simplicidade, mas também nao valem paran = 10.

As expressdes obtidas a partir do ponto fixo mostradas nas Egs. (7.5) e (7.6):

c
,Bn:arctan( _1) - p +(n—-Dn
n—3)n 24 2c/m

n—3/4
_ 1-c 1
Bn = arccot 1 T—cn/2 +(n—Dm

n_f)n_(n—l/Z)n+c
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para as demais raizes da Eqs. (1.5) e (1.7), respectivamente, valem para qualquer n, inclusiven = 1
(embora o erro nao seja tiao baixo nesse caso), sio muito simples, e tem erro que se torna baixissimo

conforme n aumenta, porém elas nao tem uma versao para a Eq. (1.6).
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Figura 8.30 Expressdes de maior exatiddo para a segunda raiz da Eq. (1.6)
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Figura 8.31 Expressoes de maior exatiddo para a quarta raiz da Eq. (1.6)
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Figura 8.32 Expressées de maior exatiddo para a oitava raiz da Eq. (1.6)
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9. CONCLUSOES E SUGESTOES PARA PROXIMOS TRABALHOS

Desenvolveu-se, neste trabalho, uma nova familia de métodos iterativos para busca de raizes
de equagdes, que gerou a expressao da Eq. (3.23), a qual, aplicada as raizes abordadas neste trabalho,
que sdo as das Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), com valores inicias dados pelas Egs. (3.35) e (3.36), e
coeficientes dados pelas Egs. (3.40) a (3.46), foi considerada como a que leva aos melhores resultados.

Nao se desenvolveu expressdes com maiores ordens que podem ser obtidas a partir dessa
familia de métodos, e um préximo trabalho podera fazer isso. Estas, além das novas expressodes que
ja foram desenvolvidas e aplicadas para as equacgoes abordadas pelo presente trabalho, poderao ser
aplicadas para outras equacdes.

Através do Teorema dos Il de Buckingham, obteve-se uma compilagdo de fungdes iterativas
classicas, bem como das que foram desenvolvidas neste trabalho, mostradas na Tabela 3.1, a qual
correlaciona as fungdes iterativas existentes e sugere outras novas. Proximos trabalhos poderao
explorar essas novas funcoes.

Desenvolveu-se novas expressdes aproximadas para a primeira e para as demais raizes das
Egs. (1.5), (1.6) e (1.7), e comparou-se suas exatiddes com as das expressoes ja existentes. Com o
desenvolvimento de novas expressdes mais simples e com exatidao equivalente ou superior, algumas
expressoes antigas deixam de ter utilidade, sendo agora consideradas obsoletas. Deve-se lembrar que
para cada aplicagdo existe uma determinada exatiddo, e maiores exatiddes sdo conseguidas com
expressdes menos simples.

Para a primeira raiz recomenda-se as seguintes expressdes partindo das mais exatas (e mais
complexas) até as mais simples (mas menos exatas):

1- Padé de ordem [2, 2];

2- Padé de ordem [2, 1];

3- Yovanovich MiniMax;

4- Ponto fixo (ndo contempla a Eq. (1.6));

5- Ostrogorsky e Mikic (2008).

Da mesma maneira, para o caso das demais raizes, recomenda-se utilizar as seguintes
expressoes (na mesma ordem ja descrita):

1- Ponto fixo (ndo contempla a Eq. (1.6));

2- Algébrica ou Yovanovich MiniMax generalizada;

3- Padé de ordem [1, 1] (ndo contempla as Egs. (1.5) e (1.6));
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4- Stevens e Luck (1999).

Existe um equilibrio entre a Algébrica e a Yovanovich MiniMax generalizada. Como a segunda
raiz é mais importante do que as de ordens mais altas, a expressdo de Yovanovich generalizada é
melhor para o caso da Eq. (1.5), enquanto que a expressao algébrica é melhor para o caso da Eq. (1.7).
No caso da Eq. (1.6), ambas apresentam exatidao proximas para a segunda raiz, mas para as raizes
seguintes a expressdo algébrica tem mais exatidao.

A expressao de Yovanovich MiniMax generalizada é mais simples do que a expressao algébrica
porque contém apenas um parametro de ajuste, enquanto que a expressdo algébrica possui dois
pardmetros. Além disso, a expressdo de Yovanovich generalizada mantém a mesma forma para a
primeira raiz, enquanto que a expressao algébrica muda de forma.

A expressdo obtida a partir da aproximacao de Padé de ordem [1, 1] tem como vantagem o
equilibrio de exatiddo entre a primeira e as demais raizes. Isto deve ser destacado aqui nas conclusodes
porque o estudo em separado das expressoes para a primeira raiz dificulta se verificar este equilibrio.

Comparando-se a exatidao dos valores que se obtém a partir de tabelas publicadas com as
destas expressdes recomendadas, nota-se que apenas a ultima expressdo de cada uma dessas duas
listas tem exatiddo menor do que as que sdo obtidas a partir das tabelas.

O algoritmo de Remez estda demonstrado na literatura para fung¢des racionais, porém,
verificou-se neste trabalho que ele leva a resultados corretos para outras funcdes, precisando ser
adaptado em alguns casos. Um proximo trabalho conduzido por matematicos podera demonstrar este
resultado aqui encontrado.

A metodologia desenvolvida para se obter expressoes MiniMax através de graficos e através
da adaptacdo do algoritmo de Remez, podera ser utilizada para se reajustar qualquer expressao de
fisica ou engenharia que tenha utilizado o critério de minimos quadrados com dados que ndo
envolviam erros. Além disso, o modo pelo qual utilizamos a aproximacao de Padé e as fragdes parciais
para se desenvolver expressoes de ajuste podera ser utilizado para outras equagdes em préximos

trabalhos.
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APENDICE A — O Método da Separacdo de Variaveis

O problema de valor de contorno:
(0°T 92T
— 4 —=
0x?  0y?
T(0,y) =0, O<y<w

0, 0<x<LO<y<W

10T
a(L,y)+HT(L,y)=O, O<y<Ww

T(x,0) =0, 0<x<lL
T(x,W) = f(x), 0<x<L

pode ser resolvido pelo método da separagao de variaveis. Substituindo:
T(y) =) (X))
n

obtém-se:
92 92
70 (a@h0) + 55D ((a@0)) =0
Y (@ho)| =0
n x=0
d
— ) (X, ()Y, +H X, ()Y,
32 2, (K RO)|  +H Y (1,00 ))
> )| =0
n y=0
Y )| = f@)
\ n y=w

=0

x=L

A

que pode ser simplificada para:
D (KO + Ka I ) = 0
D (4 @%) =0

{ ) (WG + HEa (DY) = 0
D (5a(%() =0

D (%G W) = £(x)

Uma das maneiras para que as somas acima sejam nulas é fazer todos termos nulos, entao:
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X ()Y, () + X (0¥, () = 0
Xn(0)Y,(») =0

J (X (L) + HX (L)Y, (0) = 0
X (X)¥,(0) = 0

D, (%)) = £

Rearranjando a primeira equacdo, e observando que uma das maneiras para que as trés

,para todon

equacgdes seguintes sejam nulas é fazer os termos constantes nulos, obtém-se:

X _ W)
Xn(x) Y, ()

X,(0) =0
1Xn(L) +HX,(L) =0 ,para todo n
Y,(0) =0

D (5 G W) = £(x)

Como ambos lados da primeira equacao dependem de variaveis diferentes, a inica maneira

da igualdade ser satisfeita é fazé-las constantes, entao:

Xie) _ WO
Xn (x) Yn (}’)
Isso permite desacoplar o problema com X:
Xp () + 1, X,(x) =0
Xn(o) =0
Xn(L)+HX,(L) =0
V(Y ) —4,.Y,(y) =0 ,para todon
Y,(0) =0

(D, (Gt w)) = £)

_/’{n

Se 4,, < 0, entdo:
X, (x) = A, senh \/—_Anx + B, cosh/—1,x
X,(0)=0-B,=0-X,(x) =4, senh\/—_/lnx
X (L) + HX, (L) = 0 > Apy/—21, cosh /=2, L + H A, senh\/=2,L = 0
- An(\/—_/lncosh\/—_)lnL +H senh\/—_AnL) =0-4,=0-X,(x)=0
ja que estas fungdes hiperbdlicas sdo estritamente positivas para argumentos positivos.
Se 4,, = 0, entdo:
X,(x) =A,x+ B,
X,(00)=0-B,=0-X,(x) =4,
X,(L)+HX,(L)=0-A4,=0-X,(x)=0
Se 4,, > 0, entdo:
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X,(x) =4, sen\/l_nx+Bn cos\/l_nx
X,(00)=0-B,=0-X,(x) =4, sen\/A_nx
Xp(L) + HXp (L) = 0 > Ay (A, cosJA,L + H sen[2,L) = 0
- A, = Oou\/l—ncos\/A_nL+H sen\/A—nL= 0
A, =0-X,(x)=0

\/A_ncos\/)l_nL +H sen\/A_nL =0-
{ncos{yL+H sen(,L =0
onde (,, = \/A_n
Como X,,(x) = 0levaaT(x,y) = 0, a qual ndo é solugdo do problema inicial, a inica condigio
acima valida é 4,, > 0. Neste caso:
V' ) = 4,.Y () = 0 = Y, (y) = Cysenh §y + Dy, cosh &y
Y.(0) =0 - Dy =0 - Y,,(y) = Cysenh {py

Portanto:
T3 = ). (XaG®)) = ). (Ansendyx Csenhny) = ) (Ensendyxsenhyy)
Resta obter E,, a partir da dltima condi¢do de contorno:
T(x, W)= Z (E,, sen{,xsenh {, W) = f(x)
n

O valor de T(x, W) para x < 0 é irrelevante, entdo pode-se considerar que f(x) é uma fungio impar

e a sua expansao por série de Fourier é simplesmente:

[oe]

o ® _ E
fx) = 7 E 1(an cos {x + b, sen{,x) = n:1(bn sen {,x)
jaque

1 L
a, =Zf f(x)cos{px dx =0
-L

e o produto da fun¢ao impar f(x) pela fungdo par cos {,,x resulta numa funcdo impar que tem integral
nula neste caso de intervalo simétrico em relagdo a origem [—L, L].

Portanto:

1 L
E,senh,W = b, = Zf f(x)sen{,x dx

- E, = m[ f(x)sen{,x dx
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Observe-se que se fosse utilizado X,,(x) = 0 para alguns n, ndo se teria uma base completa para a
expansao de f(x). Observe-se também como o T (x, y) obtido satisfaz todas equagdes do problema de
valor de contorno:

6T+6T
ox? = 0y?

I 22 (E, sen(nxsenh(ny)+a ZZ (E,sen{,xsenh{,y) =

62 2

2 < w3z Sen g senh%y + By sen G senh (ny> -
D (Ea(=¢E)sengyxsenh Gy + By sen G (63) senh ¢yy) = 0
T(0,)= ) (Enseny0senhéyy) =0
T(y)= ) (Enseniylsenhény) =0
T(x,0) = En(En sen{,xsenh ,0) = 0

T(x,W) = z (E, sen{,xsenh B,W) = z (bysen{,x) = f(x)

n=1
Se uma das paredes que estd com temperatura fixada em 0° C, estivesse, em vez disso, isolada,
o problema seria:

f(')T 9°T

— =0 0 <L,0 w
st 2= 0 <x<L0<y<

aT
—(0,y)=0 0 <W
ax(,y) , <y

oT
a(L.yHHT(L,y) =0, O0<y<W

T(x,0) =0, 0<x<L
T, W) = f(x), 0<x<L

e amudanca ocorreria em:

X, () + 2, X,(x) =0
X5 (0)=0
Xp(L) + HX (L) = 0

que passaria a ter solugao:
X,(x) = A, cos {x
onde os autovalores {,, seriam raizes de:
{nsen,L —Hcos(,L =20

que também ndo possui solucdo em forma fechada.
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APENDICE B — O Método de Superposicdo

O problema de valor de contorno e inicial:

(0°T 0°T q"'(x,y) 10T
x2  0y? k  adt’

0<x<L;,0<y<L,0<t
oT
—ki 52 0.y, + Ty, ) = (),  0<y<L0<t

aT
k;, a(Ll.y. t) + hT(Ly,y,0) = (), 0<y<lL,0<t

aT
—k3@(x;0:t)+h3’r(x;01t)=f3(x)' O<x<L1’O<t

aT
k4@(x,L2,t)+h4T(x,L2,t) =f4(x), O<x<L1,0<t

T(x,y,0) = fs(x,y), 0<x<L,0<y<lL,
pode ser resolvido pela superposicdo das solucoes de seis problemas auxiliares, cada uma com um
dos correspondentes termos ndo homogéneos:
Ty, t) =Ti(x) + To(x,y) + T3(x,¥) + Tu(x,y) + Ts(x, ) + Ts(x, y, )
A nao-homogeneidade da equacdo governante esta presente no primeiro problema auxiliar:

(T q" @)

dxz + k = O, 0 <x < L1
dT,

2B )+ homy ey = o
dx
cuja solucdo pode ser obtida por integracdo direta. Note que apenas uma variavel independente é
necessaria (foi escolhida x).
A nao-homogeneidade das duas primeiras condi¢des de contorno estdo presentes nos dois
problemas auxiliares:
2 2

oT,
—k =200 + 0, = 1), 0<y <Ly

=O, 0<x<L1,0<y<L2

oT.
VeagZ Luy) +heToLyy) =0, 0<y<lL,

aT,
_k3w(x,0)+h3T2(x,0) =O, 0<x<L1

aT.
kk4a_}]2(x’ Lz) + h4T2(x, Lz) = 0, 0 <x< Ll
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(0%T; 02Ty
9x2 + 3y =0, 0<x<L;,0<y<lL,
0T,
_kla(o,y) + h1T3(0,y) = 0, 0 < y < Lz
daT,
3 kz%(Lp)’)'*'hsz(LPY) = (), 0<y<lL,

oT
—k3a—;(x, 0) + haT5(x,0) =0, 0<x<L,

aT
k4a—;(x,L2) +hyT5(x, L) =0, 0<x<lL,

cujas solugdes podem ser obtidas pelo método da separacdo de variaveis.

A nao-homogeneidade das duas ultimas condi¢cdes de contorno estdo presentes nos dois

problemas auxiliares:
0%T, 0°%T,
W a—yz=0, 0<x<L;,0<y<L,
0T,
—kla(o,y) + h,T,(0,y) =0, O<y<lL,
T,
< kza@p)’) + hyTy(Ly,y) =0, 0<y<lL,

aT.
—kga—;(x, 0) + hsT,(x,0) = f3(x) — hsTy(x), 0<x <L,

aT,
\k4a—;(x,L2) + R T, (x6, L) =0, 0<x<Ly

(0%Ts  02Ts
W a—yZ:O, 0<x<L;,0<y<L,y
oT.
_kla(o,y)ﬁ'ths(O,y) =0, 0 <y<L2
oTs
9 kza(LpY) + h,T5(Ly,y) =0, 0<y<lL,

aT.
—k3a—;(x, 0) + haTs(x,0) =0, 0<x<L,

aT.
k4a_ys(x, Lz) + h4T5(x,L2) = f4(x) - h4T1(x), 0 <x< Ll

cujas solucdes podem ser obtidas pelo método da separagdo de variaveis. Note que sao adicionados
termos para compensar a solucido acrescentada pelo primeiro problema.

Por fim, o termo transitério € incluido neste dltimo problema auxiliar:
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62716+62T6—16T6 0<x<L,0<y<L,0<t
ax2 = 0y?  a ot’ xS M

aT,
—k1—6(0,y,t) + R Tg(0,y,) =0, 0<y<L,0<t

0T,
ky,— Ix (Ll,y,t)+h2T6(L1,y,t) =0, 0<y<lL,0<t

0T,
—@a @0&+mn@0ﬂ_0 0<x<L;0<t

0T,
k4a(x,L2,t)+h4T6(x,L2,t) =0, 0<x<L;0<t
\Te(x,y,0) = fs(x,y) —T1(x) — To(x,y) = T3(x,y) — Ty (x,y) — Ts(x,¥),0 < x < L;,0<y <L,

cuja solucdo pode ser obtida pelo método da separacgdo de variaveis. Note que sdo adicionados termos

para compensar as solucdes acrescentadas pelos problemas auxiliares anteriores.
E facil provar que a soma dessas solugdes leva a solugdo do problema original. A equagio
governante é satisfeita pela soma desses problemas auxiliares, pois:
0T 0%T q'"(x,y)
a2t ezt Tk -

62
= m(’rl(x) + TZ(x'y) + Tg(x»J’) + T4(x»J’) + TS(x'y) + T6(xry' t)) +

92 ,
+a—yz(T1(x) + Ty, ) + T3(%,y) + To(x,y) + Ts(x,y) + Te(x,y,0)) + 9(9; ) _

3 d2T1+g(x,y) N 62T2+62T2 N 62T3+62T3 N
~ \dx? k ax2  0y? x2  0y?
N 62T4+62T4 N 62T5+62T5 N 62T6+62T6 B
ox? = 0y? ox? = dy? ax2 = ayz )
10 10T

= ———((Tl(x) +To(x,y) + T3(x,y) + To(x, y) + Ts(x,y) + Te (x, , t))) oot

A primeira condicdo de contorno também é satisfeita pela soma desses problemas auxiliares,
pois:

a
_kl_T(O,y, t) + th(O, y, t) =

= _kla (Tl(o) + T,(0,y) + T3(0,y) + T,(0,y) + T5(0,y) + T(0,y, t)) +

+h1(T1(0) + TZ(OIy) + T3(0:}’) + +T4(01y) + TS(OIy) + Té(oryr t)) =

0 0
( ky— ox T1(0) + thl(O)) (‘haTz(O' y) + thz(O»J’)) +

d 0
+ (—klaTg(O,y) + h1T3(O'J’)) + <—k1 aTzL(O')’) + h1T4(0»J’)) +
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0 0
+ (‘haTs(O' y) + ths(OrY)) + (‘haT()(O. y,t) + hyT(0,y, t)) = f1(y)

As demais condi¢des de contorno também sdo satisfeitas de forma andloga, até a quarta

condicdo de contorno:

0
k4aT(x,L2,t) + h4T(x,L2, t) =

d
= k4a(T1(x) + To(x, Ly) + T3(x, Ly) + Ty(x, Ly) + Ts(x, Ly) + Te(x, Ly, t)) +

+h4(T1(x) + Ty(x,Ly) + T5(x,Ly) + Ty(x, Ly) + Ts(x, Ly) + Te(x, Ly, t)) =

d d
= (h@n(x) + h4T1(x)) + (h@Tz(x: Ly) + hyTy(x, Lz)) +

0 0

3y 3y Ty(x,Ly) + hyTy(x, Lz)) +

0 d
+ <k4@T5(x, Lz) + h4T5(x, Lz)) + <k4$

Te(x, Ly, t) + hyTg(x, Ly, t))
= +hy Ty (%) + fa(x) — hyTy (%) = fo(x)
Por fim, a condicao inicial também sera satisfeita:
T(x,y,0) =T (x) + T,(x,y) + T3(x,y) + Ty (x,y) + Ts(x,y) + Te(x,y,0) =
= Tl(x) + Tz(x»J’) + T3(X,y) + T4(X,y) + Ts(x»J’) +

+f5(x»J’) - Tl(x) - TZ(x'y) - Tg(x»J’) - T4(x»J’) - TS(x'y) = fs(x'}’)
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APENDICE C— A Funcdo de Green

Morse e Feshback (1953) mostram que o problema de valor de contorno e inicial:

62T+62T o L y.zt) 19T 0<x<L;,0<y<L,0<z<L30<t
0x? ~ dy? 0z k Caot’ PSTSYS RS Es i

aT
—kla(O,y,Z, t) + th(O;y,Z,t) = fl(y,Z, t), 0< y< LZJO <z< L3'O <t
aT
kza(Ll,y,z, t) + hy,T(Ly,y, 2z, t) = f,(y,2,t), 0<y<l,0<z<IL;0<t
aT
) —k3@(x, 0,z,t) + h3T(x,0,z,t) = f3(x,2,t), 0<x<L;,0<z<L30<t
aT
k4@(x,L2,Z, t) + hyT(x, Ly, z,t) = fo(x,2,t), 0<x<L;,0<z<L3,0<t
oT
—ksa—(x,y,O, t) + hsT(x,y,0,t) = fs(x,v,t), 0<x<L;,0<y<lL,0<t
z

oT
k6E(x,y,L3,t) + heT(x,y, L3, t) = fo(x,y,0), 0<x<L;,0<y<L,0<t
\T(x,y,2,0) = f,(x,y,2), 0<x<L;,0<y<L,,0<z< 14

tem solugao

!

L3 L, L,
Txy.58) = f f f G,y ztlx",y', 2, Dle=of7(x, ¥, 2") dx' dy' dz’
z'=0/y'=0/x"=0
a [t Lz Ly Ly
+—f f f f G(x,y’z’ﬂx”y”zl’.[) qm(x,’y,’z,’_[) dx,dy'dz’ dr
k 7=072'=0 y’=0 x'=0

t L3 Lz 1
+af f G(nyIZItloinJZIJT)I‘L':O_fl(y,,zl,‘[)ddedT
T z'=07y'=0 kl

t Lz Ly 1
+af f f G(x,y,zt|L1,y", 2", D=0 — o', 2',7) dy dz dt + -
7=0Yz y'=0 k2

t Lz L1 1
+af f f G(x,y,2,t|x",y', L3, D) |r=0 — fo(x',y',7) dy dz dt
T y'=0Jx"=0 k6

=0
onde a funcdo de Green G representa a temperatura no ponto (x,y, z), no instante t, devido a uma

fonte de energia localizada no ponto (x',y’,z") liberando energia espontaneamente no tempo t = T,

e satisfazendo condi¢des de contorno homogéneas:
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(0°G 0°G N %G N §x—x"y—y',z—2)8(t—-1) 106G

—,0< L,0< L, 0<z< Lz t<t
ax2+ay2 0z2 k a ot x < ly, Yy <Ly, Z 3T

—klz—i(o,y,z,t) + h,G(0,y,2,t) =0, 0<y<L,0<z<ILzt<t
kzg—z(Ll,y,z,t) + h,G(Ly,y,2,t) =0, 0<y<Ll,0<z<Llst<t
] —k3g—§(x,0,z,t)+h3G(x,O,Z,t) =0, 0<x<L;,0<z<zt<t
k4£(x,L2,z,t) + hyG(x, Ly, 2, t) =0, 0<x<L;,0<z<L31<t

G
_kSE(x,y,o,t) + hsG(x,y,0,t) =0, 0<x<L;,0<y<lL,t<t

G
k6a(x,y,L3,t) + heG(x,y,Ls,t) =0, 0<x<L;,0<y<lL,t<t

Hahn e Ozisik (2012) mostra um modo bem mais simples de se resolver esse problema
auxiliar do que Morse e Feshback (1953) e, posteriormente, Carslaw e Jaeger (1959) apresentaram.

G(x,y,zt|x',y',z',7) pode ser obtida simplesmente substituindo ¢
G(x,y,zt|x',y', z',0).

por t—T7 em

Entao, considerando o problema:

(0% 9% 9*p 10y
ox2 ' 9y? 922 =29 0<x<L;,0<y<L,0<z<Lzt<t

d
—klﬁ(o,y,z,t) + h¥(0,y,2,t) =0, 0<y<L,0<z<Lst<t

kza(Ll,y,z,t) + ho(Ly,y,2,t) =0, O<y<lL,0<z<lILjt<t

A

0
—kgg(x,o.z,t)+h3¢(x.0,z,t) =0, 0<x<L;,0<z<L;T<t

k4%(x,L2,Z,t)+h4l[}(x,L2,Z,t) =0, 0<x<L;,0<z<LsT<t
Y
_kSE(x’y'O't) + hsy(x,9,0,t) =0, 0<x<L;,0<y<lL,t<t

0
k6a—¢(x,y,L3,t) + hep(x,y,L3, t) =0, 0<x<L;,0<y<lL,t<t
Z
Y(x,y,2,0) = fo(x,y,2), 0<x<L;,0<y<L,,0<z<L;

e utilizando o método da separacdo de variaveis:

LIS IPIACIAGLACHE

obtém-se

Xm@) YWO) Zp(@) 1T'@)
Xn(x) () Zp(z) aT(0)

Assim:
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(X () + (5 Xm(x) =0 (X (x) = A, sen {yx + By, coS (X
J Y, ) +yiY(y) =0 . ! Y,(y) = C,seny,y + D, cosy,y
Zy(2) + npZy(2) = 0 Zy(2) = Epseny,z + F, cosy,z

lr"(t) + oc((,zn + vz + nzz,)l“(t) =0 r'() = e~ (Ch+vi+np)t
onde as constantes e os autovalores sdo determinados pelas condicdes de contorno, ou seja, os
autovalores vao satisfazer as mesmas equacgdes obtidas pelos outros métodos.

Portanto:
Pz =) D e CRIEIRN, (1Y, (0)2,(2)
m n P
A condigao inicial leva a
Y20 =0 > Y @)@ = (2,7,
m n p
Aplicando-se a ambos lados da equacdo, sucessivamente, os operadores
Ly Ly Ly
f X (%) dx, f Y,(y) dy, f Zy(z)dz
0 0 0

obtém-se

1 Ly Ly Ly
e = ROV |7 tn 002,y 2 ' ay dz

onde

Ly

N(B) = f X2(x) dx

0
Ly

NG = f Y2(y) dy

0
Ly
N(np) =J(.) Zﬁ(z) dz

Agora resolve-se esse problema novamente por fun¢do de Green:

W, y.2,t) = f f f GO0y, 2ty 2 Dlomofy (' 2') dx’ dy' d2’
z'=0/y'=0/x"=0
t

a Ly Ly
+—f f f G(x,y,ztlx",y',z",7)|;=0 0dx" dy' dz' dt
k 1=0Jz'=0Yy x!
J
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t Ly Ly
+af f f G(x,y,zt|x",y', L3, T)|r=0 0 dydzdt
=0

y'=0/x"=0

= f f f G(x,y,z,t|1x",y", 2", D=0 f7(x',y',2") dx" dy' dz'
z'=0/y'=0/x"=0
Comparando-se as duas solu¢des, nota-se que:

e~ @GR X ()Y (V) Zp (2) X (X )Y (V) Z (2)
N(Bm)N ()N (np)

G(nylZ:tIxIJyI’ZI’T)I‘L':O =

Entdo, substituindo t por t — t:
e~y DK, ()Y (1) 2y (2) X (K )Y ()2 (2)
N (BN ()N (11,

G(x,y,ztlx',y', z' 1) =

0 que completa a solugio.
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