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RESUMO

DE PAULA, Eliéger. OS LOGARITMOS. 52 f. Monografia — Programa de Pds-graduacdo em
Matematica, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Campo Mourao, 2010.

Este trabalho tem como proposta sintetizar o conteudo de Logaritmo, para uma utilizacao de
consulta rapida de seus Teoremas, propriedades e definicdes. Apresenta-se o conteido de duas
formas distintas: primeiro abordamos o conteudo na visdo de Lima (LIMA, 1996), que vis-
lumbra o contetdo de uma forma mais elementar transmitindo a importancia dos logaritmos
através da histdria e ressaltando a posicao central ocupada pelos logaritmos na ciéncia e na sua
aplicacdo. Porém o sistema dos logaritmos possuem alguns inconvenientes e devido a estes
inconvenientes, em segundo lugar utilizaremos as ferramentas do calculo geométrico apresen-
tado por Leithold (LEITHOLD, 2002) que nos auxiliard no entendimento das demonstragdes
e ao leitor na execugdo do cdlculos aritméticos. Aqui o logaritmo natural € definido como
uma integral e a funcdo exponencial natural é definida como a inversa da funcio logaritmica
natural, dessa forma podemos definir uma poténcia de um nimero irracional e de um nimero
real. A representacao grafica destas funcdes também sdo importantes para uma visualizagdo do
contexto comportamental da fun¢do. A tdbua logaritmica e a régua de calculo logaritmico sdo
apresentadas como ferramentas motivadoras na aplicacdo das propriedades logaritmicas. Desse
modo queremos deixar uma observacao para um bom entendimento no estudo dos logaritmos,
uma vez que algumas defini¢des ndo sdao validas para todo e qualquer conjunto, deve atentar
para o nivel e a limitacdo do conjunto em que se pretende trabalhar.

Palavras-chave: Logaritmos, Fun¢do,Funcdo Inversa, Integral, Exponencial



ABSTRACT

DE PAULA, Eliéger. Title in English. 52 f. Monografia — Programa de Pds-graduacdo em
Matematica, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Campo Mourao, 2010.

This work is proposed to synthesize the contents of Logarithm, to use a quick reference of their
Theorems, properties and settings. Displays the contents of two distinct ways: first we discuss
the contents of the vision Lima cite Limal996, which sees the content in a more convey-
ing the importance of elementary logarithms by history and highlighting the central position
occupied by the logarithms in science and its application. But the system of logarithms have
certain disadvantages and because of these drawbacks, in Secondly we use the tools of geomet-
ric computation presented by Leithold cite Leithold2002 that will assist us in understanding
of the statements and the reader in implementing the calculations arithmetic. Here the natural
logarithm is defined as an integral and the natural exponential function is defined as the inverse
of the natural logarithmic, so we can define a power an irrational number and a real number.
Graphing these functions are also important for a preview of behavioral context of the function.
The board and the logarithmic ruler logarithmic calculus are presented as tools motivating the
application of logarithmic properties. Thereby want to leave a note for a good understanding in
the study of logarithms, since some definitions are not valid for every whole must pay attention
to the level and limiting the pool in which you want to work.

Keywords: Logarithms, Function, Inverse Function, Integral, Exponential
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1 INTRODUCAO

O estudo dos logaritmos desempenha fundamental importancia em todos os campos da drea
técnica. Os logaritmos durante trés séculos e meio desempenharam com louvor o papel de sim-
plificar o cdlculo aritmético, permitindo que opera¢des de multiplicacdo com muitos algarismos
ou potenciacao com expoente fracionario fossem realizadas com rapidez e precisdo. Atualmente
esses calculos sdo realizados por maquinas eletronicas. Apesar disso, 0s
logaritmos continuam a exercer um papel de grande importincia no Ensino da Matematica atual
devido a posi¢do central que ocupam nesta ciéncia e suas aplicagdes. Essa posi¢ao permanente
dé-se pelo fato da funcdo logaritmica e sua inversa a fungdo exponencial, constituem a unica
maneira de se descrever matematicamente a evolucao de uma grandeza cuja taxa de cresci-
mento e decrescimento € proporcional a da grandeza existente num dado momento. Assim
como imaginado por seu descobridor , Lor Napier, no inicio do século XVII, o sistema formado
pelos logaritmos € simplesmente uma tabela com duas colunas. Cada numero real positivo x
a esquerda corresponde no mesmo nivel a direita, um nimero real L(x) chamado o logaritmo
de x (naquele sistema). No fim do século XVI, com o desenvolvimento da Astronomia e da
Navegacao exigiam longos e habilidosos célculos aritméticos. Neste periodos, duas mentes
extraordindrias em trabalhos independentes trazem a tona uma descoberta que iria facilitar os
calculos da época. Pode parecer uma grande coincidéncia que Jost Biirgi (1552-1632), suico,
fabricante de instrumentos astrondmicos, € o matematico inventor, John Napier (1550-1617),
um nobre escocés tedlogo e matemadtico, se nao fosse o fato de que muitos vinham se ocupando
desse problema na época. O trabalhos de ambos resultou nas primeiras tdbuas de logaritmos.
As tédbuas de Napier foram publicadas em 1614, enquanto as de Biirgi em 1620. A influéncia
de Napier no desenvolvimento e publicacdes do logaritmo era maior que as de Biirgi , devido
a seu relacionamento com professores universitarios. As tecnologias atuais fizeram com que os
calculos logaritmicos perdessem muito do seu interesse como instrumentos de cdlculo, o mesmo
aconteceu com outras tabelas matematicas. Porém o estudo dos logaritmos ainda € e continuara
a ser de central importancia. Com efeito, embora tenham sidos inventados como acessorio
para facilitar operacdes aritméticas, o desenvolvimento da Matemadtica e das ciéncias em geral

veio mostrar que diversas leis matemdticas e vdarios fendmenos fisicos, quimicos, biolégicos



e econdmicos sdo estreitamente relacionados com os logaritmos. Assim sendo, os logaritmos
que no principio eram importantes apenas por causa das tdbuas, mostram ter aprecidvel valor
intrinseco. A palavra logaritmo ignifica "nimero de razido”e foi adotada por Napier depois de
ter usado inicialmente a expressao nimero artificial. Briggs introduziu a palavra mantissa, que
€ um termo latino de origem etrusca que significava inicialmente ”adi¢do”ou ’contrapeso’’e que,
no século XVI, passou a significar “apéndice”. O termo caracteristica também foi sugerido por
Briggs e foi usada por Vlacq. E curioso que as primeiras tibuas de logaritmos comuns costu-
mavam trazer impressas tanto a caracteristica como a mantissa; so6 no século XVIII comegou a
praxe atual de s6 imprimir a mantissa. O trabalho € dividido como segue: no primeiro capitulo,
apresentamos alguns resultados preliminares. No segundo, uma abordagem do logaritmo con-
forme Lima (LIMA, 1996). Nos capitulos seguintes, os logaritmos sdo apresentados por meio
de ferramentas do calculo, conforme Leithold (LEITHOLD, 2002).

1.1 MOTIVACAO

O primeiro impulso que trouxe a tona o desejo de realizar este trabalho foi a necessidade
de concluir esta especializacdo porém, ja que o desafio era adquirir conhecimento por que nao
estudar aldo desconhecido. Os logaritmos nunca foram apresentado durante minha vida escolar,
J4 na fase académica tive o prazer de ser apresentado de forma sucinta,claro, mas bastou para
instigar a curiosidade sobre o assunto. Apesar de ndo ser e tdo pouco trazer algo espléndido e
inovador apresenta um bom apanhado sobre o assunto. Observando a espetacular modernizagao

que provem da evolugdo de invengdes criadas a partir da necessidade do homem de cada época.

1.2 OBJETIVOS
1.2.1 Objetivo Geral

Apresentar os principais teoremas e defini¢des sobre os logaritmos naturais bem como suas
propriedades de forma simples, caracterizando a func¢do logaritmica e viabilizando a constru¢ao

de seu grafico.

1.2.2  Objetivos Especificos

e Demonstrar o cédlculo rapido de multiplicagcdes e divisoes.

e Relacionar os principais Teoremas e Defini¢des de suas Propriedades.
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e Visualizar graficos usuais das funcdes exemplificando teorias.

e Proporcionar a prética das propriedades estabelecidas com antigos € modernos instru-

mentos de calculos logaritmicos.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados preliminares que serdo uteis neste tra-
balho. As demonstra¢des dos quatro primeiros teoremas a seguir, podem ser encontradas Leit-
hold (LEITHOLD, 2002).

Teorema 2.1 A funcdo f serd continua no niimero a se f estiver definida em algum intervalo

aberto contendo a e se para todo € > 0 existir um niimero 8 > 0 tal que se 0 < |x —a| < 6,

entdo |f(x) — f(a)| < €.

Teorema 2.2 Se a funcdo f for continua no intervalo [a,b), e se f(a) # f(b), entdo, para todo

niimero k entre f(a) e f(b), existird c,a < ¢ < b tal que f(c) = k.
Teorema 2.3 Se n for um niimero racional,
x}’l+1
/ X'dx =
n+1

Teorema 2.4 (Teorema Fundamental do Calculo) Seja f uma funcdo continua no intervalo

+C, n# —1.

fechado [a,b] e seja x qualquer niimero em [a,b). Se F for a fungdo definida por

entdo, F'(x) = f(x).

Teorema 2.5 Se f e g forem duas fungées, tais que f'(x) = g'(x) para todo x no intervalo 1

entdo haverd uma constante K, tal que

para todo x em 1.
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Definicao 2.1 Se a > b, entdo

b
se / f(x)dx existir.
a

Definicao 2.2 Se f(a), existe, entdo
a
/ FX)dx =0
a
Teorema 2.6 Se a fungdo f for integrdvel nos intervalos fechados |a,b),[a,c] e [c,D], entdo

[ reax= [ reoaxs [ pwyar

onde a < c < b.

Teorema 2.7 Se f for integrdvel num intervalo fechado contendo os niimeros a,b e c, entdo

[ seoae= [ sgars [ g

ndo importando a ordem de a,b e c.

Teorema 2.8 Se as funcdes f e g forem integrdveis no intervalo fechado |a,b] e se f(x) > g(x)

para todo x em |a,b|, entdo

b b
| r@dx= [ gxax
a a
Demonstracao: Consulte Leithold (LEITHOLD, 2002).
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3 LOGARITMOS

Neste capitulo, daremos a defini¢ao de logaritmo, bem como a demonstragdo de suas pro-

priedades, com intuito de fazer um breve preparatdério para nosso estudo posterior.

Definicao 3.1 Dados dois niimeros reais, positivos, a e b, com a # 1, chama-se logaritmo de b
na base a, o expoente x que se deve elevar a base a , para se obter o niimero b e serd denotado
por:

log,b=x<da =b

3.1 PROPRIEDADES OPERATORIAS DOS LOGARITMOS
Iniciaremos esta secdo, apresentando algumas propriedades referentes aos logaritmos.

Proposicao 3.1 (Logaritmo do Produto) Num mesmo sistema, o logaritmo de um produto de

dois ou mais fatores positivos x| e xp e igual a soma dos logaritmos dos fatores. Isto é:

log,(x1 -x2) =log,x; +log,x»

Demonstracao: Sabemos que a'%%*1 = x| e ¢l°%a*2 = x,.
Calculando o produto de x; por x,, obtemos:

X1 - xp = @8 . g% oy . xy = OB M1TI0% R

Pela definicdo de logaritmos, temos que

X] - Xp = %2108 o Jog (x| - xp) = log, x1 +log, x
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Esta propriedade pode ser estendida para o caso do logaritmos do produto de n(n > 2) fatores
reais e positivos, isto é:

Se0<a# 1eby,by,bs,...,b, € R entdo:

log,(b1-by-b3-...-b,) =log, by +log, by +1og, bz + ... +1og, b,

Demonstracao: Faremos a demostracao por indugao sobre n.

Para n = 2, é verdadeira, isto é:
log,(b; -by) =log, by +1og, by

suponhamos que a propriedade seja vélida para p > 2 fatores, isto €:
Hipétese log, (b1 - by - ...10g, (b)) = log, by +log, by +1log, b3 + ... +1log, b, e mostraremos que

a propriedade é vdlida para (p + 1) fatores, isto é:

Tese log, (b1 -by-...-by-bpt1) =log, by +1log, by + ... +log, b, +1og, by

Temos:

1° membro da tese =log, (b1 -b2-...-by-bpt1) =log,[(b1-b2-...-by)-bpi1] =log, (b -
by-...-by) + b,y =log, by +log, by + ... +log, by +log, b, = 2° membro da tese.

Devemos observar que, se b > 0 e ¢ > 0, entdo b-c¢ > 0 e vale a identidade
log,(b-c) =log,b+log,ccomo <a#1
mas, se soubermos apenas que b - ¢ > 0, entdo teremos:
log,(b-c) =log,|b| +log,|c| como <a#1 "

Exemplos

logs(3.4) =logs3 +logs4

log,(2.3.4) =log,2+1logs3 +1og, 3
logg3-(—4)-(—=5) =logs 3 +loge | — 4| +loge | — 5|

Proposicao 3.2 (Logaritmo do Quociente) Num mesmo sistema, o logaritmo do quociente de

dois fatores positivos x| e xy, é igual a diferenca entre o logaritmo do dividendo e o logaritmo
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do divisor, isto é:

X1
log, | — ) =log,x; —log, x>
X2
Demonstracio: Sabemos que a'%%*! = x| e ¢'%%*2 = x,.

Dividindo, membro a membro, estas igualdades, temos:

10gax1
ﬂ — a— ﬂ — alogaxl _ aIOgaXZ

Xy gl X2
Pela definicdo de logaritmo, temos:
X1

x
— = g°% _ g% o Jog, ) = log,x; —log, x>
X2 X2

Exemplo
2
logs 3= logs2 —logs3
2-3
logs T — 10g5 (2 . 3) _ logs 5= 10g5 2 —|—10g53 — 10g5 5

2
logs 5= logs2 —1logs(3-5) =logs2 — [logs 3 +1ogs 5] = logs2 —logs 3 —logs 5

Proposicao 3.3 (Logaritmo da Poténcia) Num mesmo sistema, o logaritmo de uma poténcia,

b*,b >0, é igual ao produto do expoente pelo logaritmo da base da poténcia. Ou seja,
log,b* =x -log,b
Demonstracao: De fato, temos que log, b = c e log, b* = d. Mostremos que d = x - c.

Observe que a¢ =b e a? = b*.

Com isto,

Aplicando log, em ambos os lados da ultima igualdade, obtemos que d = x - ¢, portanto,

log, b* =x - log, b.
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Exemplo
log;2° = 5-log;2
logs V2= logs 25 = % -logs2

log, 3% =1log,37* = —4-log,3
3.2 FUNCAO LOGARITMICA

Iniciemos o assunto definindo a funcao logaritmica da seguinte forma:
Defini¢ao 3.2 Uma fungdo real L : Rt — R, cujo dominio é conjunto R*, chama-se uma
fungdo logaritmica ou um sistema de logaritmos quando tem as seguintes propriedades:

A)L é uma fungdo crescente, isto é x <y = L(x) < L(y) ;

B) L(xy) = L(x) + L(y) para quaisquer x,y € R. Para todo x € R o niimero L(x) chama-se
o logaritmo de x (Se tivermos contemplando outras funcéoes logaritmicas além de L, diremos

que L(x) é o logaritmo de x segundo L, ou no sistema de logaritmos L).

OBS: A funcao logaritmica so sera decrescente quando o x da funcao estiver entre

O0<x<l.

Consequentemente de A e B vem as seguintes propriedades:

Propriedade 1 Uma funcdo logaritmica L : RT — R é sempre injetiva, isto é, niimeros posi-

tivos diferentes tém logaritmos diferente.

Demonstracio: Com efeito, se x,y € R™ sdo diferentes, entdo ou x < y ou y < x. No primeiro
caso, resulta de A) que L(x) < L(y). No segundo caso tem-se L(y) < L(x). Em qualquer
hipétese, de x # y conclui-se que L(x) # L(y).

Propriedade 2 O logaritmo de 1 é zero.
Demonstracao: Com efeito, por B) temos
L(1)=L(1-1)=L(1)+L(1),

logo L(1) = 0.
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Propriedade 3 Os niimeros maiores do que 1 tém logaritmos positivos e os niimeros positivos

menores do que 1 tém logaritmos negativos.

Demonstracao: Com efeito,sendo L crescente, de 0 < x < 1 < y resulta L(x) < L(1) < L(y),
isto é,
L(x) <0< L(y).

[ |
1
Propriedade 4 Para todo x > 0, tem-se L (;) = —L(x).
~ : 1
Demonstracao: Com efeito, de x (—) = 1 resulta que
X
1
u@+L<—):Lu):Q
X
donde
1
L(-)=-L
()=t
|
. : X
Propriedade 5 Para quaisquer x,y € R, vale L (;) =L(x)—L(y).
Demonstracao: De fato,
) o) s o(2) s
—)=L(x.{-||=L(x - = —
y y y
|

Propriedade 6 Para todo x € R e todo niimero racional r = P tem-se L(x") = r.L(x).
q

Demonstracao: A demonstracdo da propriedade 6 se faz por etapas.

Em primeiro lugar, observa-se que a propriedade

L{xy) = L(x) +L(y)
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se estende para o produto de um ndmero qualquer de fatores. Por exemplo,
L(x.y.z) = L((xy).z) = L(x.y) + L(z) = L(x) + L(y) + L(2)-

E assim por diante:

L(x1.x3...x,) = L(x1) + L(x2) + ... + L(x5)-

Em particular, se n € N,
L(xX")=L(x-x-...-x) =L(x)+L(x)+ ...+ L(x) = L(x) = n- L(x).

Portanto, a propriedade 6 vale quando r = n € um nimero natural.

Ela também vale quando r = 0 pois, para todo niimero x € R*, tem-se que x° = 1, logo L(x?) =
L(1)=0=0-L(x).

Consideremos agora o caso em que »r = —n,n € N, isto é, onde r € um inteiro negativo. Entao,

n

para todo x > 0 temos x"* - x~ " = 1. Logo,

L(xX*")+L(x")=L(1)=0,

e dai,

L(x™") = —L(x") = —nL(x).
Finalmente, o caso geral, em que r = E, onde p € Z e p € N. Para todo x € R" temos:
q

()1 = (x )t =

Logo, ¢-L(x") = L[(x")?] = L(xP) = p- L(x), em virtude do que ja foi aprovado. Da igualdade
q-L(x") = p-L(x) resulta que L(x") = P -L(x), ou seja, que L(x") = r- L(x).
q

Isso determina a demostragdo da Propriedade 6.
[ |

A restricdo de que o expoente r seja racional provém do fato de sabermos apenas definir
poténcias com expoente racional. Na verdade, a teoria dos logaritmos fornece a melhor maneira
de definir x” quando r € um numero irracional, conforme faremos no préximo capitulo.

Convém enfatizar que as Propriedades 1 a 5, bem como as demais a serem estabelecidas neste
capitulo, valem para todas as funcdes logaritmicas, isto €, resultam apenas das propriedades A),

B) e ndo da maneira particular como os logaritmos venham a ser definidos.

Propriedade 7 Uma fungdo logaritmica L : R™ — R é ilimitada, superior e inferiormente.
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A afirmac¢ao acima significa que, dados arbitrariamente niimeros reais & ¢ 3, é sempre possivel
achar nimeros positivos x e y tais que L(x) < a, e L(y) > 3. Antes de provarmos a Propriedade
7, € instrutivo examinar exemplos de fungdes conhecidas, como f,g.h: R — R, dadas por
f(x) = senx, g(x) = x> e h(x) = x°.

Como —1 < senx < 1 para todo x € R, vemos que f(x) = senx é uma func¢io limitada

superior e inferiormente.

Por outro lado, temos x> > 0 para todo x € R. Logo g(x) = x*

¢ uma funcdo limitada
inferiormente, porém nao superiormente pois, dado qualquer nimero real 8 é sempre possivel
achar x € R tal que x*> > B: basta tomar x > \/E se Bfor positivo ou zero, ou qualquer x se
for negativo. Finalmente, a fungio i (x) = x> é ilimitada superior e inferiormente quando x € R,
como se consta sem dificuldade.

No caso da fungdo logaritmica L : R™ — R, para provar que ela € ilimitada superiormente,
suponhamos que nos seja dado um nimero real e que sejamos desafiados a achar um nimero
x € RT tal que L(x) > B. Procederemos da seguinte maneira: tomamos um numero natural n
tao grande que n > % Como L(2) é positivo (Propriedade 3), temos n-L(2) > . Usando a
Propriedade 5 , vemos que n-L(2) = L(2"). Portanto, L(2") > 3. Agora é s6 escolher x = 2".
Temos L(x) > . Isto mostra que L € ilimitada superiormente.

Para provar que L também € limitada inferiormente, basta lembrar que L (%) = —L(x). Dado

qualquer niimero real &, como vimos acima, podemos achar x € R™ tal que L(x) > —a. Entdo,

1
pondo y = —, teremos L(y) = —L(x) < «.
X

Observacao 3.1 Uma fungdo logaritmica L ndo poderia estar definida para x = 0. Com efeito,

se tal fosse o caso, para todo x > 0 teriamos
L(0) = L(x-0) = L(x) + L(0),

donde L(x) = 0. Assim, L seria nula, contrariando a propriedade A). Também ndo é possivel
estender satisfatoriamente o dominio de uma fungdo logaritmica de modo que L(x) seja um

nimero real, definido para todo x < 0.

Evidentemente, se L : R™ — R é uma func¢@o logaritmica e ¢ é uma constante positiva arbitraria,
entdo a fungdo M : RT™ — R, definida por M(x) = c¢ - L(x), é também uma fungdo logaritmica.
O teorema abaixo mostra que esta € a tinica maneira de obter funcdes logaritmicas uma vez que
se conheca uma delas.

Noutras palavras, depois de provarmos o teorema abaixo ficaremos sabendo que, para estudar

logaritmos, basta obter uma fungdo crescente L : R™ — R tal que L(xy) = L(x) + L(y). Todas



20

as demais funcdes logaritmicas (ou sistemas de logaritmos) resultardo de L pela multiplicagcdo
por uma constante conveniente. Assim temos a liberdade de escolher a definicdo da fungdo L
da maneira que nos pareca mais natural, mais intuitiva e que nos permita dar as demonstragdes

mais simples.

Teorema 3.1 (Teorema) Dadas as fungées logaritmicas L, M : RT™ — R, existe uma constante

¢ > 0 tal que M(x) = ¢ - L(x) para todo x > 0.

Demonstracio: Suponhamos inicialmente que exista um nimero a > 1 tal que L(a) = M(a).

Provaremos, neste caso, que L(x) = M(x) para todo x > 0.

Em primeiro lugar, de L(a) = M(a) concluimos que L(a") = M(a") para todo r racional.
Com efeito,
Ld)=r-Lla)=r-M(a)=M(d").

Suponhamos por absurdo, que existisse algum b > 0 tal que L(b) # M(b). Para fixar ideias,
digamos que fosse L(b) < M (D) .

Escolhamos um niimero natural » tdo grande que

n- [M(b)—L(b)] > L(a).
Entao,
Por simplicidade, escrevemos ¢ = L (a%> . Os nimeros c,2c,3c, ...dividem R* em interva-

los justapostos, de mesmo comprimento ¢. Como ¢ < M(b) — L(b), pelo menos desses niimeros,

digamos m - ¢ pertence ao interior do intervalo (L(b),M(b), ou seja L(b) <m - ¢ < M(b). Ora,

Entao

m

L(b) < L(a%) = M(a%) < M(b).

. . . . . . m
Como L ¢ crescente, a primeira das desigualdades acima implica b < a». Por outro lado,

como M também € crescente, a segunda desigualdade implica an < b. Esta contradicio mostra
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que b nio existe: deve-se ter M (x) = L(x)para todo x > 0.

O caso geral reduz-se ao caso particular acima. Dadas L e M, fun¢des logaritmicas arbitrarias,

M(2
temos L(2) > 0e M(2) > 0 porque 2 > 1. Sejac = %2)) Consideremos a fun¢do logaritmica
M(2
N :R* — R, definida por N(x) = c¢.L(x). Como N(2) = c¢.L(2) = [L]LQ) = M(2), segue-

L(2)
se do que se provou acima que N(x) = M(x) para todo x > 0, ou seja, que M(x) = c.L(x)para

todo x > 0, como queriamos demonstrar.
|

As propriedades dos logaritmos acima estabelecidas, servem de fundamento para sua utilizagdao

como instrumento de calculo. Vejamos um exemplo a fim de ilustrar o método.

Suponhamos que se deseje calcular /a, onde a é um nimero real positivo e n um nimero
natural. Para isso, suponhamos conhecida uma func¢ao logaritmica L. Pela propriedade 6, temos
Ly/a = L(Z—). Consultando uma tébua de valores de L, encontramos os valores de L(a) , facil-
mente o dividimos por n e obtemos L(:/a) = ¢, um nimero conhecido. Novamente usando a
tabua (desta vez no sentido inverso) encontramos um nimero positivo b tal que L(b) = c. Pela

propriedade 1, de L(b) = L(+/a) concluimos que b = /a. Problema resolvido.

Re-examinando a solu¢do acima surge uma questao. Quem nos garante que, dado o nimero
real ¢, podemos sempre encontrar b € R™ tal que L(b) = ¢? Noutras palavras, a solu¢do do
problemas sé estard completa se pudermos assegurar que a fun¢io logaritmica L : RT™ — R™

€ sobrejetiva. Este ponto € esclarecido pelo teorema seguinte.

Teorema 3.2 Toda funcgdo logaritmica L é sobrejetiva, isto é dado qualquer niimero real c,

existe sempre um (iinico) niimero real positivo x tal que L(X) = c.

Para a prova deste teorema, inicialmente necessitamos do seguinte lema:

Lema 3.1 Seja L : R™ — R uma fungdo logaritmica. Dados arbitrariamente dois niimeros

reais u < v, existe x > 0 tal que u < L(x) < v.

Note que este lema significa que todo intervalo aberto I = (u,v) contém ao menos num valor
L(x) da fun¢do L. Evidentemente trata-se de um resultado preliminar pois o teorema (3.2)

assegura que o intervalo / inteiro € formado por valores da fung¢do L.
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Demonstracao do Lema: Fixemos um nimero natural n maior do que (2(_21; ,
L(2 L(2
logo Q < v—u. Escrevamos ¢ = Q Os multiplos inteiros
n n
m m
m-c=—L(2)=L(2"),meZ,
n

decompdem reta real em intervalos justapostos, cujo comprimento ¢ é menor do que o compri-
m

mento v — u do intervalo I = (u,v). Portanto, pelo menos um desses multiplos m - ¢ = L(2n)

cai no interior do intervalo I = (u,v).

At - N o 9C BC

£
[ =
—
<
45
e
o
b

Figura 1: Reta real decomposta de intervalos justapostos

Pondo x = 27, temos u < L(x) < v. Antes de demonstrar o teorema (3.2), lembremos que

todo nimero real o admite uma representagdo decimal

o= =y + = A st
ap,ap,az...ay... a
0r B2t 0710 " 102 107

onde a parte inteira ag € um ndmero inteiro qualquer e os algarismos decimais a,, n > 1, podem

assumir os valores 0,1,2,...,9. para todo n > 0, escreveremos

_ _ a a ay
o, = ap,ay,az...ay... = a()—'_m_'_m‘f’—'—W

1
Temangaeoc—ocn<1—0nparatodon20.

Se um nimero real x € menor do que &, entdo deve existir um n > 0 tal que x < ¢,. Com efeito,

x < o significa que @ —x € um nimero real positivo. Tomemos n tdo grande que

10 < o —Xx.
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Entao,

107 < o—Xx,

logo, ot — a, < o — x. Dai resulta que x < o,.
|

Demonstracao do teorema (3.1): Dado Arbitrariamente um nimero real b, devemos obter um
nimero real positivo « tal que L(a) = b. Para achar o, usaremos uma versdo moderna de um
processo milenar para resolucdo numérica de equacdes, que os chineses antigos chamavam de

método do elemento celestial. Este método consiste em determinar, um a um, 0s inteiros

ap,ai,az,...,dy...

que compdem a representacdo decimal de um niimero real
a =ap,a;,ay,...,a...

Em seguida, mostraremos que se tem de fato L(a) = b.

Para determinar a parte inteira ag , lembramos que L é uma funcao crescente ilimitada, logo
deve existir inteiros K tais que L(K) > b. Seja ap+ 1 o menor inteiro tal que L(ap+ 1) > b.
Entdo temos L(ag) < b < L(ap+ 1)

Em seguida, consideramos 0s nimeros

1 9
— —_ ... — 1.
ao,ao+lo,ao+10, ,ao+10,ao+

N . 1
Como L(ag) < b < L(ap+ 1), deve existir dois elementos consecutivos @ e & + 1o Dessa

sequéncia, tais que L(ay) < b < L (a1 + E)’ isto €, deve existir a; inteiro, 0 < gy < 9, tal

que, pondo
ai

o) =ap,a; =ap+
7 107

tem-se

1
L < L — .
(o) <b< (061—|—10)

Analogamente, consideramos os nlimeros

1 1
o, a —, O —, ..., O — ., —
15 1+1027 1+1027 ’ 1+1027 1"‘10
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vemos que existe ap,0 < ap <9, tal que, pondo

o pay |
= an. a1a» = a, — R
1=ao, i@z =ao+ 15+ a7

tem-se
1
L <b<L — .

Prosseguindo analogamente, encontramos a representacdo decimal de um ndmero real

ap,ay.,a ey a
0,81,42, y“n 0 ]O 102 10!’!

tal que, pondo o, = ag,ay,as,...,a,, tem-se:

1

para todo n > 0.

Afirmamos que L(a) = b. De fato, se fosse L(a) < b, usarfamos o Lema para obter x > 0
tal que L(a) < L(x) < b. Como L € crescente, isto implicaria @ < x entdo, tomando n tdo grande

. 1
que x — o > Ton teriamos o + 15z < x, logo

1 1
an+W§OH—W < X.

1 )
Como L é crescente, de x > o, + 1o resultaria

L(x) > L(an+ 1g) > b,

um absurdo, pois o ndmero x foi obtido de modo que L(x) < b.

Analogamente, ndo se pode ter L(a) > b. Com efeito, usando novamente o Lema, obteriamos
x> 0 tal que
b<L(x)<L(a).

Como L é crescente, de L(x) < L(a) concluiriamos que x < ¢. Isto implicaria, entretanto,
que x < a, para algum n. Entdo L(x) < L(a,) < b, contrariando o fato de que x foi obtido de

modo a satisfazer b < L(x), concluindo-se portanto, a demonstragdo do Teorema (3.2).
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Corolario 3.1 Toda fungdo logaritmica L :R* — R é uma correspondéncia biunivoca (bijecdo)

entre RT e R.

Demonstracao: Qualquer funcdo f da origem a uma tabua de valores. Numa coluna, a es-
querda, pdem-se os valores da varidvel x e noutra coluna, a direita, os valores correspondentes
de f(x). Para uma func@o arbitraria f, pode ocorrer que a diferentes valores de x correspondam
o mesmo valor f(x).

O corolério acima mostra que toda tdbua de logaritmos (tdbua de valores de uma fung¢do logaritmica)
pode ser lida tanto da esquerda para direita, o que € normal, como lida da direita para a esquerda.
Dado um nimero real arbitrario y podemos buscar na tdbua o nimero x > 0 do qual y é o
logaritmo. Como vimos acima, esta possibilidade € fundamental para o uso dos logaritmos no
calculo aritmético. A ’tabela inversa”dos logaritmos, lida da direita para esquerda €, na reali-
dade, a tdbua dos valores da funcao exponencial, que definiremos adiante.

Segue-se ainda do corolario anterior que, dada a funcdo logaritmica L : RT — R, existe um
tinico nimero a > 0 tal que L(a) = 1. Este nimero é chamado a base do sistema de logaritmos

L. Para explicar a base, muitas vezes se escreve L,(x) em vez de L(x).

Se L, e L, sdo fungdes logaritmicas, com L,(a) = L,(b) = 1 (ou seja, de bases a e b
respectivamente) entdo o Teorema (3.1) assegura a existéncia de uma constante ¢ > 0 tal que

Ly(x) = ¢ - Ly(x) para todo x > 0. Pondo x = a, resulta L,(a) = c. Portanto temos
Ly(x) = Ly(a) - La(x)

para todo x > 0. Esta é a férmula de mudanga de base dos logaritmos.
Tradicionalmente , as bases de logaritmos mais comuns sdo 10 (porque nossos nimeros sao
escritos usualmente no sistema de enumeracao decimal) e e = 2,718281 , base dos logaritmos

naturais.
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4 FUNCAO LOGARITMICA NATURAL

Iniciemos este capitulo com uma revisao sobre funcdes inversas.
4.1 FUNCOES INVERSAS

Dadas duas operacgdes inversas, essencialmente uma “desfaz”a outra. Por exemplo, adi¢ao
e subtracdo sao operagdes inversas: se 4 for adicionado a x, a soma serd x 4+ 4; entdo se 4 for
subtraido desta soma, a diferenca serd x. Na ilustrag¢do a seguir, usamos pares de funcdes asso-

ciadas as suas operagdes inversas.

Exemplo 4.1 Considere as fungées abaixo:

1. Seja f(x) =x+4 e g(x) = x—4. Entdo,

flglx)) = flx—4) g(f(x)) = glx+4)
(x—4)+4 = (x+4)—4

1. Seja f(x) = x> e g(x) = v/x3. Entdo,
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Cada par de fungdes f e g da funcdo 1 faz com que sejam verdadeiras as seguintes afirmativas:
f(g(x)) = x para x no dominio de g e g(f(x)) = x para x no dominio de f.

Observe que para as fungdes f e g nessas duas equagdes, as fungdes compostas f(g(x)) e
g(f(x)) sdo iguais, uma relagdo que em geral ndo é verdadeira para as fungdes arbitrarias f e g.
Adiante veremos que cada par de fungdes acima é um conjunto de funcdes inversas, e esta € a
razao pela qual as duas equacdes estao satisfeitas.

Consideremos antes da definicdo formal da inversa de uma fung¢do, algumas fun¢des particu-

lares. A figura abaixo mostra um esboco da funcio definida por f(x) = x°.

Figura 2: Parabola

O dominio de f é o conjunto dos nimeros reais e a imagem de f € o intervalo [0, +oo).
Observe que como f(2) =4 e f(—2) =4, o nimero 4 é o valor funcional de dois nimeros
distintos no dominio. Além disso, todo nimero exceto 0 na imagem dessa fungdo € o valor da
fun¢do de dois nimeros distintos no dominio. Sendo assim, 24—5 ¢ o valor funcional tanto de %
como de ’75, 1 é o valor funcional de 1 e -1 e 9 € o valor funcional de 3 e -3.

Uma situacio diferente ocorre com a fungio g definida por g(x) = x>, —2 < x < 2. O dominio
de g € o intervalo fechado [—2,2] e a imagem é [—8, 8]. um esbogo do grafico de g esta na figura
(4.3) abaixo. Essa fun¢do € tal que um nimero em sua imagem € o valor funcional de um e

somente um numero no dominio. Tal fun¢do € chamada de biunivoca.
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Figura 3: biunivocal

Definicao 4.1 Dizemos que uma fungdo f é biunivoca se cada niimero em sua imagem
corresponder exatamente a um numero em seu dominio; ou seja, para todo x| e X

no dominio de f

se X1 #Xxp, entdo f(x1) # f(x2)

< f(x1) = f(x2) quando x; = x,

Conforme estd argumentado acima, para fun¢do f definida por

flx)=x*

todo numero exceto 0, na imagem de f € valor funcional de dois numeros distintos no dominio.
Logo, pela definicao anterior, essa fungdo ndo € biunivoca.

Sabemos que uma reta vertical pode interceptar o grafico de uma func¢do, desde que dentro
do seu dominio, em apenas um ponto. Para uma fun¢do biunivoca, também ¢é verdade que
uma reta horizontal pode interceptar o grafico em apenas um ponto. Pode-se verificar esse fato
para fungdo biunivoca definida por g(x) = x3, onde —2 < x < 2, cujo gréfico estd na figura
biunivoca. Além disso, note que para a fungio da figura parabola definida por f(x) = x?, que
ndo € biunivoca, qualquer reta horizontal acima do eixo x intercepta o grafico em dois pontos.
Nem sempre € facil usar a defini¢do (4.1) para provar que uma fung¢do € biunivoca. O teorema

a seguir fornece um teste que pode ser usado algumas vezes.

Teorema 4.1 Uma fungdo que seja crescente ou decrescente em um intervalo é biunivoca no

intervalo.
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Demonstracao: Suponha que a funcido f seja crescente no intervalo. Se x; e x; forem dois
ndmeros no intervalo e x| 7 x3; entdo x; < xp ou xp < xj. Se x; < xp, segue da defini¢do (procu-
rar)que f(x;) < f(x2), e assim f(x1) # f(x2). Se xp < x1, entdo f(x2) < f(x1) e novamente
f(x1) # f(x2). Logo, da Defini¢do (4.1) segue que f é biunivoca no intervalo. A demonstragao,

no caso de f ser decrescente no intervalo € andloga.

Figura 4: parabola2

Definiciio 4.2 Se f for uma funcdo biunivoca, entdo existird uma funcdo f~', chamada de
inversa de f, tal que

x = f~! se e somente se y = f(x).

O dominio de = se é a imagem de f~' é o dominio de f

E essencial, na Defini¢iio acima, que f seja uma funcdo biunivoca. Essa condico assegura que
£~ (y) seja tinica para cada valor de y.
Eliminamos y entre as equacdes da defini¢do, substituindo y por f(x) na equacio f~!(y) = x

para obter

) = x (1)

onde x estd no dominio de f.
Eliminamos x entre o mesmo par de equagdes, substituindo x por f~!(y) na equagio f(x) =y
onde obtemos f(f~'(y)) =y, onde y estd no dominio de f~!. Como o simbolo usado para a

varidvel independente € arbitrario, podemos substituir y por x para obter

') = x )
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onde x estd no dominio de f~!.
De (1) e (2), vemos que se f~! for a inversa da funcio f, entdo a inversa de f~! serd f. Vamos

estabelecer formalmente esses resultados com o teorema a seguir.

Teorema 4.2 Se f for uma funcdo biunivoca tendo f~' como sua inversa, entdo f~' serd mais
uma fungdo biunivoca tendo f como sua inversa. Além disso,

1 (f(x)) = x para todo x no dominio de f e f(f~'(x)) = x para todo x no dominio de f~'

Quando nos referimos a uma funcdo e a sua inversa, usamos a terminologia funcdes inversas.
Se uma funcdo f tiver uma inversa, entdo f ! (x) podera ser encontrada pelo método usado na
ilustracdo a seguir.

Cada uma das fungdes f do exemplo (4.1) é biunivoca. Logo, f~!(x) existe. Para cada fungio f
calculamos f~!(x) a partir da definicio de f(x), substituindo f(x) por y e resolvendo a equacio
resultante em x. Esse procedimento d4 a equagdo x = f~!(y). Temos, ento, a definicdo de
f~Y(y), da qual obtemos £~ (x).

Exemplo 4.2 Observe neste exemplo, que a fungdo f~' em cada parte é a fungdo g na parte

correspondente do exemplo (4.1).

10 = x+d e =

y = x+4 Y B yx y = X

X = y—4 * T2 x /x

fe) = y—4 o) = 3 1) =

[T = x—4 ) = X f_l(x) = Vx
2

Temos a seguir, o teorema sobre a inversa de uma fung¢do que € monoétona e continua num

intervalo fechado.

Teorema 4.3 Suponha que o dominio da funcdo f seja o intervalo fechado [a,b], Entdo,

1. se f for continua e crescente |a,b), f terd uma inversa f~' que estard definida em

[f(a), £ ()],

2. se f for continua e decrescente em |a,b), f terd uma inversa f~! que estard definida em

[f(a),F(D)].
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Demonstracio: Para a parte (i), se f for continua em [a, b] e se k for qualquer nimero tal que
fla) < k < f(b), entdo, pelo teorema do valor intermedidrio (2.2), existird um ndmero ¢ em
(a,b) tal que f(c) = k. Logo, a imagem de f € o intervalo fechado [f(a), f(b)]. Como f é
crescente em [a,b], f serd biunivoca e assim, terd uma inversa f ~1. Como o dominio de f~! é
aimagem de f, f~! estd definida em [f(a), f(D)].

A demonstragdo da parte (if) é similar. Entretanto, como f é decrescente em [a, D], f(a), f(D);
assim, a imagem de f & [f(b), f(a)]. Logo, f~! estd definida em [f(b), f(a))].

4.2 TEOREMAS DA FUNCAO INVERSA E A DERIVADA DA FUNCAO INVERSA

A partir das propriedades de f podemos obter informagdes sobre a continuidade e a
diferenciabilidadde de f~!, apesar de f~!(x) ndo ser definida explicitamente por uma equacio.
Os teoremas da fungdo inversa dessa sec¢ao fornecem meios para obtermos essas informacoes.
Antes de enunciar o teorema da funcdo inversa para fungdes crescentes, apresentaremos duas
ilustragdes dando exemplos de uma funcdo e de sua inversa que satisfazem as condi¢des do
teorema.

Tomando como exemplo a funcio f e a sua inversa f~! definidas por

fx)=4x-3ef —1 (x) = ’%3, observemos seus graficos:

x+3

(a) reta f(x) = 4x — 3 ®) /7)==

Figura 5: Graficos de fe f~!

Nas figuras, os grificos de f e f~! sdao dados no mesmo conjunto de eixos. Vemos que

tanto f como f~! sdo continuas e crescentes em dominios.
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Teorema 4.4 Vamos supor que a fungdo f seja continua e crescente no intervalo fechado |a,b).
Entdo, se ! for sua inversa, que estd definida em [f(a), f(b)],

(i) f~1 é crescente em [f(a), f(b)].

(it) =1 é continua em [f(a), f(b)].

Demonstraciio: (i) A existéncia de f~! é garantida pelo teorema (4.3). Para provar que f~! é
crescente em [f(a), f(b)], devemos mostrar que

se y1 <yzentdo [~ (y) < f~'(y2)

onde y; e y; sdo dois nimeros em [f(a), f(b)]. Como f~! é definida em [f(a), f(b)], existem
ndmeros x| e x; em [a, b] tais que y; = f(x1) e yo = f(x2).

Portanto,

o) = (fx)
) =x. 3)

o0 =r"1fx)) e

f
& o) =x f

(¢

Se xp < xp, entdo como f é crescente em [a,b], f(x2) < f(x1) ou, equivalentemente, y, < y;.
Mas y; < y;; logo, x2 ndo pode ser menor do que xj.

Se xp = x1, entdo como f é uma fungao, f(x;) = f(x2) ou, equivalente, y; = y,, mas isto também
contradiz o fato de que y; < y;. Logo, x» # x;.

Assim, se xp ndo for menor do que x e x; # x1, segue que x| < xp; portanto, das duas relacdes

em (3), f~1(y1) < £~ '(y2). Assim, provam que f~! é crescente em [f(a), f(b)].

(ii) Para provar que f~! é continua no intervalo fechado [f(a), f(b)], precisamos mostrar que
se r for qualquer nimero no intervalo aberto (f(a), f(b)), entdo f~! serd continuaem re f~!
serd continua a direita de f(a) e a esquerda de f(b).

Provamos que f~! é continua em qualquer 7 no intervalo aberto ( f(a), f(b)), mostrando que o
Teorema (2.1) € valido em r. Queremos mostrar que, para todo € > 0 suficientemente pequeno,
de forma que tanto f~!(r) — & como f~!(r) + & estejam ambos em [a, b], existe um & > O tal
que se [y —r| < 0, entdo,

o) =) <e.

Seja f~(r) = 5. Entio, f(s) = r. Como, de (i), f~! é crescente em [f(a, f(b))], concluimos
que a < s < b. Logo,
a<s—e<s<s+e<b;

Como f € crescente em |a, b],

fla) < f(s—&) <r<f(s+€) <f(b) )
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Seja 6 o menor dentre os nimeros r — f(s — &) e f(s+€)—r; assim, § < r— f(s— €) assim

0 < f(s+¢€)—r ou, equivalente,
fls—e)<r—98 er+0<f(s+e). ®)
Se |y —r| < 6, entdo —8y — r < 6 ou, equivalentemente,
r—0<y<r+39
Dessa desigualdade e de (4) e (5), temos que
se|[y—r| < dentdo f(a) < f(s—e) <y < f(s+¢) < f(b).
Como f~! é crescente em [f(a), f(b)] segue, do que estd acima, que

sely—r[<8 entio  fTN(f(s—&) <ST'0) </ (f(s+€)
& sely—r|<d entdo s—e<fly)<s+e
& sely—r| <o entao —e<fly)-s<e
& osely—r| <6 entdo o) = ()| < e

Assim f~! é continua em (f(a), f(b)). Pode-se mostrar que f~! é continua em 2 direita de

f(a) e aesquerda de f(b), completando a demonstragao.

Teorema 4.5 (Teorema da Funcao Inversa) Suponha que a funcdo f seja continua e decres-

cente no intervalo fechado [a,b]. Entdo, se f~! for sua inversa, que estd definida em [f (D), f(a)]

1. =1 é decrescente em [f(a), f(b)];

2. f~' é continua em [f(a), f(b)].

Demonstracao: E similar ao teorema precedente.

O teorema da funcdo inversa serd empregado na demonstracdo do teorema a seguir, o qual
expressa relacio entre a derivada de uma fungao e a derivada de sua inversa, caso a fun¢do tenha
uma inversa. No enunciado e na demonstracdo desse teorema usaremos a notacdo de Leibniz

para a derivada. Observe como esta notacao faz com que ela fique facil de ser memorizada.
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Teorema 4.6 Suponha que a funcdo f seja mondtona e continua no intervalo fechado |a,b] e
sejay = f(x). Se f for diferencidvel em [a,D] e f (x) # 0 para todo x em [a,b), entdo a derivada
da fungdo inversa f~', definida por x = f~1(y) serd dada por

dx 1
—=—
dy &

Demonstracao: Como f é continua e monétona em [a, b], pelos teoremas (4.4) e (4.5), f tem
uma inversa que continua e monétona em [f(a), f(b)] (ou [f(D), f(a)] se f(b) < f(a)).
Se x for um ndmero em |[a, b], seja Ax um incremento de x, Ax # 0, tal que x + Ax também esteja

em [a,b]. Entdo, o incremento correspondente de y sera dado por
Ay = flx+Ax) = f(x) 6)
Ay # 0 uma vez que Ax # 0 e f é monétona em [a, b]; isto € , ou
flx+Ax) <f(x) ou  flx+Ax)> f(x)em [a,b].

Se x estiver em [a,b] e y = f(x),entdo y estard, [f(a), f(b)] (ou [f(b), f(a)]). Também, se x+ Ax
estiver em [a, ], entdo y + Ay estard em [f(a), f(D)] (ou [f(D), f(a)]), pois y+ Ay = f(x+ Ax)
por (6). Assim,

x=f"'0y) e x+Ax=f'(y+A).

Segue dessas duas relagdes que

Av=fHy+ay) = 7). (7)
Da definicao de derivada,
~1 _ 1
dx _ [T OHAY) T 0)
dy Ay—0 Ay

Substituindo na equagdo acima (6)e (7) iremos obter

d_x = lim
dy ~ w0 fx+Ax) — F(x)

e como Ax # 0,

dx = lim
dy A0 RS IE)

®)

Antes de encontrarmos o limite em (8), vamos mostrar que sob as hipdteses desse teorema
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Ax — 0 equivale a Ay — 0. Primeiro mostraremos que lima,_.o. De (7),

Jim = Alyiglo[f‘1 +Ay)— )]

Como f~! é continua em [f(a), f(b)] (ou [f(D), f(a)]), o limite do segundo membro da igual-

dade acima € zero. Assim,

lim Ay = 0. 9
Jim ®

Vamos demonstrar agora que limp,_,0 Ay = 0. De (6),

lim Ay = lim [£(x+Ax) = ()]

Como f é continua em [a, b|, o limite do segundo membro da igualdade acima € zero e, portanto,

lim Ay = 0.
A0

Dessa equagdo e de (9), segue que
Ax—0 < Ay—0.

Dessa afirmacao e aplicando o teorema de limite de um quociente a (8), temos que

dx 1
dy O A) ()

Ax—0 Ax

. . o . . ) d
Como f ¢ diferencidvel em [a,b], o limite no denominador acima é f°(x) ou, equivalente, d—y
X

Entao,
dx 1
dy dy
dx

43 A FUNCAO LOGARITMICA NATURAL

A defini¢do da fungdo logaritmica da Algebra estd baseada em poténcias. As propriedades
dos logaritmos sdo provadas a partir das propriedades correspondentes das poténcias. Uma de

tais propriedades das poténcias é

a-a =a. (10)
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Se os expoentes x e y forem inteiros positivos e se a for um nimero real qualquer, (10), decorrerd
da defini¢ao de poténcia de expoente inteiro positivo e da indu¢do matemadtica. Para os casos
em que os expoentes sdo inteiros quaisquer, positivos, negativos ou zero e a # 0, entdo (10)

serd vélida se definirmos poténcias de expoente negativos e zero por

Nao € tao simples definir a* quando x for um nimero irracional. Por exemplo, qual o significado
de 2v32 A defini¢do de logaritmo dada em Algebra Elementar baseia-se na hipétese de que o

existe se a for um ndmero positivo qualquer e x, um ndmero real qualquer.

Essa defini¢do estabelece que a equagdo
a =N

onde a € um nimero positivo qualquer diferente de 1 e N € um nimero positivo, pode ser

resolvida em x e que x € determinado de modo tnico por
x=log,N

As seguintes propriedades de logaritmos sdo provadas a partir das propriedades de poténcias:

log,1 = 0 (11)
log, MN = log,M +log,N (12)
loga% = log,M —log,N (13)
log,M" = nlog,M (14)
log,a = 1 (15)

Definiremos a fun¢do logaritmica usando o Calculo e provaremos as propriedades dos logarit-
mos pela defini¢do. Entdo, a fungdo exponencial serd definida em termos da funcao logaritmica.
Essa definic@o possibilita - nos definir @* sendo x um nimero real qualquer e a > 0. As pro-
priedades das poténcias serdo entdo provadas para os casos em que o expoente for qualquer
numero rel.

Considere a formula

"dt = C —1
/ n+1 + 7
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Esta formula ndo € vélida paran = —1.
Para calcular [#"dt quando n = —1, precisamos de uma funcéo cuja derivada seja % O primeiro

teorema fundamental do Célculo (2.4) da-nos tal funcdo:

1
—dt
a t

onde a pode ser qualquer nimero real com o mesmo sinal que x. Para interpretar tal funcio,
seja Ry a regido limitada pela curva y = % pelo eixo ¢, pela reta t = 1 a esquerda e pela reta
t = x a direita onde x > 1. Essa regido R estd na figura abaixo.A medida da area de R; € uma

funcéo x; vamos chama-la de A(x) e defini-la pela integral definida

*1
Ax)= [ —dt
1t

1]
Figura 6: Grafico da funcao / " dt
X

Consideremos agora essa integral no caso em que 0 < x < 1. Da defini¢do (2.1,
*1 1
“di = / ~dt
11 1t
1
Entdo, a integral / (;) dt representa a medida da area da regido R, limitada pela curva
1

1 * /1
y= o pelo eixo ¢, pelaretat = x a esquerda e pelaretar = 1 a direita. Assim sendo, / (;) dt
1

serd entdo a medida da 4rea da regido R, da figura abaixo, com sinal negativo.
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Yy
A
t==x
t=1
1
Yy=7
RQ\E
.
@)

1
Figura 7: Grafico da funcio / . dt
1

x 1 1
Para x = 1, aintegral / ;dt torna-se / ;dt, que € igual a zero pela defini¢do (2.2). Nesse
1 1

caso, as limitacdes a esquerda e a direita da regido coincidem e a medida da 4rea € 0.

1
Assim, a integral / n dt para x > 0 pode ser interpretada em termos da medida da area
1

de uma regido. Seu valor depende de x, sendo usada para definir a funcdo logaritmica natural.
Definicao 4.3 A fungdo logaritmica natural é a fungdo definida por

2 |
lnx:/—dt x>0
1t

O dominio da fung¢ao logaritmica natural é o conjunto de todos os nimeros positivos. Lé-se Inx
como o “logaritmo natural de x”.

A funcdo logaritmica natural € diferenciavel, pois aplicando o primeiro teorema fundamental

do Calculo (2.4), obtemos
* ] 1

Desse resultado e da regra da cadeia temos o teorema a seguir.
Teorema 4.7 Se u for uma fungdo diferencidvel de x e u(x) > 0, entdo
1
Dy(Inu) = —-Dyu
u

Exemplo 4.3 Ache f'(x) se
f(x) =In(3x* — 6x+38)
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Solucd@o Do Teorema (4.7),

, 1
- —  _(6x—6
FO = o ars 89
6x—6
= 32 —6x+38

Vamos mostrar que a funcao logaritmica natural satisfaz as mesmas propriedade do logaritmo,

conhecidas da Algebra Elementar.

Teorema 4.8 In1 =0

Demonstracao: Se x = 1 na Defini¢do 2.4,

t
O segundo membro acima é zero, pela Definicao (2.2). Assim,

In1 =0.
[ |

O Teorema acima corresponde a propriedade dos logaritmos dada por (11). Os trés teoremas

seguintes correspondem as propriedades dos logaritmos dadas por (12),(13), e (14).

Teorema 4.9 Se a e b forem niimeros positivos quaisquer, entdo,

In(ab) =Ina+1nb

Demonstracao: Considere a funcdo f definida por

f(x) =In(ax)

onde x > 0. Entéo,

Portanto, as derivadas de In(ax) e Inx sdo iguais. Assim, do Teorema (2.5) hd uma constante &,

tal que

In(ax) =Inx+k paratodo x>0. (16)
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Para determinar &, seja x = 1 nessa equacgdo e temos Ina =In1+k

Como In1 = 0,0btemos k = Ina. Substituindo k por Inaem (16), obtemos In(ax) = Inx +Ina
para todo x > 0

Agora, tomando x = b, temos

In(ab) =1Ina+Inb

[
Teorema 4.10 Se a b forem niimeros positivos quaisquer, entdo,
a
In— =Ina—Inb
ny, =Ika—In
Demonstracio: Como a = () - b,
a
na=In (% -b)
na=ln(,
Aplicando o Teorema (4.9) ao segundo membro da igualdade acima, obtemos
Ina = lng +Inb
a
In- = Ina—Inb
ny na—In
[

Teorema 4.11 Se a for um niimero positivo qualquer e r um niimero racional qualquer, entdo,
Ina" =rlna
Demonstracao: Do Teorema (4.7), se r for um nimero racional qualquer e x > 0,

Dy(Inx") = —-rx

Logo,
Dy(Inx") = Dy(rlnx).

Da igualdade acima vemos que as derivadas de Inx” e rInx sdo iguais; assim, do Teorema (2.5),

decorre que existe uma constante k, tal que

Inx" =rlnx+k,Vx>0 (17)
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Para determinar k, vamos substituir x por 1 em (17), obtendo
Inl"=rinl+k
Mas In1 =0, logo k = 0. Substituindo k por O em (17) resulta
Inx" =rlnx, Vx >0
do que segue que se x = a, onde a € um niimero positivo qualquer, entdo,

Ina” =rlna

44 CONSTRUCAO DO GRAFICO DA FUNCAO LOGARITMICA

Para fazer um esboco do grifico da fun¢do logaritmica natural precisamos considerar primeiro

algumas propriedades dessa funcdo. seja f a fungdo definida por f(x) = Inux, isto é,

f(x):/lx%dtx>0

o dominio de f é o conjunto de todos os nimeros positivos. A funcdo f € diferencidvel para

todo x em seu dominio, e

1
/ e —
HOEE
Como f ¢ diferencidvel para todo x > 0, f é uma fun¢do crescente.
1
ey o
1) ==

Observe que f”(x) < 0 quando x > 0. Logo, o grifico de y = f(x) é concavo para baixo em
todo ponto. Como f(1) =1Inl e Inl1 =0, o intercepto x do grafico é 1. Podemos determinar

valores numéricos aproximados para In2 usando a equagao

21
1n2:/ —dt
1t

e interceptando a integral definida como o nimero de unidades de drea da regido que aparece

na figura abaixo.
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o 1 2
Figura 8:
Dessa figura, vemos que In2 estd entre as medidas das areas de retangulos, cada um tendo
. . 1 . o
uma base de 1 unidade de comprimento e alturas com 3 e 1 unidade; isto €
0,5<In2<1

Uma das propriedades pode ser obtida analiticamente, usando o Teorema (2.8), procedendo da

1
seguinte forma: seja f(1) = % eg(t)= > Entdo f(t) > g(t) paratodo ¢ em [1,2] e, do Teorema

(2.8),
21 2
—dtz/ Y
1t 1t

(18)

| =

Da mesma forma, se f(t) =1 e h(t) = 1, entdo h(t) > f(¢) para todo ¢ e, [1,2]. Como h e f
sdo continuas em [1,2], elas sdo integrdveis no intervalo e, usando novamente o Teorema (2.8),
obtemos

2 21
/ldt > [ lar
1 1t
1 > In2.

Combinando essa desigualdade com (18), obtemos

0,5<In2<1 (19)
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O namero 0,5 € um limite inferior de In2, enquanto que 1 € um limite superior. Da mesma
forma, podemos obter um limite inferior e outro superior do logaritmo natural de qualquer
ndmero real positivo. Mais tarde iremos aprender, aplicando séries infinitas, como calcular o
logaritmo natural de qualquer nimero real positivo, aproximado com um numero de casas
decimais desejado. O valor de In2 com cinco casas decimais € dado por In2 >~ 0,69315
Usando esse valor de In2 e aplicando o Teorema (4.11) podemos encontrar um valor aproxi-

mado do logaritmo natural de qualquer poténcia de 2. Por exemplo,

In4 = In2? In8 = In23 Inj = In27! Inj = In272
= 2In2 = 3In2 = —1-In2 = —2In2
~ 1,3863 ~ 2,0795 ~ —0,69315 ~ —1,3863

Uma calculadora com uma tecla In também pode ser usada para obter valores fa funcao
logaritmica natural. Vamos determinar agora o comportamento da fun¢do logaritmica natural

para grandes valores de x, considerando lim Inx. Como a fung¢do logaritmica natural é cres-
X—>+oo

cente, se p for qualquer nimero positivo, temos
se x > 2P entdo Inx > In2” (20)

do Teorema (4.11),
In2?” = pln2

Substituindo esta equagdo em (20) teremos
se x > 2P entdo Inx > pln2

Como de (18), In2 > %, temos, do estabelecido acima que

se x > 2" entdo Inx > n
Dessa definicdo, tomando N = 2, para qualquer n > 0

se x > N entdo Inx > n
Assim, podemos concluir que

lim Inx = 4o 21

X—>+oo

Para determinar o comportamento da func¢do logaritmica natural para o valores de x préximos
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de zero, vamos investigar lim /nx. Como Inx = In(x~1)~1,
x—0

Inx=—In-
X

7

a expressio “x — 07 é equivalente a “% — +00”; assim, dessa equagao escrevemos

1
lim Inx=— lim In— (22)
x—0t %—)—'—oo X
De (21) temos
1
lim In— = 400
It X

Logo, desse resultado e de (22) temos que

lim Inx = —oo (23)

x—07T

De (23) e (21) e do teorema do valor intermedidrio (??), concluimos que a imagem da funcao
logaritmica natural € assint6tico a parte negativa do eixo y no quarto quadrante. As propriedades

da funcao logaritmica natural estdo resumidas a seguir:

(1) O dominio € o conjunto de todos 0s nimeros positivos.

(i) A imagem é o conjunto de todos os nimeros reais.

(iii) A funcdo € crescente em todo seu dominio.

(iv) A funcdo € continua em todos os nimeros de seu dominio.
(v) O grafico da fung¢do é concavo para baixo em todos os pontos.

(vi) O gréafico da fungao € assintdtico a parte negativa do eixo y no quarto quadrante.

Usando essas propriedades e colocando no gréfico alguns pontos com um segmento da reta
tangente nesses pontos, podemos esbogar o grafico da fun¢do logaritmica natural. Na figura
abaixo foram colocados no grafico os pontos com abscissas %, %, 1,2,4 e 8. A inclinacdo da reta

tangente (denotada no grafico abaixo por incl) é encontrada pela férmula D, (Inx) = )_1(
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incl — 1
incl = 3

-

incl = 5

incl=1

incl =2

incl =4

Figura 9: Grafico da funcio In x

4.5 DIFERENCIACAO LOGARITMICA E INTEGRAIS QUE RESULTAM NA FUNCAO
LOGARITMICA NATURAL

Para a discussdo tanto da diferenciacao logaritmica como das integrais que resultam na
funcdo logaritmica natural, precisamos de uma férmula para D,(In|x|). Para encontrar essa

férmula usando o Teorema (4.7), primeiro substituimos |x| por v x2. Assim,

D.(In|x|) = D.(InVx?)
= 'Dx(\/;)

—

X
Va2

=== }
-3
[\ [\

Dessa férmula e da regra da cadeia, obtemos o teorema a seguir.
Teorema 4.12 Se u for uma funcdo de x, diferencidvel,

1
Dy(In|u|) = o U

Do Teorema anterior, obtemos o teorema a seguir, para integracao indefinida como o nimero

de igualdades de area da regido que aparece na figura abaixo.

Teorema 4.13
1
/—du =Inlu|+C
u



Dos Teoremas (4.13) e (2.3), sendo n um numero real qualquer,

/u”du: n—|—1+C se n#-—1

Inju|+C se n=-1

46
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5 CONCLUSAO

Ao término deste trabalho em que temos apresentado inicialmente um apanhado histérico
sobre o surgimento do logaritmo e qual a necessidade que impulsionou os estudos por sua de-
scoberta. Instrumentos foram criados a partir da criagao dos logaritmos, alguns deles que facili-
taram sua propria utilizacdo como a tdbua de logaritmos usada para os calculos aritméticos mais
rapidos e a régua de calculo logaritmico, instrumento muito utilizado por alunos dos cursos de
engenharias das universidades durante muitas décadas. Hoje apresentamos estes instrumentos
apenas como ferramentas metodoldgicas para trabalhos préticos na aplicagdo e verificacao das
propriedades do logaritmo. Buscou-se também apresentar as principais demonstragdes dos teo-
remas e definicdes do logaritmo e das funcdes logaritmicas. Partindo do fato que o estudo dos
logaritmos tem muita relevancia, desde sua descoberta, € nem mesmo surgimento das maquinas
de calcular e os computadores nao foram o suficiente para desmerecer os estudos sobre os log-
aritmos, uma vez que suas variagdes sao partes vitais nos estudos da natureza e da anélise. As
demonstracdes foram colocadas de forma que facilitasse o entendimento e o discernimento das
duas abordagens utilizadas aqui. A linha de raciocinio sugerida por Lima (LIMA, 1996), parte
do fato que a funcdo logaritmica € caracterizada por propriedades extremamente simples e nat-
urais da defini¢do (3.2). Por outro lado, Leithold (LEITHOLD, 2002) utiliza-se das ferramentas
do célculo diferencial para definir a funcdo logaritmica através de uma integral, donde obte-
mos todas as propriedades do logaritmo, além do esboco do grifico do mesmo. Sem divida,
qualquer que seja a linha de raciocinio adotada, as conhecidas propriedades de logaritmos sdo

estabelecidas.
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ANEXO A - REGUA DE CALCULOS DE LOGARITMOS

Apresentaremos neste anexo a régua de calculos logaritmos, uma maneira didatica e atraente,
para expor as propriedades do logaritmo aos leitores. As ilustragdes a seguir dardo as instrucoes

para utilizacdo da Régua de Calculo de Logaritmos formalizando aplicabilidade de suas pro-

priedades.
LR 2 3 2 Lo
|I||||||||||||||| bakied IIII|I|||II|||||I||I||I|II kA | (I I |
¢ 1 Nimero B 2 3 4 5 6 7T 89 g
[ | | | ol IImIII|IIImIII|IImIIII|IIII|IIII|I|II|II|I|
| J 11 I III|IIII|IIIIIIII|IIII|III | III|IIIUJIII|IIII -,
D { Numero A 3 AyBd 7§ g ip O NOmeros
L ||I||||I|||||I|||| |IIII IIII| ||||I|||||I||||I||I|I||I||I|I||I||I|I||I||||I|||||I||||I|| L Ioga(itmosdos
o0l 0. 05 0§ 07 08 05 10-=x—nUmeros

Figura 10: Os resultados de 2 x,2,2 x 3,2 x4,2 x5
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(AxB=2x3 =86
04771212
030103 log,,3
log,, 2 - -
Numero B
08 .8 7T & 5 ] 3 2
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L IIII|III|;|IIII|IIII|I2III|IIII;|I3III|IIII|IIII|IIII|IIII|III$|:5III|I | | 11 Iéllal | Iglll||||;|EI L
A
Produto AxB
log,2 + 109,43 =0,7781512
-

l0g40 8
loa2=0.30103 [ log 3=04771212] log 6 = 0,7781512]

Figura 11:

e lagb=0T80502 —
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log 3=04771212

REGUA DE CALCULO) 04771212 !
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Figura 12:
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Figura 13:

Aqui, utilizando a régua de célculo logaritmica fica bem materializada a propriedade do
logaritmo de um produto e do logaritmo de um quociente. E s6 olhar para a régua fixa e a
régua deslizante, onde estao desenhados continuamente os logaritmos dos numeros. Na Régua
Fixa em D, temos os numeros € em L temos os logaritmos correspondentes desses nimeros.
Para uma melhor visualizag¢do veja a tabela construida a esquerda, com os logaritmos de 0 a 10,

utilizando a base 10.
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ANEXO B - TABUA LOGARITMICA

A tdbua logaritmica também serve como instrumento didético para apresentagdes de cdlculos

logaritmicos, como podemos visualizar nas figuras apresentadas abaixo.
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Figura 14: Tabua Logaritmica



