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RESUMO

SEHABER, Vanessa. ABORDAGEM TBRICA DE AUTOVALORES E AUTOVETORES:
ESTUDO DE CASO DE QWDRICAS NA SEGUNDA E TERCEIRA DIMENSO. 82 f.
Monografia — Programa dedbB-gradua@o em Materatica, Universidade Tecnijica Federal
do Paraa. Campo Mol#o, 2011.

Este trabalho aborda conceitosé&gicos referentes a autovalores e autovetores de uma trans
forma@oT :V —V,V CR.

Primeiramente, foi introduzido o assunto expondo @&oade se pesquisar sobre autovalores
e autovetores e a aplicag destes nas qdricas, @&m de trazer o motivo e 0s objetivos do
trabalho.

Em seguida, na s@g Pblogo, foram relembrados conceitos essenciais sobre@spaarial e
transformago linear, para e@b definirmos o elemento principal do nosso estudo.

Na se@o Autovalores e Autovetores apresentou-se embasamenimoteobre subespacos in-
variantes, autoespaco die V — V alem das rela@ges pertinentes a autovalores e autovetores, e
a diagonalizago da matriz de transformagT .

ApoOs esta sdip, foi levantado todo um contexto algrico para podermos realizar demonsirac
do Teorema Espectral e apresentar as Formas bilinearespexsia a forma bilinear quaatica.

A se@o posterior evidenciamos a apliégagerica dos autovalores e autovetores naadyicas
noR? e R3 e apresentar a infncia que 0s mesmos exercem nalise das mesmas no ponto
de vista al@brico.

Finalizando, segue @tima se@o a qual traz a conclae deste trabalho.

Palavras-chave:Autovalor, Autovetor, Qadricas



ABSTRACT

SEHABER, Vanessa. THEORETICAL APPROACH OF EIGENVALUES AND EIGHERC-
TORS: A CASE STUDY OF QUADRICS IN THE SECOND AND THIRD DIMENSION. 82
f. Monografia — Programa deB-gradua@go em Materatica, Universidade Tecnjica Federal
do Paraad. Campo Mol#o, 2011.

This work deals with algebraic concepts relating to eigkre@aand eigenvectors of a transfor-
mationT :V —V,V C R.

First, was introduced the subject stating the reason farareting and applying eigenvalues
and eigenvectors of the quadric, and bring the motives ajatties of the work.

Then, in the prologue section, key concepts were remindedtafector spaces and linear trans-
formation, then to define the main object of our study.

In the Eigenvalues and Eigenvectors section bring the étigat basis on invariant subspaces,
autoespace of |V — V besides the relevant relations about eigenvalues andveigtans, and
diagonalization transformation matrix

After this section, was raised a whole context to algebraimahstration of the Spectral Theo-
rem and present the bilinear forms, in particular the bdmguadratic form.

After this section, was presented the theoretical appiinatf the eigenvalues and eigenvec-
tors in quadrics irR? andR2 and shown as important the eigenvalues and eigenvectote are
analysis the algebrics classification of quadrics.

Finally, following the last section which brings the corsgilon of this work.

Keywords: Eeigenvalue, Eigenvector, Quadrics
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1 INTRODUCAO

Esta pesquisa semnaitica e ted ambito bibliogafico. A mesma insere-se no campo da
Algebra Linear e visa a abordagem de autovalores e autegetsrquais coat informades
importantes sobre a natureza dos espacos vetoriais eastante utilizados pela facilidade que
proporcionam ao lidar com espacos vetoriais de didens

De acordo com (NOBLE; DANIEL, 1986), nAlgebra Linear, muitos problemas se re-
duzem fredientemente ao estudo de transforfex;lineares e de seus efeitosa fdromenos
gue podem ser descritos pela @elvem um certo espaco vetorid) enquanto a transformag
linear T transforma o estadeemV no estaddl (v) emV. ComoV é frequentemente de di-
mengo finitan, vn € N, torna-se diicil compreender seu funcionamento. Para compreender o
sistema, procuram-se subsistemas de did@nsenores, ou seja, certos conjuntos deavais
ou combinago de varmveis, tais que o estado transformado resultante poss&@ntarsdr ex-
presso em termos destas @aeis ou combindies. Algebricamente, isso corresponde a achar
um subespac®/ deV, de dimenao j, Vj € N, j < n, e tal queT (v) esteja enV/ sempre que
v estiver emWW. Pode-se e@b estudar o problema mais simples da natureza da trangfioma
neste espaco menor. ldealmente, pode-se achar um tapagbede dimer@&n = 1. I1Sso Sig-
nifica que deve-se achar um vet@onnulov (um autovetor) e um escalar(um autovalor) para
o qualT (v) = Av, de maneira qu& transforma um subespag¢d de dimen&o um gerado por
nele pobprio.

Interpretando a transformag linearT matricialmente observa-se que B& uma matriz
nx n enfio um autovalor d& &€ um rumeroA tal que existe um vetorao-nulov (chamado
autovalor deT associado &) tal queT(v) = Av associado a cada autovaldr existe seu
subespaco

V(A) = {VeV|T(V) =Av} = {ve V(T = A)v} = ker(T — Al)

Assim, o problema de autovalor paraconsiste em determinar todos os autovetoneara
T. E o interesse na determirdax destes autovalorédse autovetorey € muito aplicativo na



Matematica.

O estudo de autovalores e autovetores de uma dada trangmma/ — V vem ocorrendo
frequentemente pelos pesquisadores, pois estes elenadgtbacos tratam com simplicidade
as informages sobreT . E em fun@o disso que, para quem pesquisamportante conhecer
este assunto.

Nas quadricas, os autovalores e os autovetore$ darregam informaies essenciais para
se trabalhar com @ricas rotacionadas e transladadasnatia popria classificago.

As quadricas adé&m da forma bilinear ond® = P'AP, ondeP! e P sio semelhantes2 e
A sa0 singtricas. S for diagonaliavel, logo existe uma base formada por autovetorek de
para os quais 0s autovaloréogeais e geram a matriz diagonal. Isso acaba sendo progkxo p
Teorema Espectral o qual garante a @ista deD = P'AP, ondeP' = P~1,

1.1 MOTIVACAO

Nos cursos de graduag em mater@tica, € comum termos uma carga haa pequena
para a disciplinaf\lgebra Linear, que muitas das vezesfertada juntamente com a disciplina
Geometria Andtica no primeiro semestre, quando o aluno ainda possui um amadureci-
mento necessio para compreefis de assuntos mais abstratosAdgebra Linear. Assimg
comum o haver uma abordagem aprofundada em aldgipisds deAlgebra Linear, como as
Transformages Lineares e os Autovalores e Autovetores. Mais aindapends autovalores e
autovetores sejam de grande apliagas (&ncias e Engenhariasalialta de apresentag
de aplicaes deste assunto, tornando-os mais complexos e absteat® graduando em
matenatica.

1.2 OBJETIVOS
1.2.1 Objetivo Geral

Abordar os aspectos@gcos envolvidos nos autoespagos e como estas esitvolvidos no
estudo das formas @dricas, especificamente nas segunda e terceira dimens

1.2.2 Objetivos Espéficos

e Especificar o autoespaco @iaV — V e como encontrar autovalores e autovetoreg;de



e Demonstrar que para cada autovalor distinto existe um atgodistinto, assim como as

suas implicages;

e Utilizar a diagonalizago na classifica&p geongtrica das énicas por meio dos autovalo-

res,

¢ Utilizar de autovalores e autovetores para simplificar baitzo com as @nicas, quando
as mesmas &gb ou rotacionadas, ou transladadas éunatsmo ambas as sitdas.
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2  PROLOGO

Esta sego aborda brevemente alguns conceitos iniciais sobre espacosaisisubespa-
cos, combinago linear, bases, transforniegs lineares, dimeas, rucleo e imagem, mudanca
de base. Estes conceitos &lhgicos &0 fundamentais para o desenvolvimento ddsipras
se@es (LIMA, 2008; BOLDRINI et al., 1980; KOLMAN; HILL, 2006; HOFMAN; KUNZE,
1976; ANTON; RORRES, 2001).

Definicao 2.1 (Corpo) Seja K= 0 um conjunto e ¥ € K, defina:

+ = KxK — K .= KxK — K
(Xy) = X+y (Xy) = Xy

diz-se quéK,+,-) & umcorpose satisfaas seguintes propriedades:

1. Xx+ty=y+Xx

2. X+ (y+2) = (X+y)+z

3. Existe ununico element® € K tal que x+0 = x;

4. Para cada » K existe um ¥ K tal que x+y =0, ou seja, y= —X;

5. Xy=YX;

6. X(y2) = (xy)z

7. Existe ununico elementd € K tal que x 1 =x;

8. Para cada elementox K, x # 0, existe uniinico ye K tal que xy= 1, ou seja, y= X" 1;

9. X(y+2) =xy+xz



11

Definicao 2.2 (Espaco vetorial)Seja K um corpo qualquer e V um conjunt®orvazio onde
esh definido duas operégs com w €V, sejam elas respectivamente a @&ti@ a multiplicagéo
por escalar:

+ = VxV — V - = KxV — V
(uv) — u+v (a,u) — au

diz-se quéV, +,-) & um Kespaco vetorialou V &€ um K-e.v.) se as seguintes propriedades s
validas:

Considere w,weV ea,f € K.

1 u+ (v+w) = (u+v)+w;

2. 30V talque w0 =V;

3. 3—veV talque v (—Vv) =0;
4, u+v=Vv+u;

5.1-v=v;

6. a(u+v)=au+av;

7. (a+B)u=au-+pu;

8. (aB)v=a(pv).

onde os elementos de icschamados de vetores.

SAo K-espacos vetoriaiR, R", C, Mimxn(K), F(S K),Pn(K).
Definicao 2.3 (Subespaco vetorialSeja V um K-espaco vetorial. Um subconjunto=3\0
onde WC V & umsubespaco vetoriale V se

ueWveW = u+veW
aceK,ueW = aqueW

Teorema 2.1 (Interse@o de subespacos vetoriaispejaV um K-espaco vetorial W\ subespacos
vetoriais de V. Erto, W "W, & subespaco vetorial de V.
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Demonstrago:

Sejamu,v e Wy "W

1) Deve-se mostrar quet+v e Wy NWs :

ueWinWe = ueW, e ueWw,
veWinWe, = veW, e veWws

ComoW, é subespaco vetorial, logo

u+v € W
u+v € WinW,

da mesma formal\b € subespaco vetorial, €t

u+v € W
u+v € WinW,

2) SejaAd € K eue W NW,, ondeu € Wi eu € Wo, assim

ueW, = Auew
ueWo = AueWw,

logo,
AueW MW,

PortantoA u € Wy "W, € um subespaco vetorial ¥e

Definicao 2.4 Seja V um K-espaco vetorial e W, subespacos vetoriais de V. Defina

Wi +Wo = {wg +wWo; Wi € Wi, Wo € Wol.

Teorema 2.2 SejaV um K-espaco vetorial W\ subespacos vetoriais de V. Bof W +Ws
€ subespaco vetorial de V.

Demonstrago:

Sejamu,v € Wi +Wb, tais que

ueWi+Wo = u=wi;+wp, onde wieW, e woeW,
veW +Wo = v=w;+W, onde w;eW; e w,cW,
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1) Deve-se mostrar que+v e W +Ws :

U+v = Wi+Wo+W +W,
U+v = (Wi+wp)+(Wp+Wwh)

. 7 . 7

eWp eWo

istoe,u+veW, +W.

2) Sejad € K eueW; +W,, segue que

AU=A(W1+Wp) =AW +Awe € Wi +Wo
eW,o eW,

Portanto,c W, +W, & um subespaco vetorial fe

Definicao 2.5 (Soma direta) SejaV um K-espaco vetorial W\, subespacos vetoriais de V.
Se

1.V=W-+W,

2. W W, =0

diz-se que \& asoma diretade W e W e escreve-se assim

V =W, &W5,.

Definicao 2.6 (Combina@o linear) SejaV um K-espaco vetorialy,wo, ..., v, vetores de V e
ai,ay, ..., an escalares pertencentes a K. Qualquer vetar¥ da forma

V=a1V1+apVo+...+anVp
€ uma combinapo linear dos vetoresiyvo, ..., V.
Definicdo 2.7 (Depenéncia e indepenéncia linear) SejaV um K-espaco vetoriak,w», ...,V
vetores de V. Diz-se que o conjunfe,Vs,...,V} € linearmente independentéLl) se a

equa@o
yvi+aVo+...+apvh =0

admite a solugo trivial a; = ap = ... = ap.
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Caso exista algum;g£ 0, com1 < i < n, que satisfaz
yvi+aVo+...+apvh =0
diz-se erio que o conjuntdvy, Vo, ..., Vp} €linearmente dependent@ D).

Definicao 2.8 (Base)Seja V um K-espaco vetorial ,vo, ..., Vv, vetores de V &o nulos, tais
que:

1. {vi,v2,...,vn} € LI

2. [V1,V2,...,Vn] =V

en@o, o conjuntof{vy, Vo, ...,vn} € umabasede V.

Teorema 2.3 Seja V um K-espago vetorial@= {vi,V,...,vy} uma base de V. Eao, todo
vetor de V se escreve de madagaco como combinap linear de y,vo, ..., Vy.

Demonstrago:

Sejaf3 = {v1,V,...,Vn} base d&/, enfio, por definido, segue que:

1) {vi,v2,...,Vn} € LL
2) [v1,V2,...,Vn| 0 conjunto de todas as combii@&g lineares de;, v, ..., Vp.
Sejav eV = [vq,Vo,...,Vy tal que
V=ajVi+aVo+... +anVn

coma €K,vieVel<i<n.

Supe-se que

V = bivi+bovo+ ...+ bpvya=avi+agVve + ... +apvn
bivi +bovo+...+bpvh—auzvi —axvo—...—apvn, = 0
(b1 —ag)vi+ (bp—ax)vo+ ... + (bn—an)vn =0

Como{vy,Vvo,...,vp} € LI, eno

(bl—al) = (bz—az) =..= (bn—an)vn =0
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0 que implica

a = by
a = b2
an = bn

Assim, verificou-se que todo vetorc V se escreve de modmico como combindp

linear devy, Vo, ..., Vh.

Definicao 2.9 SejaV um K-espago vetorial, di) =nef = {vi,vo,...,v,} base de V. Efio,
seveV étal que

V=aiV1+axVa+...+anVn

os escalaresgay, ..., a, s80 chamados deoordenadas d¥ na basef, representado por

ap
ap
Vg =

an

Sejaf8’ = {wy, Wy, ...,w,} base de V. Efdib, se we V é tal que
W= biwq + bows, + ... + bawi

os escalares by, ..., b, sAo chamados deoordenadas d¥ na baseB’, representado por

b1
o7}
W =1 .

bn

Assim, sed analisado a relago de|v|; e [w]g na defini¢o seguinte.

Definicao 2.10 (Mudanca de baseBeja V um K-espago vetorigB = {vi,Vo,...,vn} € ' =
{w1,Wp,...,w,} bases de V.

Seja ve V. Escreve-se v como combidadinear na bas¢ e 8':
V=a1V1+apVo+...+anVp

vV =biwy +bowo + ... + bawp Q)
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Cadaw, 1 <i < n, pode ser escrito de maneitaica como combindp linear da basg3,

assim
W1 = a11V1 +ag1Va + ... + an1Vn

W2 = a1pVi +agoVa + ... + an2Vn

(2)
Wn = ainV1 +aonVe + ... +annVn
Substituindo em (2) em (1), tem-se
vV = by(ag1va+agVo+ ... +a8n1Vn) + 02 (@12v1 + aaV2 + ... +anaVn) +
+ ... +bn(ainvi+agnVo+ ... +annVn) = a1Vva + agVa + ... + anVn
(allbl +apbo+...+ anlbn) V1 + (a12b1 +agoby+ ...+ an2bn) Vo+
+...+ (a]_nbl +agnby + ...+ annbn) Vh =a1V1+agVo + ... +anVn
(a11b1 +ap1bo + ... + anibn — a1) v + (a12b1 + @b + ... + appbn — a2) vo+
+...+ (amnb1 +agnb2 + ... + anbn —an) vn =0
Como{vy,Vo,...,Vn} € LI, porqueé base de V, edb
(
apibr +agibp+...+ambh—ag = 0
ajohy +aghy +...+apbh—a; = 0
\ ainbr +apnbo+...+anbh—an = 0
(
a;iby +apibp+ ... +amby = a
apoby +agohp+ ... +apbhy, = a
\ ainb1+apnbo+...+anbn = an
ai;x a2 ... Y1 a
a1 az2 ... ax Y2 a
. = (3)
| @1 @2 . @ | [ Yn | | @ |
Assim, a matriz ) )
a1 2 ... Qi
A az1 a.22 ... aon

a1 &2 .- amn
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€ chamada denatriz mudanca de base da bagépara a base3 e denota-se A [I]g,.
Portanto,[v]; = [I]g/ Mg

Analogamentely] 5 = [I]gl [Vig-
Teorema 2.4 Sejam V um K-espago vetorial, divh) = n, 3 = {v1,V2,...,vn} € B’ = {w1,Wa, ..., W }.
Entao,
15 e (5

sao inveriveis. Ainda mais,

()" = w5 e (15) = 0f

Demonstrago:
Seja[l]g, =Ae [I]g, =B, [V[g =X e[vg =Y. logo, as expreges|v|; = [I]g, Vg e
V]g = [I]g/ -[v]z podem ser escritas da seguinte maneira:
X =AY (4)
Y = BX (5)

Substituindo

(5) > (4) X=AY = X=ABX = AB=|[l] .,
—(5) Y=AX = Y=BAY = BA=[].,

Portanto A = || ]g/ eB=l ]g, sh0 invertveisA=B ' eB=A"1, ou seja,

ou L
5= (115)

Definicao 2.11 (Transformago linear) SejamV e W K-espacos vetoriais. Considera-se que
T & umatransformago (ou uma fun@o)

T:V—-W

€ linear se:
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1) T(vi+Vve)=T(v1)+T(v2), V1,2 €V;

2) T(av)=aT(v), Va eK, WweV.

SeT :V — W é linear, tem-se qu& € . (V,W) e quandovV = W, tem-se apena$ <
Z(V), e, neste caso, considera-se qué& um operador linear. Como consegncia da
definicdo, tem-se qué& € linear,T :V — W, enfio

T(Ov) =Ow
De fato:
T(0)=T(0+0)=T(0)+T(0)
TO0)=weW

Seja a equivd@ncia
W=W+W

W+ (—W) =W+ (W+ (—w))
0O=w+0
w=0=T(0)
Portanto,T (0) = 0.

Definicao 2.12 Sejam V e W K-espacgos vetoriais e ¥ — W linear. Aimagem deT & o
suconjunto IniT) C W, definido assim

Im(T) ={weW|w=T(v), para algum v V}

Definicdo 2.13 Sejam V e W K-espacgos vetoriais e Y — W linear. Onucleo deT & o
subconjunto ké(T) C V, definido por

ker(T) ={veV|T(v)=0}

Proposic¢do 2.1 Seja T: V — W linear, onde V e Wa® K-espacos vetoriais. Eib:

ker vem daiingua ingles#erne| que quer dizer ircleo.
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1) Im(T) & um subespacgo vetorial de W

2) ker(T) & um subespaco vetorial de V.

Demonstrago:

1) Im(T) & um subespaco vetorial ¥e pois
i) Sejawy € Im(T),w, € Im(T)
e W eIM(T)= vy V[T (V1) =W

e WoeIM(T)= v eV[T(V2) =W>

logo,
W1 +Wo = T(Vl) +T(V2) = T(V1+V2)

poisT é linear. Portanto,
Wy +Wo € Im(T)

i) SejaweIm(T)ea €K, ondew = T(v) para algunv €V, assim
aw=aT(v)=T(av)

poisT é linear. Portanto,
aw e Im(T)

Logo, verificou-se quém(T) C W & um subespaco vetorial Ueé.
2) ker(T) & um subespaco vetorial ¥e pois
i) Sejamvy,vs € ker(T) deve-se mostrar qug + Vo € ker(T). Calculando
T(vi+Vv2)=T(v1)+T(v2) =04+0=0

portantov + Vo € ker(T).

i) Sejaa € K ev e ker(T). Deve-se mostrar quev € ker(T). Calculando
T(av)=aT(v)=a-0=0

enfioav € ker(T).

Portantoker(T) CV & um subespaco vetorial e
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Propriedade 2.1 Sejam V, W e U K-espacos vetoriais;d.Z(V,W) e T, € £ (W,U). Enfo
T,0Ty € Z(V,U).

Demonstrago:

1)
= To(Ti(vi+W2))
= T2(Ta(va) +Ta(W2))
= T2(Ta(va)) + T2(Ta(v2))
= (T20T1) (Vi) + (T20T1) (V2)
2)
TooT1) (AV) = To(Ti(Av))
(AV) = T2(ATy(v))
(AV) = AT2(Ta(v))
TooT1)(AV) = A(T20Ty) (V)

V)

Definicdo 2.14 SejamV e W K-espacos vetorigis= {v1,V,...,Vn} base de VB’ = {wi,wo,...,wn}
base deW e TV — W, onde

T (V1> = an Wi+ agiWo + ... + amWm
T(v2) = aijowi+axpWo+ ... + ampWnm
T(vn) = aiWi+agnWo+ ... + a8mnWm
Definindo ] ]
a;1 a2 a3 ... aun
a1 ax» a3 ... an
[T]g/ = | @81 a2 a3 ... am;
| 81 8w 8w ... 8mn |

amatriz mudanca de base de da base3 para a base3’.

Teorema 2.5 Sejam V e W K-espagos vetoriais, = n, dimW) =m, 8 = {v1,V2,...,Vn}
base de VB’ = {wy,Wo,...,w,} base deW e TV — W linear. Engo, Vv eV, tem-se

TW)]g =[TI5 Mg
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Demonstrago:
Sejam i )
aj; a2 a3 ... ain
dp1 dp2 a3 ... an
[T]g/= az1 az2 ag3z ... asn
_aml a2 am3 .. amn_
onde )
T(vi) = aiWi+agWo+ ... + amWm
T(V2) = aaWi+agWe+ ... +ampWm ©)
| T(\n) = auinWi+agnWo+ ...+ 8miWim

ainda,v = XqV1 + XoVo + ... + XpVn, T(V) = Y1Wq + YoWo + ... 4+ YnWh,

[ X1 ] [ Y1 ]
X2 Y2
Mp=| " [elTWlp=
i Xn ] i Ym ]

Partindo de que= X1v1 + XoV2 + ... + XnVp € utilizando o fato qué é linear, tem-se
T(V) =x1T (V1) +XT (V2) + ... + X0 T (V)
ora, masrl (V) = y1Wi + YoWo + ... + YWy, logo,
T(V) =x1T (V1) +X2T (V2) 4 ... + X0 T (V) = YaW1 + YoWo + ... + YWy
Substituindo(6) nesta expre$®, dessa maneira @h-se

T(V) = Xg(ayiwi+821Wo + ... 4 am Wim) 4 X2(a12W1 + 829W2 + ... + 8mpWim)+
+... + Xn(@1nW1 + a2nW2 + ... + 8mnWm) = Y1W1 + YoW2 + ... + YnWp

T(v) = wi(agiXs+azx1Xe+ ... + 8miXm) +Wa(ag2X1 + 82o%2 + ... + ampXm) +
+... 4+ Wn(81nX1 + 82nX2 + ... + 8mnXm) = YW1 + Y2Wo + ... + YnWh

T(v) = wi(agpxa+aXe+ ...+ amXm— Y1) +Wa(a12X1 + a2X2 + ... + ampXm — Y2)+
4.+ Wn(@1nX1 + @2nX2 + ... + amn¥m — Yn) = 0
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COMOW7, Wy, ..., W, € base d&V, obtem-se

(
a1Xy+agXe+ ... +amXm—y1=0

a1oXy +agoXo + ...+ ampXm—Yy2 =0

X1 + anX2 + ... + amXm — Yn =0

4
Y1 =a11Xy +ag1Xg + ... + amiXm
Yo = a12X1 +apoXo + ... + 8m2Xm

Yn = Q1nX1 + X2 + ... + 8mnXm

ail; a2 ... ain X1 Y1
ay; a2 ... an X2l | Y
_anl a2 ... ann_ | *n | | Yn |

T(W)]g =[TI5 Mg

SejaT :V — W linear e inversrel, a base dé&/ e B base dé&V, onde a ilustra@o a seguir
mostra o comportamento da transfor@aglessas bases:

-1
5 T . T T A%
[T, & [T @

T-T

Figura 1. Comportamento da transformacao T :V — W linear e inversivel em bases diferentes,
respectivamentea e 3.

Entio,

e =[-8 mg (7)

Mas quemé [1]5?



Sejaa = {v1,Vp,...,Vp}, tem-se erdo que

(

l(vi) = 1-vi+0-vo+...
I(v2) = 0-vi+1-vo+..
I(Vn) = 0-vi+0-vo+...
e —
[Tlg =
0 0O
e analogamente,
~11B
Mg - [T~ =11
-1
Portanto[T]§ & inversvel e ([T]g) — 14"
De (7) e (8), tem-se
—11B
[Tlg- [T =

23

+0-vh=w1

+0-vh=V2

+1-vh=vp

1

a (8)

(9)

Utilizando propriedade de determinantes em (9)énbse

det([T]§- [T7Y];) =detl) =1

£0 £0

):1

det([T5)- ([T4g

Portanto,T : V — W linearé inverdvel se, e somente sdeet([T]E) # 0, ondea base d&/ e 3

base daV.

1w

N
e TR s .
(1] [T]
g

e I-T=T

W

[TI

Figura2: T :V — W linear € inversivel.
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Observa@o 2.1 Entao, tem-se

[TIg = 115 -0
Caso particular: W=V
VY
[Iy' [TIZ W
VB B
[TI;

Figura3: T :V — V linear € inverdvel.

Entao, tem-se
T15 =115 [T]4- 1]

B~ a Ula
Seja A= [I]g, tem-se que Al = [I]g. Portanto,

TG =ATIGA?

enBo [T]S e [T]g s4o matrizes semelhantesu seja, matrizes que possuem o mesmo determi-

nante.

Observa@o 2.2 Sejam P e Q matrizes quadradas. Diz-se que P a@dhsatrizes semelhantes
se existir C inveiivel tal que P=CQC L.
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3 AUTOVALORES E AUTOVETORES

Frequentemente, o espaco vetokapode assumir dimefgs diversas, ocorrendo casos
ondeé dificil compreender alguns sistemas de dindenfinitan. Assim,é necessrio encontrar
um subespac®V deV, em quedim(W) < dim(V), e que contenha as caradsticas deV.
Algebricamente, isso corresponde a achadeV, tal que a transform@&p T (v) esteja enW
sempre que estiver emN\.

Na verdade, encontra-se que achar um veiormulov (um autovetol) e um escalak (um
autovalor) para o qudl (v) = Av, de maneira qué& transforma o subespay® de dimen&o
gerada pow nele pbprio. Isso motiva o estudo de autoespacos (ou seja, dosjpares de
autovetores e autovalores) relacionando-os aos sulesfyage uma transformap linearT,
mantendo as caracisticas deV (LIMA, 2008; BOLDRINI et al., 1980; BARSOTI, 1976;
HOFFMAN; KUNZE, 1976; LEON, 2008; LIPSCHUTZ; LIPSON, 2004).

Assim, segue a seguinte defiaazde subespaco invariante.

Definicao 3.1 (Subespaco Invariante)Seja T: V — W linear. Um subespaco \& chamado
invariante sob T se [w) € W, istoé,

weW=T(w)eF

Ressalta-se que os subespagps U sao invariantes por qualquer operador lingéa —
V. O nicleoker(V) e aimagemm(V) sdo tam@m subespacos invariantes.

A partir daDefinicao (3.1) pode-se fazer a seguinte defamg

Definicao 3.2 (Autovalor e autovetor) Seja T:V — V linear, V um K-espaco vetorial. Defina

loutras denomindies para autovalores e autovetores: valores e vetorestestsiinos, valores e vetores
proprios, rédzes caractésticas ou latentes, valores espectrais, etc.
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A € K éautovalorde T se, e somente s&,# O tal que
T(v)=Ay,

onde V& chamado autovetor associado ao autovaloSe existe ¥ 0 tal que T(v) = Av, como
mostra a figura 4.

i

'
-

Figura 4: Representa@o de subespaco invariante.

Assim, we W CV = T(v) = AveW. E portanto, We invariante sob T.

Observag@o 3.1 Segue dessa defidig que um vetor ¥ Oy & vetor pbprio se aimagem {v)
for um ntltiplo escalar de v. N®? e noRR3 defina que v e Tv) ttm a mesma dirép. Assim,
dependendo do valor d, 0 operador T dilata v, contrai v, inverte o sentido de v, oulamo
caso dex =0.

Proposi¢do 3.1 Seja T: V — V linear. Engio, f10 equivalentes:

1) A éautovalorde T;
2) ker(T —Al) #0;

3) det(T—Al)=0.

Demonstrago:

1=
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SejaT € L(V) e A autovalor deT. Eno, exister # 0, tal que

T(v) = Av

Assim
veker(T—Al)

ker(T—Al)#0
(2) = (3)
Tem-se por hiptese qu&er(T —Al) #£ 0, assim(T — Al) & rao inver$vel pois

det(T—Al)=0

3) =1

Sedet(T —Al) =0enBo(T —Al) é rho inver$vel. Seker(T —Al) # 0 enBo exister # 0

tal que
(T—Al)(v) = O

T(V)—Al(v)
T(V)—Av
T(v) = Av

Portanto, segue queé autovalor de'.

Definicao 3.3 Seja T:V — V linear e3 uma base de V ez Otal que ve V um autovetor de
T associado ao autovalor. Engo,

T(v) = Av
TWlg = [AVg
TENMg = AN

MM —ANMg = 0
det([T]g[v]B—)\[v]B> — det0

como v 0, logo

det([T]g —/\l) ~ o



28

Assim, a equaip det([T]g —A I) = 0 & denominad&quag@o caractefisticado operador

T e suas raes &0 0s autovalores do operador T. O determinante ((ﬂ'étg —)\I) é um
polindbmio emA denominadgolindmio caracterstica

Observa@o 3.2 O polindmio caractetstico de T independe da base escolhidaemV.

[T]

[1]=:

"ﬁv.-_

[TL.

Figura5: T :V —V linear independe da base escolhida.

Sejaa uma outra base de V, logo

TG =ATIEA

Segue
det([T]5—Al) = det(A[TIpA -
det([T)2—Al) = det(A BA— )\AIA‘
det([TI9—A1) = det(A ’3 ~A) A
det([T]S—Al) = det(A det T /\I)det(A—)
det([TI9—A1) = det(AA- 1)det<[TB Al
det([T]% —Al) = det(l)de( —)\I)
det([Tlg A1) = 1-det([T]f )\I)
det([Tlg—Al) = pr(A)

Logo, o polidmio caracteftstico pode ser dado por
pr(A) = det([T]g—Al).
Definicao 3.4 Seja T:V — V linear e v# 0 autovetor associado ao autovaldr O conjunto
V) ={veV|T(v)=Av}

€ chamado dautoespaco associado ao autovalkr
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Proposicdo 3.2 Seja T:V — V linear. \} & um autoespaco vetorial de V.

Demonstrago:

1) Sejam
vieV, = Tw1)=Avs

eV, = T(w)=Awn
Deve-se verificar se a soma+ Vo C V), assim

T(V]_—I—Vz) = T(Vl) —l—T(Vz)
T(Vi+V2) = Avi+Avy
Tvi+va) = A(vi+WVo)
——
eV,

2) Sejaa € K,veV, enfaoT(v) = Av. Tem-se que

T(AV) =AT(v) =aAv=A(av)
o

Assim,V, é subespaco vetorial d&

Proposi¢do 3.3 Seja T:V — V linear e v# 0 autovetor de T associado ao autovalorAssim,

V, éinvariante sob T.

Demonstrago:
SejaV), = {veV|T(v) =Av}.
Sejav € V) de modo quél (v) =AveV.

Dessa formaT, €T invariante, ou seja, qualquer vetor\deela transformago T cai em

V, por issoV, €& invariante sof .
Teorema 3.1 Autovetores associados a autovalores distinfas|d.

Sejaf3 = {v1,V,...,Vn} 0 conjunto dos autovetor@sassociados aos autovalogs

Provaremos qug & um conjunto L.I, utilizando o Prifgio da Indu@o Finita:

a) paran=1, tem-se

avi = 0 = a, = 0; {v1} éLlL



30

b) supondo a validade para- 1,

Bivi+Bvo+ ...+ Bn-1Vn-1=0
hipbteseB =0, Vi=1,2,....n— 1.

¢) Mostremos qué valido paran.

Considere a combinag linear nula entre os autovetores
aivi+asVo+...+apva =0 (20)

Aplicando a transformap linear, tem-se

T(G]_V]_-l-anz-l—...-l-(XnVn) = T(O) =0
CY]_T(V]_)—I—azT(Vz)—i—...—l—anT(Vn) = 0

comoT (vi) = Ajv;, logo
01A1V1 + Q2A2Vo + ... + OpApvh = 0 (11)
Assim, se for multiplicado (10) pot, e subtraindo de (11), vem
01(A1 —Ap)Vi+ a2(A2 — Ap)Vo+ ...+ On—1(An—1— An)Vph-1 =0
Utilizando a hiptese da indw#po, os vetores,, Vs, ...,Vh_1 S0 LI, logo
a1(A1—An) = a2(A2—An) = 0n_1(An-1—An) =0
usando a hiptese de que o¥’s sao distintos, efo,a; = a, = ... = ap_1 = 0. Como

avy + 02V2+ ...+ On—1Vn—1+0nVh = 0
—0

assim,an = 0, poisvy # 0. Portanto, a expreds (11)  pode ocorrer quando todos 0s
coeficientesy; sao nulos.

Corolario 3.1 Seja V um K-espaco vetorial com dv) = n tal que T:V — V possui n au-
tovalores diferentes. E&b, T possui n autovetores LI e portanto, o conjunto dos aitogsé
uma base de V.

Corolério 3.2 (Diagonalizago de operadores)Se dinfV) =ne Te £ (V) tém n autovalores
distintos, erdio V possui uma base formada por autovetores.
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Demonstrago:

Sejavy, Vo, ...,V autovetores associados aos autovalores disthito®, ..., An. Peloteo-
rema 3.1, {vi,Vs,...,vh} € LI, e comadim(V) = ntem-se qug8 = {v1, Vo, ...,Vh} € uma formada
por autovetores.

Corolério 3.3 (Decomposiéo deV como subespacos invariantes de dimeés 1) Seja T:
V — V tal que T(v) = Av. Se Vé um K-espaco vetorial, difti) = n, com n autovalores
distintos, erdio ha uma base de autovetores tal que & o autoespaco associado ao autovalor
Aj, assim

V=V, &.6V,

onde cada dirfV,, ) possui dimeréo 1.

Definicao 3.5 Sejam V um K-espaco vetorial, di) < © e T:V — V linear. Defina T
diagonalizavelse, e somente se, V possui uma base formada por autovetores.

Observag@o 3.3 Seja T:V — V diagonaliavel e dinfV) = n. Entio, existe8 = {vi,Vva,...,Vn}
base de V formada por autovetores. &mt

T(vi) = A1-Vi+0-Vo+...4+0-Vo=v;
T(VZ) = 0-vi+A2-Vo+...+0-Vvh =WV

T(Vn) = 0-v1+0-Vo+...4+Ap-Vh=Vp

A2 O O ... O

0 0 O .. A

onde[T]g € uma matriz diagonal.

Observago 3.4 Por outro lado, suponha que existe= {w;,W», ...,w, } base se V tal qug ]
seja uma diagonal.

a 0 0 ... O

0 aa 0 ... O
B_ _ _2 o |, dim(V)=n.
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Assim,
T (W]_) = ayWw
T (Wz) = aWr
T(Wn) = anWn

Logo,a é formada por autovetores.

Assim, a definigo deT :V — V ser diagonaliavel (Defini@o 3.5 ) foi motivada por estas
duas observdigs anteriores.

Definicao 3.6 Seja T: V — V linear, dize-se que E diagonaliavel se existg base de V
formada por autovetores de T.

Como calcular os autovalores?

p(A) = det([T]g —Al)

Lembrando que os autovalorémsas rizes dep(A ), istoé, p(A) =0, logo o grau dg(A ),
expresso podp(A),
op(A) =dim(V)=n

Como calcula-se os autovetores correspondentes?

[T]G =Av, V£0.
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4 FORMAS BILINEARES E TEOREMA ESPECTRAL

Nesta sego se@o apresentados alguns conceitos négesspara a demonsti@g do Teo-
rema Espectral @m de introduzir o conceito de gdricas por meio de formas bilineares (MA-
GALHAES, 2004; AXLER; GEHRING; HALNROS, 2010; COELHO; LOURENCQ010;
LANG, 1971; HOFFMAN; KUNZE, 1976; BOLDRINI et al., 1980).

Definicao 4.1 Um produto interno sobre ¥ uma fun@o
(,):VxV—=K

gue satisfaas propriedades:

1) (u+v,w) = (u,w) + (v, w)
2) (Au,v) = A (u,v)
3) (u,v) =(v,u)

4) (uuy>0e(uuy=0 < u=0y

Definicao 4.2 Seja(V, (-,-)). Defina que dois vetores v e \icsortogonais(em relago ao
produto interno(-,-)) se, e somente s@,w) = 0, ou ainda,(V_Lw).

Definicao 4.3 SejaV um K-espaco vetorial com produto interno e W um salgesgetorial de
V. O conjunto
Wt ={veV|<vw>=0YyYwecW}

€ um subespaco de V, chamado de complemento ortogonal de W.
Teorema 4.1 (Relaciona ortogonalidade e indepe®acia linear) Seja(V,(-,-)) e sejaabase

{V1,V2,...,Vn} um conjunto de vetoresin-nulos, ortogonais dois a dois (is& <Vi,Vj> =0;
i # J). Entdo {v1,Vo,...,vn} € LI
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Demonstrago:

Sejaa;vy +axVo + ... +apvy = 0. Deve-se mostrar que =0, 1<i <n.

(@vi+apVo+ ... +@Vi+...+anvn,Vvi) = (O,vi) = 0
(aqv1, Vi) + (a1ve, Vi) + ... + (&vi, Vi) + ...+ (@, Vi) = 0O
g(vi,viy = 0
N——
#0

portanto,g; = 0. E isso vale para todod i < n. Assim,ajvi +axVo+ ... +anVvp € LI
Definicao 4.4 Seja(V (-,-)) a funco

Il :V - R
v M= V)

€ umanormaem V.

Defini¢do 4.5 Seja(V (-,-)) e SC V um subconjunto de V. Defina queé 8rtonormal se Sé
ortogonal e||x|| =1, Vx€ S

Definicao 4.6 Seja(V (-,-)), onde V& um K-espaco vetorial com dim) = n. Defina que
uma baseB = {vi,Vo,...,vh} & ortonormal seB & ortogonal e||vi|| =1, 1<i<n, ouf =
{v1,V2,...,Vn} base ortonormal se, e somente se,

{(wwﬁzo,i#j

(Vi,vi) =1,

Definicao 4.7 Sejam V e W K-espacos vetoriais com produto inteaion(V) = dim(W)).
Tem-se que E Z(V) & umaisometriase||T (X)|| = ||x||. Quando V=W, dimV) < e, onde V
€ um espaco euclidiano, @t T:V — V isometriaé chamada umaransformago ortogonal

Proposico 4.1 Seja T:V — V. T & isometria se, e somente se, existeT* = T1,

Demonstrago:
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(=)
(T),y) = (T(X),ToTy))
(TX,y) = (T, T(T X))
(Tx),y) = (T Xy))
(TX),y) = XT*(y)

comoT é Unico, endioT* =T 1,

(=)
xy) = (T 1oT(y))
xy) = XT(T(y))
) = (T(X),T(y))

Assim, tem-se qué& & isometria.
Definicao 4.8 Seja Te M (K).

1) T é sinetrica se, e somente se I T;
2) T & ortogonal se, e somente se, Tt =T!. T =1.

Assim,
T i1=Tt

Definicdo 4.9 Seja Te . (V) onde dinfV) < « e seja3 base ortonormal de V.

1) T é singtrica se, e somente s{é’,]g é sinetrica.

2) T é ortonormal se, e somente {s‘é]g € ortonormal.

Proposicdo 4.2 Seja(V (-,-)), onde dinfV) = n, e sejan e 3 bases ortonormais de V. Ed,
a matriz(l ]g € uma matriz ortogonal (ou seja, as linhas ou as colud@s\&tores ortonormais).

Demonstrago:

Sejam as bases = {v1,Vo,...,Vn} € B = {w1, Wy, ...,wn} bases ortonormais dée seja

a1 a412 ... Aan

a1 a2 ... Qain

| @1 8n2 ... 8
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istoe,
Vi = ajWi + apiWa + ... + an1Wn
V2 = ajoWi + apoWo + ... + an2Wn

Vn - a]_nWl + aZnWZ + oee + anan

Considerando o caso onde-= 2, logo

AL —

a a
A:“]g: [ 11 A2

az1 a2

aix ag1 ]

aip ax

AA=A-A=

a1 A2 a1 a1 | | andiitagid andietagap | |1 0
ap1d12+az1dp aA1pa12+ ax2dz2 01

ap1 a2 aiz a2

Comoa = {vy,Vvo} e B = {wg, W}, tem-se
(Vi,v1) = ag1811 + @181 = |V[|> = 1 € (v, Vo) = 0

Portanto,[l]g € uma matriz ortonormal.

Definicao 4.10 (Operador auto-adjunto) Seja(V, (-,-)), onde Te .Z(V),V =R ouC. Assim,
T € Z(V) éauto-adjuntosedT* e T* = T. Se Vé euclidiano, um operador auto-adjunéo
chamado deperador sin&trico.

Definicao 4.11 Seja Ac Mp«n(K). A & hermitiana ou auto-adjuntase A = A.

Proposicio 4.3 Seja Te .Z(V), onde dintV) < « e 3 uma base ortonormal de V. Eu, T é
auto-adjunto se, e somente {s‘é],g é auto-adjunta.

Demonstrago:

(=) T é auto-adjunta, eéib, existeT* e T* =T se, e somente SEII*]g = [T]g. Comop é

ortonormal, eréio

portanto,[T]g é auto-adjunta.

(<) [T]g & auto-adjunta, isté,
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T =(m5)
comof é ortonormal, logo
Tl =TI

portanto,T = T*, ou seja,T &€ auto-adjunto.

Observag@o 4.1 Se Ac Mxn(R) € auto-adjunta, edio Aé sirétrica, pois
A=A =A"=A

portanto, Aé sinetrica.
Lema 4.1 Suponha Te .Z(V) é auto-adjunta. Edto, T tem um autovalor.

Demonstrago:

Assume-se qu¥ é um espaco vetorial com produto interno. Sejadim(V) e escolhendo
veV, comv=#0. Enfao

(TuT?,...,T")

nao pode ser linearmente independente poxtean dimenaon e tem-se1+ 1 vetores. Assim,
existem rimeros reaisy, as, ..., an, Nao todos nulos, de maneira que

O=agv+a;Tv+a T +... +a,T"v.

Tomandoa; como coeficientes de um polimio do qual pode ser escrito na forma fatorada
como

ag+aix+ax®+ ...+ anx" = c(C + a1x+B1) - ... 0C+ amx+Bu) - (X—A1) - ... - (X— Am),

ondec & um rumero real &o nulo, cadarj, j e Aj sao reais, er2 <4B;, m+M > 1, para
qgualquer valor real de na equago. Tem-se e@b

O=av+aTVv+...+anTVv=(agl + 4T +... +a T")v=

(T2 4+ a1 T+ Bul) o (T2 amT +Bul) - (T =Agl) - oo (T = Al )V
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CadaT?+a;T + 3jI € inverivel devido aT ser auto-adjunto assim comr? < 4pj, alem

de quec # 0. En&o a equago acima implica que
0= (TAl) ... . (T =Aml)V.

Portanto,T — Al ndoé injetiva para pelo menos ujn Em outras palavrad, tem autovalor.

Proposicdo 4.4 Seja(V, (-,-)), T € Z(V) auto-adjunto. Eréio, os autovalores de Tae reais
e 0s autovetores associados a autovalores distiriostogonais.

Demonstrago:

1) SeA é autovalor dd logo existev # 0 tal queT (v) = Av. Enfio

(T(V),v) = (\T*(v))

comoT =T7,
(\T(v)
assim,
TWY) = WTW)
(Av,V) (V,AV)
A (V,V) A (V,V)
A (V,V) — A (V,V) 0
()\ —X) vv) = 0
#0

como(v,v) # 0, tem-se qu</\ —X) —0se, esomentesé,=A, AcR.
2) SejaA1 = A, autovalores d&@ . Enfio

E|V17§O‘T(V1) = )\1V1
E|V27£O|T(V2) = A2V7_

Tem-se que
(T(va),Vv2) = (v1, T"(v2))
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comoT =T*
(T(va),v2) = (v1,T(V2))
(Avi,v2) = (V1,A2V)
AL(V1, Vo) = A2{v1, Vo)
A1V, V2) = A2{vy,V2)
(A1 —A2)(vi,vp) = O
£0
(vi,vo) = 0
logo, vy Lvo.

Proposigio 4.5 Sejama e 3 bases ortonormais de V e & # (V) tal que[T]; & sinétrica.
Entio[T]? & sinetrica.

B
Demonstrago:
v »V .
[I? > * {Ilﬁ
‘1_?'3 E“_’
Figura 6:
Qg € [T]g sdo singtricas.J :V — V, onde[T]; e [T]g S40 sietricas.
Tem-se que
Tl5 = [§-[T)g-[T)5
-1
Ty = (11f) -mg-ms
t
T = (5) -

aplicando a transposta em ambos os ladogrokte

(me)' = (([I]ﬁ)t-mz-mﬁ)t
() = ()" may (1))
(mp) = (08)-mz-m

(mg) = m5

Teorema 4.2 Seja T:V — V um operador auto-adjunto. Se o subespagaW & invariante
por T, seu complemento ortogonti\lamtémé.
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Demonstrago:

O teorema 4.2decorre imediatamente do

Teorema 4.3 Se o subespacgMC V & invariante pelo operador linear TV — V enfio seu
complemento ortogonal)\iix/é invariante pelo operador adjuntoTV —V

Demonstrago:

SejamucV, eve VAli, tem-se erdo queTuc V), ja queT & um operador invariante. Logo,
(U, T*V) =(Tuv) =0

enfo
T'veVy

L s = .
, Iogo,VAi é invariante poil *.

Teorema 4.4 (Teorema Espectral)Para todo operador autoadjunto TV — V, num espaco
vetorial de dimen&o finita munido de produto interno, existe uma base ortobfion, Uy, ..., Uy} €
V formada por autovetores de T.

Demonstrago:

(=) Ser utilizada indugo na dimer&o deV. O teoremaé evidente sa&lim(V) = 1.
Supondo-o verdadeiro em dimé@uoa — 1, sejadim(V) = n. PelaProposi¢io 4.4 existe um
autovetor unirio un, portanto um subespadq. C V, comi = 1,...,n, de dimen&o 1, invari-
ante porT. PeloTeorema 4.2 o complemento ortogonalim(v/\f) tambkem é invariante por
T. Comdim(vﬁ) =n—1, a hiptese de indWp assegura a ex@icia de uma base ortonor-
mal {ug, Up, ...,Un_1} C V)\f formada por autovetores da res#icT 3V;ﬁ — Vﬁ. Segue-se que
{ug,Up,...,Un_1,Un} C V & uma base ortonormal formada por autovetoreb.de

(<) Se existe uma base ortonorn{ai, Uy, ...,uy} C V formada por autovetores do oper-
adorT :V — V enfio este operad@ auto-adjunto. Com efeito, para quaisqué¢re=1,2,...,n,
tem-se

(Tu,up) = (Aiti,uj) = A8 = (U, Ajuy) = (ui, Tuy)
e d§, resulta quéTu,v) = (u, TV), para quaisquar,v € V.

Assim, & conseg@ncia desse teorenia= P'TP, ondeD & a matriz diagonalP a ma-
triz ortonormal formada por autovetores associados aawalotes deT, P! = P~ & a matriz
tranposta/inversa dee T 0 operador auto-adjunto.
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Definicao 4.12 (Formas bilineares)SejaR-espaco vetorial. Um#&rma bilinear & umaapli-
cagdo bilinear
B: VxV — R

(vw) — B(v,w)
tal que
1) Para cada w fixado, B,w) & linear em v, ist@&,
B(v1+ V2, W) = B(v1,W) + B(v2,W)
B(av,w) = aB(v,w); Ya € R; Yv,weV
2) Para cada v fixado, B/,w) & linear em w, ist&,
B(V, Wy +Wz) = B(V,wy) + B(V,w»)

B(v,aw) = aB(v,w); Va e R; YweV

Definicao 4.13 (Matriz de uma forma bilinear) Seja V um espaco vetorial e:& xV — R
uma forma bilinear. Dada uma bagk= {vi,Vvo,...,vs} de V, deve-se associar a B uma matriz
[B]g, assimw €V, tem-se

V. = X1V1+XoV2+ ...+ XnVn
W = Y1V1+YaoV2+...+YnVn

logo

n n
B(v,w) =B XiVi, ) YijVj
y1

n Y2
B(v,w) = z xiyiB (vi,vj) = X2, X2, -0 Xl [B]ﬁ :
i,|]=1

Yn
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_ " ;
t Y2 .
onde[v]B = [X1,X2,...,Xn] € [W]B =" |.Assim,
L yn -
[ B(vi,v1) B(vi,Vv2) ... B(vi,Vn) |
B B(vo,v1) B(va,v2) ... B(v2,Vp)
[B]B - . . :
| B(Vn,v1) B(Vn,V2) ... B(Vn,Vn) |

€ chamada denatriz da forma bilinearB (em rela@o a basef).

No caso den=2,dim(V) = 2, temosB:V xV — R bilinear ef3 = {v3,v,} base dé&/.

Sejamv,w €V tais que

Vo= XpV1+XoVo
W = YiVi+YoV
Assim,
B(v,w) = B(Xwv1+XaV2,y1v1 +Y2V2)
B(v,w) = B(X1V1,Y1V1+Y2V2) + B(XaV2,y1v1 +Y2V2)
B(v,w) B (X1V1,Y1V1) + B (XaV1, Y2V2) + B (XoVa, y1V1) + B (XoVo, YoVo)
B(v,w) = x1y1B(v1,v1) +Xay2B (V1,V2)) +X1Y2B (V2,V1) +X2Y2B (2, V2)
Bvw) = 37_1xYiB(Vi.v))
Bv,w) = [ X1 X } : [ g(vl’vl) Bvi,v2) ] . [ n ]
(Vo,v1) B(vz,V2) Yo

Bvw) = [Vj[BI5 W

Definicao 4.14 (Forma bilinear sinetrica) A forma bilinear
B:VxV — R

é denominaddorma bilinear simétricase Bv,w) = B(w, V).

Definicao 4.15 (Forma bilinear quadratica) A forma bilinear
B:VxV — R

onde tem-se que(g) = B(v,v) & denominad#rma bilinear quadraticaassociada a Byve V.
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5 FORMAS QUADRICAS

Esta sego trata das aplicées dos autovalores e autovetores nas formagripas e enfatiza
a imporéincia destes na classifiéagdas gadricas na segunda e terceira dintes(STEIN-
BRUCH; WINTERLE, 1987; LIMA, 2008; BOLDRINI et al., 1980; CAMARGO; BALDS,
2005; POOLE, 2006).

SejamV = R" com produto interno c@mico eB a forma bilinear dd8(v,v) = q(v),Vv,v €
V. Enfao a forma quaditica associadaBé dada por

n n
q(v) = B(v,v) = le bijVvivj = V'Bv
i=1j=1
ondevy, Vo, ...,V, SA0 as componentes @aa base considerada.

Se B & uma matriz diagonaléwel, enio a soma na expreéss anterior colm apenas
quadrados das componenteéy) = S, bjv? e diz-se queg & uma forma quadtica diago-
nalizavel.

5.1 FORMA QUADRICA NO PLANO

Seja a forma qgadrica
VA = | x y}[‘:;”ﬂ (12)

em que a matriz sigtricaA & a matriz da forma quadlica evs ev‘S referem-s& base cainica
S= {e1, e} tal quee; = (1,0) e &= (0,1).

O produto de (12§ o polirdmio ax? + by? + 2cxy o qualé um polidmio homogneo do
segundo grau emey e & chamaddorma quadratica no plana.

Assim, tem-se 0 seguinte exemplo para ilustrar o gdeijenunciado.
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Seja a matriz sirgtrica real

4 12
12 -3

P = 4x°—3y?>+24xy

- Lol 5

Vts ————— ——
A Vg

define naR? a forma quadatica

ou na forma matricial

Ao vetorvs = (1,2), por exemplo, corresponde abmero real

p=4-(1)?-3-(2*+24-(1)-(2) =4-12+48=140

5.1.1 Redugo da Forma Quaéticaa Forma Cadnica

A forma quadatica no plana/Avs pode ser expressa por
)\1X’2 —l—)\zy,z
ondeA; e A, Ao os autovalores da matdg e X' ey as componentes do vetema baseP =
{u1,up}, istoe,vp = (X,¥), sendau; e up 0s autovetores uriitios associadosX € A;.
De fato, tendo em vista que a matR£ a matriz mudanca de baseRlparaS, pois
le=S'P=IP=P
e, portanto
Vs = Pw

pode-se escrever
ViAs = (Pwe) A(Pwp)

ou
VtSAVS = th (PtAP) Vp

comoP diagonalizaA ortogonalmente

t M O
PIAP=D =
0 A
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conclui-se que

ol s ]

a4+ by +2ecxy = AX24 A2

ou, ainda

A forma A1xX? + Aoy’? & denominaddorma candnica da forma quaditica no plano ou
tamkEmforma quadratica diagonalizada

Por exemplo, seja a seguinte forma q@ida
4x2 — 3y? 4 24xy

pode ser expressa por
—12X2 13y,

De fato, a forma quadtica
Ax% — 3y? + 24xy

4 12
A—
M-

onde os autovalore§isA; = —12 eA, = 13. Logo, a forma camica da forma quadticaé

é definida pela matriz

_12X/2 + 13y’2

Por outro lado, os autovetores wibs associados e A, Ao, respectivamenta; = (%, —f—;‘)

¢
[
5

Comovs = Pw equivale avp = P~1vg, ou

ewp = (2,2). Logo

aglw Jips
| I

vp =P =vg

poisP' = P~1 pelo fato deP ser matriz ortogonal, pode-se calcwiara partir devs. Supondo
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quevs = (x,y) = (1,2), vem

VP:[

istoé,vp = (X,¥Y) =(-1,2).

glbh glw
glw
I |
1
N e
| |
I
1
|
N
| |

Assim,
42 —3y? 4 24xy = —12¢?+413y?
4(1)2-3(2)%+24(1)(2) = —12(-1)?+13(2)?
4—-12+48 = -—-12+42
40 = 40

O que ocorreu foi uma mudanca de base ou uma mudanca denaédr O vetow, que na
base cadnicaSévs = (1,2), na basd® dos vetores f@prios uniariosévp = (—1,2). Como a
base cabnica individualiza o sistema cartesiano retangu@ye a basé o sistema retangular
X' Oy, pode-se dizer que um ponto que tem coorden&t@ em rela@o ao primeiro sistema
tem coordenadas-1,2) em relag@o ao segundo sistema, conforme a figura (7) a seguir.

AY

ol v Y

—1 u :
T ‘ : » T
0 | 1
7777777 : (5] 0
14
I/
Figura 7:

Sg.]JRepresentdp de mudancga de base [a¢§.

Essa mudanca de referencial corresponde a umaamtde umangulod do sistemaxOQy
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até o sistema’Oy. A matriz respon@vel por essa rotapé a matriz ortogond®.

O angulo de rota@o pode ser dado pela seguinte defibic

Definicao 5.1 Sejam T:V — V, a base cadnicaf3 = {e1,e,...,e,} € a base ortonormal dos
autovetore8’ = {uy,,Uy,,...,Uy, }, 0angulo entre g e y & dado por

ei'U/\i

©F = el ul

<6<1

Se os autovetores uaiios da matri forem dispostos de modo qdet(P) = 1, ela sempre
representad uma rotago e a transforma@p de coordenadas

X X
=P
y y
gue i ocorrer no estudo dadmicas sex sempre uma rotao.

5.2 QONICAS NO ESPACO BIDIMENSIONAL

Chama-sebdnicaa todo conjunto de pontdd do plano cujas coordenadasy, em relag@o
a base cabnica, satisfazera equago do segundo grau

ax + by? + 2cxy+ dy+ey+ f =0

ondea, b e c nao €10 todos nulos.

5.2.1 Equago Reduzida de umadnica

O reconhecimento e a alise da equap de uma @nica sedo apresentados por meio de
duas etapas, sendo a primeira congtaide tés passos.

Seja a equap de uma @nica
ax® + by? + 2cxy+ dy+ey+ f =0 (13)

Etapa 1: Eliminagado do termoxy
Passo 1)Escreve-se a equag na forma matricial

o]

X

y

+[f] =0 (14)

+|d e
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ou
VtSAVS—{— Nvs+ f =0
onde
X a c
vs:[ , A= eN:[d e}
y cb

Passo 2)Calculam-se os autovalor@sg e A, e 0s autovetores uaitiosu; = (x11,X12) €
Up = (Xo1,X22) da matriz sirgtricaA.

Passo 3)Substitui-se na equag (14) a forma quadtica

VtSAVS:[X y} [i E] [i]

pela forma ca@nica

VhDVp = | X V}[/:; )\02”3)(/,]

[

X11 X21 X
Pvwe =
X12 X22 y

tendo sempréet(P) = 1, a fim de que essa transforriacseja uma rot&p.

por

Assim, a equado (14) se transforma em

/

/ A0 X X11 X12 X B
ER2I I MR e | Mt
ou
AMX2+ Ay +pX+qy +f=0 (15)

queé a equa@o da dnicaax? + by? + 2cxy+ dy+ ey+ f = 0, poém referida ao
sistemadQy, cujos eixos &o determinados pela baBe- {uy, U, }, conforme sugere
a figura (8).
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Uo

(5]
\ 0

Figura 8:
Sg e doangulof da rota@o do eixaxOypara o eixad Oy .]Representao da mudancga de
base deﬁT]g e doangulof da rotago do eixaxOypara o eixadOy.

Observa-se que a equéagax’ + by? + 2cxy+ dy+ey+ f = 0 apresenta o termo
misto emxy, a equagoA1x? + Ay'? + pX +qy + f = 0 & desprovida dele, ou seja,
ocorreu uma simplificaip.

Etapa 2: Translag@o de eixos

Conhecida a equag da énica
MXZ 4 Ay2 4+ pX +qy +f=0 (16)

para se obter a equiag reduzida efetua-se uma nova mudanca de coordenadasyrgue
siste na translad@p dolltimo referenciak’ Oy para o novo, o qual sechamadXOY. A

analise das duas possibilidadeseita a seguir.

1) SupondoA; e A, diferentes de zero, pode-se escrever

M2+ P )i (v2+ 3y ) 1f=0
A1 Ao

ou

2 2 2 2
A (24 Py p_) )\(2 a q_) fo P9
1( ) TR Y ) e

2 2 2 2
(e ) (v ) e o & o
1( +2)\1) + 2(>/+2A2 HERVTY Ty
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Fazendo
I
a2 Az
e, por meio dedrmulas de transla&p
X = X+
Y = Y+o
segue que
MXZ+AY2—F =0
e, finalmente
AMXZ+A¥2 =

a qualé a equag@o reduzida de umednica de centroe, assim, o primeiro membro
é a forma cafnica da forma quadtica no plano.

2) Se um dos autovalores for igual a zero, supohge: 0, a equago (16) fica
Y24+ pX4aqy +f=0

ou

/\2<)/2+ﬂ)/>+p>(+f:0

2, q 0
)\z(y >/+4)\2)+p>(+f—4)\2 0

Fazendo, por meio de uma tranglag

X = X+ L q_2

v yq_pi 4pAz

2A,
segue que
AY2 4+ pX =0

onde est@ a equago reduzida de umaaica sem centro. No caso dg= 0, segue
0 pensamento realizado parg e a equago reduzida dadnica sem centro quando
Ao = 0 seria erdo

MX%4+gX =0.
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5.3 QONICAS NAO DEGENERADAS E DEGENERADAS NA POSI&0 PADRAO

A forma geral de um equag quadatica emx ey é
ax + by? + cxy+dy+ey+ f =0

onde pelo menos, b ou c & rdo nulo. Os gaficos dessas equizes quadaticas 80 chamados
de sec@es ©nicas(ou conicag, pois podem ser obtidos tomando-se $esctransversais de
um cone (duplo), ist@, cortando-se com planos. Os exemplos mais importantescgges
conicas &0 elipses (comirculos como casos particulares), &ipoles e pabolas. Estasa®
chamadas debnicas riio degeneradas

pa rébola ‘i

elipse

hipérbole

Figura 9: Sec@es ©nicas.

5.3.1 Classificago das @nicas

A classifica@o das onicas pode ser influenciada pelos sinais dos autovalare® eemos
a sequir.

1) A equa@o de umanica de centré
MX2H+ A Y2 =F
Assim, se ocorrer

e A1 e A, forem de mesmo sinal, @nica sed do ggneroelipse
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X2y X2y X2y
2 et 2 @t 2 @t
a>b a<b a=>b
F ¥ I,{/__\'\_\ ¥ |
! '\ — [ EH\
f e “

Figura 10: Representago de elipsega,b > 0). Primeiro casoa > b, segundo cas@ < b e terceiro

casoa=h.

e A e A; forem de sinais cordirios, a énica sea do gnerohipérbole.

NARRY: 2P
2 -1 "2l
a,b>0 ab>0
N Vs ™. rd
N / N y e
\ / N /
\\ / \\\'n_\ > //
/ / \\\\ /// \\
AN
y N // \\

Figura 11: Representa@o de hipérboles (a,b¢,0).

2) A equa@o de uma@nica sem centré

A2Y2 4+ pX =0
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MX%24qY=0
Uma dnica representada por qualquer uma dessas @gsaclo gneroparabola.

y = ax y = ax X = ay? X = ay?
a>0 a<o0 a>0 a>0

Figura 12: Representa@o de pa@lbolas.

Tamkem é posével que uma se@p transversal de um coné domo resultado urainico
ponto, uma linha ou um par de retas. Estas chamadas d@®nicas degeneradas

Tem-se nos seguintes casos qual a @éftia dos sinais dos autovalores em rétegs
conicas degeneradas.

Caso 1) SeA; e A, tém o mesmo sinal, @oica sed uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio.
a) A equa@o (x+ 2)2 +(y— 1)2 =0 oux?+y?+4x—2y+ 5= 0 representa o ponto
(—2,1) (circunfencia de raio igual a zero)

“y

Figura 13: Cbnica degenerada que representa um ponto.
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b) A equa@o 3+ 2y?+ 1= 0 representa o conjunto vazio. Essa euago define
nenhuma figura geo@trica (o primeiro membré sempre diferente de 0).

P

Figura 14: Cbnica degenerada que representa o vazio.

Caso 2) SeA; e A, tiverem sinais conérrios, a énica sea uma higgrbole ou duas retas.
A equado % —y? = 0 representa as retas- —3x ey = 3x. De fato, fatorando o primeiro
membro, okgm-se(3x+Y) - (3x—Yy) = 0 e conclui-se quex3+y =0 ou X—y =0, ou
sejay = —3xey=3Xx.

A

Figura 15: Conica degenerada que representa duas retas congruentes.

Caso 3) SeA; = 0 e, = 0 sed uma parbola, duas retas paralelas, uma reta ou o conjunto
vazio.

a) A equa@o &% =9, ondeA, =4 e A, = 0, representa duas retas paralelas. De fato,
pode-se escrevef = % oux= i%’, gue $0 duas retas paralelas.
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O

i/

Figura 16: Conica degenerada que representa duas retas paralelas.

b) A equa@oy’ =0, ondeA; =0 e, = 1, representa uma reta, no caso, 0 eixoxJos
istoé,y=0.

Figura 17: Conica degenerada que representa uma reta coincidente ao eixo

c) A equa@o 3 = —5, ondeA; = 3 e, = 0, representa o conjunto vazio.

P

Figura 18: Conica degenerada que representa 0 conjunto vazio.

As cdnicas (elipse, higrbole e paabola) e suas degeneéas (um par de retas, uma eta
€ um ponto) constituem as pogsis intersecges de uma supécie dnica com um plano.

Seguem algumas aplig@gs nas quais® verificadas a aplicag dos autovalores e autove-
tores nas@nicas.

Aplicacao 5.1 Determinar o @nero da énica e a equado reduzida representada pela eqéac

2X2 4 2% + 2xy+ 7V 2X+5V2y + 10=0 (17)
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Semelhant@s @nicas, a aalise das gadricas sex dividida em duas etapas.

Etapa 1) Eliminacgao do termo enxy

Passo 1)Escreve-se a equag dada na forma matricial
[ ] 2 1

X . .
Y 12

- . 2 1
Passo 2)Calculam-se os autovalores e os autovetoregrog da matriA = [ 1 5 ]

X X

+100=0  (18)

+[7\/§ 5\/2}-

2—A 1

det(A—)\I):[ D

] =(2-A)(2-A)-1=A2-41+3=0

Assim, os autovalorefieA; =3 e, =1.

Seo encontrados 0s respectivos autovetorespaead, emAv= Av. ParaA; = 3,

-1 1 X | | 3X
1 -1 y 3y
—X + Yy = 3X
X —y = 3

tem-se

Efetuando operdigs elementares, encontramvge= {(x,y) € R?|x = y}ev, =
[(1,1)]. Normalizandovy , tem-seu, = (\%,\%)

As operades para encontrar o autovetor relacionadh a 3 4o ardlogas para
A2 = 1. Assim, encontram-sg,, = {(x,y) € R?x= —y} ev,, = [(—1,1)], conse-
quentementay,, = <—\%, %)

Testando se a matrR formada pelos vetores uaiiosu,, e u,, & ortogonal:

11
_| vz T2
P=| % 1
V2 V2

tem-se quelet(P) =1 e queu,, -uy, =1,uy,-Uy, =1,uy, -Uy, =0euy,-uy, =0.
Portando a matriP composta por autovetores wanibsé ortogonal, e comdet(P) =
1+# 0, consequentemente, existe matriz invérsae a matrizA seé diagonaliavel.
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Passo 3)Substituindo em (18) a forma quaatica
[ y ] . 2 1 . X
Y 12 y

SR

pela forma cafnica

e o vetor

por

Si-
N

1 1 '
v
em que os autovetores uitos foram dispostos de modo qdet(P) = 1 para que

essa transformap de coordenadas represente uma &atac

Logo, a equad@o (18) fica

30 X L L X
/ . . vz V2 _
v [2 0 2] e m}[é 7] +10-0
ou
X2 +y2+12¢ —2y +10=0 (19)

queé a equa@o da ©Onica (17), poem referida ao sistemdQy cujos eixos &o
suportes de,, ev,, (ouu,, eu,,).
Etapa 2) Transla@o de Eixos
Tomando a equap (19), faz-se uma transkg do sistema’Oy'. Assim,
X24+y2 412X -2y +10 = 0O
(BX? 412X+ (y?—2y) = -10

3(X?+4X +4)+ (y?—2y +1) = —10+3-4+1
3X+232%+(y-1)2 = 3

Utilizando, agora, assfmulas de transl@p, chamam-se

X=X+2 e Y=y-1
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e, portanto, a equag X +2)2+ (y —1)> = 3fica

X2 Y2
3X2+Y2=3 ou T-I—T:l
~~ ~~
a2 b2

gueé a equago reduzida dadnica dada em (17), pem referida ao sistemaQ'Y, onde
O =(-21).

Trata-se de uma elipse cujos semi-eixos medemyBeestando o eixo maior sobre o
eixo da ordenad¥.

______________________

Figura 19: Observa-se que @&m da rotagdo do eixox' Oy ocorreu a translagio do mesmo para o
centro da elipse, formando o eixoK OY.

Observag@o 5.1 Tendo em vista que;e= (1,0) e uy, = (\/ié, \%) o angulo 6 corre-
spondent& rotacao é dado por:
-u 2
cosO = & — £
e fJun | 2
Por outro lado, para confirmar,e= (0,1) e u, = (—\%,\%) logo
-u 2
cosO = _ &2ty £
leall - [Jun || 2

istoé, 8 = arc cos(@) =45°,

Aplicacao 5.2 Determinar a equado reduzida e o@nero da énica representada pela equaEs

11x2 — 24xy+ 4y + 20x— 40y — 20=0 (20)
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Essa aplicago sea analisada semelhantement&micacao 5.1.

Etapa 1) Eliminacao do termo ey

Passo 1)Escreve-se a equag dada na forma matricial
X X
] —200=0 (21)

ol 5 y

Passo 2)Calculam-se os autovalores e os autovetoresitiog da matriz

+| 20 —40][

11 -12
A:
~12 4
11-A —12
det(A—)\I):[ o 4 )\]:(11—)\)(4—)\)—144:)\2—15/\—1oozo

Assim, os autovalore@i®A; = 20 eA, = —5.

Encontrando os respectivos autovetores pamA, emAv = Av, tem-se

—9 —12] [x] [20x
12 —16| |y | |20y
“ox — 1y = 20x
~12 — 16y = 20y

ParaA; = 20, segue

Efetuando operdigs elementares, encontranvge= {(x, y) € R?ly = —%y} evy, =
[(1,—2)]. Normalizandov, , tem-seu,, = (g, —3).

As opera@es para encontrar o autovetor relacionadq & 20 sao aralogas para
A2 = —5. Assim, encontram-sg,, = {(x,y) € R?ly= %} ev,, = [(1,3)], conse-
quentementay,, = (2, 2).

Testando se a matrR2 formada pelos vetores uaiiosu,, e u,, & ortogonal

st H

tem-se quelet(P) = 1 e queu, -Uy, =1,uy,-Uy, = 1,Uy, -Uy, =0euy,-uy =0.

uilhs
albd glw

Portando a matriP composta por autovetores wanibsé ortogonal, e comdet(P) =
1+ 0, consequentemente, existe matriz invésae a matrizA seé diagonaliavel.
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(5]

queé a equa@o da ©nica (20), poem referida ao sistemedOy cujos eixos &o

Passo 3)Com as devidas substitdies, a equap (21) fica

s 5

ou

! 4
X 5

; +[2o —40}[

s glw

_3
5

20¢? — 5y 4 40 — 20y —20=10

suportes de,, ev,, (ouu,, eu,,),
Etapa 2) Transla@o de Eixos
20¢? — 5y 4 40¢ — 20y —20=10
dividindo por 5, tem-se

AX%2—y248X -4y —4 = 0

(42 +8X) — (Y2 +4y) = 4
AX?2+2X +1)— (Y?+4y +4) = 4+4-1-1-4

4X+1)2—(Y+2)? = 4

Utilizando, agora, asofmulas de transl@p, segue
X=X+1 e Y=y +2

e, portanto, a equag 4x +1)2 — (y 4+ 2)? = 4 fica

X2 Y2
4X?-Y?=4 ou —-——=1
1 4
~N
a? b2

gueé a equago reduzida dadnica dada em (21), pem referida ao sistemaQ'Y, onde
O =(-1,-2).

Trata-se de uma higwbole cujo eixo real, de medida 2, &sbbre o eixo da abcis¥a
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Figura 20: Observa-se que @&m da rotacao do eixox'Oy ocorreu a translagio do mesmo para o
centro da hipérbole, formando o eixoX QY.

Observa@o 5.2 Tendo em vista qug e= (1,0) e uy, = (‘g‘, —%) 0 angulo@ correspon-
dentea rotacdo & dado por

el'u)\]_ _4

coOsf=—F -+ — = —
lex] - ||ur, |l 5

Por outro lado, para confirmar,e= (0,1) e u, = (2, 2), logo

€2-Uy,

cosf=—F - =
el - |up, ||

4
5
istoé, 6 = arc cos(g) = —37°.
Aplicacao 5.3 Determina-se a equag reduzida e ognero da énica representada pela equat
X2+ 2xy+Yy? —8x+4=0 (22)
Assim, segue como as apliées anteriores.

Etapa 1) Eliminagao do termo emy

Passo 1)A equa@o dada na forma matriciél

I MEEX!

X

y

+41=0

y
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11
Passo 2)Os autovalores e 0s autovetores ands da matriA = [ 11 ] sao

1-A 1

det(A—AI):[ L 1a

] =(1-A)(1-A)-1=A2-21=0

Assim, os autovaloresieA; =0eA, = 2.

Encontrando os respectivos autovetores pamA, emAv= Av, tem-se

11‘x_0x
1 1] |y] |oy
Ix + 1y = O
Ix + 1y = O

ParaA; =0, segue

Efetuando operdies elementares@s encontrados,, = {(x,y) € R?|ly = —x} e
vy, = [(1,—1)]. Normalizandov, , tem-seu, = (%, —%)

As operades para encontrar o autovetor relacionadty a 0 sho ardlogas para
Az = 2. Assim, §0 encontrados,, = {(x,y) € R?ly=x} ev,, = [(1,1)], conse-
quentementay,, = <%,%>

Testando se a matrR formada pelos vetores uaiiosu,, e u,, & ortogonal.

1 1

_ V2 V2
P= 1 1
V2 V2

tem-se quelet(P) =1 e queu,, Uy, =1,Uy,-Uy, =1,uy, -uUy, =0euy,-uy =0.
Portando a matriP composta por autovetores wanibsé ortogonal, e comdet(P) =
1+# 0, consequentemente, existe matriz invérsae a matrizA seé diagonaliavel.

Passo 3)Com as devidas substitdies, a equap (22) fica

00 / > = /
[X/ y/] e _|_[_8 0} V22 +41 =0
ou
2y2—3>(—3y+4:o
V2 V2

queé a equad@o da ©nica (22), poem referida ao sistemedOy cujos eixos &o
suportes de,, ev,, (ouu,, eu,,),



63

Etapa 2) Translag@o de Eixos
8 o 8

¥ -X 7

—Yy +4=0

dividindo por 2, tem-se

Y2+ 2x——)/-|—2 =0

2 _ 4
(2 ) = Fx-2
(ya%wz = %x’—2+2

2
(=v3) - vae
Utilizando, agora, asofmulas de transl@&p, chama-se
X=X e Y=y -2

e, portanto, tem-9¥2 = 2,/2X queé a equa&o reduzida dadnica dada em (22), pem
referida ao sistem¥O'Y, ondeQ’ = (0,/2).

Trata-se de uma pabola de paémetro igual a/2, tendo para eixo o eix¥, conforme
mostra a figura 21.

Figura 21: Observa-se que @&m da rotagdo do eixox' Oy ocorreu a translagio do mesmo para o
vertice da parabola, formando o eixoX QY.

Observago 5.3 Tendo em vista quee= (1,0) e ), = (\%, —\%) 0 angulo @ corre-
spondente rotacao & dado por

COSB — & — £2
leall - flur ]| 2
Por outro lado, para confirmar,e= (0,1) e u, = <%, %) logo
cosO = _ &2ty £2
lezll - fJup, | 2
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istoé, 6 = arc cos(@) = —45°.

Aplicacao 5.4 Determinar a equado reduzida e o@nero da énica representada pela equag

4x% — 3y + 24xy— 156 =0 (23)

Como essa equag rao apresenta 0os termos de primeiro geay, a resolugoé constitida
somente d&tapa 1).

Etapa 1) Eliminacgao do termo enxy

Passo 1)A equa@o dada na forma matricial
4 12 X
x y] |7 —158 =0
12 -3 y

Passo 2)Os autovalores e os autovetores ands da matriz sifetricaA =

4 12
12 -3 ]
sao os autovalored; = —12 eA; = 13 e os correspondentes autovetods\g, =
{(xy) € R%ly=—%1}, comv,, = [(1,—4%)] e vetor uniriouy, = (3,-2), evy, =
{(xy) € R?ly= 31, comv,, = [(1,3)] e vetor unitriou,, = (2, 3).

Testando se a matrR2 formada pelos vetores uaiiosu,, e u,, & ortogonal

-4 ]

tem-se quelet(P) = 1 e queuy, -uy, = 1,Uy,- Uy, = 1,uy, - Uy, =0euy,-uy, =0.

aglw vilps

Portando a matriP composta por autovetores waribsé ortogonal, e comdet(P) =
1+ 0, consequentemente, existe matriz invérsae a matrizA seé diagonaliavel.

Passo 3)Com as devidas substitdies, a equap (23) fica
-12 0 X
Xy : 156 =0
0 13 y

122 + 13y? = 156 ouyl—2 RS 1
12 13

gue representa a haépbole com eixo real sobre o eixo da ordengdaconforme
mostra a figura 22.

ou
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Figura 22: Observa-se que ocorreu apenas a rotagp formando o eixox' Oy, pois a hipérbole ja se
encontra na origem.

Observago 5.4 Tendo em vista que e= (1,0) e u, = (2,—2), 0 angulo# corre-
spondent& rotacdo & dado por

e1- Uy 3
cosf=———"" _ ——
el - [Jun| 5
Por outro lado, para confirmar,e= (0,1) e u, = (g, ), logo
€Uy 3
cosf = —— "2 = —
leall - flur,|| 5

isto &, 6 = arc cos(3) = -5

Aplicacao 5.5 Determinada a equap reduzida e o@nero da énica representada ela equag

x> —6x+8y/—~7=0

Como essa equag rao apresenta o termxy, a resolug@oé constitida somente datapa
2).

Etapa 2) Transla@o de Eixos
X2 —6X+9=7—8y+9

(x—3)?=—8y+16
(x=3)* = —8(y—2)
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FazendoX =x—3 eY =y— 2, a equago anterior fica

X2 = _8Y.
YA YA
2l o X

o'

|

|

|

: >
(@) 3 T

Figura 23: Observa-se ocorreu a translago do centro da higerbole, formando o eixoX QY.

que representa uma @dmola de @rtice na origem do sistemQY, comO' = (3,2), e
com concavidade voltada para baixo, conforme o a Figura 23.

5.4 FORMA QUADRATICA NO ESPACO TRIDIMENSIONAL

Seja a forma qgadrica

a d e X
VA= x y z||d b 1 (24)
e f ¢ Z

em que a matriz sigtrica Aé a matriz da forma quadlica evs e Vi referem-se base cabnica
S={ey, e, e3} tal quee; = (1,0,0), e = (0,1,0) e e3=(0,0,1).

O produto de (24& o polirdmio ax? +by? + cZ + 2dxy+ 2exz+ 2fyzo qualé um polirdmio
homogneo do segundo grau exre y e &€ chamaddorma quadratica do espaco tridimen-
sional.

O seguinte exemplo para ilustrar os conceitos introduzidos

Seja a matriz sirgtrica real
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3 -1 1
A=| -1 5 -1
1 -1 3

define noR3 a forma quadatica

p = 3x% 4 5y? + 32 — 2Xy+ 2Xxz— 2zy

ou, na forma matricial

Ao vetorvs = (0,1,2), por exemplo, corresponde abmero real

p=3-(02+5-(1)%+3-(2)2-2-(0)- (1) +2-(0)- (2) —2- (1) - (2) = 13
5.4.1 Redugo da Forma Quadticaa Forma Caénica

A forma quadatica no plan(v‘SAvs pode ser expressa por

)\;LX,2 + )\2}/2 + /\32’2

ondeA1, A, e A3 sAo os autovalores da matAzex',y e Z as componentes do vetona base
P = {ug,up, U3}, isto&,vp = (X,¥,Z), sendauy, Up € Uz 0S autovetores urdtios associados a
)\1, )\2 e Ag.

De fato:

Tendo em vista que a matiizé a matriz mudanca de baseRiparaS, pois:

le=SP=IP=P

e, portanto

Vs = Pw
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pod e-Se escrever

VEAVs = (Pvp) A(Pwp)

ou
VEAVs = Vp (P'AP) vp

comoP diagonalizaA ortogonalmente

A 0O
PPAP=D=| 0 X, O
0 0 A3
conclui-se que
VtSAVSZthDVp
ou, na forma matricial
ad e X A 0 O X
[xyz}-dbf y:[x’y’z’}-O/\zO-y
e f c z 0O 0 A3 Z

ou, ainda
axC + by? 4 cZ + 2dxy+ 2exz+ 2fyz= A1X? + Aoy + A3Z?

A formaAX?+ A2y? + A372 & denominadéorma candnicada forma quaditica no espago
tridimensional.

5.5 QUADRICAS NO ESPACO TRIDIMENSIONAL

Chama-se dqadrica ou supefrtie guadrica a todo conjunto de pontds do espaco tridi-
mensional cujas coordenadasy e z, em rela@oa base cabnica, satisfazem a equegdo 2
grau

axC + by? + cZ + 2dxy+ 2exz+ 2fyz+ mx+ny+ pz+q=0

ondea, b, ¢, d, ee f nao |0 todos nulos.

As coordenadas, y e zdos pontodM do espaco®o as componentes dos vetoves R3,
gue satisfazera equago de uma gadrica.
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M(z,y,z)

Figura 24: Representa@o de uma guadrica na qual tomado um ponto qualquerM obtém-se um
vetor que esh contido nesta gadrica.

5.5.1 Equago Reduzida de Uma @drica

A seguir, sefio utilizadas as etapas @gbordadas anteriormente eémizas para encontrar a
equago reduzida de uma @drica.

Seja a equdp de uma gadrica

axC + by? 4 cZ + 2dxy+ 2exz+ 2fyz+ mx+ny+ pz+q=0 (25)

Etapa 1) Eliminaggao dos termogy, xzeyz

Passo 1)Escreve-se a equag na forma matricial

ad e X X
[xyz}- db f|-|y +[xyz}- y | +[al = 0] (26)
e f ¢ Z Z
ou
VISAVS—{—NVs—l-q:O
onde
X ad e
Vs= |y |,A=|d b f eN:[m n p}
Z e f c

Passo 2)Calculam-se os autovalorgs, A> e A3 e 0s autovetores uRitiosu; = (X1, X12, X13),
Up = (X1, X22, X23) € U3 = (X31, X32, X33) da matriz sindtricaA.
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Passo 3)Substitui-se na equag (26) a forma quadtica

a d e X
v‘SAvsz[x y z} d b f y
e f c

pela forma ca@nica

)\1 0O O X
thDVp:[X/ y Z’] 0O A, O y

0 0 As zZ
e
X
Vg = Yy
por
X11 X21 Xa1 X
P = | X12 X2 Xa2 y
X13 X23 X33 r4

verificando sempre qudet(P) = 1, a fim de que essa transforragseja uma
rota@o.

Assim, a equado (26) se transforma em

A 0 O X X11 X21 X31 X
[x’ y z’] 0 A, O y +[m n p} X12 X2 X32 y | +ld
0 0 As 74 X13 X23 X33 | | Z
ou
MX2 4+ AY? + A7 41X + sy +tZ +q=0 (27)

queé a equado da gqadrica dada em (26), pam referida ao sistemaxy'Z, cujos
eixos §.0 determinados pela baBe= {uz,up, us}.

Observando que enquanto a eqama¢26) apresenta 0s termos mistos >gmxz e
yz, a equago (27)é desprovida deles. Portanto, na passagem da &g|(26) para
(27), ocorreu uma simplificap.

Etapa 2 Transla@o de eixos

Conhecida a equag da énica

MX2 4+ Ay? + A0Z2+1X +sy +tZ +q=0 (28)
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para se obter a equaag reduzida efetua-se uma nova mudanca de coordenadasyrgue
siste na transl@&p dolltimo referenciak'y’Z para o novo, o qual seachamad®’'XY Z
A andlise das duas possibilidadeseita a seguir.

1) SupondoAy, A e A3 diferentes de zero, pode-se escrever
2, " 2, S 2
A X+ =X |+ 22 (YVo+ =Y | +A3(Z°+—Z ) +q=0
A1 Ao Ao
ou

2 52 t2
2 2
A ( +/\1>d+4/\2)+)\2(y’ + 3/+ 2)+A3(i + 2z+4A2)+

G

— — — =0
+a N2 4xZ 4p2

y 2 s \? t \? -

A — A — A — - - - =
1( +2)\) * 2<y+2)\2) * 3(y+2)\3> +d VY IRVYYIRVTY:
Fazendo

e ¢ 2
4N2 42 4A2
e, por meio dedrmulas de transl&p

-Q

q_

;
X :x’+%
Y:y’+@
z:z+%
segue
MXZ+AY%+2322-Q=0
e, finalmente

MXZ+AY2 4+ 2322 =0Q (29)

a equago (29)e a equago de umayuadrica de centroe, assim, o primeiro membro
é a forma ca@nica da forma gadrica no espaco tridimensional.

2) Se um dos autovalores for igual a zekp = 0, a equago (28) fica

A2+ A3Z?+ X + sy +tZ+q=0

ou

2 t2

t
2 2

A Z z’ _—— =
(y+ y+4/\2>+3< TRET 402 ax2

r
4)\2>+Xq
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2 2
S t q s 2\
/\2(3/+—2,2) +/\3<z+—2,2>+r(%+F—m—rA3>_o

Fazendo, por meio de uma tranglag

. q 2 B t2

X = X+rs Ards  4rds
Y = —
>/+2f\2
Z = 7+ —
—1-2)\3

segue
AY2 +A3Z2+rX =0

em que esté a equago reduzida de uma @drica sem centro.

Observago 5.5 Se em lugar d&; fosseA, = 0ouA3 =0, a equago reduzida de uma @urica
sem centro seria
A]_Xz + )\322 +sY=0

ou
MXZ+ Y2 +12=0

5.5.2 Classificago das Qadricas no Espaco Tridimensional

No espaco tridimensional, as supeids quadricas de centr@m, num sistema de coorde-
nadas ortogonais conveniente, uma egoago tipo

)\1X2 + )\2Y2 + )\322 =Q.

Assim, as possibilidade&s as seguintes

) QuandoQ =1

1) SeA; > 0,A2 > 0eA3 >0, seA uma gadrica do @neroelipsoide.

2 |2
XXy 7
2TEte?!
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Figura 25: Representa@o de um elip®ide.

2) SeA1 > 0,1 > 0eA3 <0, sead uma gadrica do @nerohiperbolbéide de uma folha (ou
de revolucao).

2 yzé

T

5
S
S

T
T
‘;‘—_‘4
RS

=
T\
(B
7S,
SO

WY

STl

0

e \
Lt
S
'.1‘-‘;:;
SR seF

Figura 26: Representag@o de um hiperbobide de uma folha.

3) SeA; > 0,22 < 0eA3 <0, sed uma gadrica do @nerohiperbolodide de duas folhas

ey z

Figura 27: Representa@o de um hiperbobide de duas folhas.

4) SeA1 <0,A2 <0eA3 <0, sed umconjunto vazio.
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5) SeA3=0,Q=CxR = {(v,t)|ve C,t € R}, ondeC C R? & definido pela equapA1x? +
A2y? = 1, neste casd & umcilindro de baseC.

x°+y? =1, z constante

Figura 28: Representa@o de um cilindro.

6) SeA; > 0,2 < 0eA3z =0, sed umcilindro hiperb 6lico, ondez = 0.
YR

2 ot

Figura 29: Representa@o de um cilindro hiperbolico.

) QuandoQ=0

7) SeA; > 0,A, > 0eA3=—1, seA umcone elptico.

2 2
X
£:¥+L

Figura 30: Representa@o de um cone éptico.

A sequir, sefio apresentadas as eqdeg de gadricas sem centro. Temos que
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AY2 4+ A3Z2 41X =0

ou
MX2+2A3Z%2+sY=0

ou
)\1)(2 + )\2Y2 +tZ=0

a quadrica representada por uma dessas dsicdo tipoparabolbide.

8) SeA; > 0,12 > 0eA3 =0, sed umparaboldide elptico.

Figura 31: Representago de um parabobide eiptico.

9) SeA; > 0,2, < 0eAz =0, sed umparaboldide hiperbdlico.

X2 y2

a2

Figura 32: Representa@o de um paratbide hiperbolico.

10) SeA; =0,A2 > 0o0uA, < 0 eAz =0, sea umcilindro parab 6lico.

x=ky’, ke R



Figura 33: Representa@o de um cilindro parabdlico.
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Aplicacao 5.6 Determinar a equa&o reduzida e o tipo da @drica representada pela equag

7
3X? + 5y? + 37 — 2xy+ 2xz— 2yz+ /3y — — =0

Etapa 1) Eliminagdao dos termogy, xze

Passo 1)A equa@o dada na forma matricialyz

3 -1 1

[xyz]- -1 5 -1

1 -1 3

12
X X
y|+[0o v3o||y —{
V4 V4

Passo 2)Os autovalores e 0s autovetores arnds da matriz sifgtrica

sao0
A =2,
A =3,
/\3 - 67

2 00 X
[x'yz]oe,o y+[0\@o]
00 6 4

ou

3
-1 5

1

-1

u; =
U =

u; =

1

2

Sl Sl G-

2x’2+3>/2+62’2+3/—\/§z’—112:0
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Etapa 2) Translag@o de Eixos

3<>/2+%) +2>52+6<zz_£2z) _ L

6 12
2 2. Y 1 2 V2, 1) 7 1 1
2>(+3(>/ +3+36>+6<i 6ZI+72 EETRETRET
2
1\? V2 3
12 - _Vve -
2X +3(§/+6> +6(z’ 12) y
fazendo
1 V2
_ _ - -7 _ -
X =X Y—y’+6 z2=7 P

a equago acima fica

3 X2 yz2 2
2X213Y%4+622="ouf - — 1+ =1
+ + 4ou%+4+8

queé a equago reduzida da dudrica dada, p@m, referida ao sistem@ XY Z sendo
o= (0, -, %) Trata-se de um elijgsde.

Aplicacao 5.7 Faca a identificagio e os gaficos das seguintes gdricas
a) 36x2+16y° — 922 —144=0
b) xX>+22—4y=0

Solu@o:

a) Se dividir ambos os membros da eqa@apor 144, vem

2 Y 2 2 Y 2
79T T e @t

gueé a forma cadnica de um hiperbéide de uma folha ao longo do eizo
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Figura 34: Representa@o de um hiperbobide de uma folha ao longo do eixa.

O traco no planxOyé a elipse

2 2

Xs y

A Al —
+ 1, z=0

Os tracos nos planogDze yOzsao as higrboles

2 R z
-%-1y=0 e H-F=1 x=0
respectivamente.

b) X¥*+722—4y=0 ou X—f + % = 4y é a forma ca@nica de um paraboide elptico ao longo
do eixo dosy.

Z A

Figura 35: Representa@o de um parabobide elptico ao longo do eixoy.

O trago no planaxOzé a origem(0,0,0).



Os tracos nos plano®ze yOzsao as pabolas

=4y, z=0eZ =4y, x=0

respectivamente.

79
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6 CONCLUSAO

O estudo dos autoespacd@sespossével quanto & uma matriz de transformagT, T :V —
V, talqueTv=Av,v#0,A € R, de maneira qué& & invariante e transforma o espat@m si
proprio. Tem-se qud € chamado de autovalor dee v de autovetor d& correspondente ao
autovalorA .

Neste contexto, quandbv= Av, A carrega de maneira simplificada as infories; refer-
entes al', o queé conveniente em muitas sit@ms devido a facilidade nurica que dispe,
em especial nas @dricas de segunda e terceira dinterss

A equa@o das gadricas de segunda e terceira dintesspodem ser escritas matricial-
mente por matrizes auto-adjuntas (ou &fricas), garantindo a ex@icia de autovalor e au-
tovetor verificado pelo Teorema Espectral. Originalmeagegudricas em quedb podem
estar rotacionadas ou transladadas, o que facilita a nlagiouda equaio inicial. Natural-
mente, para simplificar a alise dessas @alricas, encontram-se os autovalores e, consequente-
mente, os autovetores correspondentes. Os autovetoreardimduma base ortonormal para
a translago/rota@o do eixo original para o centro daaylrica e, assim, facilitar a alise da
mesma gerando a eq@xgreduzida, devidd : V — V ser invariante.

Assim, 0 uso de autovalores e autovet@esnpregado na mudanca de base da transf@uwnac
T, de forma mais eficientea jgue a mudanca de base usual pdaepreservar a diagonaliZag
da matrizT para a nova base.

Como visto nas aplicégs, o0s sinais dos autovalores podem determinar a formadaicgy,
desde conjunto vazio, ponto, retas paralelasalpalas, elipses, hggboles, elipgides, hiper-
bolbides de uma folha e duas folhas, param#s, dentre outros.

Requer ressaltar que esta pesquisa deteve-se apenas ne ¢asd & V reais visto que
0 estudo de autoespacodmse restringe apenas aos reais, por exemplo o espacoezompl
se fosse considerado, esta pesquisa bildioga ficaria muito extensa. Ainda, ressalta-se que
este trabalho procurou apresentar os aspectébrabgs referentes as gdricas nas segunda e
terceira dimendes, 1@o enfatizando os aspectos g&tritos que estas dricas dispem.
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Pararealiza@o das figuras, foram utilizados os softwares Maple 12 e IRE&gpconstruigo
das qadricas de segunda e terceira dinigrs
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