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RESUMO

SEHABER, Vanessa. ABORDAGEM TÉORICA DE AUTOVALORES E AUTOVETORES:
ESTUDO DE CASO DE QÚADRICAS NA SEGUNDA E TERCEIRA DIMENS̃AO. 82 f.
Monografia – Programa de Pós-graduaç̃ao em Mateḿatica, Universidade Tecnológica Federal
do Parańa. Campo Mour̃ao, 2011.

Este trabalho aborda conceitos algébricos referentes a autovalores e autovetores de uma trans-
formaç̃aoT : V →V, V ⊂ R.

Primeiramente, foi introduzido o assunto expondo a razão de se pesquisar sobre autovalores
e autovetores e a aplicação destes nas quádricas, aĺem de trazer o motivo e os objetivos do
trabalho.

Em seguida, na seção Pŕologo, foram relembrados conceitos essenciais sobre espac¸o vetorial e
transformaç̃ao linear, para então definirmos o elemento principal do nosso estudo.

Na seç̃ao Autovalores e Autovetores apresentou-se embasamento teórico sobre subespaços in-
variantes, autoespaço deT : V →V além das relaç̃oes pertinentes a autovalores e autovetores, e
a diagonalizaç̃ao da matriz de transformaçãoT.

Após esta seç̃ao, foi levantado todo um contexto algébrico para podermos realizar demonstração
do Teorema Espectral e apresentar as Formas bilineares, em especial a forma bilinear quadrática.

A seç̃ao posterior evidenciamos a aplicação téorica dos autovalores e autovetores nas quádricas
no R

2 e R
3 e apresentar a influência que os mesmos exercem na análise das mesmas no ponto

de vista alǵebrico.

Finalizando, segue áultima seç̃ao a qual traz a conclusão deste trabalho.

Palavras-chave:Autovalor, Autovetor, Qúadricas



ABSTRACT

SEHABER, Vanessa. THEORETICAL APPROACH OF EIGENVALUES AND EIGENVEC-
TORS: A CASE STUDY OF QUADRICS IN THE SECOND AND THIRD DIMENSION. 82
f. Monografia – Programa de Pós-graduaç̃ao em Mateḿatica, Universidade Tecnológica Federal
do Parańa. Campo Mour̃ao, 2011.

This work deals with algebraic concepts relating to eigenvalues and eigenvectors of a transfor-
mationT : V →V, V ⊂ R.

First, was introduced the subject stating the reason for researching and applying eigenvalues
and eigenvectors of the quadric, and bring the motives and objectives of the work.

Then, in the prologue section, key concepts were reminded about vector spaces and linear trans-
formation, then to define the main object of our study.

In the Eigenvalues and Eigenvectors section bring the theoretical basis on invariant subspaces,
autoespace ofT : V →V besides the relevant relations about eigenvalues and eigenvectors, and
diagonalization transformation matrixT.

After this section, was raised a whole context to algebraic demonstration of the Spectral Theo-
rem and present the bilinear forms, in particular the bilinear quadratic form.

After this section, was presented the theoretical application of the eigenvalues and eigenvec-
tors in quadrics inR2 andR

3 and shown as important the eigenvalues and eigenvectors areto
analysis the algebrics classification of quadrics.

Finally, following the last section which brings the conclusion of this work.

Keywords: Eeigenvalue, Eigenvector, Quadrics
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REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82



7

1 INTRODUÇÃO

Esta pesquisa será anaĺıtica e teŕa âmbito bibliogŕafico. A mesma insere-se no campo da

Álgebra Linear e visa a abordagem de autovalores e autovetores os quais contém informaç̃oes

importantes sobre a natureza dos espaços vetoriais e são bastante utilizados pela facilidade que

proporcionam ao lidar com espaços vetoriais de dimensãon.

De acordo com (NOBLE; DANIEL, 1986), náAlgebra Linear, muitos problemas se re-

duzem freq̈uentemente ao estudo de transformações lineares e de seus efeitos. Há fen̂omenos

que podem ser descritos pela variávelvem um certo espaço vetorialV, enquanto a transformação

linear T transforma o estadov emV no estadoT(v) emV. ComoV é frequentemente de di-

mens̃ao finitan, ∀n∈ N, torna-se dif́ıcil compreender seu funcionamento. Para compreender o

sistema, procuram-se subsistemas de dimensão menores, ou seja, certos conjuntos de variáveis

ou combinaç̃ao de varíaveis, tais que o estado transformado resultante possa também ser ex-

presso em termos destas variáveis ou combinaç̃oes. Algebricamente, isso corresponde a achar

um subespaçoW deV, de dimens̃ao j, ∀ j ∈ N, j < n, e tal queT(v) esteja emV sempre que

v estiver emW. Pode-se então estudar o problema mais simples da natureza da transformação

neste espaço menor. Idealmente, pode-se achar um tal subespaço de dimens̃aon = 1. Isso sig-

nifica que deve-se achar um vetor não-nulov (um autovetor) e um escalarλ (um autovalor) para

o qualT(v) = λv, de maneira queT transforma um subespaçoW de dimens̃ao um gerado porv

nele pŕoprio.

Interpretando a transformação linearT matricialmente observa-se que seT é uma matriz

n×n ent̃ao um autovalor deT é um ńumeroλ tal que existe um vetor não-nulov (chamado

autovalor deT associado aλ ) tal queT(v) = λv associado a cada autovalorλ , existe seu

subespaço

V(λ ) = {v∈V|T(v) = λv} = {v∈V|(T −λ I)v} = ker(T −λ I)

Assim, o problema de autovalor paraT consiste em determinar todos os autovetoresv para

T. E o interesse na determinação destes autovaloresλ e autovetoresv é muito aplicativo na
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Mateḿatica.

O estudo de autovalores e autovetores de uma dada transformaçãoT :V →V vem ocorrendo

frequentemente pelos pesquisadores, pois estes elementosalgébricos tratam com simplicidade

as informaç̃oes sobreT. É em funç̃ao disso que, para quem pesquisa,é importante conhecer

este assunto.

Nas qúadricas, os autovalores e os autovetores deT carregam informaç̃oes essenciais para

se trabalhar com quádricas rotacionadas e transladadas, além da pŕopria classificaç̃ao.

As qúadricas adv́em da forma bilinear ondeD = PtAP, ondePt e P são semelhantes eD e

A são siḿetricas. SeA for diagonaliźavel, logo existe uma base formada por autovetores deT

para os quais os autovalores são reais e geram a matriz diagonal. Isso acaba sendo provado pelo

Teorema Espectral o qual garante a existência deD = PtAP, ondePt = P−1.

1.1 MOTIVAÇÃO

Nos cursos de graduação em mateḿatica, é comum termos uma carga horária pequena

para a disciplináAlgebra Linear, que muitas das vezesé ofertada juntamente com a disciplina

Geometria Analı́tica no primeiro semestre, quando o aluno ainda não possui um amadureci-

mento necessário para compreensão de assuntos mais abstratos daÁlgebra Linear. Assim,́e

comum ñao haver uma abordagem aprofundada em alguns tópicos deÁlgebra Linear, como as

Transformaç̃oes Lineares e os Autovalores e Autovetores. Mais ainda, embora os autovalores e

autovetores sejam de grande aplicação nas Cîencias e Engenharias, há falta de apresentação

de aplicaç̃oes deste assunto, tornando-os mais complexos e abstratos para o graduando em

mateḿatica.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo Geral

Abordar os aspectos teóricos envolvidos nos autoespaços e como estes estão envolvidos no

estudo das formas quádricas, especificamente nas segunda e terceira dimensão.

1.2.2 Objetivos Especı́ficos

• Especificar o autoespaço daT : V →V e como encontrar autovalores e autovetores deT;
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• Demonstrar que para cada autovalor distinto existe um autovetor distinto, assim como as

suas implicaç̃oes;

• Utilizar a diagonalizaç̃ao na classificaç̃ao geoḿetrica das ĉonicas por meio dos autovalo-

res;

• Utilizar de autovalores e autovetores para simplificar o trabalho com as ĉonicas, quando

as mesmas estão ou rotacionadas, ou transladadas ou até mesmo ambas as situações.
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2 PRÓLOGO

Esta seç̃ao abordaŕa brevemente alguns conceitos iniciais sobre espaços vetoriais, subespa-

ços, combinaç̃ao linear, bases, transformações lineares, dimensão, ńucleo e imagem, mudança

de base. Estes conceitos algébricos s̃ao fundamentais para o desenvolvimento das próximas

seç̃oes (LIMA, 2008; BOLDRINI et al., 1980; KOLMAN; HILL, 2006; HOFFMAN; KUNZE,

1976; ANTON; RORRES, 2001).

Definição 2.1 (Corpo) Seja K6= /0 um conjunto e x,y∈ K, defina:

+ := K×K → K · := K×K → K

(x,y) 7→ x+y (x,y) 7→ x ·y

diz-se que(K,+, ·) é umcorpose satisfaz̀as seguintes propriedades:

1. x+y = y+x;

2. x+(y+z) = (x+y)+z;

3. Existe uḿunico elemento0∈ K tal que x+0 = x;

4. Para cada x∈ K existe um y∈ K tal que x+y = 0, ou seja, y= −x;

5. xy= yx;

6. x(yz) = (xy)z;

7. Existe uḿunico elemento1∈ K tal que x·1 = x;

8. Para cada elemento x∈ K, x 6= 0, existe uḿunico y∈ K tal que xy= 1, ou seja, y= x−1;

9. x(y+z) = xy+xz.
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Definição 2.2 (Espaço vetorial)Seja K um corpo qualquer e V um conjunto não-vazio onde

est́a definido duas operações com u,v∈V, sejam elas respectivamente a adição e a multiplicaç̃ao

por escalar:

+ := V ×V → V · := K×V → V

(u,v) 7→ u+v (α,u) 7→ αu

diz-se que(V,+, ·) é um K-espaço vetorial(ou V é um K-e.v.) se as seguintes propriedades são

válidas:

Considere u,v,w∈V eα,β ∈ K.

1. u+(v+w) = (u+v)+w;

2. ∃0∈V tal que v+0 = v;

3. ∃−v∈V tal que v+(−v) = 0;

4. u+v = v+u;

5. 1·v = v;

6. α(u+v) = αu+αv;

7. (α +β )u = αu+βu;

8. (αβ )v = α(βv).

onde os elementos de V são chamados de vetores.

São K-espaços vetoriaisR, R
n, C, Mm×n(K), F(S,K),Pn(K).

Definição 2.3 (Subespaço vetorial)Seja V um K-espaço vetorial. Um subconjunto W= /0

onde W⊂V é umsubespaço vetorialde V se

u∈W,v∈W ⇒ u+v∈W

α ∈ K,u∈W ⇒ αu∈W

Teorema 2.1 (Interseç̃ao de subespaços vetoriais)Seja V um K-espaço vetorial e W1,W2 subespaços

vetoriais de V. Ent̃ao, W1∩W2 é subespaço vetorial de V.
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Demonstraç̃ao:

Sejamu,v∈W1∩W2.

1) Deve-se mostrar queu+v∈W1∩W2 :

u∈W1∩W2 ⇒ u∈W1 e u∈W2

v∈W1∩W2 ⇒ v∈W1 e v∈W2

ComoW1 é subespaço vetorial, logo

u+v ∈ W1

u+v ∈ W1∩W2

da mesma forma,W2 é subespaço vetorial, então

u+v ∈ W2

u+v ∈ W1∩W2

2) Sejaλ ∈ K eu∈W1∩W2, ondeu∈W1 eu∈W2, assim

u∈W1 ⇒ λu∈W1

u∈W2 ⇒ λu∈W2

logo,

λu∈W1∩W2

Portanto,λu∈W1∩W2 é um subespaço vetorial deV.

Definição 2.4 Seja V um K-espaço vetorial e W1,W2 subespaços vetoriais de V. Defina

W1 +W2 = {w1 +w2;w1 ∈W1,w2 ∈W2} .

Teorema 2.2 Seja V um K-espaço vetorial e W1,W2 subespaços vetoriais de V. Então, W1+W2

é subespaço vetorial de V.

Demonstraç̃ao:

Sejamu,v∈W1 +W2, tais que

u∈W1 +W2 ⇒ u = w1 +w2, onde w1 ∈W1 e w2 ∈W2

v∈W1 +W2 ⇒ v = w′
1 +w′

2, onde w′
1 ∈W1 e w′

2 ∈W2
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1) Deve-se mostrar queu+v∈W1 +W2 :

u+v = w1 +w2 +w′
1 +w′

2

u+v = (w1 +w′
1)

︸ ︷︷ ︸

∈W1

+(w2 +w′
2)

︸ ︷︷ ︸

∈W2

isto é,u+v∈W1 +W2.

2) Sejaλ ∈ K eu∈W1 +W2, segue que

λu = λ (w1 +w2) = λw1
︸︷︷︸

∈W2

+λw2
︸︷︷︸

∈W2

∈ W1 +W2

Portanto,∈W1 +W2 é um subespaço vetorial deV.

Definição 2.5 (Soma direta)Seja V um K-espaço vetorial e W1,W2 subespaços vetoriais de V.

Se

1. V = W1 +W2

2. W1∩W2 = 0

diz-se que V́e asoma diretade W1 e W2 e escreve-se assim

V = W1⊕W2.

Definição 2.6 (Combinaç̃ao linear) Seja V um K-espaço vetorial, v1,v2, ...,vn vetores de V e

a1,a2, ...,an escalares pertencentes a K. Qualquer vetor v∈V da forma

v = a1v1 +a2v2 + ...+anvn

é uma combinaç̃ao linear dos vetores v1,v2, ...,vn.

Definição 2.7 (Depend̂encia e independ̂encia linear) Seja V um K-espaço vetorial, v1,v2, ...,vn

vetores de V. Diz-se que o conjunto{v1,v2, ...,vn} é linearmente independente(LI) se a

equaç̃ao

a1v1 +a2v2 + ...+anvn = 0

admite a soluç̃ao trivial a1 = a2 = ... = an.
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Caso exista algum ai 6= 0, com1≤ i ≤ n, que satisfaz

a1v1 +a2v2 + ...+anvn = 0

diz-se ent̃ao que o conjunto{v1,v2, ...,vn} é linearmente dependente(LD).

Definição 2.8 (Base)Seja V um K-espaço vetorial e v1,v2, ...,vn vetores de V ñao nulos, tais

que:

1. {v1,v2, ...,vn} é LI

2. [v1,v2, ...,vn] = V

ent̃ao, o conjunto{v1,v2, ...,vn} é umabasede V.

Teorema 2.3 Seja V um K-espaço vetorial eβ = {v1,v2, ...,vn} uma base de V. Então, todo

vetor de V se escreve de modoúnico como combinaç̃ao linear de v1,v2, ...,vn.

Demonstraç̃ao:

Sejaβ = {v1,v2, ...,vn} base deV, ent̃ao, por definiç̃ao, segue que:

1) {v1,v2, ...,vn} é LI.

2) [v1,v2, ...,vn] o conjunto de todas as combinações lineares dev1,v2, ...,vn.

Sejav∈V = [v1,v2, ...,vn] tal que

v = a1v1 +a2v2 + ...+anvn

comai ∈ K, vi ∈V e 1≤ i ≤ n.

Sup̃oe-se que

v = b1v1 +b2v2 + ...+bnvn = a1v1 +a2v2 + ...+anvn

b1v1 +b2v2 + ...+bnvn−a1v1−a2v2− ...−anvn = 0

(b1−a1)v1 +(b2−a2)v2 + ...+(bn−an)vn = 0

Como{v1,v2, ...,vn} é LI, ent̃ao

(b1−a1) = (b2−a2) = ... = (bn−an)vn = 0
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o que implica

a1 = b1

a2 = b2
...

an = bn

Assim, verificou-se que todo vetorv ∈ V se escreve de modóunico como combinaç̃ao

linear dev1,v2, ...,vn.

Definição 2.9 Seja V um K-espaço vetorial, dim(V) = n eβ = {v1,v2, ...,vn} base de V. Então,

se v∈V é tal que

v = a1v1 +a2v2 + ...+anvn

os escalares a1,a2, ...,an são chamados decoordenadas deV na baseβ , representado por

[v]β =










a1

a2
...

an










Sejaβ ′ = {w1,w2, ...,wn} base de V. Então, se w∈V é tal que

w = b1w1 +b2w2 + ...+bnwn

os escalares b1,b2, ...,bn são chamados decoordenadas deV na baseβ ′, representado por

[w]β ′ =










b1

b2
...

bn










Assim, seŕa analisado a relaç̃ao de[v]β e [w]β ′ na definiç̃ao seguinte.

Definição 2.10 (Mudança de base)Seja V um K-espaço vetorial,β = {v1,v2, ...,vn} e β ′ =

{w1,w2, ...,wn} bases de V.

Seja v∈V. Escreve-se v como combinação linear na baseβ e β ′:

v = a1v1 +a2v2 + ...+anvn

v = b1w1 +b2w2 + ...+bnwn (1)
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Cada wi, 1≤ i ≤ n, pode ser escrito de maneiraúnica como combinaç̃ao linear da baseβ ,

assim
w1 = a11v1 +a21v2 + ...+an1vn

w2 = a12v1 +a22v2 + ...+an2vn

.............................................

wn = a1nv1 +a2nv2 + ...+annvn

(2)

Substituindo em (2) em (1), tem-se

v = b1(a11v1 +a21v2 + ...+an1vn)+b2(a12v1 +a22v2 + ...+an2vn)+

+ ... +bn(a1nv1 +a2nv2 + ...+annvn) = a1v1 +a2v2 + ...+anvn

(a11b1 +a21b2 + ...+an1bn)v1 +(a12b1 +a22b2 + ...+an2bn)v2+

+...+(a1nb1 +a2nb2 + ...+annbn)vn = a1v1 +a2v2 + ...+anvn

(a11b1 +a21b2 + ...+an1bn−a1)v1 +(a12b1 +a22b2 + ...+an2bn−a2)v2+

+...+(a1nb1 +a2nb2 + ...+annbn−an)vn = 0

Como{v1,v2, ...,vn} é LI, porqueé base de V, então






a11b1 +a21b2 + ...+an1bn−a1 = 0

a12b1 +a22b2 + ...+an2bn−a2 = 0
...

a1nb1 +a2nb2 + ...+annbn−an = 0







a11b1 +a21b2 + ...+an1bn = a1

a12b1 +a22b2 + ...+an2bn = a2
...

a1nb1 +a2nb2 + ...+annbn = an









a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n
...

an1 an2 ... ann



















y1

y2
...

yn










=










a1

a2
...

an










(3)

Assim, a matriz

A =










a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n
...

an1 an2 ... ann









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é chamada dematriz mudança de base da baseβ ′ para a baseβ e denota-se A= [I ]β
′

β .

Portanto,[v]β = [I ]β
′

β · [v]β ′.

Analogamente,[v]β ′ = [I ]β
′

β · [v]β .

Teorema 2.4 Sejam V um K-espaço vetorial, dim(V)= n,β = {v1,v2, ...,vn} eβ ′ = {w1,w2, ...,wn}.

Então,

[I ]β
′

β e [I ]ββ ′

são invert́ıveis. Ainda mais,

(

[I ]β
′

β

)−1
= [I ]ββ ′ e

(

[I ]ββ ′

)−1
= [I ]β

′

β

Demonstraç̃ao:

Seja[I ]β
′

β = A e [I ]ββ ′ = B, [v]β = X e [v]β ′ = Y. logo, as expressões[v]β = [I ]β
′

β · [v]β ′ e

[v]β ′ = [I ]β
′

β · [v]β podem ser escritas da seguinte maneira:

X = AY (4)

Y = BX (5)

Substituindo

(5) → (4) X = AY ⇒ X = ABX ⇒ AB= [I ]n×n

(4) → (5) Y = AX ⇒ Y = BAY ⇒ BA= [I ]n×n

Portanto,A = [I ]β
′

β eB = [I ]ββ ′ são invert́ıveisA = B−1 eB = A−1, ou seja,

[I ]β
′

β =
(

[I ]ββ ′

)−1

ou

[I ]ββ ′ =
(

[I ]β
′

β

)−1
.

Definição 2.11 (Transformaç̃ao linear) Sejam V e W K-espaços vetoriais. Considera-se que

T é umatransformaç̃ao (ou uma funç̃ao)

T : V →W

é linear se:
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1) T (v1 +v2) = T (v1)+T (v2) , v1,v2 ∈V;

2) T (αv) = αT (v) , ∀α ∈ K, ∀v∈V.

SeT : V → W é linear, tem-se queT ∈ L (V,W) e quandoV = W, tem-se apenasT ∈
L (V), e, neste caso, considera-se queT é um operador linear. Como conseqûencia da

definiç̃ao, tem-se queT é linear,T : V →W, ent̃ao

T(0V) = 0W

De fato:

T(0) = T(0+0) = T(0)+T(0)

T(0) = w∈W

Seja a equivalência

w = w+w

w+(−w) = w+(w+(−w))

0 = w+0

w = 0 = T(0)

Portanto,T(0) = 0.

Definição 2.12 Sejam V e W K-espaços vetoriais e T: V → W linear. A imagem deT é o

suconjunto Im(T) ⊆W, definido assim

Im(T) = {w∈W|w = T(v), para algum v∈V}

Definição 2.13 Sejam V e W K-espaços vetoriais e T: V → W linear. Onúcleo deT é o

subconjunto ker1(T) ⊆V, definido por

ker(T) = {v∈V|T(v) = 0}

Proposiç̃ao 2.1 Seja T: V →W linear, onde V e W são K-espaços vetoriais. Então:

1ker vem da ĺıngua inglesakernel, que quer dizer ńucleo.
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1) Im(T) é um subespaço vetorial de W;

2) ker(T) é um subespaço vetorial de V.

Demonstraç̃ao:

1) Im(T) é um subespaço vetorial deV, pois

i) Sejaw1 ∈ Im(T),w2 ∈ Im(T)

• w1 ∈ Im(T) ⇒∃v1 ∈V|T(v1) = w1

• w2 ∈ Im(T) ⇒∃v2 ∈V|T(v2) = w2

logo,

w1 +w2 = T(v1)+T(v2) = T(v1 +v2)

poisT é linear. Portanto,

w1 +w2 ∈ Im(T)

ii) Sejaw∈ Im(T) e α ∈ K, ondew = T(v) para algumv∈V, assim

αw = αT(v) = T(αv)

poisT é linear. Portanto,

αw∈ Im(T)

Logo, verificou-se queIm(T) ⊆W é um subespaço vetorial deW.

2) ker(T) é um subespaço vetorial deV, pois

i) Sejamv1,v2 ∈ ker(T) deve-se mostrar quev1 +v2 ∈ ker(T). Calculando

T(v1 +v2) = T(v1)+T(v2) = 0+0 = 0

portanto,v1 +v2 ∈ ker(T).

ii) Sejaα ∈ K ev∈ ker(T). Deve-se mostrar queαv∈ ker(T). Calculando

T(αv) = αT(v) = α ·0 = 0

ent̃aoαv∈ ker(T).

Portanto,ker(T) ⊆V é um subespaço vetorial deV.
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Propriedade 2.1 Sejam V, W e U K-espaços vetoriais; T1 ∈ L (V,W) e T2 ∈ L (W,U). Ent̃ao

T2◦T1 ∈ L (V,U).

Demonstraç̃ao:

1)
(T2◦T1)(v1 +v2) = T2(T1(v1 +v2))

(T2◦T1)(v1 +v2) = T2(T1(v1)+T1(v2))

(T2◦T1)(v1 +v2) = T2(T1(v1))+T2(T1(v2))

(T2◦T1)(v1 +v2) = (T2◦T1)(v1)+(T2◦T1)(v2)

2)
(T2◦T1)(λv) = T2(T1(λv))

(T2◦T1)(λv) = T2(λT1(v))

(T2◦T1)(λv) = λT2(T1(v))

(T2◦T1)(λv) = λ (T2◦T1)(v)

Definição 2.14 Sejam V e W K-espaços vetoriais,β = {v1,v2, ...,vn} base de V,β ′ = {w1,w2, ...,wn}
base de W e T: V →W, onde

T(v1) = a11w1 +a21w2 + ...+am1wm

T(v2) = a12w1 +a22w2 + ...+am2wm
...

...
...

T(vn) = a1nw1 +a2nw2 + ...+amnwm

Definindo

[T]
β
β ′ =













a11 a12 a13 ... a1n

a21 a22 a23 ... a2n

a31 a32 a33 ... a3n
...

...
...

. . .
...

am1 am2 am3 ... amn













a matriz mudança de base deT da baseβ para a baseβ ′.

Teorema 2.5 Sejam V e W K-espaços vetoriais, dim(V) = n, dim(W) = m,β = {v1,v2, ...,vn}
base de V,β ′ = {w1,w2, ...,wn} base de W e T: V →W linear. Ent̃ao,∀v∈V, tem-se

[T(v)]β ′ = [T]
β
β ′ · [v]β
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Demonstraç̃ao:

Sejam

[T]
β
β ′ =













a11 a12 a13 ... a1n

a21 a22 a23 ... a2n

a31 a32 a33 ... a3n
...

...
...

. . .
...

am1 am2 am3 ... amn













onde 





T(v1) = a11w1 +a21w2 + ...+am1wm

T(v2) = a12w1 +a22w2 + ...+am2wm
...

...
...

T(vn) = a1nw1 +a2nw2 + ...+amnwm

(6)

ainda,v = x1v1 +x2v2 + ...+xnvn, T(v) = y1w1 +y2w2 + ...+ynwn,

[v]β =










x1

x2
...

xn










e [T (v)]β ′ =










y1

y2
...

ym










.

Partindo de quev = x1v1 +x2v2 + ...+xnvn e utilizando o fato queT é linear, tem-se

T(v) = x1T(v1)+x2T(v2)+ ...+xnT(vn)

ora, masT(v) = y1w1 +y2w2 + ...+ynwn, logo,

T(v) = x1T(v1)+x2T(v2)+ ...+xnT(vn) = y1w1 +y2w2 + ...+ynwn

Substituindo(6) nesta expressão, dessa maneira obtém-se

T(v) = x1(a11w1 +a21w2 + ...+am1wm)+x2(a12w1 +a22w2 + ...+am2wm)+

+...+xn(a1nw1 +a2nw2 + ...+amnwm) = y1w1 +y2w2 + ...+ynwn

T(v) = w1(a11x1 +a21x2 + ...+am1xm)+w2(a12x1 +a22x2 + ...+am2xm)+

+...+wn(a1nx1 +a2nx2 + ...+amnxm) = y1w1 +y2w2 + ...+ynwn

T(v) = w1(a11x1 +a21x2 + ...+am1xm−y1)+w2(a12x1 +a22x2 + ...+am2xm−y2)+

+...+wn(a1nx1 +a2nx2 + ...+amnxm−yn) = 0
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comow1,w2, ...,wm é base deW, obt́em-se






a11x1 +a21x2 + ...+am1xm−y1 = 0

a12x1 +a22x2 + ...+am2xm−y2 = 0
...

a1nx1 +a2nx2 + ...+amnxm−yn = 0







y1 = a11x1 +a21x2 + ...+am1xm

y2 = a12x1 +a22x2 + ...+am2xm
...

yn = a1nx1 +a2nx2 + ...+amnxm









a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n
...

an1 an2 ... ann



















x1

x2
...

xn










=










y1

y2
...

yn










[T(v)]β ′ = [T]
β
β ′ · [v]β

SejaT : V →W linear e inverśıvel, α base deV e β base deW, onde a ilustraç̃ao a seguir

mostra o comportamento da transformação dessas bases:

Figura 1: Comportamento da transformação T : V → W linear e inverśıvel em bases diferentes,

respectivamente,α e β .

[
T−1◦T

]α
α = [I ]αα = I

Ent̃ao,

[I ]αα =
[
T−1]β

α · [T]αβ (7)

Mas queḿe [I ]αα?
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Sejaα = {v1,v2, ...,vn}, tem-se ent̃ao que






I(v1) = 1·v1 +0·v2 + ...+0·vn = v1

I(v2) = 0·v1 +1·v2 + ...+0·vn = v2
...

...
...

I(vn) = 0·v1 +0·v2 + ...+1·vn = vn

e

[T]αα =










1 0 0 ... 0

0 1 0 ... 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 ... 1










e analogamente,

[T]αβ ·
[
T−1]β

α = [I ]αα (8)

Portanto,[T]αβ é inverśıvel e
(

[T]αβ

)−1
=
[
T−1

]β
α

De (7) e (8), tem-se

[T]αβ ·
[
T−1]β

α = I (9)

Utilizando propriedade de determinantes em (9), obtém-se

det
(

[T]αβ ·
[
T−1]β

α

)

= det(I) = 1

det
(

[T]αβ

)

︸ ︷︷ ︸

6= 0

·
([

T−1]β
α

)

︸ ︷︷ ︸

6= 0

= 1

Portanto,T : V →W linearé inverśıvel se, e somente se,det
(

[T]αβ

)

6= 0, ondeα base deV eβ
base deW.

Figura 2: T : V →W linear é inverśıvel.
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Observaç̃ao 2.1 Então, tem-se

[T]α
′

β ′ = [I ]ββ ′ · [I ]α
′

α

Caso particular: W= V

Figura 3: T : V →V linear é inverśıvel.

Então, tem-se

[T]
β
β = [I ]αβ · [T]αα · [I ]βα

Seja A= [I ]αβ , tem-se que A−1 = [I ]βα . Portanto,

[T]
β
β = A[T]αα A−1

ent̃ao [T]αα e [T]
β
β são matrizes semelhantes, ou seja, matrizes que possuem o mesmo determi-

nante.

Observaç̃ao 2.2 Sejam P e Q matrizes quadradas. Diz-se que P e Q são matrizes semelhantes

se existir C invert́ıvel tal que P= CQC−1.
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3 AUTOVALORES E AUTOVETORES

Frequentemente, o espaço vetorialV pode assumir dimensões diversas, ocorrendo casos

ondeé dif́ıcil compreender alguns sistemas de dimensão finitan. Assim,é necesśario encontrar

um subespaçoW de V, em quedim(W) < dim(V), e que contenha as caracterı́sticas deV.

Algebricamente, isso corresponde a acharW deV, tal que a transformaçãoT(v) esteja emW

sempre quev estiver emW.

Na verdade, encontra-se que achar um vetor não-nulov (um autovetor1) e um escalarλ (um

autovalor) para o qualT(v) = λv, de maneira queT transforma o subespaçoW de dimens̃ao

gerada porv nele pŕoprio. Isso motiva o estudo de autoespaços (ou seja, conjuntos pares de

autovetores e autovalores) relacionando-os aos subespaçosW de uma transformação linearT,

mantendo as caracterı́sticas deV (LIMA, 2008; BOLDRINI et al., 1980; BARSOTI, 1976;

HOFFMAN; KUNZE, 1976; LEON, 2008; LIPSCHUTZ; LIPSON, 2004).

Assim, segue a seguinte definição de subespaço invariante.

Definição 3.1 (Subespaço Invariante)Seja T: V → W linear. Um subespaço Ẃe chamado

invariante sob T se T(w) ∈W, istoé,

w∈W ⇒ T(w) ∈ F

Ressalta-se que os subespaços 0V eV são invariantes por qualquer operador linearT : V →
V. O núcleoker(V) e a imagemIm(V) são tamb́em subespaços invariantes.

A partir daDefinição (3.1), pode-se fazer a seguinte definição.

Definição 3.2 (Autovalor e autovetor) Seja T: V →V linear, V um K-espaço vetorial. Defina

1Outras denominaç̃oes para autovalores e autovetores: valores e vetores caracteŕısticos, valores e vetores
próprios, ráızes caracterı́sticas ou latentes, valores espectrais, etc.
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λ ∈ K éautovalorde T se, e somente se,∃v 6= 0 tal que

T(v) = λv,

onde vé chamado autovetor associado ao autovalorλ . Se existe v6= 0 tal que T(v) = λv, como

mostra a figura 4.

Figura 4: Representaç̃ao de subespaço invariante.

Assim, v∈W ⊂V ⇒ T(v) = λv∈W. E portanto, Wé invariante sob T.

Observaç̃ao 3.1 Segue dessa definição que um vetor v6= 0V é vetor pŕoprio se a imagem T(v)

for um ḿultiplo escalar de v. NoR2 e noR
3 defina que v e T(v) têm a mesma direção. Assim,

dependendo do valor deλ , o operador T dilata v, contrai v, inverte o sentido de v, ou anula no

caso deλ = 0.

Proposiç̃ao 3.1 Seja T: V →V linear. Ent̃ao, s̃ao equivalentes:

1) λ é autovalor de T ;

2) ker(T −λ I) 6= 0;

3) det(T −λ I) = 0.

Demonstraç̃ao:

(1) ⇒ (2)
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SejaT ∈ L(V) e λ autovalor deT. Ent̃ao, existev 6= 0, tal que

T(v) = λv

T(v)−λv = 0

T(v)−λ I(v) = 0

(T −λ I)(v) = 0

Assim

v∈ ker(T −λ I)

e

ker(T −λ I) 6= 0

(2) ⇒ (3)

Tem-se por hiṕotese queker(T −λ I) 6= 0, assim(T −λ I) é ñao inverśıvel pois

det(T −λ I) = 0

(3) ⇒ (1)

Sedet(T −λ I) = 0 ent̃ao(T −λ I) é ñao inverśıvel. Seker(T −λ I) 6= 0 ent̃ao existev 6= 0

tal que

(T −λ I)(v) = 0

T(v)−λ I(v) = 0

T(v)−λv = 0

T(v) = λv

Portanto, segue queλ é autovalor deT.

Definição 3.3 Seja T: V →V linear eβ uma base de V e v6= 0 tal que v∈V um autovetor de

T associado ao autovalorλ . Ent̃ao,

T(v) = λv

[T(v)]β = [λv]β
[T]

β
β [v]β = λ [v]β

[T]
β
β [v]β −λ [v]β = 0

det
(

[T]
β
β [v]β −λ [v]β

)

= det0

como v6= 0, logo

det
(

[T]
β
β −λ I

)

= 0.
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Assim, a equaç̃ao det
(

[T]
β
β −λ I

)

= 0 é denominadaequaç̃ao caracteŕısticado operador

T e suas ráızes s̃ao os autovalores do operador T . O determinante det
(

[T]
β
β −λ I

)

é um

polinômio emλ denominadopolinômio caracteŕıstico.

Observaç̃ao 3.2 O polinômio caracteŕıstico de T independe da base escolhida em V.

Figura 5: T : V →V linear independe da base escolhida.

Sejaα uma outra base de V, logo

[T]αα = A[T]
β
β A−1

Segue

det
(
[T]αα −λ I

)
= det

(

A[T]
β
β A−1−λ I

)

det
(
[T]αα −λ I

)
= det

(

A[T]
β
β A−1−λAIA−1

)

det
(
[T]αα −λ I

)
= det

(

A
(

[T]
β
β −λ I

)

A−1
)

det
(
[T]αα −λ I

)
= det(A)det

(

[T]
β
β −λ I

)

det
(
A−1

)

det
(
[T]αα −λ I

)
= det

(
AA−1

)
det
(

[T]
β
β −λ I

)

det
(
[T]αα −λ I

)
= det(I)det

(

[T]
β
β −λ I

)

det
(
[T]αα −λ I

)
= 1·det

(

[T]
β
β −λ I

)

det
(
[T]αα −λ I

)
= pT(λ )

Logo, o polin̂omio caracteŕıstico pode ser dado por

pT(λ ) = det
(
[T]αα −λ I

)
.

Definição 3.4 Seja T: V →V linear e v6= 0 autovetor associado ao autovalorλ . O conjunto

Vλ = {v∈V|T(v) = λv}

é chamado deautoespaço associado ao autovalorλ .
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Proposiç̃ao 3.2 Seja T: V →V linear. Vλ é um autoespaço vetorial de V.

Demonstraç̃ao:

1) Sejam

v1 ∈Vλ ⇒ T(v1) = λv1

v2 ∈Vλ ⇒ T(v2) = λv2

Deve-se verificar se a somav1 +v2 ⊂Vλ , assim

T(v1 +v2) = T(v1)+T(v2)

T(v1 +v2) = λv1 +λv2

T(v1 +v2) = λ (v1 +v2)
︸ ︷︷ ︸

∈Vλ

2) Sejaα ∈ K, v∈Vλ ent̃aoT(v) = λv. Tem-se que

T(λv) = λT(v) = αλv = λ (αv)
︸︷︷︸

∈ Vλ

Assim,Vλ é subespaço vetorial deV.

Proposiç̃ao 3.3 Seja T:V →V linear e v6= 0 autovetor de T associado ao autovalorλ . Assim,

Vλ é invariante sob T.

Demonstraç̃ao:

SejaVλ = {v∈V|T(v) = λv}.

Sejav∈Vλ de modo queT(v) = λv∈V.

Dessa forma,Tλ é T invariante, ou seja, qualquer vetor deV pela transformaç̃aoT cai em

V, por issoVλ é invariante sobT.

Teorema 3.1 Autovetores associados a autovalores distintos são LI.

Sejaβ = {v1,v2, ...,vn} o conjunto dos autovetoresvi associados aos autovaloresλi .

Provaremos queβ é um conjunto L.I, utilizando o Princı́pio da Induç̃ao Finita:

a) paran = 1, tem-se

α1v1 = 0 ⇒ α1 = 0; {v1} é LI.
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b) supondo a validade paran−1,

β1v1 +βv2 + ...+βn−1vn−1 = 0

hipóteseβi = 0, ∀i = 1,2, ...,n−1.

c) Mostremos quée válido paran.

Considere a combinação linear nula entre os autovetores

α1v1 +α2v2 + ...+αnvn = 0 (10)

Aplicando a transformação linear, tem-se

T(α1v1 +α2v2 + ...+αnvn) = T(0) = 0

α1T(v1)+α2T(v2)+ ...+αnT(vn) = 0

comoT(vi) = λivi, logo

α1λ1v1 +α2λ2v2 + ...+αnλnvn = 0 (11)

Assim, se for multiplicado (10) porλn e subtraindo de (11), vem

α1(λ1−λn)v1 +α2(λ2−λn)v2 + ...+αn−1(λn−1−λn)vn−1 = 0

Utilizando a hiṕotese da induç̃ao, os vetoresv1,v2, ...,vn−1 são LI, logo

α1(λ1−λn) = α2(λ2−λn) = αn−1(λn−1−λn) = 0

usando a hiṕotese de que osλ ’s são distintos, então,α1 = α2 = ... = αn−1 = 0. Como

α1v1 +α2v2 + ...+αn−1vn−1
︸ ︷︷ ︸

= 0

+αnvn = 0

assim,αn = 0, poisvn 6= 0. Portanto, a expressão (11) śo pode ocorrer quando todos os

coeficientesαi são nulos.

Corolário 3.1 Seja V um K-espaço vetorial com dim(V) = n tal que T: V → V possui n au-

tovalores diferentes. Então, T possui n autovetores LI e portanto, o conjunto dos autovetoresé

uma base de V.

Corolário 3.2 (Diagonalizaç̃ao de operadores)Se dim(V) = n e T∈L (V) têm n autovalores

distintos, ent̃ao V possui uma base formada por autovetores.
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Demonstraç̃ao:

Sejav1,v2, ...,vn autovetores associados aos autovalores distintosλ1,λ2, ...,λn. Pelo teo-

rema 3.1, {v1,v2, ...,vn} é LI, e comodim(V) = n tem-se queβ = {v1,v2, ...,vn} é uma formada

por autovetores.

Corolário 3.3 (Decomposiç̃ao deV como subespaços invariantes de dimensão 1) Seja T :

V → V tal que T(v) = λv. Se Vé um K-espaço vetorial, dim(V) = n, com n autovalores

distintos, ent̃ao h́a uma base de autovetores tal que Vλi
é o autoespaço associado ao autovalor

λi, assim

V = Vλ1
⊕ ...⊕Vλn

onde cada dim(Vλ1
) possui dimens̃ao 1.

Definição 3.5 Sejam V um K-espaço vetorial, dim(K) < ∞ e T : V → V linear. Defina T

diagonaliźavelse, e somente se, V possui uma base formada por autovetores.

Observaç̃ao 3.3 Seja T: V →V diagonaliźavel e dim(V) = n. Então, existeβ = {v1,v2, ...,vn}
base de V formada por autovetores. Então:

T(v1) = λ1 ·v1 +0·v2 + ...+0·vn = v1

T(v2) = 0·v1 +λ2 ·v2 + ...+0·vn = v2
...

...
...

T(vn) = 0·v1 +0·v2 + ...+λn ·vn = vn

e

[T]
β
β =










λ1 0 0 ... 0

0 λ2 0 ... 0
...

...
...

.. .
...

0 0 0 ... λn










onde[T]
β
β é uma matriz diagonal.

Observaç̃ao 3.4 Por outro lado, suponha que existeα = {w1,w2, ...,wn} base se V tal que[T]αα

seja uma diagonal.

[T]
β
β =










a1 0 0 ... 0

0 a2 0 ... 0
...

...
...

. ..
...

0 0 0 ... an










, dim(V) = n.
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Assim,
T(w1) = a1w1

T(w2) = a2w2
...

T(wn) = anwn

Logo,α é formada por autovetores.

Assim, a definiç̃ao deT : V →V ser diagonaliźavel (Definiç̃ao 3.5 ) foi motivada por estas

duas observaç̃oes anteriores.

Definição 3.6 Seja T: V → V linear, dize-se que T́e diagonaliźavel se existeβ base de V

formada por autovetores de T.

Como calcular os autovalores?

p(λ ) = det
(
[T]αα −λ I

)

Lembrando que os autovalores são as ráızes dep(λ ), istoé, p(λ ) = 0, logo o grau dep(λ ),

expresso por∂ p(λ ),

∂ p(λ ) = dim(V) = n

Como calcula-se os autovetores correspondentes?

[T]αα = λv, v 6= 0.
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4 FORMAS BILINEARES E TEOREMA ESPECTRAL

Nesta seç̃ao ser̃ao apresentados alguns conceitos necessários para a demonstração do Teo-

rema Espectral além de introduzir o conceito de quádricas por meio de formas bilineares (MA-

GALHAES, 2004; AXLER; GEHRING; HALNROS, 2010; COELHO; LOURENCO,2010;

LANG, 1971; HOFFMAN; KUNZE, 1976; BOLDRINI et al., 1980).

Definição 4.1 Um produto interno sobre V́e uma funç̃ao

〈·, ·〉 : V ×V → K

que satisfaz̀as propriedades:

1) 〈u+v,w〉 = 〈u,w〉+ 〈v,w〉

2) 〈λu,v〉 = λ 〈u,v〉

3) 〈u,v〉 = 〈v,u〉

4) 〈u,u〉 ≥ 0 e 〈u,u〉 = 0 ⇔ u = 0V

Definição 4.2 Seja(V,〈·, ·〉). Defina que dois vetores v e w são ortogonais(em relaç̃ao ao

produto interno〈·, ·〉) se, e somente se,〈v,w〉 = 0, ou ainda,(v⊥w).

Definição 4.3 Seja V um K-espaço vetorial com produto interno e W um subespaço vetorial de

V. O conjunto

W⊥ = {v∈V| < v,w >= 0,∀w∈W}

é um subespaço de V, chamado de complemento ortogonal de W.

Teorema 4.1 (Relaciona ortogonalidade e independência linear) Seja(V,〈·, ·〉) e seja a base

{v1,v2, ...,vn} um conjunto de vetores não-nulos, ortogonais dois a dois (istoé,
〈
vi,v j

〉
= 0;

i 6= j). Então{v1,v2, ...,vn} é LI.
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Demonstraç̃ao:

Sejaa1v1 +a2v2 + ...+anvn = 0. Deve-se mostrar queai = 0, 1≤ i ≤ n.

〈a1v1 +a2v2 + ...+aivi + ...+anvn,vi〉 = 〈0,vi〉 = 0

〈a1v1,vi〉+ 〈a1v1,vi〉+ ...+ 〈aivi,vi〉+ ...+ 〈anvn,vi〉 = 0

ai 〈vi,vi〉
︸ ︷︷ ︸

6=0

= 0

portanto,ai = 0. E isso vale para todo 1≤ i ≤ n. Assim,a1v1 +a2v2 + ...+anvn é LI.

Definição 4.4 Seja(V 〈·, ·〉) a funç̃ao

‖·‖ : V → R

v 7→ ‖v‖ =
√

〈v,v〉
é umanormaem V.

Definição 4.5 Seja(V 〈·, ·〉) e S⊂ V um subconjunto de V. Defina que Sé ortonormal se Sé

ortogonal e‖x‖ = 1, ∀x∈ S.

Definição 4.6 Seja(V 〈·, ·〉), onde V é um K-espaço vetorial com dim(V) = n. Defina que

uma baseβ = {v1,v2, ...,vn} é ortonormal seβ é ortogonal e‖vi‖ = 1, 1≤ i ≤ n, ou β =

{v1,v2, ...,vn} base ortonormal se, e somente se,

{ 〈
vi,v j

〉
= 0, i 6= j

〈vi,vi〉 = 1,

Definição 4.7 Sejam V e W K-espaços vetoriais com produto interno(dim(V) = dim(W)).

Tem-se que T∈L (V) é umaisometriase‖T(x)‖= ‖x‖. Quando V=W, dim(V) < ∞, onde V

é um espaço euclidiano, então T : V →V isometriaé chamada umatransformaç̃ao ortogonal.

Proposiç̃ao 4.1 Seja T: V →V. T é isometria se, e somente se, existe T∗ e T∗ = T−1.

Demonstraç̃ao:
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(⇒)

〈T(x),y〉 =
〈
T(x),T ◦T−1(y)

〉

〈T(x),y〉 =
〈
T(x),T(T−1(y))

〉

〈T(x),y〉 =
〈
x,T−1(y)

〉

〈T(x),y〉 = 〈x,T∗(y)〉

comoT é único, ent̃aoT∗ = T−1.

(⇐)

〈x,y〉 =
〈
x,T−1◦T(y)

〉

〈x,y〉 = 〈x,T∗(T(y))〉
〈x,y〉 = 〈T(x),T(y)〉

Assim, tem-se queT é isometria.

Definição 4.8 Seja T∈ Mn(K).

1) T é siḿetrica se, e somente se, T= Tt ;

2) T é ortogonal se, e somente se, T·Tt = Tt ·T = I .

Assim,

T−1 = Tt
.

Definição 4.9 Seja T∈ L (V) onde dim(V) < ∞ e sejaβ base ortonormal de V.

1) T é siḿetrica se, e somente se,[T]
β
β é siḿetrica.

2) T é ortonormal se, e somente se,[T]
β
β é ortonormal.

Proposiç̃ao 4.2 Seja(V 〈·, ·〉), onde dim(V) = n, e sejamα eβ bases ortonormais de V. Então,

a matriz[I ]αβ é uma matriz ortogonal (ou seja, as linhas ou as colunas são vetores ortonormais).

Demonstraç̃ao:

Sejam as basesα = {v1,v2, ...,vn} e β = {w1,w2, ...,wn} bases ortonormais deV e seja










a11 a12 ... ain

a11 a12 ... ain
...

...
. . .

...

an1 an2 ... ann









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isto é,
v1 = a11w1 +a21w2 + ...+an1wn

v2 = a12w1 +a22w2 + ...+an2wn

.............................................

vn = a1nw1 +a2nw2 + ...+annwn

Considerando o caso onden = 2, logo

A = [I ]αβ =

[

a11 a12

a21 a22

]

·At =

[

a11 a21

a12 a22

]

A·At = At ·A=

[

a11 a12

a21 a22

]

·
[

a11 a21

a12 a22

]

=

[

a11a11+a21a21 a11a12+a21a22

a11a12+a21a22 a12a12+a22a22

]

=

[

1 0

0 1

]

Comoα = {v1,v2} e β = {w1,w2}, tem-se

〈v1,v1〉 = a11a11+a21a21 = ‖v‖2 = 1 e〈v1,v2〉 = 0

Portanto,[I ]αβ é uma matriz ortonormal.

Definição 4.10 (Operador auto-adjunto) Seja(V,〈·, ·〉), onde T∈L (V), V = R ouC. Assim,

T ∈ L (V) é auto-adjuntose∃T∗ e T∗ = T. Se Vé euclidiano, um operador auto-adjuntoé

chamado deoperador siḿetrico.

Definição 4.11 Seja A∈ Mn×n(K). A éhermitianaouauto-adjuntase A∗ = A.

Proposiç̃ao 4.3 Seja T∈ L (V), onde dim(V) < ∞ eβ uma base ortonormal de V. Então, T é

auto-adjunto se, e somente se,[T]
β
β é auto-adjunta.

Demonstraç̃ao:

(⇒) T é auto-adjunta, então, existeT∗ eT∗ = T se, e somente se,[T∗]ββ = [T]
β
β . Comoβ é

ortonormal, ent̃ao

[T]
β
β =

(

[T]
β
β

)∗
= [T]

β
β

portanto,[T]
β
β é auto-adjunta.

(⇐) [T]
β
β é auto-adjunta, istóe,
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[T]
β
β =

(

[T]
β
β

)∗

comoβ é ortonormal, logo

[T]
β
β = [T∗]ββ

portanto,T = T∗, ou seja,T é auto-adjunto.

Observaç̃ao 4.1 Se A∈ Mn×n(R) é auto-adjunta, então Aé siḿetrica, pois

A = A∗ = A−t = At

portanto, Aé siḿetrica.

Lema 4.1 Suponha T∈ L (V) é auto-adjunta. Ent̃ao, T tem um autovalor.

Demonstraç̃ao:

Assume-se queV é um espaço vetorial com produto interno. Sejan= dim(V) e escolhendo

v∈V, comv 6= 0. Ent̃ao

(
v,Tv,T2v, ...,Tnv

)

não pode ser linearmente independente porqueV tem dimens̃aon e tem-sen+1 vetores. Assim,

existem ńumeros reaisa0,a1, ...,an, não todos nulos, de maneira que

0 = a0v+a1Tv+a2T2v+ ...+anTnv.

Tomandoai como coeficientes de um polinômio do qual pode ser escrito na forma fatorada

como

a0 +a1x+a2x2 + ...+anxn = c(x2 +α1x+β1) · ... · (x2 +αMx+βM) · (x−λ1) · ... · (x−λm),

ondec é um ńumero real ñao nulo, cadaα j , β j e λ j são reais, eα2
j < 4β j , m+ M ≥ 1, para

qualquer valor real dex na equaç̃ao. Tem-se então

0 = a0v+a1Tv+ ...+anTnv = (a0I +a1T + ...+anTn)v =

c(T2 +α1T +β1I) · ... · (T2 +αMT +βMI) · (T −λ1I) · ... · (T −λmI)v
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CadaT2 +α jT +β j I é invert́ıvel devido aT ser auto-adjunto assim comoα2
j < 4β j , além

de quec 6= 0. Ent̃ao a equaç̃ao acima implica que

0 = (Tλ1I) · ... · (T −λmI)v.

Portanto,T −λ j I nãoé injetiva para pelo menos umj. Em outras palavras,T tem autovalor.

Proposiç̃ao 4.4 Seja(V,〈·, ·〉), T ∈ L (V) auto-adjunto. Ent̃ao, os autovalores de T são reais

e os autovetores associados a autovalores distintos são ortogonais.

Demonstraç̃ao:

1) Seλ é autovalor deT logo existev 6= 0 tal queT(v) = λv. Ent̃ao

〈T(v),v〉 = 〈v,T∗(v)〉

comoT = T∗,

〈v,T(v)〉

assim,
〈T(v),v〉 = 〈v,T(v)〉
〈λv,v〉 = 〈v,λv〉
λ 〈v,v〉 = λ 〈v,v〉

λ 〈v,v〉−λ 〈v,v〉 = 0
(

λ −λ
)

〈v,v〉
︸︷︷︸

6=0

= 0

como〈v,v〉 6= 0, tem-se que
(

λ −λ
)

= 0 se, e somente se,λ = λ , λ ∈ R.

2) Sejaλ1 = λ2 autovalores deT. Ent̃ao

∃v1 6= 0|T(v1) = λ1v1

∃v2 6= 0|T(v2) = λ2v2

Tem-se que

〈T(v1),v2〉 = 〈v1,T
∗(v2)〉
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comoT = T∗

〈T(v1),v2〉 = 〈v1,T(v2)〉
〈λ1v1,v2〉 = 〈v1,λ2v2〉
λ1〈v1,v2〉 = λ2〈v1,v2〉
λ1〈v1,v2〉 = λ2〈v1,v2〉

(λ1−λ2)
︸ ︷︷ ︸

6=0

〈v1,v2〉 = 0

〈v1,v2〉 = 0

logo,v1⊥v2.

Proposiç̃ao 4.5 Sejamα e β bases ortonormais de V e T∈ L (V) tal que [T]αα é siḿetrica.

Então [T]
β
β é siḿetrica.

Demonstraç̃ao:

Figura 6:

αα e [T]
β
β são siḿetricas.]T : V →V, onde[T]αα e [T]

β
β são siḿetricas.

Tem-se que

[T]
β
β = [I ]αβ · [T]αα · [T]βα

[T]
β
β =

(

[I ]βα

)−1
· [T]αα · [T]βα

[T]
β
β =

(

[I ]βα

)t
· [T]αα · [T]βα

aplicando a transposta em ambos os lados, obtém-se

(

[T]
β
β

)t
=

((

[I ]βα

)t
· [T]αα · [T]βα

)t

(

[T]
β
β

)t
=

(

[T]βα

)t
·
(
[T]αα

)t ·
((

[I ]βα

)t
)t

(

[T]
β
β

)t
=

(

[I ]βα

)t
· [T]αα · [T]βα

(

[T]
β
β

)t
= [T]

β
β

Teorema 4.2 Seja T: V →V um operador auto-adjunto. Se o subespaço Vλi
⊂V é invariante

por T , seu complemento ortogonal V⊥
λi

tamb́emé.
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Demonstraç̃ao:

O teorema 4.2decorre imediatamente do

Teorema 4.3 Se o subespaço Vλi
⊂ V é invariante pelo operador linear T: V → V ent̃ao seu

complemento ortogonal V⊥λi
é invariante pelo operador adjunto T∗ : V →V

Demonstraç̃ao:

Sejamu∈Vλi
ev∈V⊥

λi
, tem-se ent̃ao queTu∈Vλi

já queT é um operador invariante. Logo,

〈u,T∗v〉 = 〈Tu,v〉 = 0

ent̃ao

T∗v∈V⊥
λi

, logo,V⊥
λi

é invariante porT∗.

Teorema 4.4 (Teorema Espectral)Para todo operador autoadjunto T: V → V, num espaço

vetorial de dimens̃ao finita munido de produto interno, existe uma base ortonormal {u1,u2, ...,un}∈
V formada por autovetores de T.

Demonstraç̃ao:

(⇒) Seŕa utilizada induç̃ao na dimens̃ao deV. O teoremaé evidente sedim(V) = 1.

Supondo-o verdadeiro em dimensão n−1, sejadim(V) = n. PelaProposiç̃ao 4.4, existe um

autovetor unit́ario un, portanto um subespaçoVλi
⊂ V, com i = 1, ...,n, de dimens̃ao 1, invari-

ante porT. PeloTeorema 4.2, o complemento ortogonaldim(V⊥
λi

) tamb́em é invariante por

T. Comdim(V⊥
λi

) = n−1, a hiṕotese de induç̃ao assegura a existência de uma base ortonor-

mal {u1,u2, ...,un−1} ⊂V⊥
λi

formada por autovetores da restriçãoT : V⊥
λi

→V⊥
λi

. Segue-se que

{u1,u2, ...,un−1,un} ⊂V é uma base ortonormal formada por autovetores deT.

(⇐) Se existe uma base ortonormal{u1,u2, ...,un} ⊂V formada por autovetores do oper-

adorT : V →V ent̃ao este operadoré auto-adjunto. Com efeito, para quaisqueri, j = 1,2, ...,n,

tem-se
〈
Tui,u j

〉
=
〈
λiui,u j

〉
= λiδi j =

〈
ui,λ ju j

〉
=
〈
ui,Tuj

〉

e dáı, resulta que〈Tu,v〉 = 〈u,Tv〉, para quaisqueru,v∈V.

Assim, é conseqûencia desse teoremaD = PtTP, ondeD é a matriz diagonal,P a ma-

triz ortonormal formada por autovetores associados aos autovalores deT, Pt = P−1 é a matriz

tranposta/inversa deP eT o operador auto-adjunto.
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Definição 4.12 (Formas bilineares)SejaR-espaço vetorial. Umaforma bilinear é umaapli-

caç̃ao bilinear

B : V ×V → R

(v,w) 7→ B(v,w)

tal que

1) Para cada w fixado, B(v,w) é linear em v, istóe,

B(v1 +v2,w) = B(v1,w)+B(v2,w)

B(αv,w) = αB(v,w); ∀α ∈ R; ∀v,w∈V

2) Para cada v fixado, B(v,w) é linear em w, istóe,

B(v,w1 +w2) = B(v,w1)+B(v,w2)

B(v,αw) = αB(v,w); ∀α ∈ R; ∀v,w∈V

Definição 4.13 (Matriz de uma forma bilinear) Seja V um espaço vetorial e B: V ×V → R

uma forma bilinear. Dada uma baseβ = {v1,v2, ...,vn} de V, deve-se associar a B uma matriz

[B]
β
β , assim v,w∈V, tem-se

v = x1v1 +x2v2 + ...+xnvn

w = y1v1 +y2v2 + ...+ynvn

logo

B(v,w) = B

(
n

∑
i=1

xivi,

n

∑
j=1

y jv j

)

B(v,w) =
n

∑
i, j=1

xiy jB
(
vi,v j

)
= [x1,x2, ...,xn]

t [B]
β
β










y1

y2
...

yn









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onde[v]β = [x1,x2, ...,xn]
t e [w]β =










y1

y2
...

yn










. Assim,

[B]
β
β =










B(v1,v1) B(v1,v2) ... B(v1,vn)

B(v2,v1) B(v2,v2) ... B(v2,vn)
...

...
...

B(vn,v1) B(vn,v2) ... B(vn,vn)










é chamada dematriz da forma bilinearB (em relaç̃ao à baseβ ).

No caso den = 2, dim(V) = 2, temosB : V ×V → R bilinear eβ = {v1,v2} base deV.

Sejamv,w∈V tais que

v = x1v1 +x2v2

w = y1v1 +y2v2

Assim,

B(v,w) = B(x1v1 +x2v2,y1v1 +y2v2)

B(v,w) = B(x1v1,y1v1 +y2v2)+B(x2v2,y1v1 +y2v2)

B(v,w) = B(x1v1,y1v1)+B(x1v1,y2v2)+B(x2v2,y1v1)+B(x2v2,y2v2)

B(v,w) = x1y1B(v1,v1)+x2y2B(v1,v2))+x1y2B(v2,v1)+x2y2B(v2,v2)

B(v,w) = ∑2
i, j=1xiy jB

(
vi,v j

)

B(v,w) =
[

x1 x2

]

·
[

B(v1,v1) B(v1,v2)

B(v2,v1) B(v2,v2)

]

·
[

y1

y2

]

B(v,w) = [v]tβ [B]
β
β [w]β

Definição 4.14 (Forma bilinear siḿetrica) A forma bilinear

B : V ×V → R

é denominadaforma bilinear simétricase B(v,w) = B(w,v).

Definição 4.15 (Forma bilinear quadŕatica) A forma bilinear

B : V ×V → R

onde tem-se que q(v) = B(v,v) é denominadaforma bilinear quadŕaticaassociada a B,∀v∈V.
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5 FORMAS QUÁDRICAS

Esta seç̃ao trata das aplicações dos autovalores e autovetores nas formas quádricas e enfatiza

a import̂ancia destes na classificação das qúadricas na segunda e terceira dimensões (STEIN-

BRUCH; WINTERLE, 1987; LIMA, 2008; BOLDRINI et al., 1980; CAMARGO; BOULOS,

2005; POOLE, 2006).

SejamV = R
n com produto interno canônico eB a forma bilinear deB(v,v) = q(v),∀v,v∈

V. Ent̃ao a forma quadrática associada aB é dada por

q(v) = B(v,v) =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

bi j viv j = vtBv

ondev1,v2, ...,vn são as componentes dev na base considerada.

Se B é uma matriz diagonalizável, ent̃ao a soma na expressão anterior cont́em apenas

quadrados das componentes,q(v) = ∑n
i=1bii v2

i e diz-se queq é uma forma quadrática diago-

nalizável.

5.1 FORMA QUÁDRICA NO PLANO

Seja a forma qúadrica

vt
SAvS =

[

x y
]
[

a c

c b

][

x

y

]

(12)

em que a matriz siḿetricaA é a matriz da forma quadrática evS evt
S referem-sèa base can̂onica

S= {e1,e2} tal quee1 = (1,0) e e2 = (0,1).

O produto de (12)́e o polin̂omio ax2 + by2 + 2cxyo qualé um polin̂omio homoĝeneo do

segundo grau emx ey e é chamadoforma quadrática no plano.

Assim, tem-se o seguinte exemplo para ilustrar o que já foi enunciado.
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Seja a matriz siḿetrica real
[

4 12

12 −3

]

define noR2 a forma quadŕatica

p = 4x2−3y2 +24xy

ou na forma matricial

p =
[

x y
]

︸ ︷︷ ︸

vt
S

·
[

4 12

12 −3

]

︸ ︷︷ ︸

A

·
[

x

y

]

︸ ︷︷ ︸

vS

Ao vetorvS = (1,2), por exemplo, corresponde ao número real

p = 4· (1)2−3· (2)2 +24· (1) · (2) = 4−12+48= 40

5.1.1 Reduç̃ao da Forma Quadráticaà Forma Can̂onica

A forma quadŕatica no planovt
SAvS pode ser expressa por

λ1x′2 +λ2y′2

ondeλ1 e λ2 são os autovalores da matrizA, e x′ e y′ as componentes do vetorv na baseP =

{u1,u2}, isto é,vP = (x′,y′), sendou1 eu2 os autovetores unitários associados aλ1 e λ2.

De fato, tendo em vista que a matrizP é a matriz mudança de base deP paraS, pois

[I ]PS = S−1P = IP = P

e, portanto

vS = PvP

pode-se escrever

vt
SAvS = (PvP)t A(PvP)

ou

vt
SAvS = vt

P(PtAP)vP

comoP diagonalizaA ortogonalmente

PtAP= D =

[

λ1 0

0 λ2

]
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conclui-se que

vt
SAvS = vt

PDvP

ou, na forma matricial

[

x y
]
[

a c

c b

][

x

y

]

=
[

x′ y′
]
[

λ1 0

0 λ2

][

x′

y′

]

ou, ainda

ax2 +by2 +2cxy = λ1x′2 +λ2y′2

A forma λ1x′2 + λ2y′2 é denominadaforma canônica da forma quadŕatica no plano ou

tamb́emforma quadrática diagonalizada.

Por exemplo, seja a seguinte forma quadrática

4x2−3y2 +24xy

pode ser expressa por

−12x′2 +13y′2.

De fato, a forma quadrática

4x2−3y2 +24xy

é definida pela matriz

A =

[

4 12

12 −3

]

onde os autovalores sãoλ1 = −12 eλ2 = 13. Logo, a forma can̂onica da forma quadráticaé

−12x′2 +13y′2

Por outro lado, os autovetores unitários associados aλ1 eλ2 são, respectivamente,u1 =
(3

5,−4
5

)

eu2 =
(4

5,
3
5

)
. Logo

P =

[
3
5

4
5

−4
5

3
5

]

ComovS = PvP equivale avP = P−1vS, ou

vP = Pt = vS

poisPt = P−1 pelo fato deP ser matriz ortogonal, pode-se calcularvP a partir devS. Supondo
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quevS = (x,y) = (1,2), vem

vP =

[
3
5 −4

5
4
5

3
5

]

·
[

1

2

]

=

[

−1

2

]

isto é,vP = (x′,y′) = (−1,2) .

Assim,
4x2−3y2 +24xy = −12x′2 +13y′2

4(1)2−3(2)2 +24(1)(2) = −12(−1)′2 +13(2)′2

4−12+48 = −12+42

40 = 40

O que ocorreu foi uma mudança de base ou uma mudança de referencial. O vetorv, que na

base can̂onicaS é vS = (1,2), na baseP dos vetores pŕoprios unit́ariosé vP = (−1,2). Como a

base can̂onica individualiza o sistema cartesiano retangularxOye a baseP o sistema retangular

x′Oy′, pode-se dizer que um ponto que tem coordenadas(1,2) em relaç̃ao ao primeiro sistema

tem coordenadas(−1,2) em relaç̃ao ao segundo sistema, conforme a figura (7) a seguir.

�

x′

y′

y

x

v

u1

u2

0

−1

1

−1

2

1

Figura 7:

SS′.]Representaç̃ao de mudança de base de[T]SS′ .

Essa mudança de referencial corresponde a uma rotação de umânguloθ do sistemaxOy
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at́e o sistemax′Oy′. A matriz responśavel por essa rotaçãoé a matriz ortogonalP.

O ângulo de rotaç̃ao pode ser dado pela seguinte definição.

Definição 5.1 Sejam T: V →V, a base can̂onicaβ = {e1,e2, ...,en} e a base ortonormal dos

autovetoresβ ′
=
{

uλ1
,uλ2

, ...,uλn

}
, o ânguloθ entre ei e ui é dado por

cosθ =
ei ·uλi

‖ei‖ ·
∥
∥uλi

∥
∥
, −1≤ θ ≤ 1

Se os autovetores unitários da matrizP forem dispostos de modo quedet(P) = 1, ela sempre

representará uma rotaç̃ao e a transformação de coordenadas

[

x

y

]

= P

[

x′

y′

]

que iŕa ocorrer no estudo das cônicas seŕa sempre uma rotação.

5.2 CÔNICAS NO ESPAÇO BIDIMENSIONAL

Chama-secônicaa todo conjunto de pontosM do plano cujas coordenadasx ey, em relaç̃ao

à base can̂onica, satisfazem̀a equaç̃ao do segundo grau

ax2 +by2 +2cxy+dy+ey+ f = 0

ondea, b ec não s̃ao todos nulos.

5.2.1 Equaç̃ao Reduzida de uma Cônica

O reconhecimento e a análise da equaç̃ao de uma ĉonica ser̃ao apresentados por meio de

duas etapas, sendo a primeira constituı́da de tr̂es passos.

Seja a equaç̃ao de uma ĉonica

ax2 +by2 +2cxy+dy+ey+ f = 0 (13)

Etapa 1: Eliminaç̃ao do termoxy

Passo 1)Escreve-se a equação na forma matricial

[

x y
]
[

a c

c b

][

x

y

]

+
[

d e
]
[

x

y

]

+[ f ] = [0] (14)
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ou

vt
SAvS+NvS+ f = 0

onde

vS =

[

x

y

]

, A =

[

a c

c b

]

eN =
[

d e
]

Passo 2)Calculam-se os autovaloresλ1 e λ2 e os autovetores unitáriosu1 = (x11,x12) e

u2 = (x21,x22) da matriz siḿetricaA.

Passo 3)Substitui-se na equação (14) a forma quadrática

vt
SAvS =

[

x y
]
[

a c

c b

][

x

y

]

pela forma can̂onica

vt
PDvP =

[

x′ y′
]
[

λ1 0

0 λ2

][

x′

y′

]

e

vS =

[

x

y

]

por

PvP =

[

x11 x21

x12 x22

][

x′

y′

]

tendo sempredet(P) = 1, a fim de que essa transformação seja uma rotação.

Assim, a equaç̃ao (14) se transforma em

[

x′ y′
]
[

λ1 0

0 λ2

][

x′

y′

]

+
[

d e
]
[

x11 x12

x21 x22

][

x′

y′

]

+[ f ] = [0]

ou

λ1x′2 +λ2y′2 + px′ +qy′ + f = 0 (15)

queé a equaç̃ao da ĉonicaax2 + by2 + 2cxy+ dy+ ey+ f = 0, poŕem referida ao

sistemax′Oy′, cujos eixos s̃ao determinados pela baseP= {u1,u2}, conforme sugere

a figura (8).
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y

u1

u2

x′

y′

θ

x0

Figura 8:

SS′ e doânguloθ da rotaç̃ao do eixoxOypara o eixox′Oy′.]Representaç̃ao da mudança de

base de[T]SS′ e doânguloθ da rotaç̃ao do eixoxOypara o eixox′Oy′.

Observa-se que a equação ax2 + by2 + 2cxy+ dy+ ey+ f = 0 apresenta o termo

misto emxy, a equaç̃aoλ1x′2 +λ2y′2 + px′+qy′+ f = 0 é desprovida dele, ou seja,

ocorreu uma simplificaç̃ao.

Etapa 2: Translaç̃ao de eixos

Conhecida a equação da ĉonica

λ1x′2 +λ2y′2 + px′ +qy′ + f = 0 (16)

para se obter a equação reduzida efetua-se uma nova mudança de coordenadas, quecon-

siste na translação doúltimo referencialx′Oy′ para o novo, o qual será chamadoXO′Y. A

ańalise das duas possibilidadesé feita a seguir.

1) Supondoλ1 e λ2 diferentes de zero, pode-se escrever

λ1

(

x′2 +
p

λ1
x′
)

+λ2

(

y′2 +
q
λ2

y′
)

+ f = 0

ou

λ1

(

x′2 +
p

λ1
x′ +

p2

4λ 2
1

)

+λ2

(

y′2 +
q
λ2

y′ +
q2

4λ 2
2

)

+ f − p2

4λ 2
1

− q2

4λ 2
2

= 0

λ1

(

x′ +
p

2λ1

)2

+λ2

(

y′ +
q

2λ2

)2

+ f − p2

4λ 2
1

− q2

4λ 2
2

= 0
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Fazendo

f − p2

4λ 2
1

− q2

4λ 2
2

= −F

e, por meio de f́ormulas de translação

X = x′ + p
2λ1

Y = y′ + q
2λ2

segue que

λ1X2 +λ2Y
2−F = 0

e, finalmente

λ1X2 +λ2Y
2 = F

a qualé a equaç̃ao reduzida de umacônica de centroe, assim, o primeiro membro

é a forma can̂onica da forma quadrática no plano.

2) Se um dos autovalores for igual a zero, supondoλ1 = 0, a equaç̃ao (16) fica

λ2y′2 + px′ +qy′ + f = 0

ou

λ2

(

y′2 +
q
λ2

y′
)

+ px′ + f = 0

λ2

(

y′2 +
q
λ2

y′ +
q2

4λ 2
2

)

+ px′ + f − q2

4λ 2
2

= 0

Fazendo, por meio de uma translação

X = x′ +
f
p
− q2

4pλ2

Y = y′ +
q

2λ2

segue que

λ2Y
2 + pX = 0

onde estáe a equaç̃ao reduzida de uma cônica sem centro. No caso deλ2 = 0, segue

o pensamento realizado paraλ1, e a equaç̃ao reduzida da ĉonica sem centro quando

λ2 = 0 seria ent̃ao

λ1X2 +qX = 0.
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5.3 CÔNICAS NÃO DEGENERADAS E DEGENERADAS NA POSIÇ̃AO PADRÃO

A forma geral de um equação quadŕatica emx ey é

ax2 +by2 +cxy+dy+ey+ f = 0

onde pelo menosa, b ou c é ñao nulo. Os gŕaficos dessas equações quadŕaticas s̃ao chamados

de secç̃oes ĉonicas (ou cônicas), pois podem ser obtidos tomando-se secções transversais de

um cone (duplo), istóe, cortando-se com planos. Os exemplos mais importantes de secç̃oes

cônicas s̃ao elipses (com cı́rculos como casos particulares), hipérboles e parábolas. Estas são

chamadas decônicas ñao degeneradas.

Figura 9: Secç̃oes ĉonicas.

5.3.1 Classificaç̃ao das Ĉonicas

A classificaç̃ao das ĉonicas pode ser influenciada pelos sinais dos autovalores, como vemos

a seguir.

1) A equaç̃ao de uma ĉonica de centróe

λ1X2 +λ2Y
2 = F

Assim, se ocorrer

• λ1 e λ2 forem de mesmo sinal, a cônica seŕa do ĝeneroelipse.
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x2

a2 +
y2

b2 = 1
x2

a2 +
y2

b2 = 1
x2

a2 +
y2

b2 = 1

a > b a< b a= b

Figura 10: Representaç̃ao de elipses(a,b > 0). Primeiro casoa > b, segundo casoa < b e terceiro

casoa = b.

• λ2 e λ2 forem de sinais contrários, a ĉonica seŕa do ĝenerohipérbole.

x2

a2 −
y2

b2 = 1 −x2

a2 +
y2

b2 = 1

a,b > 0 a,b > 0

Figura 11: Representaç̃ao de hiṕerboles (a,b¿0).

2) A equaç̃ao de uma ĉonica sem centróe

λ2Y
2 + pX = 0
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e

λ1X2 +qY = 0

Uma ĉonica representada por qualquer uma dessas equaçõesé do ĝeneroparábola.

y = ax2 y = ax2 x = ay2 x = ay2

a > 0 a < 0 a > 0 a > 0

Figura 12: Representaç̃ao de paŕabolas.

Tamb́em é posśıvel que uma secção transversal de um cone dê como resultado uḿunico

ponto, uma linha ou um par de retas. Estas são chamadas decônicas degeneradas.

Tem-se nos seguintes casos qual a influência dos sinais dos autovalores em relação às

cônicas degeneradas.

Caso 1) Seλ1 eλ2 têm o mesmo sinal, a cônica seŕa uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio.

a) A equaç̃ao (x+2)2 + (y−1)2 = 0 ou x2 + y2 + 4x− 2y+ 5 = 0 representa o ponto

(−2,1) (circunfer̂encia de raio igual a zero)

y

x

Figura 13: Cônica degenerada que representa um ponto.
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b) A equaç̃ao 3x2 + 2y2 + 1 = 0 representa o conjunto vazio. Essa equação ñao define

nenhuma figura geoḿetrica (o primeiro membróe sempre diferente de 0).

Figura 14: Cônica degenerada que representa o vazio.

Caso 2) Seλ1 e λ2 tiverem sinais contŕarios, a ĉonica seŕa uma hiṕerbole ou duas retas.

A equaç̃ao 9x2−y2 = 0 representa as retasy=−3x ey= 3x. De fato, fatorando o primeiro

membro, obt́em-se(3x+y) · (3x−y) = 0 e conclui-se que 3x+ y = 0 ou 3x− y = 0, ou

seja,y = −3x ey = 3x.

x

y

O

Figura 15: Cônica degenerada que representa duas retas congruentes.

Caso 3) Seλ1 = 0 e λ2 = 0 seŕa uma paŕabola, duas retas paralelas, uma reta ou o conjunto

vazio.

a) A equaç̃ao 4x2 = 9, ondeλ1 = 4 e λ2 = 0, representa duas retas paralelas. De fato,

pode-se escreverx2 = 9
4 oux = ±3

2, que s̃ao duas retas paralelas.
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y

x
O

Figura 16: Cônica degenerada que representa duas retas paralelas.

b) A equaç̃aoy2 = 0, ondeλ1 = 0 eλ2 = 1, representa uma reta, no caso, o eixo dosx,

isto é,y = 0.

y

x

Figura 17: Cônica degenerada que representa uma reta coincidente ao eixox.

c) A equaç̃ao 3x2 = −5, ondeλ1 = 3 eλ2 = 0, representa o conjunto vazio.

Figura 18: Cônica degenerada que representa o conjunto vazio.

As cônicas (elipse, hiṕerbole e paŕabola) e suas degenerações (um par de retas, uma só reta

e um ponto) constituem as possı́veis intersecç̃oes de uma superfı́cie ĉonica com um plano.

Seguem algumas aplicações nas quais são verificadas a aplicação dos autovalores e autove-

tores nas ĉonicas.

Aplicação 5.1 Determinar o ĝenero da ĉonica e a equaç̃ao reduzida representada pela equação

2x2 +2y2 +2xy+7
√

2x+5
√

2y+10= 0 (17)
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Semelhantèas ĉonicas, a ańalise das qúadricas seŕa dividida em duas etapas.

Etapa 1) Eliminaç̃ao do termo emxy

Passo 1)Escreve-se a equação dada na forma matricial

[

x y
]

·
[

2 1

1 2

]

·
[

x

y

]

+
[

7
√

2 5
√

2
]

·
[

x

y

]

+10I = 0 (18)

Passo 2)Calculam-se os autovalores e os autovetores unitários da matrizA =

[

2 1

1 2

]

det(A−λ I) =

[

2−λ 1

1 2−λ

]

= (2−λ )(2−λ )−1 = λ 2−4λ +3 = 0

Assim, os autovalores sãoλ1 = 3 eλ2 = 1.

Ser̃ao encontrados os respectivos autovetores paraλ1 eλ2 emAv= λv. Paraλ1 = 3,

tem-se [

−1 1

1 −1

]

·
[

x

y

]

=

[

3x

3y

]

{

−x + y = 3x

x − y = 3x

Efetuando operações elementares, encontram-sevλ1
=
{
(x,y) ∈ R

2|x = y
}

e vλ1
=

[(1,1)]. Normalizandovλ1
, tem-seuλ1

=
(

1√
2
,

1√
2

)

.

As operaç̃oes para encontrar o autovetor relacionado aλ1 = 3 s̃ao ańalogas para

λ2 = 1. Assim, encontram-sevλ2
=
{
(x,y) ∈ R

2|x = −y
}

e vλ2
= [(−1,1)], conse-

quentemente,uλ2
=
(

− 1√
2
,

1√
2

)

.

Testando se a matrizP formada pelos vetores unitáriosuλ1
euλ2

é ortogonal:

P =





1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2





tem-se quedet(P) = 1 e queuλ1
·uλ1

= 1, uλ2
·uλ2

= 1, uλ1
·uλ2

= 0 euλ2
·uλ1

= 0.

Portando a matrizPcomposta por autovetores unitáriosé ortogonal, e comodet(P)=

1 6= 0, consequentemente, existe matriz inversaP−1 e a matrizA seŕa diagonaliźavel.
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Passo 3)Substituindo em (18) a forma quadrática

[

x y
]

·
[

2 1

1 2

]

·
[

x

y

]

pela forma can̂onica

[

x′ y′
]

·
[

3 0

0 1

]

·
[

x′

y′

]

e o vetor [

x

y

]

por




1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2



 ·
[

x′

y′

]

em que os autovetores unitários foram dispostos de modo quedet(P) = 1 para que

essa transformação de coordenadas represente uma rotação.

Logo, a equaç̃ao (18) fica

[

x′ y′
]

·
[

3 0

0 1

]

·
[

x′

y′

]

+
[

7
√

2 5
√

2
]





1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2



 ·
[

x′

y′

]

+10= 0

ou

3x′2 +y′2 +12x′−2y′ +10= 0 (19)

que é a equaç̃ao da ĉonica (17), poŕem referida ao sistemax′Oy′ cujos eixos s̃ao

suportes devλ1
evλ2

(ouuλ1
euλ2

).

Etapa 2) Translaç̃ao de Eixos

Tomando a equação (19), faz-se uma translação do sistemax′Oy′. Assim,

3x′2 +y′2 +12x′−2y′ +10 = 0

(3x′2 +12x′)+(y′2−2y′) = −10

3(x′2 +4x′ +4)+(y′2−2y′ +1) = −10+3·4+1

3(x′ +2)2 +(y′−1)2 = 3

Utilizando, agora, as fórmulas de translação, chamam-se

X = x′ +2 e Y = y′−1
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e, portanto, a equação 3(x′ +2)2 +(y′−1)2 = 3 fica

3X2 +Y2 = 3 ou
X2

1
︸︷︷︸

a2

+
Y2

3
︸︷︷︸

b2

= 1

queé a equaç̃ao reduzida da ĉonica dada em (17), porém referida ao sistemaXO′Y, onde

O′ = (−2,1).

Trata-se de uma elipse cujos semi-eixos medem 1 e
√

3, estando o eixo maior sobre o

eixo da ordenadaY.

y

x

u1u2

y′

x′

θ

0

0
′

X

Y

1

−1

√

3

−

√

3

Figura 19: Observa-se que aĺem da rotaç̃ao do eixox′Oy′ ocorreu a translaç̃ao do mesmo para o

centro da elipse, formando o eixoXOY.

Observaç̃ao 5.1 Tendo em vista que e1 = (1,0) e uλ1
=
(

1√
2
,

1√
2

)

, o ânguloθ corre-

spondentèa rotaç̃ao é dado por:

cosθ =
e1 ·uλ1

‖e1‖ ·
∥
∥uλ1

∥
∥

=

√
2

2

Por outro lado, para confirmar, e2 = (0,1) e uλ2
=
(

− 1√
2
,

1√
2

)

, logo

cosθ =
e2 ·uλ2

‖e2‖ ·
∥
∥uλ2

∥
∥

=

√
2

2

isto é,θ = arc cos
(√

2
2

)

= 45o.

Aplicação 5.2 Determinar a equaç̃ao reduzida e o ĝenero da ĉonica representada pela equação

11x2−24xy+4y2 +20x−40y−20= 0 (20)
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Essa aplicaç̃ao seŕa analisada semelhantemente aAplicação 5.1.

Etapa 1) Eliminaç̃ao do termo emxy

Passo 1)Escreve-se a equação dada na forma matricial

[

x y
]

·
[

11 −12

−12 4

]

·
[

x

y

]

+
[

20 −40
]

·
[

x

y

]

−20I = 0 (21)

Passo 2)Calculam-se os autovalores e os autovetores unitários da matriz

A =

[

11 −12

−12 4

]

det(A−λ I) =

[

11−λ −12

−12 4−λ

]

= (11−λ )(4−λ )−144= λ 2−15λ −100= 0

Assim, os autovalores sãoλ1 = 20 eλ2 = −5.

Encontrando os respectivos autovetores paraλ1 e λ2 emAv= λv, tem-se

Paraλ1 = 20, segue

[

−9 −12

−12 −16

]

·
[

x

y

]

=

[

20x

20y

]

{

−9x − 12y = 20x

−12 − 16y = 20y

Efetuando operações elementares, encontram-sevλ1
=
{

(x,y) ∈ R
2|y = −3y

4

}

evλ1
=

[(
1,−3

4

)]
. Normalizandovλ1

, tem-seuλ1
=
(4

5,−3
5

)
.

As operaç̃oes para encontrar o autovetor relacionado aλ1 = 20 s̃ao ańalogas para

λ2 = −5. Assim, encontram-sevλ2
=
{
(x,y) ∈ R

2|y = 4x
3

}
e vλ2

=
[(

1,
4
3

)]
, conse-

quentemente,uλ2
=
(3

5,
4
5

)
.

Testando se a matrizP formada pelos vetores unitáriosuλ1
euλ2

é ortogonal

P =

[
4
5

3
5

−3
5

4
5

]

tem-se quedet(P) = 1 e queuλ1
·uλ1

= 1, uλ2
·uλ2

= 1, uλ1
·uλ2

= 0 euλ2
·uλ1

= 0.

Portando a matrizPcomposta por autovetores unitáriosé ortogonal, e comodet(P)=

1 6= 0, consequentemente, existe matriz inversaP−1 e a matrizA seŕa diagonaliźavel.
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Passo 3)Com as devidas substituições, a equaç̃ao (21) fica

[

x′ y′
]

·
[

20 0

0 −5

]

·
[

x′

y′

]

+
[

20 −40
]
[

4
5

3
5

−3
5

4
5

]

·
[

x′

y′

]

−20= 0

ou

20x′2−5y′2 +40x′−20y′−20= 0

que é a equaç̃ao da ĉonica (20), poŕem referida ao sistemax′Oy′ cujos eixos s̃ao

suportes devλ1
evλ2

(ouuλ1
euλ2

),

Etapa 2) Translaç̃ao de Eixos

20x′2−5y′2 +40x′−20y′−20= 0

dividindo por 5, tem-se

4x′2−y′2 +8x′−4y′−4 = 0

(4x′2 +8x′)− (y′2 +4y′) = 4

4(x′2 +2x′ +1)− (y′2 +4y′ +4) = 4+4·1−1·4
4(x′ +1)2− (y′ +2)2 = 4

Utilizando, agora, as fórmulas de translação, segue

X = x′ +1 e Y = y′ +2

e, portanto, a equação 4(x′ +1)2− (y′ +2)2 = 4 fica

4X2−Y2 = 4 ou
X2

1
︸︷︷︸

a2

− Y2

4
︸︷︷︸

b2

= 1

queé a equaç̃ao reduzida da ĉonica dada em (21), porém referida ao sistemaXO′Y, onde

O′ = (−1,−2).

Trata-se de uma hipérbole cujo eixo real, de medida 2, está sobre o eixo da abcissaX.
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θ

X

x′

Y
y′

y

x

−3

O′

O

4

3

u2

u1

Figura 20: Observa-se que aĺem da rotaç̃ao do eixox′Oy′ ocorreu a translaç̃ao do mesmo para o

centro da hipérbole, formando o eixoXOY.

Observaç̃ao 5.2 Tendo em vista que e1 = (1,0) e uλ1
=
(4

5,−3
5

)
, o ânguloθ correspon-

denteà rotaç̃ao é dado por

cosθ =
e1 ·uλ1

‖e1‖ ·
∥
∥uλ1

∥
∥

=
4
5

Por outro lado, para confirmar, e2 = (0,1) e uλ2
=
(3

5,
4
5

)
, logo

cosθ =
e2 ·uλ2

‖e2‖ ·
∥
∥uλ2

∥
∥

=
4
5

isto é,θ = arc cos
(4

5

)∼= −37o.

Aplicação 5.3 Determina-se a equação reduzida e o ĝenero da ĉonica representada pela equação

x2 +2xy+y2−8x+4 = 0 (22)

Assim, segue como as aplicações anteriores.

Etapa 1) Eliminaç̃ao do termo emxy

Passo 1)A equaç̃ao dada na forma matricialé

[

x y
]

·
[

1 1

1 1

]

·
[

x

y

]

+
[

−8 0
]

·
[

x

y

]

+4I = 0
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Passo 2)Os autovalores e os autovetores unitários da matrizA =

[

1 1

1 1

]

são

det(A−λ I) =

[

1−λ 1

1 1−λ

]

= (1−λ )(1−λ )−1 = λ 2−2λ = 0

Assim, os autovalores sãoλ1 = 0 eλ2 = 2.

Encontrando os respectivos autovetores paraλ1 e λ2 emAv= λv, tem-se

Paraλ1 = 0, segue
[

1 1

1 1

]

·
[

x

y

]

=

[

0x

0y

]

{

1x + 1y = 0

1x + 1y = 0

Efetuando operações elementares, são encontradosvλ1
=
{
(x,y) ∈ R

2|y = −x
}

e

vλ1
= [(1,−1)]. Normalizandovλ1

, tem-seuλ1
=
(

1√
2
,− 1√

2

)

.

As operaç̃oes para encontrar o autovetor relacionado aλ1 = 0 s̃ao ańalogas para

λ2 = 2. Assim, s̃ao encontradosvλ2
=
{
(x,y) ∈ R

2|y = x
}

e vλ2
= [(1,1)], conse-

quentemente,uλ2
=
(

1√
2
,

1√
2

)

.

Testando se a matrizP formada pelos vetores unitáriosuλ1
euλ2

é ortogonal.

P =





1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2





tem-se quedet(P) = 1 e queuλ1
·uλ1

= 1, uλ2
·uλ2

= 1, uλ1
·uλ2

= 0 euλ2
·uλ1

= 0.

Portando a matrizPcomposta por autovetores unitáriosé ortogonal, e comodet(P)=

1 6= 0, consequentemente, existe matriz inversaP−1 e a matrizA seŕa diagonaliźavel.

Passo 3)Com as devidas substituições, a equaç̃ao (22) fica

[

x′ y′
]

·
[

0 0

0 2

]

·
[

x′

y′

]

+
[

−8 0
]





1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2



 ·
[

x′

y′

]

+4I = 0

ou

2y′2− 8√
2

x′− 8√
2

y′ +4 = 0

que é a equaç̃ao da ĉonica (22), poŕem referida ao sistemax′Oy′ cujos eixos s̃ao

suportes devλ1
evλ2

(ouuλ1
euλ2

),
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Etapa 2) Translaç̃ao de Eixos

2y′2− 8√
2

x′− 8√
2

y′ +4 = 0

dividindo por 2, tem-se

y′2 + 4√
2
x′− 4√

2
y′ +2 = 0

(

y′2 + 4√
2
y′
)

= 4√
2
x′−2

(

y′2 + 4√
2
y′ +2

)

= 4√
2
x′−2+2

(

y′2−
√

2
)2

=
√

2x′

Utilizando, agora, as fórmulas de translação, chama-se

X = x′ e Y = y′−
√

2

e, portanto, tem-seY2 = 2
√

2X queé a equaç̃ao reduzida da ĉonica dada em (22), porém

referida ao sistemaXO′Y, ondeO′ = (0,
√

2).

Trata-se de uma parábola de par̂ametro igual a
√

2, tendo para eixo o eixoX, conforme

mostra a figura 21.

0
′

0

X

y′ = Y

y

x

−
√
2

2

√
2

2

1

1

x′

θ

Figura 21: Observa-se que aĺem da rotaç̃ao do eixox′Oy′ ocorreu a translaç̃ao do mesmo para o

vértice da parábola, formando o eixoXO′Y.

Observaç̃ao 5.3 Tendo em vista que e1 = (1,0) e uλ1
=
(

1√
2
,− 1√

2

)

, o ânguloθ corre-

spondentèa rotaç̃ao é dado por

cosθ =
e1 ·uλ1

‖e1‖ ·
∥
∥uλ1

∥
∥

=

√
2

2

Por outro lado, para confirmar, e2 = (0,1) e uλ2
=
(

1√
2
,

1√
2

)

, logo

cosθ =
e2 ·uλ2

‖e2‖ ·
∥
∥uλ2

∥
∥

=

√
2

2
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isto é,θ = arc cos
(√

2
2

)

= −45o.

Aplicação 5.4 Determinar a equaç̃ao reduzida e o ĝenero da ĉonica representada pela equação

4x2−3y2 +24xy−156= 0 (23)

Como essa equação ñao apresenta os termos de primeiro graux ey, a resoluç̃aoé constitúıda

somente daEtapa 1).

Etapa 1) Eliminaç̃ao do termo emxy

Passo 1)A equaç̃ao dada na forma matricialé

[

x y
]

·
[

4 12

12 −3

]

·
[

x

y

]

−156I = 0

Passo 2)Os autovalores e os autovetores unitários da matriz siḿetricaA =

[

4 12

12 −3

]

são os autovaloresλ1 = −12 eλ2 = 13 e os correspondentes autovetores sãovλ1
=

{
(x,y) ∈ R

2|y = −4x
3

}
, comvλ1

=
[(

1,−4
3

)]
e vetor unit́ariouλ1

=
(3

5,−4
5

)
, evλ2

=
{
(x,y) ∈ R

2|y = 3x
4

}
, comvλ2

=
[(

1,
3
4

)]
e vetor unit́ariouλ2

=
(4

5,
3
5

)
.

Testando se a matrizP formada pelos vetores unitáriosuλ1
euλ2

é ortogonal

P =

[
3
5

4
5

−4
5

3
5

]

tem-se quedet(P) = 1 e queuλ1
·uλ1

= 1, uλ2
·uλ2

= 1, uλ1
·uλ2

= 0 euλ2
·uλ1

= 0.

Portando a matrizPcomposta por autovetores unitáriosé ortogonal, e comodet(P)=

1 6= 0, consequentemente, existe matriz inversaP−1 e a matrizA seŕa diagonaliźavel.

Passo 3)Com as devidas substituições, a equaç̃ao (23) fica

[

x′ y′
]

·
[

−12 0

0 13

]

·
[

x′

y′

]

−156I = 0

ou

12x′2 +13y′2 = 156 ou
y′2

12
− x′2

13
= 1

que representa a hipérbole com eixo real sobre o eixo da ordenaday′, conforme

mostra a figura 22.
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y

x

x
′

y
′

0 u1

u2

Figura 22: Observa-se que ocorreu apenas a rotação formando o eixox′Oy′, pois a hiṕerbole já se

encontra na origem.

Observaç̃ao 5.4 Tendo em vista que e1 = (1,0) e uλ1
=
(3

5,−4
5

)
, o ânguloθ corre-

spondentèa rotaç̃ao é dado por

cosθ =
e1 ·uλ1

‖e1‖ ·
∥
∥uλ1

∥
∥

=
3
5

Por outro lado, para confirmar, e2 = (0,1) e uλ2
=
(4

5,
3
5

)
, logo

cosθ =
e2 ·uλ2

‖e2‖ ·
∥
∥uλ2

∥
∥

=
3
5

isto é,θ = arc cos
(3

5

)∼= −53o.

Aplicação 5.5 Determinada a equação reduzida e o ĝenero da ĉonica representada ela equação

x2−6x+8y−7 = 0

Como essa equação ñao apresenta o termoxy, a resoluç̃aoé constitúıda somente daEtapa

2).

Etapa 2) Translaç̃ao de Eixos

x2−6x+9 = 7−8y+9

(x−3)2 = −8y+16

(x−3)2 = −8(y−2)
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FazendoX = x−3 eY = y−2, a equaç̃ao anterior fica

X2 = −8Y.

y

x3

2

O′

X

Y

O

Figura 23: Observa-se ocorreu a translaç̃ao do centro da hiṕerbole, formando o eixoXO′Y.

que representa uma parábola de v́ertice na origem do sistemaXO′Y, comO′ = (3,2), e

com concavidade voltada para baixo, conforme o a Figura 23.

5.4 FORMA QUADRÁTICA NO ESPAÇO TRIDIMENSIONAL

Seja a forma qúadrica

vt
SAvS =

[

x y z
]







a d e

d b f

e f c













x

y

z







(24)

em que a matriz siḿetrica Aé a matriz da forma quadrática evS evt
S referem-sèa base can̂onica

S= {e1,e2,e3} tal quee1 = (1,0,0), e2 = (0,1,0) e e3 = (0,0,1).

O produto de (24)́e o polin̂omioax2+by2+cz2+2dxy+2exz+2 f yzo qualé um polin̂omio

homoĝeneo do segundo grau emx e y e é chamadoforma quadr ática do espaço tridimen-

sional.

O seguinte exemplo para ilustrar os conceitos introduzidos.

Seja a matriz siḿetrica real
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A =







3 −1 1

−1 5 −1

1 −1 3







define noR3 a forma quadŕatica

p = 3x2 +5y2 +3z2−2xy+2xz−2zy

ou, na forma matricial

p =
[

x y z
]

︸ ︷︷ ︸

vt
S

·







3 −1 1

−1 5 −1

1 −1 3







︸ ︷︷ ︸

A

·







x

y

z







︸ ︷︷ ︸

vS

Ao vetorvS = (0,1,2), por exemplo, corresponde ao número real

p = 3· (0)2 +5· (1)2 +3· (2)2−2· (0) · (1)+2· (0) · (2)−2· (1) · (2) = 13

5.4.1 Reduç̃ao da Forma Quadráticaà Forma Can̂onica

A forma quadŕatica no planovt
SAvS pode ser expressa por

λ1x′2 +λ2y′2 +λ3z′2

ondeλ1, λ2 e λ3 são os autovalores da matrizA, ex′, y′ e z′ as componentes do vetorv na base

P = {u1,u2,u3}, isto é, vP = (x′,y′,z′), sendou1, u2 e u3 os autovetores unitários associados a

λ1, λ2 e λ3.

De fato:

Tendo em vista que a matrizP é a matriz mudança de base deP paraS, pois:

[I ]PS = S−1P = IP = P

e, portanto

vS = PvP
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pode-se escrever

vt
SAvS = (PvP)t A(PvP)

ou

vt
SAvS = vt

P

(
PtAP

)
vP

comoP diagonalizaA ortogonalmente

PtAP= D =







λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3







conclui-se que

vt
SAvS = vt

PDvP

ou, na forma matricial

[

x y z
]

·







a d e

d b f

e f c






·







x

y

z







=
[

x′ y′ z′
]

·







λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3






·







x′

y′

z′







ou, ainda

ax2 +by2 +cz2 +2dxy+2exz+2 f yz= λ1x′2 +λ2y′2 +λ3z′2

A formaλ1x′2+λ2y′2+λ3z′2 é denominadaforma canônicada forma quadŕatica no espaço

tridimensional.

5.5 QUÁDRICAS NO ESPAÇO TRIDIMENSIONAL

Chama-se qúadrica ou superfı́cie qúadrica a todo conjunto de pontosM do espaço tridi-

mensional cujas coordenadasx, y e z, em relaç̃aoà base can̂onica, satisfazem a equação do 2o

grau

ax2 +by2 +cz2 +2dxy+2exz+2 f yz+mx+ny+ pz+q = 0

ondea, b, c, d, ee f não s̃ao todos nulos.

As coordenadasx, y e z dos pontosM do espaço s̃ao as componentes dos vetoresv ∈ R
3,

que satisfazem̀a equaç̃ao de uma qúadrica.
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z

y

x

M(x, y, z)

~V = (x, y, z)

0

Figura 24: Representaç̃ao de uma qúadrica na qual tomado um ponto qualquerM obtém-se um

vetor que est́a contido nesta qúadrica.

5.5.1 Equaç̃ao Reduzida de Uma Quádrica

A seguir, ser̃ao utilizadas as etapas já abordadas anteriormente em cônicas para encontrar a

equaç̃ao reduzida de uma quádrica.

Seja a equaç̃ao de uma qúadrica

ax2 +by2 +cz2 +2dxy+2exz+2 f yz+mx+ny+ pz+q = 0 (25)

Etapa 1) Eliminaç̃ao dos termosxy, xzeyz

Passo 1)Escreve-se a equação na forma matricial

[

x y z
]

·







a d e

d b f

e f c






·







x

y

z







+
[

x y z
]

·







x

y

z







+[q] = [0] (26)

ou

vt
SAvS+NvS+q = 0

onde

vS =







x

y

z







, A =







a d e

d b f

e f c







eN =
[

m n p
]

Passo 2)Calculam-se os autovaloresλ1, λ2 eλ3 e os autovetores unitáriosu1 =(x11,x12,x13),

u2 = (x21,x22,x23) eu3 = (x31,x32,x33) da matriz siḿetricaA.
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Passo 3)Substitui-se na equação (26) a forma quadrática

vt
SAvS =

[

x y z
]







a d e

d b f

e f c













x

y

z







pela forma can̂onica

vt
PDvP =

[

x′ y′ z′
]







λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3













x′

y′

z′







e

vS =







x

y

z







por

PvP =







x11 x21 x31

x12 x22 x32

x13 x23 x33













x′

y′

z′







verificando sempre quedet(P) = 1, a fim de que essa transformação seja uma

rotaç̃ao.

Assim, a equaç̃ao (26) se transforma em

[

x′ y′ z′
]







λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3













x′

y′

z′







+
[

m n p
]







x11 x21 x31

x12 x22 x32

x13 x23 x33













x′

y′

z′







+[q] = [0]

ou

λ1x′2 +λ2y′2 +λ2z′2 + rx′ +sy′ + tz′ +q = 0 (27)

queé a equaç̃ao da qúadrica dada em (26), porém referida ao sistemaOx′y′z′, cujos

eixos s̃ao determinados pela baseP = {u1,u2,u3}.

Observando que enquanto a equação (26) apresenta os termos mistos emxy, xz e

yz, a equaç̃ao (27)é desprovida deles. Portanto, na passagem da equação (26) para

(27), ocorreu uma simplificação.

Etapa 2 Translaç̃ao de eixos

Conhecida a equação da ĉonica

λ1x′2 +λ2y′2 +λ2z′2 + rx′ +sy′ + tz′ +q = 0 (28)
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para se obter a equação reduzida efetua-se uma nova mudança de coordenadas, quecon-

siste na translação doúltimo referencialx′y′z′ para o novo, o qual será chamadoO′XYZ.

A análise das duas possibilidadesé feita a seguir.

1) Supondoλ1, λ2 e λ3 diferentes de zero, pode-se escrever

λ1

(

x′2 +
r

λ1
x′
)

+λ2

(

y′2 +
s

λ2
y′
)

+λ3

(

z′2 +
t

λ2
z′
)

+q = 0

ou

λ1

(

x′2 +
r

λ1
x′ +

r2

4λ 2
1

)

+λ2

(

y′2 +
s

λ2
y′ +

s2

4λ 2
2

)

+λ3

(

z′2 +
t

λ2
z′ +

t2

4λ 2
2

)

+

+q− r2

4λ 2
1

− s2

4λ 2
2

− t2

4λ 2
3

= 0

λ1

(

x′ +
r

2λ1

)2

+λ2

(

y′ +
s

2λ2

)2

+λ3

(

y′ +
t

2λ3

)2

+q− r2

4λ 2
1

− s2

4λ 2
2

− t2

4λ 2
3

= 0

Fazendo

q− r2

4λ 2
1

− s2

4λ 2
2

− t2

4λ 2
3

= −Q

e, por meio de f́ormulas de translação

X = x′ +
r

2λ1

Y = y′ +
q

2λ2

Z = z′ +
t

2λ3

segue

λ1X2 +λ2Y
2 +λ3Z2−Q = 0

e, finalmente

λ1X2 +λ2Y
2 +λ3Z2 = Q (29)

a equaç̃ao (29)é a equaç̃ao de umaquádrica de centroe, assim, o primeiro membro

é a forma can̂onica da forma qúadrica no espaço tridimensional.

2) Se um dos autovalores for igual a zero,λ1 = 0, a equaç̃ao (28) fica

λ2y′2 +λ3z′2 + rx′ +sy′ + tz′ +q = 0

ou

λ2

(

y′2 +
s

λ2
y′ +

s2

4λ 2
2

)

+λ3

(

z′2 +
t

λ2
z′ +

t2

4λ 2
2

)

+ rx′q− s2

4λ 2
2

− t2

4λ 2
3

= 0
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λ2

(

y′ +
s

2λ2

)2

+λ3

(

z′ +
t

2λ2

)

+ r

(

x′ +
q
r
− s2

4rλ2
− t2

4rλ3

)

= 0

Fazendo, por meio de uma translação

X = x′ +
q
r
− s2

4rλ2
− t2

4rλ3

Y = y′ +
s

2λ2

Z = z′ +
t

2λ3

segue

λ2Y
2 +λ3Z2 + rX = 0

em que estáe a equaç̃ao reduzida de uma quádrica sem centro.

Observaç̃ao 5.5 Se em lugar deλ1 fosseλ2 = 0ouλ3 = 0, a equaç̃ao reduzida de uma quádrica

sem centro seria

λ1X2 +λ3Z2 +sY= 0

ou

λ1X2 +λ2Y
2 + tZ = 0

5.5.2 Classificaç̃ao das Qúadricas no Espaço Tridimensional

No espaço tridimensional, as superfı́cies qúadricas de centro têm, num sistema de coorde-

nadas ortogonais conveniente, uma equação do tipo

λ1X2 +λ2Y
2 +λ3Z2 = Q.

Assim, as possibilidades são as seguintes

I) QuandoQ = 1

1) Seλ1 > 0, λ2 > 0 eλ3 > 0, seŕa uma qúadrica do ĝeneroelipsóide.

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1
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Figura 25: Representaç̃ao de um elipśoide.

2) Seλ1 > 0, λ2 > 0 eλ3 < 0, seŕa uma qúadrica do ĝenerohiperbolóide de uma folha (ou

de revoluç̃ao).
x2

a2 +
y2

b2 −
z2

c2 = 1

Figura 26: Representaç̃ao de um hiperboĺoide de uma folha.

3) Seλ1 > 0, λ2 < 0 eλ3 < 0, seŕa uma qúadrica do ĝenerohiperbolóide de duas folhas.

x2

a2 +
y2

b2 −
z2

c2 = −1

Figura 27: Representaç̃ao de um hiperboĺoide de duas folhas.

4) Seλ1 ≤ 0, λ2 ≤ 0 eλ3 ≤ 0, seŕa umconjunto vazio.
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5) Seλ3 = 0, Q = C×R = {(v, t) |v∈C, t ∈ R}, ondeC⊂ R
2 é definido pela equaçãoλ1x′2 +

λ2y′2 = 1, neste caso,Q é umcilindro de baseC.

x2 +y2 = 1, z constante

Figura 28: Representaç̃ao de um cilindro.

6) Seλ1 > 0, λ2 < 0 eλ3 = 0, seŕa umcilindro hiperb ólico, ondez= 0.

x2

a2 −
y2

b2 = 1

Figura 29: Representaç̃ao de um cilindro hiperbólico.

II) QuandoQ = 0

7) Seλ1 > 0, λ2 > 0 eλ3 = −1, seŕa umcone eĺıptico.

z2 =
x2

a2 +
y2

b2

Figura 30: Representaç̃ao de um cone elı́ptico.

A seguir, ser̃ao apresentadas as equações de qúadricas sem centro. Temos que
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λ2Y
2 +λ3Z2 + rX = 0

ou

λ1X2 +λ3Z2 +sY= 0

ou

λ1X2 +λ2Y
2 + tZ = 0

a qúadrica representada por uma dessas equaçõesé do tipoparabolóide.

8) Seλ1 > 0, λ2 > 0 eλ3 = 0, seŕa umparabolóide eĺıptico.

z=
x2

a2 +
y2

b2

Figura 31: Representaç̃ao de um paraboĺoide eĺıptico.

9) Seλ1 > 0, λ2 < 0 eλ3 = 0, seŕa umparabolóide hiperbólico.

z=
x2

a2 −
y2

b2

Figura 32: Representaç̃ao de um parab́oide hiperbólico.

10) Seλ1 = 0, λ2 > 0 ouλ2 < 0 eλ3 = 0, seŕa umcilindro parab ólico.

x = ky2
, k∈ R
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Figura 33: Representaç̃ao de um cilindro parabólico.

Aplicação 5.6 Determinar a equaç̃ao reduzida e o tipo da quádrica representada pela equação

3x2 +5y2 +3z2−2xy+2xz−2yz+
√

3y− 7
12

= 0

Etapa 1) Eliminaç̃ao dos termosxy, xze

Passo 1)A equaç̃ao dada na forma matricialéyz.

[

x y z
]

·







3 −1 1

−1 5 −1

1 −1 3






·







x

y

z







+
[

0
√

3 0
]

·







x

y

z






−
[

7
12

]

= [0]

(30)

Passo 2)Os autovalores e os autovetores unitários da matriz siḿetrica

A =







3 −1 1

−1 5 −1

1 −1 3







são 





λ1 = 2, u1 =
(

1√
2
,0,− 1√

2

)

λ2 = 3, u2 =
(

1√
3
,

1√
3
,− 1√

3

)

λ3 = 6, u1 =
(

1√
6
,− 2√

6
,

1√
6

)

Passo 3)Com as devidas substituições, a equaç̃ao (30) fica

[

x′ y′ z′
]






2 0 0

0 3 0

0 0 6











x′

y′

z′




+

[

0
√

3 0
]






1√
2

1√
3

1√
6

0 1√
3

− 2√
6

− 1√
2

1√
3

1√
6











x′

y′

z′




+

[

− 7
12

]

= [0]

ou

2x′2 +3y′2 +6z′2 +y′−
√

2z′− 7
12

= 0
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Etapa 2) Translaç̃ao de Eixos

3

(

y′2 +
y′

3

)

+2x′2 +6

(

z′2−
√

2
6

z′
)

=
7
12

2x′2 +3

(

y′2 +
y′

3
+

1
36

)

+6

(

z′2−
√

2
6

z′ +
1
72

)

=
7
12

+
1
12

+
1
12

2x′2 +3

(

y′ +
1
6

)2

+6

(

z′−
√

2
12

)2

=
3
4

fazendo

X = x′ Y = y′ +
1
6

Z = z′−
√

2
12

a equaç̃ao acima fica

2X2 +3Y2 +6Z2 =
3
4

ou
X2

8
3

+
Y2

4
+

z2

8
= 1

queé a equaç̃ao reduzida da qúadrica dada, porém, referida ao sistemaO′XYZ, sendo

O′ =
(

0,−1
6,

√
2

12

)

. Trata-se de um elipsóide.

Aplicação 5.7 Faça a identificaç̃ao e os gŕaficos das seguintes quádricas

a) 36x2 +16y2−9z2−144= 0

b) x2 +z2−4y = 0

Soluç̃ao:

a) Se dividir ambos os membros da equação por 144, vem

x2

4
+

y2

9
− z2

16
= 1 ⇒ x2

(22)
+

y2

(32)
− z2

(42)
= 1

queé a forma can̂onica de um hiperbolóide de uma folha ao longo do eixoz.
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z

y
0 3−3

4

−4

−

√

8

√

8

2

−2

x

Figura 34: Representaç̃ao de um hiperboĺoide de uma folha ao longo do eixoz.

O traço no planoxOyé a elipse

x2

4
+

y2

9
= 1, z= 0

Os traços nos planosxOzeyOzsão as hiṕerboles

x2

4 − z2

16 = 1 y = 0 e y2

9 − z2

16 = 1 x = 0

respectivamente.

b) x2+z2−4y= 0 ou x2

1 + z2

1 = 4y é a forma can̂onica de um parabolóide eĺıptico ao longo

do eixo dosy.

z

y4

−4

4

0

x

Figura 35: Representaç̃ao de um paraboĺoide eĺıptico ao longo do eixoy.

O traço no planoxOzé a origem(0,0,0).
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Os traços nos planosxOzeyOzsão as paŕabolas

x2 = 4y, z= 0 ez2 = 4y, x = 0

respectivamente.
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6 CONCLUSÃO

O estudo dos autoespaços só é posśıvel quanto h́a uma matriz de transformaçãoT, T : V →
V, tal queTv= λv, v 6= 0, λ ∈ R, de maneira queT é invariante e transforma o espaçoV em si

próprio. Tem-se queλ é chamado de autovalor deT e v de autovetor deT correspondente ao

autovalorλ .

Neste contexto, quandoTv= λv, λ carrega de maneira simplificada as informações refer-

entes aT, o queé conveniente em muitas situações devido a facilidade nuḿerica que disp̃oe,

em especial nas quádricas de segunda e terceira dimensões.

A equaç̃ao das qúadricas de segunda e terceira dimensões podem ser escritas matricial-

mente por matrizes auto-adjuntas (ou simétricas), garantindo a existência de autovalor e au-

tovetor verificado pelo Teorema Espectral. Originalmente,as qúadricas em questão podem

estar rotacionadas ou transladadas, o que facilita a manipulação da equaç̃ao inicial. Natural-

mente, para simplificar a análise dessas quádricas, encontram-se os autovalores e, consequente-

mente, os autovetores correspondentes. Os autovetores indicar̃ao uma base ortonormal para

a translaç̃ao/rotaç̃ao do eixo original para o centro da quádrica e, assim, facilitar a análise da

mesma gerando a equação reduzida, devidoT : V →V ser invariante.

Assim, o uso de autovalores e autovetoresé empregado na mudança de base da transformação

T, de forma mais eficiente, já que a mudança de base usual pode não preservar a diagonalização

da matrizT para a nova base.

Como visto nas aplicações, os sinais dos autovalores podem determinar a forma da quádrica,

desde conjunto vazio, ponto, retas paralelas, parábolas, elipses, hipérboles, elipśoides, hiper-

bolóides de uma folha e duas folhas, parabolóides, dentre outros.

Requer ressaltar que esta pesquisa deteve-se apenas no caso de T : V → V reais visto que

o estudo de autoespaços não se restringe apenas aos reais, por exemplo o espaço complexo,

se fosse considerado, esta pesquisa bibliográfica ficaria muito extensa. Ainda, ressalta-se que

este trabalho procurou apresentar os aspectos algébricos referentes as quádricas nas segunda e

terceira dimens̃oes, ñao enfatizando os aspectos geométricos que estas quádricas disp̃oem.
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Para realizaç̃ao das figuras, foram utilizados os softwares Maple 12 e IPE 7 para a construç̃ao

das qúadricas de segunda e terceira dimensões.
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