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RESUMO

TAMBARUSSI, Tatiane. Um estudo de Afise Real atra&s de resoluiip de exencios.. 107 f.

Monografia — Programa dedbB-gradua@o em Materatica, Universidade Tecnijica Federal
do Paraa. Campo Mol#o, 2011.

Este trabalho consiste em estudaéhse real atra@s da resollio de exericios, com o objetivo
de aprender Aalise real. Esta monografi@aé apenas uma pesquisa bibliafica, trata-se de
um estudo, uma prod&g voltadaa esta disciplina que pela dificuldade e pelos tantés pr
requisitosé considerada uma das maisicifis. Diante disto procuramos resolver os exaos
de maneira clara e diversificada, buscando maneiras deotatadbm o crescimento do leitor
€ com 0 Nnosso crescimento como estudante. O presente trabalhi breves defini@es e
resolu@es de exeiicios dos seguintes temas: Conjuntos Finitos e Infinitasn&ros Reais,
Seqéncias de Mmeros Reais, @ies Nunéricas, Algumas Ndies Topobgicas, Limites de
Fung@es e Funges Corinuas.

Palavras-chave:Analise real, resoll#ip, exereios, produg@o.



ABSTRACT

TAMBARUSSI, Tatiane. A study of Real Analysis by solving esises. 107 f. Monografia
— Programa de #%-graduago em Materatica, Universidade Tecnijica Federal do Paran
Campo Mouéo, 2011.

This paper aims to study real Analysis by solving exercisesider to learn real Analysis. This
monography does not fit into bibliographical research, bse# was a study, a great production
directed to the real Analysis, this subject due to the diffjcand so many prerequisites is
considered one of the most difficult subjects. Facing thisaleed the exercises in a clear and
diversified way, looking for ways to help development of teader and our own development as
student. This present paper includes brief definitions asdlutions of exercises the following
themes: Finite and Infinite Sets, Real Numbers, SequencesabNRenbers, Numerical Series,
Some Topological Notions, Functions and Limits of Contirsiéunctions.

Keywords: Real analysis, resolution, exercises, production.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem o intuito de instigar o aluno a estudalis# como feito pelos autores, o
titulo do trabalh@ exatamente o que ele significa, um estudo d&ide atra@s de resolio de
exerdcios, isto mostra a impdrhcia de antes de lermos este trabalho, estudarmos aidonte
saber definiges, e onde podemos aplicar os Teoremas, como parte irnteg@estud@ pre-
ciso ser feito 0s exercios, para que atré&s da resoll#p destes, possamos tratar as dediesc
em suas tantas maneir@importante que o aluno pense e repense nosiei@cpara contruir
ideias, para exercitar o raciogo, nao entrando na zona de conforto. Recomendamos o estudo
do livro Analise Real (LIMA, 2008) e Um curso de @ise (LIMA, 2009), livros base deste
trabalho, tamém foram utiIizados/WILA, 2004), (FIGUEIREDO, 1975).

Buscamos resolver os ex@rios de maneira detalhada, para que o leitor possa contaeen
as entrelinhas da resobug de cada exel@o.

O obijetivo deste trabalho quando proposto era estuddisandiante da grande dificuldade
gue inhamos, desta maneira assumimos o compromisso de fazestudo airigido, todas
as semanas apresentando exdrs ao nosso orientador. Com o objetivoico de aprender
aralise, para chegar nos cursos deaegpreparadas para ingressar no mestrado.

O trabalho foiarduo mas a alegria da reschcde exericios rio dados dicas era cativante,
por isso gostdamos de dizer ao estudante dalie, rao leia a resollio sem antes pensar em
como fazer, pois ao fazer isso estqaulando etapas do processo de aprendizagem, buscando
maneiras de resolver, estaroltando a ver a teoriagn se preocupe séa conseguir fazer, o
importanteé tentar, persistir. Para que otenha a sensag boa de perceber seu crescimento
como estudante.

Este trabalho cobin exergcios alternados, cabe aqui esclarecer, o que talvezsvade-
nham percebido que tudo que falei tenha sido%@e$soa do plural, (semprés) digo isto para
esclarecer que o trabalho foi feito junto com a aluna do mesmsw Cristiane Bender, onde seu
trabalho de concl@ de curso tem 0 mesmo coidi®, poEm tias 0s exelicios rao trazidos
neste. Ambos abordaram os seguintes temas com breves @edimcteoremas: Conjuntos



Finitos e Infinitos, Nimeros Reais, Segucias de Nimeros Reais,&ies Nunéricas, Algumas
Nogbes Topabgicas, Limites de Furiges e Funges Corinuas.



2 CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS

Neste capiulo, seh estabelecida a diferenga entre conjuntos finitos e ctogtinfinitos.
Sea feita tamlem a distin@o entre conjuntos enun@eis e conjunto &-enumeaveis. O

ponto de partid& o conjunto dosimeros naturais.

2.1 NUMEROS NATURAIS

O conjunto IN dos imeros naturaié caracterizado pelos seguintes fatos:

1. Existe uma furgo injetiva s : IN — IN . Aimagems(n) de cada imero natural
n € IN chama-se o sucessor de

2. Existe uminico rimero natural k& IN tal que 1+ s(n) para todm € IN.

3. Principio da Inducéo (PI) SeX C IN € um subconjunto tal qued X e, para todm € X
tem-se tambms(n) € X (s(X) C X), enfiloX = IN.

As propriedades (1), (2), (3) acima chamam-se os axiomasedao? O Prinipio de
Inducdo significa que todo nmero naturah pode ser obtido a partir de 1, tomando-se seu
sucessos(1), o sucessor destg(s(1)), e assim por diante.

No conjunto IN dos iimeros naturaisé® definidas duas opef@gs fundamentais:

e Adicao:
+ © NxIN — IN
(m,n) m+n
e Multiplicacao:
INxIN — IN
(m,n) m-n

gue $0 caracterizadas pelas seguintes igualdades, que Ikemsge definigo:
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1. m+1=s(m);
2. m+s(n) = s(m+n);
3 ml=m

4. m-(n+1)=m-n+m;
Temos as seguintes propriedades dagaesda multiplicago:

1. Associatividade:
e (Mm+n)+p=m+(n+p);
e m-(n-p)=(m-n)-p
2. Distributividade:
e M- (N+p)=m-n+m-p;
3. Comutatividade:

e M+N=n+m;

e M-N=n-m
4. Leido corte:
e M+N=mM+p=n=0D;

[ ] m'n:m«p:>n:p

Abordaremos agora a rekg de ordem entrelimeros naturais. Dados o8meros naturais
m,n, dizemos que:

e mé menor do que (m < n) quando existe € IN tal quen=m+ p;

e m< nsignifica quem< noum=n.

Proposicao 2.1. (Transitividade) Se na n e n< p enfio m< p.

Dadosm, n € IN quaisquer, vale uma, e somente uma, das alternativas:

m<n,m>noum=n

Uma das mais importantes propriedades da &elale ordenm < n entre os ameros natu-
raisé o chamado prirfipio da boa-orden@p.
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Teorema 2.1(Prindpio da Boa Ordenap). . Todo subconjuntodo vazio AC IN possui um
menor elemento, ist®, um elementoge A tal que i < n para todo ne A.

2.2 CONJUNTOS FINITOS
Indicaremos peloimbolo I, o conjunto{1,---,n} dos rumeros naturais desde 1eat.

Notag@o: I, ={peIN,1<p<n}

Definicao 2.1. Um conjunto X diz-se finito quandd®vazio (X= 0) ou quando existe, para
algum ne IN, uma bije@o ¢ : I, — X . Escrevendox= ¢ (1), X2 =¢(2), ---, Xn =
¢ (n) temos erdio X = {X1,X2, -+, Xn}.

Observa@o 2.1. e A bijedo ¢ chama-se uma contagem dos elementos de X (arero
n chama-se oimero de elementos, owimero cardinal do conjunto finito X. Notag:
Card X=n.

e Se X= 0, diz que o amero de elementos deézero, ou seja, Card X 0;
e Cada conjuntoy & finito e possui n elementos, ou seja, Carg In;

e Sef : X — Y éumabije&o, um desses conjuntédinito se, e somente se, 0 outro
é.

Lema21.Se f : X — Y €uma bijeéo e ac X, be Y. En&o existe uma bijep
g : X — Y talqueda)=h.

Teorema 2.2.Se Aé um subconjunto piprio de |, (A C I, e A# |,,). Entio rao existe uma
bijlecgdo f : A — I,

Corolario 2.1. Se existem bijges f : I, — X eg : Iy, — X enflom=n.

Corolario 2.2. Seja X um conjunto finito. Uma aplicag f : X — X € injetiva se, e
somente s& sobrejetiva.

Corolario 2.3. Se Yé subconjunto fprio de X (YC X e Y=# X) e Xé finito en&o rao pode
existiruma bijego f : X — Y.

Teorema 2.3.Todo subconjunto de um conjunto finédinito.

Corolario2.4.Dada f : X — Y

1. Se féinjetiva e Yé finito enéio X & finito.



12

2. Se fé sobrejetiva e > finito endo Y € finito.

Definicdo 2.2. Um subconjunto XC IN diz-se limitado quando existeqpIN tal que x< p para
todo xe X.

Corolario 2.5. Um subconjunto X IN & finito se, e somente glimitado.

2.3 CONJUNTOS INFINITOS

Definicao 2.3. X & um conjunto infinito quando Xan & finito (X 0 e r&o existe, seja qual for
ne N, bijecgdo f : I, — X)

Teorema 2.4.Se Xé infinito, enfio existe uma aplica@p injetiva f : IN — X

Corolario 2.6. Um conjunto Xé infinito se, e somente se, existeumaBijegp : X — Y
sobre um subconjunto pprioY C X.

2.4 CONJUNTOS ENUMERVEIS

Definicao 2.4. Um conjunto Xé enumeivel quandc finito ou existe uma bijép f: IN — X.

Observag@o2.2. e f : IN — X chama-se uma enumeig dos elementos de X.
Escrevendo 1) =xp, f(2) =Xo,- -+, f (Xn) =Xn, - - - tem-se erdo X={Xq, X2, ,Xn, - }.

e Se Xé um conjunto infinito eéib existeumaf : IN — X injetivaonde fIN) C X.
Logo f : IN — f(IN) c X &uma bijedo, e portanto todo conjunto infinito possui
um subconjunto infinito enunéarel.

Teorema 2.5.Todo subconjunto X IN & eunumeavel.

Corolario 2.7. Seja f : X — Y injetiva. Se Yé enumedivel enfio X tami@meé. Em
particular, todo subconjunto de um conjunto enuavedlé enumeaivel.

Corolario2.8. Seja f : X — Y sobrejetiva. Se X enumeaivel enfio Y tamieéme.
Corolario 2.9. O produto cartesiano de dois conjuntos enuaweisé um conjunto enumavel.

Corolario 2.10. A reungo de uma faitia enumeavel de conjuntos enuntareisé enumeavel.
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2.5 EXERQCIOS

2.5.1 Sego 1: Numeros Naturais

1. Usando indugo, prove:

nn+1
@ 1+2+...4+n= (2 );
Resolu@o: Para demonstrar a identidade
nn+1
1+2+...4+n = (2+ )

Usaremos o Priripio de Indu@o, consideremos a proposa;

P(N):1+42+...4n = n(n2+1)7 vn> 1.
Paran= 1, temos
1(1+1)
1 —
2 )

0 que prova quel(1) é verdadeira.
Suponhamos por hipgese qué(n) seja \alida, paran = k, ou seja,

P(K):1+24...+k = k(kgl) (1)

é verdadeira.
Vamos mostrar quB(n) & verdadeira pama= k+ 1, assim tem-se:

K+1[(k+1)+1]

Pk+1):1+2+...+ktk+1= .

Adicionando(k+ 1) em ambos os membros da identidade (1) temos

1424 +ktktl = @Hkﬂ)
(k+1)(k+2)

2
(K+1)[(k+1)+1]

2

0 que mostra, que(k+ 1) é verdadeira. Segue pelo Pripio de Indué&o queP(n) &
validavn > 1.

(b) 14+3+5+...+2n—1=n’
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Resolu@o: Consideremos a proposig
P(N):1+3+5+...+2n—1=n?

Usaremos o Prinpio de Indu@o para demonstrar qi&n) & verdadeir&n > 1.
Paran = 1, temos

2.(1) -1 =1
12 = 1

0 que prova qu®(1) é verdadeira.
Suponhamos por higeseP(n) seja verdadeira para= k, ou seja,
P(K):14+3+5+...+2k— 1=K (2)
Vamos mostrar quB(n) & verdadeira pamfa=k+1
P(k+1):1+3+5+...+2k—1+2(k+1)—1= (k+1)?

Adicionando Zk+ 1) — 1 em (2) temos

14+3+...+2k—1+2(k+1)—1 = K+2(k+1)—1
= K4+2k+2-1
= K*+2k+1
= (k+1)?

0 que mostra qu@(k+ 1) & verdadeira. Segue pelo Pripio de Indu@o queP(n) &
verdadeira, para todo> 1.

. Dadosam, n € IN comn > m, prove que oun & miltiplo demou existenq, r € IN tais que
n=mqg+r er < m. Prove quey er sdolnicos com esta propriedade.

. SejaX C IN um subconjunto &o vazio tal quen,.n € X < m,m+n € X. Prove que existe
k € IN tal queX & o conjunto dos fitiplos dek.
Resolu@o: ComoX € IN e X #£ 0, pelo pincipio da boa orden@p temos qu& possuli
um menor elemento. Sejec X tal quek < x, Vx € X.
Sabemos que dadask € X C IN comx > k, temos duas situées:

e X & miltiplo dek.

e X naoé miltiplo dek.
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Sex naoé miltiplo dek temos que existem,r € IN tal que:
X=gk+r, com 0<r <k
Comox € X ex = gk+r,temos que
gk+reX

0 que implica por hiptese qugk.r € X. Comor < k absurdo, poi& &€ o menor elemento
deX.

Portanto, todx € X & miltiplo dek.

4. Dadon € IN, prove que Ao existex € IN tal quen < x < n+1.

5. Prove o printpio de indu@o como uma conseguacia do pringpio da boa ordena@p.

Resolug@o: SejaxX C IN com a seguinte propriedade= {1 € X e sen€ X enon+1 € X}.
Queremos provar que = IN.
Suponhamos que B X, logo IN— X #0. SejaY =IN—X #0,ddY CINeY #£0. Pelo
Prindpio da boa orden@p ik € Y tal quek <y, Vy €Y.
Como 1€ X, temos que

k=p+1

Comp < k. Logo p € X, poisk & o menor elemento d& Comop+1=kek¢ X enfo
p+1¢ X. Absurdo! Pois s@ € X temos quep+1 € X.
PortantoX = IN.

2.5.2 Se@o 2: Conjuntos Finitos
1. Indicando contard X o numero de elementos do conjunto finKo prove.

() SeX éfinitoeY C X enfiocard Y < card X.

(b) SeX eY sao finitos er@o X UY é finito e

card (XUY) = card X+card Y—card (XNY).
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(c) SeX eY sao finitos erdoX UY é finito e

card (XUY) = card X+ card Y—card (XNY).

2. SejaP(X) o conjunto cujos elementof® 0s subconjuntos dé&. Prove por indugo que
seX & finito enkocard P(X) = 2¢ad X,

Resolugo: Temos que provar que dado um conjultéinito a card P(X) = 2¢ard X
Ha duas possibilidades a serem analisadas:

(@ X=0
SeX =0, enBoP(X) = {0}, card X=0 ecard P(X) = 1. Logo,

card P(X) =1 =20 =pcad X
Portantacard P(X) = 2¢ad X,

(b) X#£0
SejaX # 0 e finito. Vamos provar por indég quecard P(X) = 2¢ad X,

ConsideremoX = {x}, enfioP(X) = {0, {x}}, card X= 1 ecard P(X) = 2. Segue,
card P(X) =2 =21 = 2% X,

Portantcé valido paracard X =1, ou seja, para n=1.

Suponhamos por hipgese de indwp que se dad¥ = {x3,%2,...,X}, ondecard X=n
enfiocard P(X) = 2" = 204 X \amos mostrar que dado= X U{a}, a¢ X onde

cardY = card(Xu{a})
= card X+ card {a}
= n+1

eno
card P(Y) = 2M1 = pcard Y,



Logo,

card P(Y) =

17

card P (Xu{a})

card [P(X)u{zZzu{a},Z € P(X)}]

card P(X)+card {Zu{a},Z € P(X)} —
card P(X)n{Zzu{a},Z € P(X)}

card P(X) + card P(X)

2N+ 2"

2-2"

on+1

Portanto card(Y) = 262 Y, Conclimos en&o que card(X) = 263 X X finito.

3. SejaF (X;Y) o conjunto das furfesf : X — Y. Secard X=mecard Y = n, prove que

card F (X;Y) =n™

4. Prove que todo conjunto finitddn-vazioX de rimeros naturais co@m um elemento

maximo (istoé, existexp € Stal quex < Xg, Vx € X).

Resolu@o: DadoX C IN ondeX # 0 eX é finito comcard X = p. Segue qu& é limitado

ou seja, qualqueg € X, comi=1,---, p, temos que existg, € IN tal quexp > x; Vx; € X.

Sabendo qu¥ é finito eX # 0, podemos considerar a bigag

ondef (1) =x1, f(2) =xp,--

-F(p) = Xp, coMxy < Xp < -+ < Xp.

Isto mostra que, € X sendaxp 0 elemento raximo deX.

2.5.3 Sedao 3: Conjuntos Infinitos

1. Dadaf: X — Y, prove:

() SeX éinfinito ef € injetiva endoY & infinito.

(b) SeY e infinito e f & sobrejetiva, e@b X & infinito.

2. SejamX um conjunto finito €Y um conjunto infinito. Prove que existe uma faoc

injetivaf: X —Y.
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Resolu@o: Vamos provar que existe unfa: X — Y injetiva. ComoX & finito eX # 0
(seX = 0 nada temos que provar) considereriad,, — X. Suainversag1: X — I, &
tambem uma bijego.

Como por hipteseY & um conjunto infinito existey : IN — Y injetiva. Isto nos d
condiges de definir uma fud injetivaf = Yo d—1: X — Y, conforme diagrama,

f:fwop_l:X—}}’

visto que, a composta de fUigs injetivas injetiva. Portanto,f : X — Y éinje-
tiva.

3. Prove que o conjunt® dos rumeros primog infinito.

4. Dé exemplo de uma sequencia decrescEnte X, O ... D X, D ... de conjuntos infinitos
cuja intersecgo(,,_1 X seja vazia.

Resolu@o: Sejal, = {p € IN, p < n}. Considere o conjunto
Xn=IN—-Ip={p€IN;p>n},

desta maneira, temos:
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e Xy=IN—I;=IN—{1}={2,3,4,5,..}
o Xo=IN—1l,=IN—{1,2} ={3,4,56,..}

e Xn=N—-Ih=IN—-{1,2,...n}={n+1n+2..}

Segue qU&X1 D Xo D X3 D - DXy D - € ) Xa =0, pois dizemg € IN e ainda dizer
n=1

(o)
qgqueng € () X significa dizer queg € maior que todos osimeros naturais, o queum
n=1

absurdo pois o conjunto dosimeros naturais infinito.

2.5.4 Sego 4: Conjuntos Enumaveis

1. Definaf: IN xIN — IN pondof(1,n) =2n—1ef(m+1,n) = 2™(2n—1). Prove quef
€ uma bijedo.

2. Prove que existg: IN — IN sobrejetiva tal qug~1(n) & infinito, para cada € N.
Resolu@o: Sabemos que IN um conjunto infinito e enumavel. Como o produto
cartesiano de dois conjuntos enuinarisé enumeaivel, temos que IN IN é enumeavel.
Logo existe uma bijeio ¢ : IN — IN x IN definida por¢(n) = (m,n). Considerer :
IN x IN — IN definida porm(m,n) = n, uma bije@o. Logo,g = 1o ¢ & uma bije&o.
Comog: IN — IN sendog(n) = n & uma bije&o, temos que a imagem inversagie®u

IN IN = IN N

g=moy

seja,g~1(n) & infinito.

3. ExprimaIN=IN{UIN>U...UIN,U... como un&o infinita de subconjuntos infinitos, dois

a dois disjuntos.
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4. Paracadac IN, sejaP, = {X C IN; cardX = n }. Prove queP, &€ enumeivel. Conclua que
0 conjunto® dos subconjuntos finitos de Blenumeavel.
Resolu@o: Dado®, = {X C IN, cardX = n}, definimos:

f g)n — INn
X — f(x):(mlvmzv)m”l)
ondeX = {m < mp < --- < my}. Como IN' € enumeavel poisé um produto cartesiano finito de
conjuntos enuméweis. Temos qu@, &€ enumedivel, visto quef & injetiva. ComdP; € o conjunto

de todos os subconjuntos finitos de IN temos fye= N_; P, € enumeavel, poisé reunéo de

uma fanilia enumeavel de subconjuntos enunageis K C IN & enumeavel).

5. Prove que o conjuntd (N) de todos os subconjuntos Benaoé enumeavel.
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3 NUMEROS REAIS

3.1 IRE UM CORPO

Isto significa que eab definidas em IR duas opet®s(IR, +,-) chamadas adép e multiplica&o,
gue cumprem certas condies

+: RxR — R
(xy) — Xx+y

RxIR — IR
(xy) — xy
gque satisfazem os axiomas:

1. Associatividade: para quaisquey, z € IR tem-se

X+(y+2) = (X+y)+z
X.(y.z2) = (xy).z

2. Comutatividade: para quaisquey € IR tem-se
X+y = y+X
Xy = yX

3. Exiséncia do elemento neutro: para qualguerir,

40€IR : x+0=x
41¢IR : x1=Xx

4. Exiséncia do elemento inverso:
Dadox € IR; 3 (—x) € IR tal quex+ (—x) =0
Dadox € IR; x#0,3x e Rtal quexx 1 =1
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5. Distributividade: para,y,z € IR quaisquer, tem-se- (y+2) =X-y+X-Z

Dos axiomas acima resultam todas as regras de manguutag os iimeros reais. Altulo
de exemplo, estabeleceremos algumas delas.

a) da Comutatividade

(i) O+x=x.
(i) (—x)+ (x) =0.
(i) 1Lx=x.
(iv) x 1x=1.
b) da Distributividade
() x.0=0,VxelR.
(i) xy=0=x=00uy=0.
(i) Regra de sinais

@) x.(=y) = (=x).y=—(xy);
(b) (—x)(—y) = xy.

(iv) X2 =y = x=+y.

3.2 IRE UM CORPO ORDENADO

Isto significa que existe um subconjunto. IR IR, chamado o conjunto dogimeros reais
positivos, que cumpre as seguintes codds;

(P1) Sejax,y€ IR enBox+ye R ex-yelRy

(P,) Dadox € IR tem-se uma dasés alternativas:
xelRy ou (—x)€lRy ou x=0.

Se indicarmos com IR o conjunto dos ameros(—x) ondex € IR, a condi@o P, diz
que R=IRL UIR™ U{0} e os conjuntos, IR, IR~ e {0} sao dois a dois disjuntos. Os
nimerosy € IR~ chama-se negativos.

Proposicio 3.1.V x# Otem-se X € R.,..
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Definicao 3.1. Diz-se que » menor do que y e escreve-se y quando y-x € IR, isto &,
y =X+ 2z onde = IR;. Neste caso, escreve-se ta@mby> x e diz-se que g maior do que X.
Em particular,

e x> 0 significa xe IR, isto&, xé positivo;

e X < 0 significa que—x € IR, ou seja, > negativo.
A relacgdo de ordenx < y em IR satisfaz as seguintes propriedades:

1. Transitividade: s <yey < zeniox< z

2. Tricotomia: Dadog,y € IR tem-se uma dasés alternativas.
X=Y, X<y ou y<X
3. Monotonicidade da adiQ: sex <yentiox+z<y+zVze R.
z>0 = X-z<y-z

4. Monotonicidade da multiplicap: sex <y enfo
z<0 = Xx-z>y-z

Mais geralmentey x,y, X,y € IR

(i) x<yeX <y = x+X <y+y
(i) O<x<yeO<X<y=xX<yy

(i) 0<x<y=ylt<x?
Como 1€ IR & positivo, segue que
1<1+14+1+41<---

podemos eido considerar INC IR. Segue que Z- R pois0cIRencR= —n<IR. Além
disso, sen,n € Z comn # 0 enfo

m
—=mnlteR
n

0 que nos permite concluir que@IR. Assim

NCcZcQcCRR
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Proposi¢ao 3.2. (Desigualdade de Bernoulli) Para todaimero real x> —1 e todo ne IN,

tem-se
(14+x)" > 1+nx

Definicdo 3.2. (Modulo) Dado x< IR, definimos o rddulo de x por

X se x>0
IX| = 0 se x=0
—X se x<0

ou ainda
IX| = max{ —x, x}

€ 0 maior dos imeros reais x e-X.

Observago 3.1. 1. —|x|<x<|x,VxeR.

2. |x| & oUnico rimero o negativo cujo quadrade 2, ou seja,|x|? = x2.

Proposicao 3.3.Se xy € IR ento

() [x+yl < Ix/+1yi

(i) [xyl=[x.]yl

Teorema 3.1.Sejam xa € IR. As seguintes afirmées §0 equivalentes.
() —a<x<a

(i) x<ae—x<a

(i) x| <a

Corolario 3.1. Dados ax,b € IR, tem-sgx—a| < b se, e somente se;-eb < x < a+b.

(1)

Usaremos as seguintes ndiag para representar tipos especiais de conjuntosmenos

reais, chamados intervalos:

¢ Intervalos limitados com extremasb.
fechado: [a,b] = {x€ IR;a<x < b}
aberto: (a,b) ={x€IR;a<x<b}

fechadoa esquerda: [a,b) = {x € IR;a < x < b}
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fechadoa direita: (a,b] = {x€ IR;a<x<b}
e Intervalos ilimitados

Semi-reta esquerda fechada de origern: (—o,b] = {x € IR;x < b}
Semi-reta esquerda aberta de origen: (—o,b) = {x € IR;x < b}
Semi-reta direita fechada de origema: [a,+») = {x € IR;x > a}
Semi-reta direita aberta de origema: (a,+«) = {x € IR;x > a}

Reta: (—oo,+0) =IR

Teorema 3.2.Num corpo ordenado K, as seguintes afirieg §i0 equivalentes:

(i) IN C K & ilimitado superiormente.

(i) dados ab € K, com a> 0, existe re IN tal que na > b.

: 1

(ii) dado qualquer a> 0 em K, existe i IN tal que0 < o <a.

Definicao 3.3.Um corpo ordenado K chama-se arquimediano quando @efdida qualquer
das tés condifes equivalentes citadas no teoerema 3.2.

Observag@o 3.2. O corpdD dos rumeros racionai€ arquimediano.
3.3 IRE UM CORPO ORDENADO COMPLETO

Nada do que foi dito &agora permite distinguir IR de@ pois asmeros racionais tangim
constituem um corpo ordenado. Acabaremos agora nossdezr&@ago de IR, descrevendo-o
como um corpo ordenado completo, propriedade qu@@®tem.

Definicdo 3.4. Seja XC IR. Dizemos que X limitado superiormente quando existe IR tal
que

x<k VxeX

e todo k com esta proriedadedenominado umeota superior deX.

Definicdo 3.5. Seja XC IR limitado superiormente edo vazio. Dizemos queésupremo de
X. Se k& a menor das cotas superiores

b = supX
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Equivalentementdy & supremo d&X se, e somente se:

(i) x<b,VxeX
(i) Sec €& uma cota superior d¢, eniob < c.
(i) Ve >0,existex e X tal queb— € < x.

Definicdo 3.6. Seja XC IR dizemos que > limitado inferiormente quando existedrR tal
que

m<x,VxeX

e todo m com esta propriedaéedenominado umeota inferior de X

Definicdo 3.7. Seja XC IR limitado inferiormente e &o vazio. Dizemos que&@oinfimo de X
se aé a maior das cotas inferiores

a=infX
Equivalentementeg € oinfimo deX se, e somente se:

(i) a<x, vVxeX
(i) Secé uma cota inferior dX enioc < a.
(i) V €>0, existex € X tal quex < a+ €.

Definicao 3.8. Um nimero be X & o maior elementoe{femento maximo) do conjunto X
quando

b>xVxeX
Isto quer dizer que b- supX que pertence a X.
Exemplo:

e b é o elemento @ximo do[a, b
e 0 [a,b) ndo possui elementodmimo mas = sup[a, b)

Definicao 3.9. Um nimero ac X & o menor elementaelemento ninimo) do conjunto X
guando
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a<xVvVxeX
Isto quer dizer que & infX que pertence a X.
Exemplo:

e aé o elemento fimimo do[a, b
e 0 (a,b] ndo possui elementoimmo masa = inf (a, b]

Definicao 3.10.Se Xé limitado superiormente e inferiormente, diz-se qué Xm conjunto
limitado. Isto significa que X esta contido em algum intesvishitado [a,b] ou que existe
k> Otal que se x X enfio |x| <k.

Exemplo 3.1. Seja

. 1
enfoinfY = 0esupY = >

A insuficiéncia mais grave dosmeros racionais, para efeitos deéabise materatica, &
o fato de alguns conjuntos limitados denmeros racionais@o possuem supremo (@ufimo).
Este fato et ligadoa inexiséncia de rezes quadradas racionais de certaseros inteiros,
masé uma dificuldade que vai muitoéh dessa falta.

Pitagoras e seus digulos descobriram o seguinte,
Lema 3.1. Nao existe um éimero racional cujo quadrado seja igual a 2.

Proposicao 3.4. Sejam
X={xe@;x>0ex <2} cQ

Y={ye@;y>0ey >2}CQ

enfio rao existensupX neminfY end.

Observago 3.3.Com base na proposi@ (3.4), observamos que se existir um corpo ordenado
no qual todo conjunto do-vazio, limitado superiormente, possua supremo, edjstesse dito
corpo, um elemento & O cujo quadradcg 2. Com efeito, tal corpo, sendo ordenado @mt

@, logo coném o conjunto X e nele existia= supX, cujo quadrado, &o podendo ser menor
nem maior do qué, deveh ser igual a2. Escreve-se & /2.
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Defini¢ao 3.11(Corpo Ordenado Completoym corpo ordenado K chama-se completo quando
todo subconjunto@o vazio, limitado superiormente, XK, possui supremo em K.

Resulta da defingpo que, num corpo ordenado completo, todo conjuatevazio, limitado
inferiormentey C K, possui uninfimo.

Adotaremos, a partir de agora, o axioma fundamental ddigerMatenatica.

Axioma 3.1 (Axioma Fundamental da Adise Matenatica) Existe um corpo ordenado com-
pleto, IR, chamado o corpo dosimeros reais.

Como foi observado, existe em IR umimero positivoa tal quea? = 2. Este fimeroé

representado peldrabolo/2 o qual foé nimero racional.

Aos elementos do conjunto IRD, isto &, aos Ameros que &0 K0 racionais, chamaremos
de riimeros irracionais. Assiny2 & um riumero irracional.

Proposicdo 3.5.Dados mn € IN, sey/m¢ IN enio /m e (IR —Q).

Mostraremos agora que o8meros irracionais se acham espalhados por toda parteosntre
nimeros reais e queédlmais rimeros irracionais do que racionais. Para explicar preasse
0 que significa “espalhados por toda parte”, comecarenmosuroa defini@o.

Definicdo 3.12(Denso) Um conjunto XC IR chama-se denso efR quando todo intervalo
aberto (a,b) coném algum ponto de X. Em outras palavras, diremos que o canjinte
nimeros reai€ denso enk quando, dados arbitrariamente<ab emiR, for pos$vel encontrar
x € X tal que a< x < b.

Teorema 3.3.0 conjuntd dos muimeros racionais e o conjunt8 —@ dos rumeros irracionais
s4o ambos densos eR.

Teorema 3.4(Intervalos EncaixadosBejak Dl D --- D1, D --- uma seqéancia decrescente
de intervalos limitados e fechadgs+ [a,, bn) entio mnflln nao é vazia.

Teorema 3.5.0 conjunto dos ameros reais &0 & enumeavel.
Corolario 3.2. Todo intervalo @o-degenerado deiimeros reai€ nio-enumeavel.

Corolario 3.3. O conjunto dos imeros irracionais &0 & enumeavel.
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3.4 EXERQCIOS

3.4.1 Se&o 1: IRé um corpo

1.

(i)

(ii)

Prove as seguintes unicidades:

(a) Sex+ 6 = x para algunx € IR enfio 6 = 0;
(b) Sex-u=xparatodx < IR eniou =1,

(c) Sex+y=0entoy=—

(d) Sex.y=1enBoy=x"1.

Dadosa,b,c,d € IR, seb # 0 ed # 0 prove que§+ ¢

e e e (5) (§) b

b/ \d/ ~ bd
Resolug@o:
a c¢_(ad+bc)
b d~  bd
Comoa= atemos
a-d = a-d

= a-d+b-c = a-d+b-c,

Senddb # 0 ed # 0 nimeros reais segue que existem inversos multiplicativésd—* €

IR tais queb-b~1 =1 ed-d~1 =1, pois IRé um corpo. Vamos provar que:
= ab-bHd+b(d-dc = a-d+b-c

= a-d+b-c = a-d+b-c
= (a-bl4c.dl)(bd) = (a-d+b-c)(bd"1)(bd)
= a-bl+cd? = (a-d+b-c)(bd)?!
N §+E _ (ad+bc)

b d "~ bd

(5) (a) = b

Visto quea = a, segue que:

a-c = a-d
= a(lb~b)c = a-c
= ab~l-bc = a-c
= abl.cb = a-c
= ab~l.c(d d)b = a-c
= (ab™1)-(cd1)(db)(bd)"t = a-c(bd)™t
= ab—;cdc—1 = %-Cc(bd)—1
> (5)(@) = b
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~1
3. Sea#0eb+#0emIR, prove qué¢a-b) "t =a1.b~le conclua que{%) = g.
(1-x") n
4. Prove quew =1+4+X+...+X paratodok # 1.
Resolu@o: Seja
. (1_Xn+1) _ n
P(n) : i 1+X+...4+X

Vamos mostrar pelo Prifigio de Indu@o queP(n) é verdadeirayn > 1.

Sen =1, temos do primeiro membro &¥n) que

EE] ) _
I-x" 1-x° (1—x)(1+x) _1ax,
1-x 1-—x (1—x)

e do segundo membro que
1+xt=1+4x

PortantoP(1) é verdadeira. Suponhamos pordtigse qué(n) seja \alida paran =k, ou
seja
(1_ Xk+1)
P(k) : ————
é verdadeira. Vamos provar que

=1+X+...+xX"

(1 _ X(k+1)+1)

— =14 X+... Xk Xk+1
A% X+ X

P(k+1):
é valida. Adicionando®t! a ambos os membros &¢k), obtemos:

+xktl — x4 XKkt

1 X4 ... XK xkrl

ﬁT = 1+X+...—|—Xk+Xk+1

logo P(k+ 1) & verdadeira. Portanto pelo P(n) é verdadeira para todo> 1.

3.4.2 Se&o 2: IRé um Corpo Ordenado

1. Para quaisquety,z€ IR, prove quex—z| < |[X—Yy|+|y—12.

2. Prove que|x| — |y|| < |x—Y| para quaisquex,y € IR.

Resolu@o: Vamos mostrar qugx| — |y|| < [x—y| ¥X,y € IR, queé equivalente a

—X=yl <X =yl < [x—y].



Temos
X = [x=y+y]
X < [x=y[+]y]
X[ =y < [x—Y]
e
vl = ly—x+X
[ < = (y+x)[+Ix
V=X < |-y+X|
X[ =y = —[x—y|
—x=yl < X-lyl

De (2) e (3), obtemos:
—X=yl < X[ =]yl < [x=y].

Portanto,
X —=1[y]| < |[x=y].

. Dadosx,y € IR, sex?+y? = 0 prove quex =Yy = 0.

N n nin-1)1 ,
. Prove por indu@o que(1+x)" > 1+ nx+ —5 | X Sex >0
Resolu@o: Considere a proposaQ

P(n): (1+x)" > 1+ nx+ [%] X2

Vamos provar pelo Prinpio de Indu@o queP(n) é verdadeiran > 1, ondex > 0.

Paran = 1, temos que

1(1-1)
2

P(1):(1+x)121+x+[ }x2:1+x+0.

e verdadeira.

Suponhamos que(n) é verdadeira pama= k,

P(K) : (14+x)% > 1+ kx+ [k(k_l)] 2.
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(2)

(3)
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Vamos mostrar que

(k+D[(k+1)-D]]
. |

P(k+1): (14+x)% > 14 (k+1)x+

Multiplicando (1+x) a ambos 0s membros &€k) temos:

k(k—1)

(1+xK1+x) > |1+kx+ x| (1+X)

k=11 (1+x)

K(k=1)] 5 [K(k— 1)} .

= |[1+kx+

= (1+x)+kx(1+x)+ 5 5

k(k—1) ,

> (14X) +kx+ k@ +

= 1+ (1+K)x+ke+ (k2—1)X2
_ 11y 2k 4 k(k — 1)x?

)
K)x+
= 1+ (1+Kkx+
)
)

2
k(2+k—1)x?
2 2
= 1+(1+k x+M
(k+1)[(k+1) —1]x?
2

v

1+ (1+K)x+

Segue que

(k+D[(k+D-1)]

(14+X)% 1 > 14 (k+ 1)x+ 5

PortantoP(k+ 1) & verdadeir&x > 0. Conclumos pelo Prinipio de Indu@o queP(n) &
verdadeira par&n.

. Paratodx # 0 em IR, prove quél+x)?" > 14-2nx,V n> 1.

. Prove quéa—b| < e = |a| < |b| +&.

Resolug@o: Como estamos tratando de elementos atids de um corpo ordenado IR
vale seguinte rela&p:

|la] —[b]] <Ja—b| e [a]—|b] < |la] —[b]
Segue das desigualdades acima

&l —[b] <|la] = [b| < Ja—b]
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ou ainda,
|al —|b] < Ja—b| <&,
logo
la| —|b| < €.
Portanto)a| < |b| + €.

n
. Use o fato de que tréimio do segundo grafi(A ) = Z(xi +/\yi)2 €> 0 paratodo € IR
i=

para provar a desigualdade de Cauchy-Schwarz

(8r) < (8) (8)

Prove ainda que vale a igualdade se, e somente se, axtalequex; = Ay; para todo
iI=21---,nouy;=---=y,=0.

a . ~ .
—1,...,% pertencem a um interval¢a,3) e by,..., b, sdo positivos, prove que

~— "~ pertence gda,B). Nas mesmas condies, sdy,...,t, € IR™ prove que
(b1t by p da,B) e 1 n p q

(t1ag + ... +than)
(tlb]_ —|— e +tnbn)

tamkem pertence ao interval@, 3).
Resolu@o: Sejami € (a,B),vbtal quei =1,2,--- ,n, ou seja,
|

a<i<B
|

Multiplicando a desigualdade pby, temos
bia <a < Bb
Vi,i=1---,nouseja,
ba <a; <Bbp
bz.a <ay < b @)

bha <ay, <pBb,

Somando as desigualdades acima, obtemos

_ibia <_ia; <'—i1biB



ou ainda

aibi < .iai < B-i\bi

n
dividindo por ¥ b;
i=1

i;ai

a<—H—<p,

5"

Conclumos que

ai+a+...+an

<
by +bo+...+bn B

tiag +thap + ... +than
t1by + oo+ ... +tnby

Nas mesmas condigs queremos provar que<

comt; € R™

Multiplicando (4) pottj € IR™,i = 1,2, --- ,n, respectivamente obtemos:

(abl)tl < aqtq <(Bbl)t1
(abo)ty < agty < (Bbo)ts

(abpth <anth < (Bbn)tn

Somando as desigualdades acima, temos

_:ia(biti) < _:ilaiti < _:iﬁ(biti)

ou melhor

a_:il(biti) < _iaati < B_:i(biti)

dividindo pory !, (biti) obtemos

N _aiti
a< —z'n—la' L < B
Yi—1 biti
equivalente a

ait1 +asto+ ...+ aptp
bit; +boto + ... + bnty

<B

34
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Concluimos que

thag+thax+...+than

e(a,p),
t1bg +tobo 4. .. +tybn ( B)

Vi € IRT.

3.4.3 Se&o 3: IRé um Corpo Ordenado Completo

1. Diz-se que uma fudp f : X — IR élimitada superiormentguando sua imagef(X) =
{f(x);x € X} &um conjunto limitado superiormente. Bate-se suf = sup{ f(x),x €
X}. Prove que sé, g: X — IR sdo limitadas superiormente 0 mesmo ocorre com a soma
f+g: X — IR etem-se suf +g) < supf +supg. D& um exemplo de syp +g) <
supf + supg. Enuncie e prove um resultadoaogo para inf.

2. Dadas as furiies f, g: X — IR™ limitadas superiormente, prove que o prodfitay :
X — IRT & uma fun@o limitada (superior e inferiormente) com $éipg) < supf - supg
e inf(f-g) > inf f -infg. D& exemplos onde se tenkae rdo=.

Resolu@o: Sejamf, g: X — IR™ limitadas superiormente. Logo,
f(X) ={f(x),xe X} <Meg(X)={g(x),xe X} <N
ondeM, N € IR™. Queremos provar quig € limitada.

(f-9)(X) = {(f-g)(x);xeX}
= {(H)-(9)(x);xe X}

Por hipotese

vx € X, logo

vx € X, ou seja,f - g é limitada,vx € X.

Resta provar que:



(@) sup(f-g) < (supf)-(supg) Temos

sup(f-g) =supf(x)-g(x),vxe X

e tamlem
sup(f) =supf(x),¥xe X > f(x),vx € X.
sup(g) = supg(x),vx € X > g(x),vx € X.
logo
0< f(x) <supf,vxe X
0 < g(x) < supg,Vx € X
enéo

f(x)-g(x) < (supf)(supg),vx e X
ou seja, suf - supg é cota superior do conjunto
{f()-9(x),vxe X}
donde

sup(f-g) <supf-supg

(b) inf (f-g) > (inf f)- (inf g) Temos
inf (f-g) =inf f(x)-g(x),vx e X
e tamkem

inf (f) =inf f(x),¥xe X < f(x),¥xe X.
inf (g) =inf g(x),¥x e X < g(x),Vx € X.

logo

0<inf f < f(x),VxeX
0<infg<g(x),vxe X

36
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ento
(inf f)(inf g) < f(x)-g(x),¥x € X
ou seja, inff -inf g & cota inferior do conjunto
{f()-9(x),vxe X}
donde
inf (f-g) <inff-infg

Exemplo: Sejam

fungdes limitadas.

Temos que

f.g:[1,2 - R

f-gx) = f(x)-9(x)

2. 16
X"

= 16
V¥x € IR, ou sejaf - g & uma fun@o constante.

Observe que:

1. supf =4,supg=16 e sup(f-g) =16< 16-4=supf -supg.

Portanto,
sup(f-g) <supf-supg

2. inff=1,inffg=4einf(f-g)=16<1-4=inf f-inf Q.
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De onde conclimos que

inf (f-g) >inf f-infg

. Nas condiges do exeficio anterior mostre que s(f?) = (supf)? e inf(f2) = (inf f)2.

2 2
. Dadosa,b € RT coma? < 2 < b?, tomex,y € R tai quex < 1,x < (2:‘1) ey < (bz_bz).

Prove quga-+x)? < 2 < (b—y)? eb—y > 0. Em seguida, considere o conjunto limitado

X =ac IR*;a? < 2 e conclua que olimero reat = supX cumprec? = 2.

Resolu@o: Sejama,b € IR™ tal quea? < 2 < b?, tomemos ainda,y € IR com

x < 1 (5) -y > 0=y<b (6)
< - 2—a? _ b? —2
2a+1 y 20
De (5) temos
< - 2—a?
2a—1
(2a+1)x < 2-—a?
2ax+x < 2—a’
a’+2ax+x < 2.

Comox < 1 enBox? < x logo

a® 4 2ax+x < a2 + 2ax+ X2 = (a+x)?,

segue,
(a+x)2<2 (7)
De (6) temos
_ b2 -2
y 2b
2by < b?>—2
—b?+2by < —2-(-1)
b>—2by > 2



(@)

(b)
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Adicionandoy? a ambos os membros da desigualdade temos
b? —2by+y? = (b—y)? >2+y?>>2
= (b—y)? >2

De (5) e (6) temos
(a+x)2<2< (b—y)? (8)

ConsiderandX = {a€ R™,a®? < 2} eY = {b€ IR™,b? > 2} para concluirmos que=
SupX temos 2 casos a examinatr:

O conjuntaxX nao possui elementosarimo, de fato para todac X existe por hiptese
x <1, por (8)a+x e X.

O conjuntoy nao possui elemento nimo, tamlem de (8) temos que dagae< b obtemos
b—yeY.

E aindasec X ebe Y, enfioa < b e por hipptesea? < 2 < b? logo X% < y.
Das afirmages acima as seguintes considées;podem ser feitas:

Sejac = supX, logoc > 0. Nao poderia sec? < 2 porque isso obrigariac X e ainda
seria 0 elemento aximo deX que de (5) sabemos quamexiste. Tampouco poderia ser
¢ > 2, porque isto faria € Y e por conseguinte existiria ukie Y, e teiamosk < c e
concluifiamosa < k < ¢,Va € X. Portantoc = supX implicac? = 2

Prove que o conjunto dos paiimios com coeficientes inteiréeenumeavel. Um rumero
real chama-salgébricoquandcé raiz de um polimio com coeficientes inteiros. Prove
gue o conjunto dosimeros al@bricosé enumeiivel. Um rumero real chama-deans-
cendenteyuando Ao € algebrico. Prove que existenumeros transcendentes.

Prove que um conjuntoC IR & um intervalo se, somente segx X< b,abel = xel.

Resolu@o: Vamos provar que deC IR & um intervalo eroa < x < b e sea,b € | engo
xel.

(=) Sejama = inf | e B = supl, convencionando que = —o (respectivamente =
+00), sel for ilimitado inferiormente (respectivamente, superiente) basta provar que

(a,B) Cl
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De fato, sex € (a, ) enfio
a<x<p
poisa e 3 saoinfimo e supremo. Pela defidig de sup e inf existem b € | tal que
a<a<x<b<p

e portantox € |.

(=) Sea < x< b, ondea,b € | implicax € | temos por definigo quel C IR & um
intervalo.
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4 SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS

Neste cafiulo estudaremos o conceito de seqcias e apresentaremos um dos conceitos
mais importantes da afise materatica, em sua forma mais simples, o limite de uma éegia.
A partir daqui, todos os conceitos importantes dalse, de uma forma ou de outra, reduzir-
sedo a algum tipo de limite.

4.1 LIMITE DE UMA SEQUENCIA

Definicao 4.1. Denominamos se@uncia de imeros reais a toda fuap

x: N — R
n — XxNn)=xn

gue associa a cadalmero natural n um real chamado o resimo termo da se@ucia.

Escreve-séxy, X2, -+ ,Xn, -+ ) OU (Xn)neN, OU Simplesmentéx,), para indicar a seduncia
X.

Definicao 4.2. Dizemos que uma se@ucia de ameros reaigxy) € limitada superiormente
guando existe € IR tal que
Xh<c, VnelN.

Definicdo 4.3. Dizemos que uma se@pucia de meros reais(x,) & limitada inferiormente
guando existe € IR tal que
Xn>¢C, VneIN.

Definicao 4.4. Dizemos que uma segucia de imeros reaigx,) € limitada se(x,) é limitada
inferiormente e superiormente. Ou seja, existémeros reais a, b tais que

a<xp<b, VnelN,

ou ainda, existe k IR tal que
IXn| <k, VNneIN.
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Exemplo 4.1. Se a> 1 en&o a seqéncia
2 53 n
(ava ,a s, ,a )
é limitada inferiormente masao € limitada superiormente.

Definicao 4.5. Seja x= (Xn)nen Uma segéncia de ameros reais. DaddN’ € IN com IN’
infinito, istoé, ilimitado, ou ainday ng € IN existe R € IN’ tal que iy < nx enéo a restrigo
da segé@ncia(xn)nen @0 conjuntdN’ & denominada uma subsémeia da seg@ncia(X,)nem -

Denota-S&Xn)nen’ OU (X JkeN -

Definicao 4.6. Dizemos que uma se@pcia(X,)nen tem limite ac IR quando para tod@ > 0
dado arbitrariamente, pode-se obter uramero natural g € IN tal que todos os termog, x
comindice n> ng cumprem a cond#p |X, — a| < € e escreve

lim x, = a
n—eo Ve >0,dn € IN tal que
ou And .
sen>npendo [x,—a| < €
Xn— a

Uma segéncia que possui limité convergente caso coatio diz-se divergente.
Teorema 4.1(Unicidade do Limite) O limite de uma sed@ncia(Xn)ncin € Unico.

Teorema 4.2.Se(xn)nen CONverge para a eéb toda subsedncia de(x,) tamkem converge
para a.

Observa@o 4.1. Temos pela contrapositiva do teorema (4.2) que se existesulvseqéncia
de (Xn)nen Que r8o converge para a e@ib (Xn)ncn NAO converge para a, basta observar o
exemplo (4.2).

Exemplo 4.2.A seq@&ncia(2,0,2,0,2,0,---) cujo nésimo terme x, = 1+ (—1)"*1 & limitada

mas riio &€ convergente.

Aseqlencia(2,0,2,0,2,0,---) possui duas subsegucias constanté,2,2,---) e(0,0,0,---)
covergindo para 2 e 0 respectivamente pelo teorema (4.fjite E Gnico, logo esta sequencia
é divergente.

Teorema 4.3.Toda seqg@éncia convergenté limitada.

Observag@o 4.2. Temos pela contrapositiva do teorema (4.3) quégin € ilimitada enéio
(Xn)nen N&0 € convergente, basta observar o exemplo a seguir.
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Exemplo 4.3. A segié&ncia(1,2,3,---) com ¥ = n ndo & convergente.

Definicao 4.7(Seqg@&ncia Mordtona) Para todo ne IN,

i) se < Xpr1 dizemos quéxn)nen € tio-decrescente.

ii) sex > Xpr1 dizemos quéx,)nein € NBo-crescente.

i) se < Xpt1 dizemos quéx,)nen € crescente.

iV) se ¥ > Xn11 dizemos quéxn)ncin € decrescente.

Teorema 4.4.Toda seqg@ncia motona limitadaé convergente.

Teorema 4.5(Teorema de Bolzano Weierstras3pda seqéncia limitada de imeros reais

possui uma subseguocia convergente.

4.2 LIMITES E DESIGUALDADES
Dizemos queXn)nein Satisfaz uma propriedade paran suficientemente grande quando
existe umindiceng € IN tal queP se verificav n > ny.

Teorema 4.6.Seja a= rI]im Xn. Se b< a enfio para n suficientemente grande tem-se k.
Analogamente, sed b enfio para todo n suficientemente grande temse b,V n € IN.

Coroléario 4.1. Seja a= rI]im Xn. Se0 < a entio para n suficientemente grande termBse x.
Analogamente, se 4 0 entio para todo n suficientemente grande temrs& ®, V n € IN.

Corolario 4.2. Seja a= rI]im Xn € b= rI]im Yn. Se % <y, para todo n suficientemente grande
entio a< b. Em patrticular, se x< b para n suficientemente grande @xmrj]im Xn < b.

Teorema 4.7(Teorema do Sandiche) Serllim Xn = rI]im Yn = a e % < 7z, < yp para n suficien-
temente grande, e&mr!im Zn=a.

4.3 OPERA®ES COM LIMITES

Teorema 4.8.Selim x, = 0 e (Yn)nen € uma seg@ncia limitada (convergente own) enéio
Nn—oo

lim (Xnyn) =0

n—
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.. (sin(n o
Exemplo 4.4.A SEQ[HEI‘]CI&(L) converge para zero quando n tende a infinito.
neiN

. 1 . .
Considerand@Xn)nen = - e (Yn)nen = Sin(n) segue que limite déx,)nen CONVerge para
zero quandm tende ao infinito €yn)nen NAO converge mas comgn)nen € limitada, ou seja,

Teorema 4.9.Serllim Xn=a er!im yn = b, enfo:
1. rI]im (XnEYyn) =a=xb;
2. rI]im (Xn-Yn) =a-b;

__Xp a
lim2r_ 2 _
3n| v se b#0

n
Define-se o imeroe como sendo o limite da seguciaa, = <1+ ﬁ)

lima,=e

N—oo

4.4 LIMITES INFINITOS

Entre as sedencias divergentes, destacaremos um tipo que se comparteecta regulari-
dade, a saber, aquelas cujos valores se tornam é&mabitrariamente grandes positivamente
ou arbitrariamente grandes negativamente.

Defini¢cao 4.8. Dizemos quer!ianxn =40 seVA>0,3dng € IN tal que se n> ng enio %, > A.
Exemplo 4.5. rlianZ” = 00,

Definicao 4.9.Dizemos quentianxn =—0seVA>0,3ng € IN tal que se n> ng entio x, < —A.
Exemplo 4.6. r!ian—B” = —oo,

Observag@o 4.3. 1. +o e —co NA0 S0 NUMmeros;

2. Selim xp =+ e lim y, = —o0 as seq@éncias(Xn)nei € (Yn)nein NAO convergem;
n—oo

n—oo

3. rI]im (Xn) = +o & r|]im (—Xn) = —o0;

4. Selim x, = +o enfio a segé@ncia(X,)nen N80 € limitada superiormente. A rgroca
n—oo

é falsa, ou seja, se a segpcia réo € limitada € ilimitada) superiormente e&bd rao
necessariamentrl]ém (Xn) = +o0. Basta observar a seguacia
— 00

(Xn)new = (N4 (=1)"-n) Vne IN.
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5. Se(Xn)neiNn € rBo-decrescente €,)neiNn € ilimitada superiormente temos quien xp =

Nn—oo

+0. Como exemplo basta observar o exemplo (4.1).

Teorema 4.10. 1. Ser!im Xn = 4 € (Yn)neiN € limitada inferiormente eéb

lim (Xn +Yn) = +oo.

N—oo0

2. Selim x, = 4+ e existe ¢~ 0 tal que y, > ¢ para todo ne IN entio

n—oo

lim (Xp - Yn) = +0o.

Nn—oo

3. Sex>c>0,Yy, > 0paratodo ne IN erllim Yn = 0ento

4. Se(Xn)neiN € limitada erllim Yn = +0 enfio
X
lim =2 =0.
n—oo Yn

Observag@o 4.4. As hipteses feitas nas diversas partes do teorema anterior temolpo
jetivo evitar algumas das chamadas “expr@ss indeterminadas”. Segue abaixo algumas
indeterminages.
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4.5 EXERGCIOS
4.5.1 Sego 1: Limite de uma Se@ncia

1. Uma seqéncia(xy) diz-seperiddicaquando existe € IN tal quex, + p = x, para todo
n € IN. Prove que toda se@ucia perbdica convergentée constante.

2. Dadas as seéucias(xn) e (yn), defina(z,) pondozyn_1 = Xn € Zop = Yn. Se limx, =
limy, = a, prove que linz, = a.

Resolu@o: Considerando as segucias(Xn)nein € (Yn)new, definimos(z,)nen cOMoO
(Zon—1)neN = (Xn)neN € (Z2n)neN = (Yn)nen, ¥ N € IN. Ou seja,(Xn)neN = (21,23, 25, 77,
297) e(Yn)neIN = (227247267287"')'

Temos quéXxn)ncin € (Yn)nein SA0 subsecggncias dezy)nen. Vamos provar que se lim

=limy, =aenfo limz,=a.

Segue da defingp de limite que dade > 0 existerny, n, € IN tais quen > n; =
Xn—al <een>np=|yn—al <Ee.

Considerandmg = max {2n—1,2n,}, temos:
e Sen > ng, onden = 2k — 1 obtemos:

2k—1 > ng
= 2k—-1 > 2m -1
= k > Ny

Comok > n; temos quex, —a| < &, ou seja,
zn—a|=|zx-1—al=|x—al <&

Isto implica qugz, — a| < €,V n=2k— 1 tal quek € IN.

e Sen > ng, onden = 2k obtemos:

2k > ng
= 2k > 2np
= k > nm

Comok > n, temos queyy — a| < &€, ou seja,
zZn—al=|zx—al=|w—a <&

Isto implica queglz, — a| < €,V n= 2k tal quek € IN.



a7

Portanto, s& > ng enfio |z, — @ < €,V n € IN. Concludmos que ling, = a.

. Se limx, = a, prove que limxy| = |a.

. Se uma sed@ncia moltona tem uma subsegucia convergente, prove que a seagia
e, ela popria, convergente.

Resolu@o: Seja(xn)nen Uma segéncia motona que possui uma subséquia(Xn, )neN
convergente. Vamos mostrar qi@)ncin € convergente.

Como(Xny )neN € uma subseduncia limitada da se@mcia moltona(xn)ncin temos que
(Xn)neNn € limitada. De fato, considere sem perda de generalidade, X,, < Xp, < --- <
b uma subsedgncia da segncia 1o decrescente,)nen. Ent0 para qualquer € IN,
existe umn; > n e, portantox, < X, < b, isto&,x, < b para todm.

Como(Xn)nen € mordtona e limitada, conclmos quex,)nen € convergente.

. Um rmimeroa chama-se valor de adsrcia da sed@ncia(x,) quandoé limite de uma
subseqgéncia de(xp). Para cada um dos conjuntdsB e C abaixo, ache uma se@ucia
gue o tenha como conjunto dos seus valores déaderA= {1,2,3},B=IN,C =0, 1].

. Afim de que o aimero reah seja valor de adéncia dgx,) & necesario e suficiente que,
para todo & > 0 e todok € IN dados, exista > k tal que|x, —a| < €.

Resolu@o: Para quea seja valor de adéncia de(x,)nen @ condi@o neceswiaé que
a= l!iirlo(xnk) sendo(xn,) uma suseggncia de(x,). Ento para cada > 0 existekg € IN

tal quek > ko implicax,, € (a—€,a+ €) como existe uma infinidade dedicesk > ko,

segue que existem infinitak € IN tais quex, € (a— &,a+ ¢€), ou ainda,|x, —a| <

£,V ng > nko.

Reciprocamente suponhamos que para €agl@ o conjunto{n € IN,x, € (a—€,a+¢€)}

seja infinito. Tomando sucessivameste: 1, ,-++ vamos obter um conjunto.

237k
IN'={m<m<--<n<---} tal quea= rI]im Xn. Com efeito, sejan; € IN tal que

Xn, € IN tal quexn, € IN(a—1,a+1). Supondo por indwp, quen; < Ny < --- < N.
Podemos definiky, € IN(a— 3,8+ 3), Xp, € N(a— 3,8+ 3), -+, Xy € N(a— .8+

l), observarmos que o conjunton € IN,x, € | a— 1 a+ ! é infinito logo
K ’ k+1'~ k+1

coném algum inteiray, 1, maior do queny, ny, - - -, Nk.
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Isto completa a definép indutiva de IN={n; <ny <--- <ng < ---}. Como|x, —a| <
% para todd € IN, temos limx,, = a.

Conclumos assim que & valor de adémcia de(Xp)neiN -

7. Afimde que o imero reab ndo seja valor de ad@ncia da seq@ncia(X,)nein € Necessrio
e suficiente que existany € IN e € > O tais quen > ng = |[xn—b| > &.

4.5.2 Sego 2: Limites e desigualdades

1. Sen IiJrrn Xn = a,nlirﬂ Yn=Dbe|x,—yn| > € paratodm € IN, prove quela—b| > ¢.

Resolu@o: Seja limx, = a, limy, =be|x,—yn| > €. Temos quex,—a| < % elyn—b| <

%,da’:
€< [Xn—Yn| = [¥n—at+a—-b+b—yy|
< |[xn—al+]a—b|+|b—yn|
< [xn—a|+[a—Db|+|yn—b|
< f+|a—b|+f
4
= —+lJa—b
5 +la-b
enfo,
£
€< s+ a+b|.
2
Portanto,
£
—<la=b
5 <la-b

2. Sejamn Ii+m *n=ae_ Iirp yn = b. Sea < b, prove que existgg € IN tal quen > ng =

Xn < Yn.

3. Se o imero reala nao é o limite da segéncia limitada(xn)nc N, Prove que alguma
subseqg@éncia de(X,)n e N CONverge para um limite # a.
Resolu@o: Seja(xn) uma segéncia limitada e linx, # a. Logo existes > 0,V ng € IN’

onde IN & um conjunto infinito de valores de IN, sendo- ng temos:

Xn—a| > € (1)
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Como (Xn)nen € limitada sabemos pelo Teorema de Bolzano Weierstras$xqugn
possui uma subsegocia convergente, ou seja, exibte: lim (X,),cn» Onde IN' C IN" €
infinito tal que,ve > 0, existeng € IN’ e n > ng de maneira que:

IXn—b| < € 2
De (1) e (2)

E<|Xn—al=|xn—b+b—a < |xn—b|+|b—a <e+|b—a

e ainda
E<e+|b—a=|b—a>0=Db+#a

. Prove que uma sequcia limitada converge se, e somente se, possuinioo valor de
adeencia.

- . . 1
. Quais &0 os valores de adi&ncia da subse@uacia(xn)n e N tal quexon_1 =nexpn = ﬁ?
Esta segéncia converge?

Resolug@o: Dada a sequencixn)ncin tal quexon—1 = nexon = % tem-se
1.1 1
=(1,1,2,-,3,=,4,~,---
(Xn)neIN ( s 4y 727 737 747 )

Esta segéncia possui valor de adercia. Com efeito, dado as subsencias(xzn—1)nen

e (Xon)neN temos:

e (Xon-1)nen = (1,2,3,4,---), queé uma segéncia ilimitada.
111 o
e (Xon)neN = (1, 237 ) que converge para 0, ou seja, (ip,) = O.
Portanto, a sed@ncia(x,) possui 0 como dinico valor de adéncia. Pogm (x,) ndoé
convergente poig ilimitada.

. Dadosa, b € IR, defina indutivamente as sécia(Xn)nen € (Yn)nemw pondox; = Vah,

a+b X
Y1 = ( 5 ) € Xn+1 = v/ *Xn¥Yn: Yn+1 = ( nzyn)

para o mesmo limite.

. Prove queXn)nen € (Yn)nemn convergem
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7. Diz-se quéxn) € umaseq@ncia de Cauchguando, para tode > 0 dado, existep € IN
tal quem,n > Ng = |Xm —Xn| < €.

(a) Prove que toda se@ncia de Cauchg limitada.

Resolu@o: Seja(x,) uma segéncia de Cauchy. Tomando= 1 obtemos € IN tal que
m,n > g = |Xm—Xn| < 1. Em particulan > ng = |X,, —Xa| < 1, ou seja, sa > ng enfo
Xn € (Xno — 1, %n, +1).

Consideranda@ o menor g3 maior elemento do conjun® = {xg,X2, -+ ,Xn,—1}. EN@0
Xn € [a, B], para cada € IN. Portanto(xn)nen € limitada.

(b) Prove que a se@uacia de Cauchyao pode ter dois valores de aéecia distintos.

Resolu@o: Seja(xn)nen Uma seqéncia de Cauchy. Vamos mostrar qug)ncin Nao
possui dois valores de a@ercia a sabes e b, distintos(a # b).

Como(xn)nen € de Cauchy temos den)nen € limitada, logo possui uma subsémaia
convergente. Suponhamos por absurdo e\ POssui dois valores de aéercia
distintos ou seja existem duas subsEtia(Xn, )n.eN € (Xn; )njeiN tal qUEXy, — aeXn, —
b, ondea # b.

Sabendo qu#, — ae sendgX,)nciv de Cauchy, temos que — a. Da mesma forma,
comoxn;, — b, temos quex, — b, coma # b. O queé um absurdo pela unicidade do
limite.

Conclumos quea = h.

(c) Prove que uma se§ucia(x,) & convergente se, e somenteesge Cauchy.

Resolu@o: Para mostrarmos que toda ségaia convergente delimeros reai€ de
Cauchy, consideremos lixp = a. Dado arbitrariamente > 0, existeng € IN, tal que,
sem> ng enflo [x, —a| < § e sen > np ento|x, —a| < §.

Comom,n > np ento [Xm—Xn| = [Xm—a+a—X| < [xm—al+xn—a| < 5+5=¢,0
gue mostra qug, € uma seg@ncia de Cauchy.

Para mostrarmos que toda ségaia de Cauchg convergente, sabemos do item (a) que
toda seq@éncia de Cauchg limitada e ainda que toda sé&meia limitada de iimeros reais
possui uma subseguacia(xn, )n,ciN CONVergente, ou sej&, — a. Conclimos assim que

Xn — a.
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4.5.3 Se&o 3: Operaies com Limites

1. Prove que, para todo< IN, tem-senlim “¥n=1.

2. Se existene > 0 ek € IN tais quee < x, < n¥ para todon suficientemente grande,
prove que limyX, = 1. Use este fato para calcular lifn + K, lim {/n+y/n, lim {/logn
e limy/nlogn.
Resolug@o: Dadoe > 0 ek € IN tais quee < x, < n€ temos que(Xn)nen € limitada
ou seja 0< x, < nK queremos provar quke ligyXn = 1. E certo quex, & convergente,

visto quex, € uma segéncia moltona e limitada, logo podemos escrelyer MH{‘ =a
—00
Podemos garantir que> 0. De fato.

e sex,>1enfioa= sup{xﬁ/n;n € IN} > Xn

e se 0< x, < 1lenBloa=inf {xﬁ/”,ne IN} > 1.

Consideremos a subseneiaxy """ = (xi/ 2 x5/® x/12 x/20 . > , basta mostrar que

lim x&/"™Y — 1, pois pelo Teorema (4.2) se uma sigia converge pamentio toda

k—o0

subsegéncia tamkm converge para, ou seja:

1/n

1 1

. . R . a

a— lim x&/"D _ iy xa T i X0 3 g
k— 00 k—s 00 k—s 00 Xr]i/n+1 a

m+y/n+ k. Seja(Xn)nen = N+ k temos para suficientemente grande

Para calcular i
n—-o0

(X)new =n+k<n-k<np-n- .- .n<nk

k

logo
0<%, <K

Portanto

L
mew%_JmL ntk=1
Calculando do mesmo moq]o +Iir’r¢j‘/n+ v/N. Sejaxn = n+/ntemosv n € IN que

Xn=N++/N<Nn+n<n

Logo
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ondek = 2.

Portanto
lim \/n+vn=1

Do mesmo modo calculanorllo ligflogn, seja
— 00
£ <x,=logn<n

paratodn € IN, € > 0ek=1. Temosn limy/logn = 1.
Seja
£ <xp=n-logn<n-n=n’

paratodmn <IN, € > 0ek=2, temos

rI]ian\/n-\/lognzl.

. Dadoa > 0, defina indutivamente a seucia(Xn ), PONAOX: = \/aeXnr1 = v/a+ Xn.
Prove qugxn),cn € convergente e calcule seu limite

L:\/a+\/a+7\/ﬁ

. Sejae, = (xn — /a/y/a) o erro relativonan-ésima etapa doatculo de,/a. Prove que
€1 =€n’/2(14&,). Conclua que, < 0,01= ey, 1 < 0,00005= &, < 0,00000000125
e observe a rapidez de convengia do netodo.

Resolu@o: Seja

Xn41— \/5
Va

xa+a

2Xn va

\/5

X+ 2X0y/2 +a
2Xn

Vva
(Xn — \/5)2

2%/

€hy1 =




Temos

o = ot
= JVae = x—.a
= X = Jatyag
= Xpv/a = a+ae

= Xpv/a = a(l+e)
Do resultado obtido erg, e e,, 1 temos

(X0 — /a)?
LT Za(lten)
(% —va)? 1
(Va2 2(1+en)

- <Xn_fﬁ)2' 2<1J1ren>

1
= (en)z'm
e

21+en)

Portant = —
Ol = 5 e

Para concluirmos que, < 0,01=- e, < 0,00005 temos:

en < 0,01

= e < (0,01)?
N & - 0,02001
N e2§ _ 0,00005
2(1+en) = (1+en)
= @41 < 0,00005

Do mesmo mode,. 1 < 0,00005= e,,2 < 0,00000000125
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enss < 0,00005
5

= eﬁ+1 < (E)Z

= &4 < 1000

e 0,0000000025

eEZ 2
+1

0,00000000125

&, 0.00000000125_ 000001 e
2(1+en) (1+en)

€n+2 < 0,00000000125

IN

IN

IN

5. Dadoa > 0, defina indutivamente a se&cia(Xn),cp PONdOX1/a e Xnr1 = 1/(a+ Xn).
Considere o imeroc, raiz positiva da equépx? + ax— 1 = 0, o (nico rimero positivo
tal quec = 1/(a+c). Prove que

XoI XKy <...<Xp<...<C<...<Xon—1 < ... < Xz3< Xqg,

e que limx, = ¢. O nimeroc pode ser considerado como a somdrdeao contnua

1
a+

at—1;
ataf

6. Dadoa > 0, defina indutivamente a se&ncia(y,), pondoy; = a e ypi1 = a+ 1/yn.
Mostre que liny, = a+ ¢, ondec &€ como no exeiicio anterior.

Resolu@o: Seja(y,) uma segéncia crescente tal que

(y)—(aa+1a+la+1 a+ ! a+1 )
n 9 y17 Y2’ y37 9 yn—l, yn7 .
_ _ 1\ 1 _ 1
Temosqugi=a,y2=a+y-,y3=a+g, -, Yny1=2a+ ;.
Podemos escrever
Yn=a+ ! a+ 1 a+ 1
¥n-1 a+t a+ 1
Yn-2 at
Yn-3...
Sabemos do exeio anterior que oimeroc &€ a soma da fra@p contnua 1
at—1
a-+
a+...

e tamtm que a sedncia(x,) definida por, = ;+— converge para.
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Portanto,
yn == a+ Xna

da tomando o limite de ambos os membros

limyn, = lim(a+Xn)
= lima+Ilimxg

= a+c,
como quelamos demonstrar.

7. Defina a secgncia(a,) indutivamente, ponda; = ay = 1 ean 2 = an+1 + &, para todo
n € IN. Escrevax, = an/an1 € prove que linx, = ¢, ondec é Unico rumero positivo
tal que ¥(c+ 1) =c. O termoa, chama-se a-ésimo rumero de Fibonacci e =
(—14+/5)/2 & onimero de ourala Geometria Gissica.

4.5.4 Sego 4: Limites Infinitos

1. Prove que lir{/nl = 4o,

Resolu@o: Sabemos da defira@ de limites infinitos que dadé > O arbitrario existe

np € IN tal quen > ng implicax, > A.

Suponhamos por absurdo que a geguia(v/n!)nen Seja limitada superiormente, ou seja,
que(n!)% < A paraA suficientemente grande. Portamib< A". Absurdo! Visto que o
crescimento fatorial supera o crescimento exponenciallzase constante.

Portanto,
n>ng=nl>A"= vnl > A

conclimos que limy/n! = +oo.

2. Se limx, =+ ea€ IR, prove: lim [\/Iog(xn-l-a) — \/Iogxn} =0

3. Dadok € IN e a > 0, determine o limite

i n!
m ——.
n—oo NK.gn
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Supondama > 0 ea # ecalcule

_an! . nK.a.n!
lim m—— .

n—o NN n—oo nn

(Para o casa = e, ver exericio 9, se@o 1, caftulo 11.)

n! (n+1)!

Resolu@o: Consideremos, = —— et = K antl
@. n nk .an n+1 (n_|_ 1) n+l

comkeINea>0,

n+1

fazendo——, obtemos:
n
(n+1)!
thir  (n+DK-al  (n4+1).nt-nat gk n+1
t, n! ~ (n+Dkav.a.n B 1k
1+-)"-a
nk,an ( + n)
Entio im™2 = foo
th
cat.nl - pk.a.nl
Suponda > 0 ea # evamos calcular Ilmn—n e IlmT do mesmo modo tomando
_ahn! _al.(n+1)! _ nk.a.n! _(n+ Dkl (n41)!
Xn = Xn+1—WGYn—T, Yni1 = (Nt 1l
segue que:
a™l.(n+1)!
X1  (n+pmt o a@.an+1)-nl-n” a.n" a
o a-nt T (ngn-(ntl)-atont o (nb1)n n"w
o 1+ -
. a a a
engio lim L — jim — == — =
n—e  Xn 14+ lim(145)" e
a _
Sea< eenﬁoé < 1, o que implica pelo exemplo 8 que
a'nl
lim =limx, =0 (a<e).
a )
Sea > eenﬁoé > 1. Da
X a
im 2 = %51
nN—oo Xn e
0 que implica que
oahnt
rlllno0 = ,!m,xn =40 (a>e).
(n+1)k-a"-al-(n+1)n!
Ynil (n+1)"(n+1) _ (n+1k"al(n+Hnin"  (n4-1)kan" ok _
Yo nk.a"-ni ~ (n+1)"(n+D)nka'n!  (n+1)"nk -

nn
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(-

. a
entio limy, e 22 = 2,
Yn e
o, . n“a™n! . nka"!
De maneira aaloga, sea< e limp_e —aesea>e limp.e - +-00.

. Mostre que ILmIog(nJr 1)/logn=1.

. Sejam(xn) uma segéncia arbitaria e(y,) uma seqéncia crescente, com liyg = +co.
Supondo que lirtX,+1 — Xn)/(Ynt1 — Yn) = &, prove que linx,/y, = a. Conclua que se
lim(Xp+1 —Xn) = @ enfio limx,/n = a. Em particular, de limlogL+ 1/n) = 0, conclua

que lim(logn)/n= 0.
« . Xn : L L
Resolu@o: Vamos mostrar que lim- = a, ondex, &€ uma seqéncia arbitaria ey, uma

. . Yn .
sequencia crescente com liyg = +o0. Considerando 1 —Xn = Xn € Y1 — Yn = Yo
P p+1

— ¢
Yp Yo, Ypik

temos por hiptese que Iim:;—n =a. Dadoe > 0, existep € IN tal que
n

Yp+Yp+1+ et +Yp+k
Xp+Xpp1+ -+ Xpik _ Xp+1 = Xp+ Xpr2 = Xp+ 1+ Xpi3 = Xpr2+ -+ Xpikt1 — Xpik

Yp+Yprat -+ Ypik Yp+k+1—Yp

(a—¢€,a+ ¢€) e ainda pelo exefcio 2.8 € (a—¢,a+¢), ouainda,

S

Xpt+k+1 — X .
(a—e€,a+¢), logo, P52 "P c (a—¢g,a+¢), parap fixo e todok € IN. Portanto,
Yp+k+1—Yp
lim X =a.
k—o0 Yk
Xp+k+1—X o Xktprl X
Zptk+l 7P lim KtAptl lim p
lim Xp+k+1 =Xk _ a= lim Yprk+l ke Yirptl ko Yiptl a
k=% Yp k1 — Yp k—oo Ypt+k+1—Yp lim 2Pl i P
Yp+k+1 k=0 Yiktpr1 k= Ykiprl
o X . : k+-p+1 . . Xktptl
pois lim—P — 0, lim —— — 0, lim Kol _ jim 1= 1e lim &P _ 5
k— Yitp+1 k—o Yitpt+1 k—o Yiipt1 koo k— Yitp+1
lim =2 =a.
k— o0 Yn

. Se limx, = ae (t,) € uma segéncia de imeros positivos com
lim(ty 4 ... +t,) = +oo,

prove que

t1++tn

lim

: X1+ ...
Em particular, s, = %

, tem-se ainda ling, = a.
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5 SERIES NUMERICAS

5.1 SRIES CONVERGENTES

Neste cafiulo estudaremosesies, uma exted do conceito de segocias, de forma sus-
cinta uma érieé a soma dos termos de uma s&gia. E ainda examinaremos a diferenca entre
series convergenteseses divergentes e@wodos para tais distides.

Voltandoas €ries infinitas, o que significa “soma infinita”? Como somar umearo aps
outro, af®s outro, e assim por diante, indefinidamente? Num primeintato com &ries infini-
tas, particularmenteesies de termos positivos, i inggnua e Ao citica de soma infinitadmo
costuma perturbar o estudante. &uar encarar somas infinitas nos mesmos termos das somas
finitas acaba levando a dificuldad€&sias, ou mesmo, a conclies irreconcifveis, como bem
ilustra um exemplo simples, dado pela chamad@aiésde Grandi”.

S=1-1+1-1+1—1+---
Esta &rie tanto parece ser igual a zero como igual a 1, dependenclingb a encaramos. Veja:
S=1-141-141-1+---=(1-1)+1-1)+(1-1)+---=0.
Mas podemos taném escrever:
S=1-14+1-14+1-1+--=1-(1-1)—-(1-1)-(1-1)—--- =1

E veja o0 que ainda podemos fazer:

= S =1-1+1-1+1-1+4---
= S =1-(1-141-1+1+--)
= S = 1-S
= 25 =1

1
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Como decidir eréo? Afinal,Sé zero, 1 ou 12?

Para encontrar umaisk para dificuldades como essa que vimos corar sle Grandi,
temos que examinar detidamente o conceito dedadiSomar meros, sucessivamente, uns
apos outrose uma ideia concebida para uma quantidade finitaideanos a somar. Ao apéela
a somas infinitas, por mais que somemos, sempre haaecelas a somar; portanto, o processo
de somas sucessivafiatermina, em conseguocia, 1o serve para definir a soma de uma
infinidade de ameros.

Definicao 5.1. Dada uma seggncia(a,)nen de rimeros reais, denomina-sérge a soma in-
finita
ap+ax+ag+---+an+--
to0

Indicaremos a@rie por 2 an, Ou seja,
n=1

—+00
a tatagt - +ant= 3 an
n=1

Como algebricamentésem sentido somas finitais hecesario definir “soma infinita”.

~+00
Definicao 5.2. Dada uma &rie 2 an, denomina-se se@ucia de somas parciais dase dada
n=1

a seq@ncia(sy)nein definida po_r
n
S$i= ) a=a+tat+agt - +an
K=1

Definicao 5.3. Dizemos que umaésie converge se a segucia de somas parciais converge,

isto &, Iirﬂ S =S, s€ IR. Neste caso
N—-+4o00

+00
Z as=s= lim s,
n=1

N—-o00

Teorema 5.1.Se|a| < 1. A <rie geonrétrica

+00
l1+al+a+ - +a+ = Zoa“
&

converge.

Observag@o 5.1. 1. Suponha quéan)nen S€ja uma sed@ncia de termos &o negativos
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—+0o0
(an >0,V ne€IN). Assim, a sedgncia das somas parciais darse z an €
n=1

n
Si=artat-tan=) a
& rlo decrescente, pois

Ss=a1t+-tap<ar+---+ant+an1=5S+1

Sh < Sit1

Para que(sn)nen convirja basta qués,)nen Seja limitada superiormente (Toda sémeia
morbtona e limitadaé convergente).
+00
2. Se(an)nein €St nas mesmas condies doitem anterior e sey a, converge €a'n)neiy
n=1
~ . ~ +°°
uma subsed@ncia de(an)nen €ENBO S &' converge.
n=1

00 1
Exemplo 5.1(A Série Harnbnica) A rie Z - diverge.

+00 1 +00 +00 1 .
De fato sez = s fosse convergente & z o te z on 1= tamkem se-
riam convergentes A disso, com&, =ty + un, fazendon — tenamoss— t+u. Mas
1 121 s s .
t = — ==Y — = _, portantou =t = =. Por outro ladou—t = limp_e(Uy — ty) =

.2n 24N 2 2

Iimn_,ooKl—%)+(%—%)+“‘+<2n1_1_2_1nﬂ = (;+112+ *(ﬁ)) i

~+o0
logou >t contradi@o. Portantoz - é divergente.

+o0
Teorema 5.2.Se z a, converge eritonlirn an=0.
n—l — 100

Consideremoss, = a; + a2 + az + - - - + an pela defini¢o de gries disto segue que=
lims,, logos=Ilims,_; pois todas as somas parciais convergem para 0 mesmo liogke, |
O=s—s=Ilims,—lims,_1 =lim(sy—s-1) =lima,
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Observa@o 5.2. 1. A contrapositiva do teorema (5.2) diz que: nSleﬂ a, # 0 ento a

+00
Z a, diverge.
=1

2. Nao vale a regproca do teorema (5.2): Sﬁ]irﬂ a, = 0 enfio nada podemos dizer a
respeito da conve@ncia da érie.

+00 —+00
Teorema 5.3(Critério de Comparap). Sejamz ap e z b, séries de termosao negativos.

Suponha que existante0 e ny € IN tais que g < < C- bn, v n > ng. Logo

+o +oo
1. SeX bn converge eréto z an converge.

+o00 +o0
2. Se) a,diverge erdo Y by, diverge.
2, 2

+o0
Teorema 5.4. A rie hiper-harndnica Z . diverge se < 1 e converge se p 1.

. . L. te] .
i) Sep=1. Temos a@érie harndnica y = gue diverge.
n=1

i) Se p< 1. Temos

1 l
nP<n= —->Z=
< p s

,Vp<leneclN.

Comoa- Z L diverge temos pelo teste de comp@maquea- zw diverge pargp < 1

i) Sep>1.
Seja
a+ool —1+1+1+1+1+1+1+1+
n;np o 2p 3P 5p ' P 8p

- 1+(1 i)+(1+1+i+i)+<1+1+i+ +
» %) \»T5 e 8 " op " 10p
1 1
* 1_5P)+(16P+

Observe que
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- 14+ i+i+1+1+1+1+i+1+ +1 +i+
- 2p ' 3p 4p ' 5P 6P 8p ' 9op 15P 16P
< 1+ i+3+1+1+1+1+i+1+ +1 +i+
2p ' 2p 4p 1 4P " 4P T 4p gp ' 8p 8p 16P
= 1+2+ T +16+
B 2p 8p ' 16P
= 1+ L + L + L + 1 +
- 202-1 " gp4-1 * gpg-1 ' 16r16-1
1 1 1 1
- 14+ + + + 4

2p2-1 © 22pp-2 © 23p-3 © 24pp-4

gL 1)? 1\° 1\*
—+o00 1 n—1 —+o0 n—1
DR TS (e

+00 n-1
Como Z (%) converge pOISE a €rie geonetrlca com|a\ = ‘ < 1temos pelo

201 201
400
teste de comparag que Z 2 converge.
5.2 SERIES ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES
+oo +oo

Defini¢ao 5.4. Uma rie Z a, diz-se absolutamente convergente qua@tjan] converge.

+00
Observago 5.3. 1. Quando-1< a< 1a srie georétrica z a" & absolutamente conver-

n=1
gente.

2. Uma €rie convergente cujos termoammudam de sinad absolutamente convergente.

Teorema 5.5(Leibniz). Se(an)nen € uma segéncia moldtona decrescente que tende para
+00

zero endio z (—1)™1a, & uma &rie convergente.
n=1
o0 (_1>n+1
Exemplo 5.2. A srie z converge.
n=
o (-t 1 1111
Converge pois a&ie y ———— com == =11-,=-,—, | eno
g p Zl (an)neIN (I’l)ne"\, ( a273 4 n )
+00
podemos escrevef (—1)"1(a,) onde(a,) € uma segéncia modtona decrescente que tende

n=1
.1 L (-t
a zero, lim - =0, portanto pelo Teorema de LelbnE ——— converge.
n—-4o N — n
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00 (_1)n—|—l +0o (_1)n+1 +00 (_1)n+1 o0
Note quez ~————— converge masz diverge, poisz ~— = Z ~éa
- n - - n £ n
A=1 =1 =1 =1
+00

série harndnica. En&o esta&rieé condicionalmente convergente dizemos isto quaiid@n )
n=1

+00
converge masy |an| & divergente.
n=1

oo +o0
Definicao 5.5. Uma <rie convergentez a, tal que Z |an| diverge chama-se condicional-
n=1 n=1

mente convergente.

+00 (_ )n+1
Observag@o 5.4. A srie Z —
n=1

- é condicionalmente convergente.

Teorema 5.6. Toda €rie absolutamente converger@eonvergente.

5.3 TESTES DE CONVERENCIA

+00
Teorema 5.7.Seja z bn, uma €rie absolutamente convergente, cogmA0 para todo ne IN.
n=1

+o0
Se a seqg@ncia <%> for limitada (em particular, se for convergente) aata €rie Z a, serd
n=1

n
absolutamente convergente.

Corolario 5.1 (Teste de d’Alembert)Seja @ # 0 para todo ne IN. Se existir uma constante ¢

(o]
ant1 pa

tal que|——| < c < 1 para todo n suficientemente grande&mt €rie Z a, sera absoluta-
n=1

mente convergente.

Corolério 5.2. [Teste de d’Alembert ou Teste da RafSe & # 0 Vn € IN e suponha que

exista o limite

Gni1l

an

lim
N—-o00

+o0
1. Sel< 1a rie z a, converge absolutamente;
n=1

+00
2. Se > 1a rie z a, diverge;
n=1

3. Se L= 1 nada podemos afirmar.

Exemplo 5.3. Verifique se aséyies
togn gl Tk

1. Zlﬁ 2. Zlﬁ 3. n;;,eol

n= n=

sa0 convergentes usando o teste daamz
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Resolu@o:
gh+1
toan . —! n!a“al
1. Z —_— I|m M = ||m (n+n1) = _— | = m —‘:
Sy Nl n—reo | ay n—te| a n—+o| (N+1)nla"|  n—teo | n+1
n!
a
i =0<1l
n—>+oo‘n+]_’
Portanto . &
ortanto ¥ — converge.
ngj_ n! 9
ten! n+1)n! n" n ,
2-2—“”1@: (n+1) c—|= lim = lim ———x=
Z1m nete | g | nede | (N D)N(n+1) 0| e | (kD)0 T nste (ng 1)
1 1 <1
_—1n:— .
nl—l>m|—oo (n+ﬁ) €
+ n!
Portantoz ] converge.
n=1
+oo K
3. —,a>1
nzla‘n
- n-+1)% n+1k a'| 1. [(n+1)K
||m M = ||m (+—)n — %_k :_“m ( +|() —
N—+w| ap Nl g n—+eo| @l-at n an—e| n
e
1. 1 1 1
~ lim(aid) ot
a n a a

1
comoa > 1:5<1

+oo K
Portantoz —,a> 1é convergente.
n=1 a

Teorema 5.8(Teste de Cauchy)Se existe € IR tal que/|ay| < ¢ < 1 para todo n suficiente-
+00

mente grande eab a €rie z a, serda absolutamente convergente.
n=1

Corolario 5.3 (Teste de Cauchy ou Teste da Rai@uponha que
nIirﬂ Vl]an| =L

+00
1. Sel< 1a rie z a, € absolutamente convergente;
n=1

+oo
2. Se L> 1entio a €rie Z a, € divergente;
n=1
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3. Se L= 1nada podemos afirmar.

logn

+o00 n
Exemplo 5.4. A srie z <T) € convergente.
n=1

. logn\" . .
Sejaa, = (T) aplicando o teste da raiz temos

n—--o0 N—--o00

. . logn\" | NS |
lim yan= lim ¢ <%]> = tim 29" jim %: lim ==0<1.

t° /logn\"
Portantoz (i) converge.
i\ N

=L enﬁor!im Vl|an| =L

Teorema 5.9.Seja g # 0. Serl]im ‘%
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5.4 EXERGCIOS
5.4.1 Sego 1: Sries Convergentes

1. Dadas as&siesy ap ey by, coma, =+v/n+1—/neby= Iog(1+ <) mostre que lina, =
lim b, = 0. Calcule explicitamente asa@simas reduzidas, et, destas&ries e mostre que
lims, = limt, = 4+ logo as ¢ries dadaséo divergentes.

Resolu@o: Sejaan = v/n+1—/neb,=log(1+31).

Fazendo

o ] Vtleyn] L (VRrD)P - (V)

man = nL‘fﬂw[< nHL= Vi) \/MJrﬁ]_nmw Jirityn
= Iim—ﬁJrﬁ:O.

, . 1 1 .
lima, = nlingmlog (1+ﬁ) _Iog{ lim 1+ lim —} =log [nlinjm1+0} =

n—-o n——+4o N

= |im logl= Ilim 0=0
n— o0 Nn— -0

Calculando as simas reduzidas, et, das €riesy a, e S b, respectivamente temos:

s = a=yITI-Vi=y2- VI
S = a1+a2:sl+a2:\/i—ﬁ+\/m-\/§:\/§—\/1+\/§—\/§=

= V3-V1

s = atatag=S+az=v3-Vv1+/3+1-V3=v3-V1+V/4-/3=
= V4-V1

4 = at@tatau=stau=Va-V1it+Va+1-vV4=v/3-V1+V5-V3=
= V6-V1

S = artaxt-a=S1+an=vN—1+1—Vi+/ntil—n=n—1
+ Vntil-yn=vnti-v1
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1
th = alzlog(1+1>:logz
1 3 3
tr = agt+a=t;+ay=Iog 1+§ :I092+Iog§:IogZ-§:IogS

1 4 4
t3 = ayt+apt+az=tr+az=Iog <1+§) :Iog3+log§ :Iog3-§ =log4

1 5 5
ty = a1+a2+a3+a4:t3+a4zlog(l+z>:Iog4+logZ:Iog4-Z:IogS
1 n+1
th = agt+ax+---an=th_1+an=1log 1+ﬁ :Iogn+logT:
= logn- (™) =logn+1

Aplicando limite ems, et,, obtemos:

lims, = nIirn VN+1—V1=+4ow
limt, = nllrﬂwlogn+1zlog(nlngmn+ 1) :Iog(nlrﬂwn+nlrnw1) =

= log(+o+0) = log+o = +co.

Portantos, et, sdo divergentes.

~+o00
. Use o criério de comparap para provar quez = € convergente, a partir da con-
n=1

+0 2
vergéncia de .
nzl n(n+1)

. , . . , A m
. Sejas, an-ésima reduzida da&esie harndnica. Prove que para= 2™ tem-ses, > 1+ >

e conclua deque a &rie harndnicaé divergente.

Resolugo: Seja a érie harndnicay a, onde seu termo gerah = % tomandon = 2™

temos,
Sn o= 1+E+<1‘+1’)+(1’+...+1’)+...+( 1 + 1 _|_..._|_1>
2 3 4 5 8 2141 20142 2n
> 1+}+<}+})+ }+}+}+})+m+(2n_l>
2 4 4 8 8 8 8 2n
= 1_|_}_}_g+£_1+...+2n_1
2 4 8 2n
1 1 1 1
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Segue que lifsm = +00 € comoS;m € uma reduzida da&sie harndnica lims, = +o logo
a €rie harndnicaé divergente.

~+o00

, 1 .
4. Mostre que a&xie Y ——— diverge.
&, nlogn

+00
5. Mostre que se > 1 a €rie
q Z -

L
&, n(logn)’

comr > 1 tomando a soma parcigh comm= 2" — 1 temos

converge.

Resolu@o: Seja Z

Iogn

B 1 1 1 1 1 1
Mo (Z(Iog 2)f + 3(IogS)r> + (4(Iog4)r i 5(log5)f + 6(log6)" + 7(Iog7)f> L

+ ! L . S S il
2"—1(log2—1)" — 2(log2)" = 4(log4)" 8(log8)" 2"-1(log2n-1yr
B 1 n 1 N 1 F— 1 e 1 B
~ (log2) " 2'(log2)" = 3(log2) kr(log2)" k; kr(log2)r Z
Como 1 1 — COmo 1 converge pelo cririo da comparaip temos que, con
verge, Ou sejasm < z,, significa quesy, converge.
+0o |
6. Prove que a&sie Z %‘ converge.
n=1
5.4.2 Sego 2: Sries absolutamente convergentes
+o00 00
1. Se z a, € convergente &, > 0 para toda € IN entdo a €rie Z a X" é absolutamente
n=1 =1
convergente para todoc [—1,1] e
+00

Z an sin(nx) Z ancognx)

sa0 absolutamente convergentes para toddR.

2. A serie 1—}+2—1+2—1+2—}+2—}+ - tem termos alternadamente positivos
: 27373727275 576 & P

e negativos e seu termo geral tende para zero. Entretadit@rgente. Por que ist@a
contradiz o Teorema de Leibniz?

Resolu@o: Note que

Il
/N
=
|
NI
wIN
|
Wl
BN
|
NP
gl N
|
gl -
DIN
|
ol
~_
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da temos

1
1>—§:>a1>a2

e ainda

—}<g:>a <a;
5573 2 3-

Em outras palavras, temos

an_1>an € axpy<axy_1,vneIN.

Ou seja Ao temos uma se@ucia movtona, logo o Teorema de Leibniamé valido.

+o0
. Se Z an € absolutamente convergente e Ilvn 0, ponhac, = agbp +aiby 1+ -+

anbo e prove que limc, = 0.
nN—--o00

oo +oo
. Se Z ap € absolutamente convergente, prove @@ﬁ converge.
f=1

Resolugo: Sey a, & absolutamente convergente@my |a,| & convergente tomemos
€ = 1 para qualquer que sqajg € IN tal quen > ng da temos

lan—0] < ¢
lan] < 1

disto segue que

(@n)? = lan[*<lan| <1

Pelo crierio da compara&p temos queza% converge poi® menor quey |ay| queé
convergente.

+00 +00 00
. Se z ae Z b2 convergem, prove quz)anbn converge absolutamente.
=1 = =

—+o00
. Prove: umaérie Z a, € absolutamente convergente se, e somenglgajtado o con-

junto de todas as somas finitas formadas com os teamos

Resolug@o: Sey a, & absoulutamente convergente temos que qualquer someSfohita
termosa, esta compreendida entpee —q sendo:
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= —-a, se g < O
= = e = =
pan{OSea]<O qan{Oseaq>0

Chamaremo$§ pn de parte positiva deésie ey g, de parte negativa d&se.

De fato temos qugn| = pn+an, l0go se as somas finitas @gtentrep, e g, entio formam
um conjunto limitado e ainda as reduzidasXlp, € 5 g, sao limitadas logo estas duas

séries §io0 convergentes ga, converge absolutamente.

5.4.3 Sego 3: Testes de convamcia

—+o00 n
. , ny .
1. Determine se asie Z (%) é convergente usando ambos os testes, de d’Alembert
n=1
e Cauchy.

2. Dada uma se@uncia de ameros positivog,, com limx, = a, prove que limy/X;Xz - - - Xp =
Nn—oo n—oo

a.

Resolu@o: Sejaz, = X1 -Xo-Xg----- Xn queremos mostrar qune liz, = a temos por
hipotese que lim, = a pelo cri€rio de D’Alembert temos

=limx,1=2a

lim|—=| =Ilim
Zn

Pelo teorema 5.9 temos que se —aenfio lim/|z, = a. Logo lim/|xy-X2-X3- -~ -- Xn| =

L
Zn

3. Determine para quais valoresxleada uma dasesies abaix@ convergente

~+00 ~+00
@ Y nkx" (d 5 nix"
n=1 n=1
©) 3 M ©3S 2
nXx e —
nzl nZl n?
+0o0 Xn

(©) ZE
n=1
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6 ALGUMAS NOC OES TOPOLOGICAS

6.1 CONJUNTOS ABERTOS

Definicao 6.1(Ponto Interior) Dado X C IR dizemos que & ponto interior de X quando existe
€>0talque(a—¢,a+¢€) C X.

Definicao 6.2(Interior deX). O conjunto de todos os pontos interiores dé& Xenomindado
interior de X, denotado por int X.

Definicao 6.3(Conjunto Aberto) Um conjunto AC IR é aberto se int A= A, istoé, todo ponto
de Aé ponto interior a A.

Definicdo 6.4(Vizinhanga dea). Quando ac int X diz-se que o conjunto ¥ uma vizinhanca
do ponto a.

Observa@o 6.1. 1. Se o conjunto X possui algum ponto interior, ele deve cpete menos
um intervalo aberto, logé infinito. Assim, se X% {X1,X2, -+ ,X,} & um conjunto finito,
nenhum dos seus pontédnterior, ou seja, temos int % 0. Melhor ainda, como todo
intervalo aberto@ um conjunto &o-enumeaivel, se int X 0 enfio X é rdo-enumegvel.
Em particular, temos:

(&) O conjuntdN dos rumeros naturai€ enumeivel logo r&o possui pontos interiores,
isto &, intIiN = 0, isto mostra qudN nao € aberto.

(b) O conjuntaZ dos rumeros inteiro® enumeivel logo r&Ao possui pontos interiores,
isto &, intZ = 0, isto mostra queZ nao é aberto.

(c) O conjunt® dos muimeros racionai& enumegivel logo o possui pontos interiores,
isto &, intD = 0, isto mostra qu@ nao é aberto.

(d) O conjuntdR —@ dos rumeros irracionais, apesar de sefio+renumedivel, rio pos-
sui pontos interiores. De fato, todo intervalo aberto deoster rimeros racionais,
logo IR —@ n&o pode conter um intervalo aberto. Assim(IRt—@) = 0, isto mostra
quelR —@ nao é aberto.
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2. Se X= (a,b), ou X=(—o0,b), ou X= (a,+), enfo int X=X, ou seja, Xé aberto.

3. SeY=[c,+») e Z=(—o,d] enfio intY = (c,+) e intZ= (—oo,d). Portanto réio $io
abertos.

4. O conjunto vazi@ aberto. Com efeito, um conjunto ¥ gode deixar de ser aberto se
existir em X algum ponto quedn seja interior. Como &@o existe ponto algum e
somos for¢cados a admitir quieé aberto.

5. AretalR & um conjunto aberto.

6. Um intervalo (limitado ou &o) & um conjunto aberto se, e somente&em intervalo
aberto.

O limite de uma secgncia pode ser reformulado em termos de conjuntos abertos.

Teorema 6.1. nIirﬂ Xn = L se, e somente se, para todo aberto A contendo L, exjstehh tal
quex €A, Vn>ng.

Teorema 6.2. 1. Se A e A sdo conjuntos abertos, e A, N Az € um conjunto aberto.

2. Se(A))acL € umafarilia de conjuntos abertos, e a reunéio A= J A, € um conjunto
A€L
aberto.
Observa@o 6.2. A interse@o de um amero finito de conjuntos abertésainda um conjunto
aberto. O caso de uma faha infinita de conjuntos abertos pode ter uma inte@egue 1o é

um conjunto aberto. Observe ogimo exemplo.

Teorema 6.3.Se F= {Xg,X2, -+, X} & um conjunto finito deinmeros reais e@b o comple-
mentarlR — F & aberto.

6.2 CONJUNTOS FECHADOS
Definicao 6.5(Ponto aderente)Dado X C IR, dizemos que & ponto aderente de X quando a
€ limite de uma sed@ncia de pontosxe X.

Observa@o 6.3. 1. Todo ponto & X & aderente a X, basta tomar gg=¢ a, da n"T Xn =
a.

2. Pode-se ter a aderente a X sem que 4. Por exemplo, %= (0,4), enio a=0¢ X,
, .1 1
mas a= 0 &€ aderente a X, poB= lim —, onde- € X.
N—-+c0 N n
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3. Um rimero a chama-se valor de aéecia da segéncia(x,) quandoé limite de uma

subseqgéncia de(xp).

4. Todo valor de adéncia de uma se@uncia(x,) € um ponto aderente de um conjunto X.
Mas, a reéprocaé falsa. Nem todo ponto aderente a dé& Xalor de ade&ncia de(Xy).
1 ,
eo,

. - ’ . A . o 1
Por exemplo, comglrnwﬁ = 0, o Unico valor de ade¥ncia de(Xp)nen = (ﬁ)neIN
mas todos 0s pontog por pertencerem a X% (0, ), s30 pontos aderentes a X.

Definicao 6.6(Fecho) O conjunto dos pontos aderentes &&Xlenominado fecho de X, deno-
tado porX.

Definicdo 6.7(Conjunto Fechado)Um conjunto XC IR & fechado quando % X.

Observa@o 6.4. As seguintes afirmées 0 equivalentes:

1. Um conjunto XC IR & fechado se, e somente se, todo ponto aderente a X pertence a X

2. Para que XC IR seja fechad& necesario e suficiente que cumpra a seguinte coadi¢
se % € X paratodo ne IN er!im Xn = a, enfio ac X.

Teorema 6.4.Um ponto aé aderente ao conjunto X se, e somente se, toda vizinhanga de
coném algum ponto de X (M X # 0 para toda vizinhanca de a)

Pelo teorema acima, a fim de que um paat@o pertenca X & necesario e suficiente que
exista uma vizinhangd, ondea c V tal quevV N X = 0.

Teorema 6.5.Um conjunto Fe fechado se, e somente se, 0 complementai®— F & aberto.

Teorema 6.6.0 fecho de qualquer conjunéoum conjunto fechado. (Ou se}:e,: X paratodo
X CIR.)

Teorema 6.7. 1. Se ke F, sdo conjuntos fechados éd F UF, é fechado.

2. Se(F) )<L € uma farflia qualquer de conjuntos fechados @ot- = () F, é fechado.
AelL

Uma reundo infinita de conjuntos fechados podeorser um conjunto fechado.

Observago 6.5. 1. Todo conjunto finito = {Xy,%o, -+ ,X,} & fechado pois, seu comple-

mentarlR — F & aberto Teorema (6.3).
2. Z e fechado pois, seu complementr ZZ & aberto.

3. IN & fechado pois, seu complemenfr IN é aberto.
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4. R e o conjunto vazio& fechados pois, seus respectivos complementares, ontonju
vazio elR sio abertos.

5. Existem conjuntos quéa sio fechados nem abertos, cadR —Q@, ou um intervalo do
tipo [a,b) ou (a,b].

Definicao 6.8(Denso) Sejam X, Y conjuntos déimeros reais, com X Y. Dizemos que ¥
denso emY quando X, isto&, quando todo k& Y & aderente a X.

Observa@o 6.6. As seguintes afirmé@es §io equivalentes a dizer que &denso em Y. (Em
todas elas, suje-se XC Y.)

1. Todo ponto de ¢ limite de uma seduncia de pontos de X.
2. YCX.
3. Paratodo Y etodos > 0tem-sely—¢&,y+€)NX # 0.

4. Todo intervalo aberto que contenha um ponto de Y deverctamdém algum ponto de
X. (Note que um intervalo aberto contende ¥ deve conter um intervalo da forma

(y—¢&y+e))

Observa@o 6.7. Temos:

1.Q@ é denso enR, ou sejajR CQ.
2. R—Q é denso enR, ou sejaR C IR —Q.

Defini¢cao 6.9(Cisao do Conjunta) Uma cisio do conjunto XC IR € uma decomposap X =
AUB tal queANB = ANB = 0 (isto &, nenhum ponto de &aderente a B e nenhum ponto de
B & aderente a A). (Em particular, A e Bsdisjuntos.)

A decomposigoX = X U0 chama-se a &® trivial.
Teorema 6.8.Um intervalo da reta 8 admite a cifo trivial.

Corolario 6.1. Oslnicos subconjuntos dR que $io simultaneamente abertos e fechadms s
IR e0.
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6.3 PONTOS DE ACUMULAGO

Definicao 6.10(Ponto de Acumulago). Um nimero a< IR & ponto de acumul@p do conjunto
X C IR quando toda vizinhanca V de a cént algum ponto de X diferente daprio a, istoé,
VN (X—{a})#0. Equivalentemente’ € >0, (a—€,a+ &) N (X —{a}) # 0. Indica-se com
X" 0 conjunto dos pontos de acumudacde X.

Observag@o 6.8. 1. Acondig@o ac X’ (aé ponto de acumuld@p de X) exprime-se simboli-
camente do seguinte modo:

Ve>0dxeX;0< |x—al<e.

2. ae X' < ae X—{a}.

Definicdo 6.11(Ponto Isolada) Se ac X ndo & ponto de acumul@p de X, eréio aé ponto
isolado de X. Isto significa que existe> 0 tal que aé& o Gnico ponto de X no intervalo
(a—¢,a+¢).

Definicao 6.12(Conjunto Discreta) Quando todos os pontos do conjunto Zodsolados, X
chama-se conjunto discreto.

Teorema 6.9.Dados XC IR e ac< IR, as seguintes afirmées §o equivalentes:

1. aé um ponto de acumulag de X;
2. aé limite de uma seduncia de pontospxe X — a;
3. Todo intervalo aberto de centro a cém uma infinidade de pontos de X.

Observag@o 6.9. 1. Se Xéfinito enfio X' = 0. (Conjunto finito @o tem ponto de acumulag).
A contra positiva diz: Se %~ 0 enfio X € infinito. Observe @tem2 e verifique que &0
vale a volta da contra positiva;

2. ZZ € infinito mas todos os pontos @& sio isolados, ou sej&Z’ = 0,
3.0 = R;

4. (R—Q) =R;

5. (a,b) = (a,b) =[a,b) =[a,b];

6. Dado X= {x1,X2, -+ ,Xn, " } ondenlin+1 Xn = &, temos:



76

(a) Se a¢ X temos a# x,, para todo ne IN, enfio X' = {a}. Por exemplo, se %

11 1 .1 N N
y=y=,,—,+++ 0o 0onde lim = =0en&o X = {0}, istoé,0 & olnico ponto de
2'3 n N—-+oo N

acumulaéo de X.

(b) Se a X, pode-se ter X={a} ou X' = 0. Por exemplo:

i. Aseqéncia(a,a,a,---)tem X =0.

N . 1 1 1
ii. AseqLenC|a(a,a+1,a+ é,a+ 3 ,a+ ﬁ’“'> tem-se X= {a}.

Segue-se uma veérs do Teorema de Bolzano-Weierstrass em termos de ponto e @cao.

Teorema 6.10.Todo conjunto infinito limitado deimeros reais admite pelo menos um ponto
de acumulago.

Teorema 6.11.Para todo XC IR, tem-seX = X UX'. Ou seja, o fecho de um conjunto&X
obtido acrescentando-se a X 0s seus pontos de acuémlac

Corolario 6.2. X & fechado se, e somente séXX.

Corolario 6.3. Se todos o0s pontos do conjunto &ssolados erdto X & enumeavel.
6.4 CONJUNTOS COMPACTOS

Definicdo 6.13(Conjunto Compacto)Um conjunto XC IR & um conjunto compacto se &
fechado e limitado.

Teorema 6.12.Um conjunto XC IR & compacto se, e somente se, toda 8aqgia de pontos em
X possui uma subse@ncia que converge para um ponto de X.

Observago 6.10.Seja XC IR um conjunto compacto &o vazio). Por ser limitado, existem
B=infx, e a=supx,

Por ser compacto, pelo teorema anterfdre a pertencem a X. Portanto todo conjuntoXIR
possui um elementoarimo e um elementoimmo, ou seja, Se X compacto e@db existem
X1,X2 € X tais que

X1 < X< X2

Vx e X.

O teorema a seguir generaliza o prinoigos intervalos encaixados.
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Teorema 6.13.Dada uma seggncia decrescente X0 X D X3 D --- X, D --- de conjuntos
compactos o vazios, existe (pelo menos) utmrero real que pertence a todos gg ¥u seja,
+00
N X # 0.
n=1
Definicao 6.14(Cobertura de&X). Dado um conjunto X chama-se cobertura de X umadlfam
C={Cy;A €L}
de conjunto G tais que XC | C,.
A€L

Observa@o 6.11. 1. Se G & um conjunto abertoy A, a cobertura chama-se cobertura

aberta.

2. Sel={A1,A2,---,Aq} € um conjunto finito e ainda se tem2XC), UC,,U---UC,_diz-se
que C= {C,;Ai € L} & uma cobertura finita.
3. SelLcLétalque aindasetem X |J C, enio C ={C,;;A’ € L'} & denominada
Alel!
uma subcobertura de C.
Teorema 6.14(Borel-Lebesgue)Toda cobertura aberta de um conjunto compacto possui uma

subcobertura finita.
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6.5 EXERQCIOS

6.5.1 Sego 1: Conjuntos Abertos

1. Prove que, para tod$ C IR tem-se int(inK)= int(X) e conclua que inX) & um conjunto
aberto.

2. SejaA C IR um conjunto com a seguinte propriedade: “toda &egia(x,) que con-
verge para um ponta € A tem seus termos pertencentes jpara toda suficientemente
grande”. Prove qué € aberto.

Resolu@o: Suponhamos por absurdo gd@ao seja aberto, ou seja, existe Atal que
anaoé ponto interior dé\.

Consideremos a se@ncia (Xp)nen Onde (X1,X2,X3,- -+, Xn,---) € A, para todo n sufi-
cientemente grande. Con@nao & ponto interior deA podemos dizer que sg, €
(a—t,a+3) enBox, ¢ A. Mas por hifptese limk, = a. Absurdo, pois, ¢ A.

O gue contradiz a hiftese do racidaio por absurdo. Portan#®é aberto.

3. Prove que ifAUB) D intAUINtB e inttAN B) = intANintB quaisquer que sejam B C
IR. SeA=(0,1] eB = [1,2), mostre que ifAU B) # intAuintB.

4. Para todX C IR, prove que vale a reudd disjunta IR= intX Uint(IR — X) UF, ondeF
e formado pelos pontose IR tais que toda vizinhanca deconém pontos d& e pontos
de IR— X. O conjuntoF = frX chama-se &onteirade X. Prove queA C IR € aberto se,
e somente s&AN frA=10

Resolug@o: Vamos provar que dad¥ C IR, vale a reurio disjunta IR= intX Uint(IR —
X)UF.

Ainclusao inX Uint(IR — X) UF C IR & imediata visto qu&X C IR.
Provemos que IR intXUint(IR—X)UF

Sex € IR, comoX C IR, ha dois casos a considerar:

(i) xe€intX
Sex € intX enBox € intXU int(X —IR)UF. Logo IRC intXU int(X —IR)UF.
(i) x¢ intX



79

(a) Sexe X, enBoVe > 0, tal que(x— &,x+€) D X e portantadx € (x+ &,x— &) tal
quex ¢ intX. Assimx € F o que implica que € intXUint(IR — X) UF.
Logo RUINtXUint(X — IR) UF.
(b) Sex ¢ X, enfiox € (IR —X), logox € intXUint(IR — X) UF. Em quaisquer das

situa@es tem IRC intXUint(IR — X) UF.
Conclumos que IR= intX Uint(IR — X) UF.
Provemos agora que IR0 ou seja inKuint (IR—X)UF = 0.
Suponhamos por absurdo gues intX Nint (IR—X)NF enBox € intX e x €
int IR—X)exeF.

e SexecintX enfiox ¢ int (R —X) o que implicax ¢ int X Nint (IR — X), ou seja,
int XNint (IR—X) = 0.

e Sexe int(IR—X) enfox ¢ F = fr X o que acarreta ¢ [int (IR — X) UF] logo
int IR—X)NF =0.

e Sexe F enBox ¢ int X logox ¢ F nint X, segue qué& Nint X = 0.
Logo intXuUint (R—X)UF =0.
Vamos provar ainda qu& C IR é aberto se, e somenteAe fr A= 0.
De fato 0C Anfr A &€ imediato. Mostremos quenfr A C 0.
Suponhamos por absurdo que existeANfr A, segue que € Aex < fr A. Absur-
do!
Pois sex € A e send®A aberto temos que todoc A é ponto interior d&\. Sabendo
que frA & formada pelos pontose IR tais que toda vizinhanca deconém pontos
deX e IR— X. Da temos queAx € Anfr A, logoAnfr Ac 0.
PortantcANfr A= 0.
Reciprocamente provemos gde fr A= 0 se, e somente sA,C IR & aberto. Com
efeito, sejax € A, comoANfr A= 0 temos quex ¢ fr A, e portanto existe uma
vizinhancaV de x tal queV nao coném pontos de€IR — A), ou sejaV coném
somente pontos d&. Logo existes > 0 tal que(x— &,x+ €) C A, segue que é
ponto interior deA e portantoA é aberto.

5. Para cada um dos conjuntos seguintes, determine sueifeor = [0,1], Y = (0,1) U
(1,2), Z=Q,W = ZZ.

6. Sejamly Dl D --- Dy D --- intervalos limitados dois a dois distintos, cuja inteisec
| =Npy_41In NA0& vazia. Prove queé um intervalo, o qual nund@aberto.
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Resolu@o: Sejam as sed@ncias(an)nein € (bn)nen Ondeay, b, sejam as extremidades
delp,ondeay <ap <+ <ap<---<bp <+ <by < by,

Consideremos sugh = a e infb, =3

e Sea < fBenBoa <x<f=a,<x<bpVneIN,logo (a,B) Cl. Poroutro lado
tomemox < o = c< ap, paraalgum=-c¢l,=cé¢l.

e Seff <c=-Cc> by paraalgum=-c¢l,=cel.

Portanto(a,B) C | C [a,B], desta forma temos quer,3) sdo os extremos do
intervalol.

Segue do fato dos intervalgsserem dois a dois distintos e que uma das &egas
(an) ou (b,) possuem uma infinidade de termos distintos:

Ento, para todm < IN existep € IN tal quea, < a < anp < B < by, logoa €
(an,bn) C In. Portantoa € | el naoé um intervalo aberto.

6.5.2 Sed&o 2: Conjuntos Fechados

1. Sejaml um intervalo @o-degeneradole> 1 um rimero natural. Prove que o conjunto
dos rumeros racionaigy, cujos denominadore&s potenciais dk com expoente € IN,
e denso enh.

2. Prove que, para tod$ C IR, valeX = X Ufr X. Conclua queX é fechado se, e somente
se,X D fr X.

Resolu@o: DadoX C IR queremos provar inicialmente gXe= X Ufr X.

e X C XUfrX

Sejax € X enfiox & ponto aderente ¥ enfio toda vizinhanca deconem pontos
dex, ou sejax € X oux € fr X, de qualquer maneivac (X Ufr X).

e XUfrXcX.

Tomemosx € X Ufr X, segue qu& € X oux € fr X. Sex € X e comoX C X temos
quex € X logo X Ufr X c X. E sex € fr X enfio todos os pontos da vizinhanca de
x coném pontos d&X e IR— X logo x & ponto aderente 4 pois toda vizinhanca de
x conm algum ponto dX logox € X que implicaX Ufr X c X. Conclimos disto
queX = X Ufr X. Vamos provar ainda qu¢ & fechado se, e somente Xep fr X.
Sabemos quX = X e ainda quéeX = X Ufr X enfioX = X Ufr X, assim frX c X.
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Reciprocamente, ¢ O fr X, enfloX Ufr X = X. Mas comoX = X Ufr X. Segue
queX = X. Concliimos queX é fechado.

3. ParatodX C IR, prove que IR-intX =IR—X e IR— X =int(IR — X).

4. SeX C IR é aberto (respectivamente, fechad® e AUB & uma cido, prove qué\ e B
sao0 abertos (respectivamente, fechados).
Resolu@o:
SejaX C IR, aberto ondé&X = AUB & uma ci&o (decomposip deX = AUB; ANB =
0 e ANB = 0). Tomandoa € A, temos que para tode > 0 suficientemente pequeno
(a—g,a+¢€)CX.
Se(a—¢,a+¢) ¢ Aimplica que(a— g,a+€) € B, teiamosa € (AN B), contradi@o.
Logo existes > 0 tal que(a— €,a+€) C AeAé aberto.

Do mesmo modo para.

Considerando o caso deser fechado @ € A entioa € X. Mas riio podemos tea € B,
pois isto implicaria enANB # 0. Logoa € A e A & fechado.

Raciodnio aralogo paraB.

5. Prove que s¥ C IR tem fronteira vazia eabX = 0 ouX = IR.

6. SejamX,Y C IR. Prove queXuY = XUY e queXNY c XNY. Dé exemplo em que
XNY #XnNY.
Resolug@o:
Vamos provar a seguinte igualdade)Y = X UY.
e XUY CXUY
DadoX,Y C IR, temos queX € XUY eY C XUY o que implica enX c XUY e
Y c XUY logoXUY C XUY.
e XUY C XUY
Sejaa = limz, comz, € XUY, seac XUY.

Temos quez, € X ou a € X, para infinitos valores de ouz, €Y ouac, para
infinitos valores de, logoa € X UY. PortantaXUY C XUY.
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Conclumos endo queXuY = XUY.

Para provar aincl@mXNY c XNY, podemos usar o fato denY c X eXNY CY,
segue quXNY c XeXNY CY,logoXNY c XNY.

Um exemplo em qu&XNY # XNY podemos tomakK = [3,5) eY = (5,6] enfio
XNY =0 o que implica que & XNY c XNY =[3,5/N[5,6] =5.

7. Dada uma sed@uncia(Xn)nen, Prove que o fecho do conjun = {x;;n € IN} € X =

X UA, ondeA & o conjunto dos valores de adacia de(Xp)nciN -

6.5.3 Se&o 3: Pontos de Acumulag

1. Prove que, para todd C IR, tem-seX = X UX'. Conclua qué é fechado se, e somente

se, coném todos 0s seus pontos de acumatac

Resolug@o:

Para demonstrat = X U X’ temos as seguintes inchess:

(i) X c XuX’

(i)

Seac X, temos que € X logoa € X U X’ ou toda vizinhanca da coném pontos
dex # a. Assima & ponto de acumul&p deX e portantaX ¢ X UX'.

XUuX'cX
ComoX C X temos que s& ¢ X UX' implicax € X e portantax € X. E sex € X’

toda vizinhanca de conem algum ponto d¥ diferente do popriox. Em particular
X & ponto aderente logoc X.

Dal X UX' C X.
De (i) e (ii) temos queX = X U X',
SejaX um conjunto fechado ond¢ = X e comoX = X UX’ segue queX D X/,

e portanto um conjunto fechado se, e somente seenotdos 0s seus pontos de
acumulago.

2. Prove que toda col@g de intervalosao degenerados dois a dois disjuré@numeavel.

3. Prove que se todos os pontos do conjufita IR sao isolados e@db pode-se escolher,

para cadx € X, um intervalo abertdy, de centre, tal quex #y = IxNly = 0.

Resolu@o:

Se todos os pontos do conjufoC IR sao isolados para cadae X existegy > O tal que
(X— &, X+ &) N X = {X}.
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; & &
Sejal= (x— §.x+ §)ely=(y- 3.y + ).
Sejamx,y € X comx # y e consideremosy < &.

Suponhamos que exista IxNly. Logo

& &y
X—z1<—= e |z—y| <=
x-4<Z e z-y <2
€ portanto

& &

x—yi < k-2 +lz-y < F+ T <

Dai sex € ly. Absurdo!

PortantolyNly =0

4. Prove que se todo conjuntédamenumeavel X C IR possui algum ponto de acumuerx
acX.

6.5.4 Sed&o 4: Conjuntos Compactos

1. Prove que o conjunta dos valores de ad@ncia de uma se@uacia(x,) & fechado. Se a
sequ&ncia for limitada A € compacto, logo existeine L, respectivamente o menor e o
maior valor de adéncia da sec@ncia limitadaxn). Costuma-se escrevier= liminf (x)
eL =Ilimsup(xp).

2. Prove que uma reum finita e uma inters@p arbitaria de conjuntos compactésum
conjunto compacto.

3. Dé exemplo de uma se@ucia decrescente de conjuntos fechadmsvaziod; D --- D
F, D --- e uma seg@ncia decrescente de conjuntos limitadaswaziod.;1 D --- DLy D
- taisqueNFh=0eNLy=0.
Resolu@o: Consideremo$;, = [n,+) uma segéncia decrescente de conjuntos fecha-
dos rao vazios, onde

Fl: [17+°°>7F2: [27+°°>7F3: [37+°°>7 ,Fn: [n’—|—00),--'

eF DR DRD---DFD--- temos qué)F, = 0, comoe infinito a cadd, conseguimos
infinitos n os quais pertencemk e rao pertencem &,.
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Considerando agora uma séqaia decrescente de conjuntos limitadae mazios onde
1
Ly, = (O, ﬁ) temos que

1 1 1
Ll:(0’1)7|-2: (Ové) aL3: (O7§>7"'7Ln: (Ovﬁ) )T

ondeL1 DL, DL3D---DLyD -, temog L, = 0.
De fato para cadac IN ha infinitosL,, C L1 nao vazios onde; NLoNLzN---NLyN--- =

0.

4. SejamX, Y conjuntos disjuntos eawo-vazios, conX compacto e/ fechado. Prove que
existemxg € X, yp € Y tais quelXp — yo| < |[X—Y| para quaisquexre X,y €Y.

5. Um conjunto compacto cujos pontadostodos isoladog finito. Dé exemplo de um
conjunto fechado ilimitadX e um conjunto limitado @&o-fechaddy, cujos pontos &o
todos isolados.

Resolu@o: SejaX = IN sabemos que o conjunto dos numeros natugaisnitado, e
gue cada um dos seus pontos separadamaatieshados, mas, nada podemos afirmar a
respeito da reub infinita de fechados.

SejaY um conjunto limitado e &o fechado e que seus pontas sodos isolados temos

11 1

Y=12.2.... =...
72737 7n7

ondeY é limitado por 1 e 0 e aind&io possui pontos de acumud@gou seja a vizinhanca
vNY-32=0.
6. Prove que s& &€ compacto e@db 0s seguintes conjuntos ta@mb 50 compactos:
(@) S={x+y;x,ye X},
(b) D={x—y;x,ye X};
(© P={x-yixyeX}
(d) Q= {x/y;xy e X}.
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7 LIMITES DE FUNC OES

7.1 DEFINIQ&O E PRIMEIRAS PROPRIEDADES

Definicao 7.1. Sejam XC IR um conjunto de iimeros reais, f X — IR uma funéo real cujo
dominio € X e ac X’ um ponto acumuldp do conjunto X. Diz-se que aimero real Lé
limite de f(x) quando x tende para a, e escreveiii%f(x) = L, quando para todc > 0
dado arbitrariamente, pode-se obtér> 0 tal que se temf(x) —L| < € sempre que x X e
0<|x—al <.

Teorema 7.1.Sejam fg: X — IR, ae X/, )I(imaf(x) =L e)l(imag(x) =M. Se L< M en@o existe
0 > Otal que f(x) < g(x) para todo xe X como0 < |[x—a| < d.

Teorema 7.2(Teorema do Sandiche) Sejam fg,h: X — IR, ae X’ e)l(ima f(x) = >I(imag(x) =L.
Se f(x) < h(x) < g(x) para todo xe X — {a} enﬁo)l(imah(x) =L.

Teorema 7.3.Sejam f: X — IRe ac X'. Afimde que sej)t(ima f(x) =L & necesario e suficiente

que, para toda sedncia de pontosxe X —a comlim x, = a, tenha-séim f (x,) = L.

Corolario 7.1 (Unicidade do limite) Sejam f: X — IRe ac X'. Se)l(ima f(x)=L e)l(ima f(x)=M
enéo L= M.

Corolario 7.2. (Opera@es com limites). Sejamd:— IR, ae X/, com)l(ima f(x)=L e)l(imag(x) =
M. Entao

1. lim f(x)+g(x) =L+ M,;

X—a

2. lim f(x)-g(x) =L-M;

X—a

3. lim W — L se M0,

x—a 9(X)

4. Se)l(imaf(x) = 0 e gé limitada numa vizinhancga de a, temiﬁ%f(x) g(x)=0

Teorema 7.4.Sejam f: X — IR, ae X/, se existe)l(imaf(x) en@o f é limitada numa vizinhanga
de a, istog, existen® > 0 e c> Otais que xc X,0 < |[x—a| < d implica|f(x)| < c.
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7.2 LIMITES LATERAIS

Definicao 7.2.(Ponto de acumuldp a direita) Um rumero real & dito ponto de acunul@&p a
direita de XC IR, quando toda vizinhanca de a cént algum ponto ¥ X com x> a. Escreve-
se: a€ X|.

Equivalentemente para todo> 0 tem-seX N (a,a+¢€) # 0. A fim de quea € Xjr e
necesario e suficiente qua seja limite de uma se@ucia de pontos, > a, pertencentes a
X. Finalmentea € um ponto de acumulaga direita para o conjuntd se, e somente sé,um
ponto de acumul&p ordirario do conjuntd’ = X N (@, +).

Definicao 7.3. (Ponto de acumuldip a esquerda) Diz-se que&@um ponto de acunulag a
esquerda de X_ IR, quando para tode > 0 tem-se X\ (a— €,a) # 0, ou seja, a Z onde
Z = (—,a) N X. Representa-se:@aX’ .

Para que isto aconteganecesario e suficiente qua = lim x,, onde(x,) & uma segéncia
Cujos termos, < a pertencem &.

Quandoa € X\ N X’ diz-se quea & um ponto de acumulag bilateral deX.
Exemplo 7.1.Se X={1,3,3,---,1} entio0 € X porem0 ¢ X".

Exemplo 7.2. Seja | um intervalo. Seeintl entiio ce I/ NI”. mas se @ um dos extremos de
| entio tem-se apenasel’ seé o extremo inferior e € I’ seé o extremo superior de |.

Definicdo 7.4. (Limite & direita) Sejam f. X — IR, a€ X. Diz-se que o imero real Lé

limite & direita de f(x) quando x tende para a, e dado> 0, pode-se obted > 0 tal que

|f(X) —L| < &sempre que x X e0<x—a< d. Escreve-se & Xirg f(x). Simbolicamente:
lim f(x) =L.=.Ve3d >0;xe XN(a,a+9d) = |f(X)—L|<¢€

x—at

Defini¢do 7.5. (Limite a esquerda) Considerando: X — IR e ac X', dizemos que E limite
a esquerda de (k) quando para tod@& > 0, pode-se obted > 0 tal que xe XN (a—9,a) =

|f(X) —L| < &. Escreve-se: = lim f(Xx).
X—a~

Os resultados enunciados para limites tamis&o \alidos para limites laterais.

Dadoa e X NX’, existexlirgf(x) =L se, e somente se, existemaodguais 0s limites
laterais.
lim f(x)= lim f(x)=L

X—at X—a~
Teorema 7.5.Seja f: X — IR uma funéo mordtona limitada. Para todo & X/. e todo be X"

existemlim+ f(x)=Le lim f(x) =M. Ou seja, existem sempre limites laterais de umadancg
X—a X—a~

mordtona limitada.
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7.3 LIMITES NO INFINITO, LIMITES INFINITOS

Definicao 7.6.Seja XC IR ilimitado superiormente. Dada: X — IR, escreve-se)élirﬂ f(x) =
L, quando o amero real L satisfaa seguinte condgp:

Ve>03A>0;xe X, x>A=|f(X)—L| <€

Definicao 7.7.Seja XC IR ilimitado inferiormente. Dada fX — IR, escreve-se)élim f(x) =

——00

L, quando o amero reale > 0 dado, existir A> Otal que x< —A=|f(Xx) —L| < €.

Os limites parax — 4o e X — —oo s30 de certo modo, limites laterais, o primegam
limite a esquerda e o segundadireita. O limite de uma segaciaé um caso particular de
limite no infinito.

Definigao 7.8.(Limites Infinitos) Sejam X IR, a€ X', f : X — IR. Diremos que)l(ima f(X) =+
quando, para todo A- 0 dado, existed > Otal que0 < [x—a| < d,xe X = f(x) > A

Definicao 7.9. (Limites Infinitos) Sejam X IR, a€ X/, f : X — IR. Temos qu?maf(x) = —00
quando, para todo A- 0 dado, existed > Otal que0 < |[x—a| < d, xe X = f(x) < —A
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7.4 EXERQCIOS

7.4.1 Sego 1: Defini@o e Primeiras propriedades

1. Sejamf: X — IR,ae X' eY = f(X—{a}). Sexlirgf(x) =LenBolL €Y.
Resolu@o: Sejaf : X — IR,ae X' eY = f(X—{a}). Sexlirgf(x) = L mostraremos que
LeY.

De fato, comoxlimf (x) =L, enfio dadce > 0, existed > O tal que sexe X e se

—a

O<|x—a<d=|f(x)—L|<e¢ Q)

Temos ainda qua € X' isto significa que existe uma sdémciax, € X — a, tal quea =
lim x,. Desta forma para cad@ac (Xn)nen C X — {a} temos

O<|x—al<d ex#a (2)
Logo de 1 e 2 temos:
O<|xi—a <d=|f(x)—L|<eVieN

ou seja existe umgf (x)) C f(X—{a}) =Y tal quexlirg(f(xi)) =L. AssimL €.

2. Sejamf : X —» IR, ae X'. A fim de que exista}( Iign‘ (x) & suficiente que, para toda
seq&ncia de pontog, € X — {a} com limx, = a, a seqéncia(f(x,)) seja convergente.

3. Sejamf : X - IR,g:Y —IRcomf(X)CY,ae X' ebeY'NY.

Se
lim f(x) =be limg(y) =c,

x—a x—a
prove quexﬂr;g(f(x)) = ¢, contanto que = g(b) ou enko quex # aimplique f(x) # b.
Resolu@o: Dadoe > 0 devemos exibid > 0 tal que sexe X e 0< |[x—a| < d enfo
9(f(x) —cf <e.

Por hiptese temos que

)I(ima f(x) = b, ou seja, dadg > 0 existed > 0 tal quex € X implica em:

O<|x—al<d=|f(x)—bl<n (3)
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e aindaxlir;g(y) = C, OuU seja, dade > 0 existed* > 0 tal quey € Y implica em:

0<ly—bl<d"=lgly)—cl<e (4)
Como f(X) CY enfo existey € Y tal quef(x) =y, para algunx € X. Temos tambm

queg(b) = ¢, substituindo em (4) esses fatc))(s:alfmx) = b, ou seja, dadeg) > 0 existe
0 > 0 tal quex € X implica em:

O<|f(x)—a <o=1[g(y)—9g(b)| <& (5)

Consideremos agoi = n e de (3) e (5) vem que, paga> 0 dado exist& > 0 tal que

sexe X tem-sexliryf (x) = b, ou seja, dadg > 0 existed > 0O tal quex € X implica em:

O<|x—al<d=0<|f(X)=bl<n=0"=|g(f(x))—c| <&
|

. Sejamf,g: IR — IR definidas poif (x) = 0 sex & irracional ef (x) = xsex€@; g(0) =1e
g(x) = 0 sex # 0. Mostre que IiBn‘ (x)=0e Iirgg(y) = 0, poem rao existe Iirgg(f(x)).
X— y— X—

. Sejaf : R — IR definida porf(0) =0 e f(x) = sin% sex # 0. Mostre que para todo
c € [-1,1] existe uma sedgncia de pontos, # 0 tais que linx, =0 e limf(x,) =c.

Resolu@o: Temos por hiptese qud : IR — IR & definida da seguinte maneira:

f: IR —R

0, sex=0
x —fx) =9 |
sini, sex#£0

sabemos que a fuag seré limitada, ou seja, suaimagem varia no interyald, 1], dado
qualquera € IR podemos ter sem= c, ondec € [—1,1].

Queremos provar que existe uma s&gia de pontos, # 0 onde limx, =0 e limf (x,) =

C.
. 1
Com efeito tomanda, = temos
a-+2m
1
lim X, = lim =0
" a+2m
. 1
e ainda coma, # 0 temosf (x,) = sen 1 = sera+ 2rm logo,
a-+2m

lim f(xn) = lim[sen(a+ 2mm)| = c.
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7.4.2 Sed@o 2: Limites Laterais

1. Prove quea € X'+ (respectivamente € X_) se, e somente sa= lim x, & limite de uma
sequencia decrescente (respectivamente, crescente) de gmertesicentes ao conjunto
X.

2. Prove que Iirpf(x) = L (respectivamente, linf(x) = L) se, e somente se, para toda
X—a X—a~
sequencia decrescente (respectivamente, crescente) de pgrtoscom limx, = atem-
se limf(x,) = L.

Resolu@o: Suponhamos que Ii+ni (x) = L. Temos por hiptese que dade > 0 existe
X—a

0 > O tal que:
xe€ (a,a+0)NXendo|f(x)—L| <e.

Sejax, decrescente tal que lig = a e x, > a, Va € IN portanto para suficientemente
grande temos:

Xn € (a,a+0)NXento|f(xn) —L|<e€

e portanto limf (x,) = L.

Reciprocamente &) € decrescente, lig, =ae lim f (x,) = L, mostremos que Iigf (X) =
X—a
L.

Com efeito consideremos Iinh(x) # L, enBo tetamosde > O tal queY € IN existe(xy)
X—a

decrescente onde) € (a,a+d)NX mas|f(xn) —L| > €.
Logo limx, = a, mas limf(x,) # L. Absurdo!

Portanto limf(x) = L.
x—at

3. Sejaf : IR—{0} — IR definida porf (x) =1/ <1+a1/x> ,ondea> 1. Prove que limf(x)=

X—>O+
Oe lim f(x) = 1.

X—0_

4. Sejamf : X — IR monbtona ea € Xjr. Se existir uma se@ncia de pontog, € X com
Xn > a, limx, =aelimf(x,) =L eno Iim+ f(x) =L.
X—a

Resolu@o: Seja(x,) € X ondex, > a e limx, = atal quef & uma fun@o morbtona r&o
decrescente.

Assim dadad > 0, existeng € IN tal que sen > ng ex, € (a,a+ 9).
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Por outro lado, como linfi(x,) = L, enfio dadce > 0 existed* tal que
O<|xn—a]<d0"=|f(xn)—L|<e&

—e<f(a+d*)—L<e= L—-¢ < f(a+0%) < &+L
L—e < f(Xn) <f(a+9d") < e+L
Disto segue que limi(x,) =L

7.4.3 Se&o 3: Limites no infinito, limites infinitos

1. Sejap: IR — IR um polindmio réo constante, iste, para todx € IR, p(X) = ap+ a;X+
---+apX", coma, # 0 en > 1. Prove que sB € par erﬁox_li)rpoo p(x) = Xl@m p(X) = 40
sea, > 0 e= —ow seay < 0. Sen éimpar enﬁoxﬂrpoo = 400 exﬂrpoo p(X) = —co quando
a, > 0 e os sinais dos limitese trocados quands, < 0.

Resolu@o: Sejap(x) = ap+ aix+ - - - + ax", consideremos o caso em qué par.
Mostremos que Lime(x) = 400 Seap > 0.

De fato notemos que

d a1
p(X):Xn [%+Xn_1++a|1:|
. . a a
Logo lim p(x) = lim X" [%jL Xnil +...+an}

a

Comox" — +oo, basta provarmos quén, s = 0. De fato dade > 0, devemos

lim
X—+00
exibir & > O tal que sx> &

a a al L N I o/
|——0<e=|=|<e= <E= > —=|X'|>—==>Xx>{/-
xn xn x| la| = €] £ £

Comox — 4, x> 0= |x| =X, logo basta considerarméds< {/2 e obtemos o desejado.
Assim,

Jm, POY = Im, 2wt = o
Com efeito, dade > 0, devemos exibid > 0 tal que, s> d impliquea,x" > €. Como

n

£
an>0:>x”>(5)

1
Considerand@ < (;) obtemos o desejado.
LogoXIiT p(x), sean > 0.

Analogamente os outros cas@slemonstrados.



92

2. Sejaf : IR — IR, definida porf(x) = xserx. Prove que, para todo< IR, existe uma
seq@nciaxp € IR com nIirpoxn = 400 enlirgo f(xn) =cC.

3. Sejaf : [a,+») — IR limitada. Para cadg< aindiquemos conM; o sup em o inf de f
no intervalol = [t,+). Comw; = M — m indicaremos a oscild@p def eml. Prove que
existem lim M; e lim m. Prove que existe limf(x) se e somente se, limt = 0.

X— 00 t—-+oo X— 400 t—+o

Resolu@o: Vamos provar inicialmente que existe livii e lim m.
t—-+o0 t—4o

Temos queM; e m sao fun@es moltonas i < M;, ndao-decrescente) e ainda limitada
por hipotese, logo eX|stertn_>+I|°r°Tm = I,tﬂmoo M =L etﬂrrwvvt =L—I.

Sabemos que
m < f(t) <M, V>a

Queremos provar agora que tse+ limg = O existe lim f(x). Sejat Iiin w; = 0 isto
— 00 — 400

X— 00

implica queL =1, ou seja, limf (x) =L =1.

Reciprocamente, se lif(X) = A enfio, para todeE > O existet > a tal queA—¢ <
f(X) < A+ ¢ paratodak > t, logoM; — my < 2¢

IM—L| < € e m—I < ¢

L-¢ < M < L+¢e e |- < m < l+e
Subtraindo as inequéaes temos
IMi—m| <l —L+e+e= M —m| <2¢

Segue-se que lid; = limm, e limw; = 0.
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8 FUNCOES CONTINUAS

8.1 DEFINIQ&O E PRIMEIRAS PROPRIEDADES

Definicao 8.1. (Continuidade) Uma furéip f: X — IR, definida no conjunto X IR, diz-se
confinua no ponto & IR quando, para tod@ > 0 dado arbitrariamente, pode-se obtér> 0

tal que xe X e|x—a| < d impliqguem|f(x) — f(a)| < &, de outra maneira podemos escrever
gue fé contnua no ponto a significa:

Ve>03d >0;xe X, |x—al<d=|f(x)—f(a)| <e.

Definicao 8.2. (Fungdo Coninua) Diz-se que f X — IR & uma funéo contnua quando fé
confnua em todos 0s pontos=aX.

Definicao 8.3. (Continuidade Local) A continuidade um fe®meno local, iste, a fun@o
f : X — IR & contnua no ponto & X se, e somente se, existe uma vizinhancaV de a tal que a
restricdo de f a VN X & contnua no ponto a.

Observa@o 8.1. e Se aé um ponto isolado do conjunto X istp dadod > 0 tem-se X0
(0—a,d+a)={a}, emtodaafungo f: X — IR & contnua no ponto a.

e Se Xé um conjunto discreto, conZd por exemplo, eido toda a fungo inteiraé contnua
0 mesmo acontece com o conjunto doseros naturais.

e Se ac XNX/, ou seja, se & X e ac X’ enfio f: X — IR & contnua no ponto a se, e
somente se)l(ima f(x) = f(a).

e Nao ha restrigdes para a defingo de continuidade quando=x a pois nesta situap
teriamos obviamente > 0.

Teorema 8.1.Sejam fg: X — IR confnuas no ponto & X, com fa) < g(a). Existed >0
tal que f(x) < g(x) para todo xe XN (a—9d,a+9).

Corolério 8.1. Sejam f: X — IR confnua no ponto & X. Se {a) # 0 existed > 0 tal que,
para todo xe XN (a—d,a+ d), f(x) tem o mesmo sinal dgd).
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Teorema 8.2. A fim de que a furéip f: X — IR seja coninua no ponto & necesario e sufi-
ciente que, para toda segncia de pontospxe X comlim x, = a, se tenhdim f(x,) = f(a).

Corolario 8.2. Se f g: X — IR sdo contnuas no ponto & X enfio 10 contnuas nesse mesmo
ponto as fun@es f+g, f-g: X — IR, bem como a furéip f/g, caso seja () # 0.

Teorema 8.3.Sejam f: X — IR confinua no ponto & X, g:Y — IR confnua no ponto b=
f(a) eY e f(X) CY, de modo que a composta §: X — IR esta bem definida. Eawb go f &
confnua no ponto a.

8.2 FUNQDOES CONTNUAS NUM INTERVALO

Teorema 8.4.(Teorema do Valor Intermediio) Seja f: [a,b] — IR coninua. Se fa) <d <
f(b) enfio existe e (a,b) tal que f(c) =d.

Corolario 8.3. Se IC IR @ um intervalo e f | — IR & contnua enéo f(I) & um intervalo.

Teorema 8.5.Seja IC IR um intervalo. Toda furip contnua injetiva f: | — IR & mordtona e
sua inversa gJ — | definida no intervalo 3= f(l), & contnua.

Corolério 8.4. Para todo ne IN, a fun@o g: [0, +«) — [0,+) definida por gx) = V/x &
confinua.

Diz-se um homeomorfismo entiee Y quandoX C IR eY C IR & uma bije@o coninua
f : X =Y cujainversaf ~1:Y — X & tamt&m coninua. O Teorema 8.5 diz, portanto quel se
€ um intervalo er@o toda fun@o contnua e injetivaf : | — IR & um homeomorfismo enttee
o intervalod = f(I).

8.3 FUNQDES CONTNUAS EM CONJUNTOS COMPACTOS

O teorema a seguir assegura a @sta de valores aximos e nmimos de uma furiop
confinua quando seu ddmio &€ compacto.

Teorema 8.6.(Weierstrass) Seja fX — IR coninua no conjunto compacto X IR. Existem
Xo € X tais que fxg) < f(x) < f(xq) para todo xc X.

Teorema 8.7.A imagem {X) de um conjunto compacto X IR por uma funéo contnua
f : X — IR & um conjunto compacto.

Corolario 8.5. Se XC IR & compacto e@db toda fun@o contnua f: X — IR & limitada, istog,
existe ¢> O tal que|f(x)| < ¢ para todo xc X.
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Teorema 8.8.Se XC IR & compacto edb toda bijeé@o contnua f: X — Y C IR tem inversa
confnuag:Y — X.

8.4 CONTINUIDADE UNIFORME

Sejaf : X — IR confnua. Dadce > 0, para cada € X pode-se achay > 0 tal quey € X,
ly—x| < & implicam|f(y) — f(X)| < €.

O nimero positivod nao depende apenas do- 0 dado mas taném do pontak no qual
a continuidade dé & examinada. Nem sempre daglo- O, pode-se encontrar utn> 0 que
sirva em todos os pontos= X (mesmo sendd confinua em todos esses pontos).

Definicdo 8.4.Uma fun@o f: X — IR diz-se uniformemente céntia no conjunto X quando,
para todoe > 0 dado arbitrariamente, pode-se obt@r- Otal que Xy € X, |y—x| < & implicam
[fly) - f(¥)] <e.

Observa@o 8.2. e Uma fun@o uniformemente comua f: X — IR & contnua em todos
0s pontos do conjunto X. A figroca rio é verdadeira.

e A continuidade de uma fuég f: X — IR no ponto a€ X significa que pode se ter(X)
tdo proximo de fa) quanto se deseje, ou seja a esta fixo e x se aproxima dele afim de
que f(x) se aproxime da (fa). Ja na continuidade uniforme, pode-se fazer com gue f
e f(y) se tornemdo proximos quanto se queira, bastando qug & X estejam tamdm
proximos.

e Podemos distinguir a continuidade uniforme, se cada pomt&xpossui uma vizinhanca
V tal que a restri@o VN X & contnua enéo f & cominua. Mas i&o podemos afirmar
para f uniformemente coimua. Isso se exprime dizendo que a continuidadsa nogo
local enquanto a continuidade uniforndeum conceito global.

Definicao 8.5. (Funcao Lipschitziana) Um furdp é dita Fun@o Lipschitziana quando existe
uma constante k 0 (chamada constante de Lipschitz da faogtal que

[F(%) = f(Y)] < kx—=y],

sejam quais forem,y € X

T o , . , €
Toda fun@o lipschitziand : X — IR &€ uniformemente coiriua dad& > 0, tome-s& = K
€

Entox,y € X, [X—y| < & = |f(y) = f()| <kix—y] <k

=&
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Teorema 8.9.A fim de que f X — IR seja uniformemente cdnuaé necesaio e suficiente
que, para todo par de seguacias(xn), (Yn) em X comim (y, —xn) = 0tenha-séim [f (yn) — f(Xn)] =
0.

Teorema 8.10.Seja XC IR compacto. Toda fudp contnua f: X — IR & uniformemente
contnua.

Teorema 8.11.Toda funéo f: X — IR, uniformemente coirtua num conjunto limitado X&
uma fun@o limitada.

Teorema 8.12.Se f: X — IR & uniformemente coimua enéio para cada a X'(mesmo que a
nao pertenca a X), exisl}(«ima f(x).
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8.5 EXERQCIOS

8.5.1 Se&o 1: Defini@o e primeiras propriedades

1. Sejamf,g: X — IR coninuas no pont@ € X. Prove que &0 contnuas no pont@ as
fungdese, ¥ : X — IR, definidas pop (X) = max { f(x),g(x)} e @(x) =min {f(x),9(x)}
para todax € X.

2. Sejamf,g: X — IR confnuas. Prove que 9¢ & aberto erdto o conjuntoA = {x € X;
f(x) #9(x)} € aberto e s¥X & fechado o conjuntb = {x € X; f(x) = g(x) } & fechado.

Resolu@o: Queremos mostrar qué &€ um conjunto fechado tomando=F N F,
ondeF, = {xeX; f(x)<g(x)} e R ={xeX;f(x)>g(x)} sdo conjuntos fechados
e sabendo que a inters@ocde conjuntos fechad@um conjunto fechado, para con-
cluirmos quéd- € fechado, basta mostrar gege F, sao fechados.

Sejaxn € F1 onde limx, = a da propriedade do conjunt& podemos escrevet(x,) <

9(xn), comof egsdo coninuas temog (a) < g(a) disto segue qua € F; en@oF; = F;.
Do mesmo modo fazemos pdfa

PortantoF; e F, sao fechados o que acarrétaser fechado.

Para mostrarmos qu& & um conjunto aberto temos quéx) # g(x) isto implica em
f(X) < g(x) ou f(x) > g(x) desta maneira podemos escrexepmo a reurdo dos conjun-
tos abertog) = {x€ X; f(X) <g(X)} e Ay = {x e X, f(x) > g(X)}, ou sejaA=A1UA,
como a reurdo de conjuntos abert@sum conjunto aberto basta mostrar duees A, sao
abertos. Para provar gée € aberto tomandé; = IR — F, comoF, é fechado temos que
A; € aberto(Teorema 3 topologia). Da mesma mareiito para®A,. LogoA; e Ay €
aberto.

Donde conclimos queA é aberto.

3. Umafun@of : X — IR diz-sesemi-corinua superiormentgscs) no ponta € X quando,
para cada > f(a) dado, existé > 0 tal quex € X, |[x—a| < d implicam f (x) < c. Defina
fungdo semi-corihua inferiormentgsci) no pontoca. Prove quef & contnua no ponto
a se, e somente sé,scs e sci nesse ponto. Prove qud €scs,g € sci no ponta e
f(a) < g(a) enfo existed > O tal quex € X, [x—a| < & = f(X) < g(x).

4. Sejaf : IR — IR confnua. Prove que sé(x) = 0 para todax € X enfo f(x) = 0 para
todox € X.
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Resolu@o: Suponhamos por absurdo que existeyuaX tal quef (y) # 0, comoy € X,
existe(yn) C X tal que limy, =y. Do fato de(y,) C X temos quef (y,) =0V € IN, mas
f(y) #0. Logof(y) # f(yn), e portantof ndoé contnua. Absurdo! poid & contnua.

Portantof (x) = 0 paratodox € X ex € X.

. Prove qud : IR — IR € contnua se, e somente se, para t&da IR, tem-sef (X) C f(X).

. Sejamf,g: X — IR confnuas no pont@a. Suponha que em cada vizinhan¢ale a,
existam pontos, y tais quef (x) < g(x) e f(y) > g(y). Prove quef(a) = g(a).

Resolu@o: Sejamf,g fungdes corinuas emnme tais que cada vizinhandade a existem
pontosx,y tais quef (x) < g(x) e f(y) > g(y).

Sejad, = 1. Assim, existenx; ey tais que
x1—a|<d e [y1—al <

onde
f(x1) <g(x1) e f(y1) >9(y1)-

Sejad, = % Assim existenx, ey, tais que
Xo—al <& e y2—a <&

onde
f(x2) <g(x2) e f(y2)>a(y2)

Procedendo desta maneira obterenﬁ@s% onde existenx, ey, tais que
Xn—a| <o e |yn—a] <

onde
f(x) <9(xn) € f(yn) >9(yn)

Ou seja, encontramos duas seadas(Xn)nen € (Yn)nem ondex, — aey, — a. Como
f eg sdo contnuas ena temos

f(x) <9(xn) € f(yn) >9(yn).

lim f(x)) < lim g(xa) e lim f(yn)> lim g(yn).

fla)<g(a) e f(a)=g(a)
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Conclimos quef (a) sb pode ser igual g(a).

7. Sejaf : X — IR desconinua no ponta € X. Prove que existe > 0 com a seguinte
propriedade: ou se pode achar uma &agia de pontos, € X com limx, =ae f(x,) >
f(a) + € paratodm € IN ou acha-sgy,) comy, € X, limy, =ae f(yy) < f(a) — € para
todon € IN.

8.5.2 Se@o 2: Fun@es coninuas num intervalo

1. Umafun@of : X — IR diz-selocalmente constantguando todo ponto d¥ possui uma
vizinhancaV tal quef & constante e NX. Prove que todafud@pf : | — IR, localmente
constante num intervalq & constante.

Resolu@o: Sejaac | e consideremo&={xel,f(x)=f(a)} eB={xel, f(x) # f(a)}.
TomemosAUB =, comof & localmente constante, @ottodox € A possui uma vizinhanca
disjunta deB, ou seja s&x € Aimplica f (x) = f(a),v¥x € A. Logox ¢ Be dd ANB = 0.

Da mesma forma, para togos B, temos que este possui uma vizinhanca disjunta,de
poisy € B significaf(y) # f(a),Vy € B.

Entioy ¢ A e portantoAN B = 0. Com isso garantimos queJ B & uma cigo.

Comoa e Atemos quéd # 0 eB =0 dondeA =1 e f & constante.

2. Sejaf : | — IR uma fun@o mordtona, definida no intervalb Se a imagenf(l) & um
intervalo, prove qud é contnua.

3. Diz-se que uma fudp f : | — IR, definida no intervalo I, tem propriedade do valor
intermedario quando a imagenfi(J) e todo intervalal C | & um intervalo. Mostre que
afung@o f : R — IR, dada porf (x) = sen; sex= 0 e f(0) = 0, tem a propriedade do
valor intermedario, embora seja descomia.

Resolu@o: Vamos provar que a fud f (x) = sen)—l( definida da seguinte maneira possui
a propriedade do valor intermeudio.

f: ICR —IR

« F(%) 0, sex=0
— —
sent, sex=0
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Como a funéo ser;% é definida paratodec | C IR tal que 0¢ | eé& limitada ou seja

U
m A A

[—1,1].
Se 0e¢ | entho da mesma forma temos
f(0)=0 e f(0)e[-1,1]

Portanto a fungo f (x) = sen)—l( tem a propriedade do valor interméadb.

. Sejaf : | — IR uma fun@o com a propriedade do valor interm&id. Se, para cada
¢ € IR, existe apenas untimero finito de pontos € | tais quef(x) = c, prove quef &
confnua.

2
1 ,
f(x)=f <x+ é)' Prove o mesmo resultado ca}rem vez de%. Generalize.

. Sejaf : [0,1] — IR confinua, tal quef(0) = f(1). Prove que exist& € {0, ﬂ tal que

Resolug@o: Sejaf : [0,1] — IR confnua tal quef (0) = f(1).

Definamos para cadec {O, %] O [0, %] — IR onde¢ (x) = f (x+%> — f(x) pois
6(0) — f o+%> —f0) = f(%) —(0)
() = () () - )

Fazendap (0) + ¢ (%) obtemos

6(0)+ ¢ (%) iy (%) —f(0)+ f(0)— T (%) 0

logo existex € {O, %] tal quef(x) = f (x+%).

Do mesmo modo definindg : [O, g] — IR comoy(x) = f (x+ %) — f(x) obtemos:
)

1
wo) = f ) f(0 = f 3 — f(0)
1 1 1 1 2 1 2
2 2 1 2 2
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Fazendap(0)+ ¢ (%) +y (%) =0, enBo existex € {O, g] tal quef(x) = f <x+ %)
De forma geral, seja : [O, n%ll — IR, n> 1 definida porg (x) = f (x+ %) — f(x)
p(0) = f <O+%> —f(0)

notemos que: /., _
(%)

Il
—_
VR

=)
S
H
~_
|
N
5
S
N
~_

o(3) - ()1 ()
donde¢ (0) + ¢ (%) +¢ (an) +-4+ ¢ (%) = f(1) — f(0) =0 e ¢ troca de

sinal em[O,Lnl}. Logo3x e lO, n%l} tal quef(x) = f <x+%).

8.5.3 Se&o 3: Fun@es corihuas em conjuntos compactos

1. Sejaf : IR — IR confinua, tal que limf(x)= lim f(x)=+c. Prove que existg € IR

X— 400 X— —00
tal quef(xg) < f(X) para todx € IR.
2. Sejaf : IR — IR contnua, com Ii+m f(X) = +o0 e lim f(x) = —c. Prove que, para todo
c € IR dado, existe entre asiz@sx da equago f (x) = c uma cujo nddulo |x| & minimo.

Resolu@o: Sabemos que lifi(x) = 4+ e lim f (x) = —c. Considerand® = {x € IR;
f(x) = c}, temos queM # 0 pelo Teorema do Valor Intermétio. Observe taném que
M & um conjunto fechado, pold = A UB, ondeA, = [x;,X;] & fechado cork=1,--- ,n
tal quef(x) = c,vx € Ac e B = {xp, f(Xp) = ¢} & um conjunto discreto, loge fechado.
PortantaVl & fechado, poig a unéo finita de conjuntos fechados.

Tamlem como lim f(x) = 4w e lim f(X) = —c entio dadoA > 0,3B; > 0 tal que se

X—>—+00 X——00

X > Bl,
f(x)>A

e tami&m dadoA > 0,3B, > 0 tal quec > —Bsy,

f(x) < —-A
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Assim paraA > 0, seB = max{By, B} consideremos
x>B>B; e x<-B<-By
ou ainda,
X|>B e |[f(x)|>A
Disto segue parasuficientemente grande ou pequefix) se@, respectivamente, grande
ou pequeno, isto mostra qi#é limitado, visto quex € M sef(x) =c.

Fixandong suficientemente grande tal gien [—ng, ng| # 0. Temos qué N [—ng, Ng| #
0 é compacto, ou seja, fechado e limitado. Cdn@ocontnua, temos qué (M N [—ng, No))
& compacto. Logo existeg € MN[—np,Np| # 0, f(x1) < f(X),Vx € MN[—ng, Np|.

Sex e M ex ¢ [—ng,ng] enBo|x| > ng. Mas|xz| < np < ||, logo |x1| < |X|,Vx € M.

. Prove que &o existe uma furip contnuaf : [a,b] — IR que assuma cada um dos seus
valoresf (x), x € [a,b], exatamente duas vezes.

. Uma fun@of : IR — IR diz-seperibdicaquando exist € IR tal quef(x+ p) = f(x)
para todo € IR. Prove que toda fui@p coninua perddicaf : IR — IR & limitada e atinge
seus valores Aximos e nmimo, istoé, existenxg,x; € IR tais quef (Xp) < f(x) < f(x1)
para todx € IR.

Resolu@o: Como f & contnua em|[0, p|, existemxy, Xz € [0, p| tal quef(x;) < f(x) <
f(x2), Vx € [0, p|.

Sejaz€ IR, existen € ZZ tal quez+npe< [0, p] ento f(z) = f(z+np) por hipdtese. Logo
f(x1) < f(z2) < f(x),Vze R.

Isto prova o desejado.

. Sejaf : X — IR confnua no conjunto compactd. Prove que, para tode > 0 dado,
existeke > 0 tal quex,y € X, [y—x| > € = |f(y) — f(X)| < ke-|y—X|. (Isto significa
qgue f cumpre a cond@o de Lipschitz contanto que 0s pontoy nao estejam muito
proximos.)
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8.5.4 Se&o 4: Continuidade uniforme

1. Se toda fungo coninuaf : X — IR & uniformemente coirua, prove que o conjun é
fechado pogm raio necessariamente compacto.

Resolu@o: Suponhamos por absurdo gXenao seja fechado, ou sejX, # X, logo
tomemosa € X — X coma ¢ X temos que = lim x, ondex, € X.
X— IR

x— f(x) =31

Tomemos a furigo

Analisando os limites laterais temos:

1

° ler2+XTa:+oo
. 1 _
® ||m Y—a — (%)

X—a~
Como os limites lateraisa® deferentes, logo este limitdmexiste, o acarrethnao ser
uniformemente cofmua. Comoac X eX =XUX ea # X enBoa € X' logo pelo
Teorema 12, justifica o fato deenao ser uniformemente cdntia.

Queremos provar agora gieé fechado p@m riilo necessariamente compacto.

Sabemos que toda fuag naturak contnua poem IN rioé compacto.

2. Mostre que a furfip contnuaf : IR — IR, dada porf (x) = sen(x?), naoé uniformemente
confnua.

3. Dadaf : X — IR uniformemente coimua, defina : X — IR pondog (x) = f(x) sex € X
€ um ponto isolado ¢ (x) = i/in}(f(y) sex e X'. Prove quep & uniformemente cofitua
e ¢(x) = f(x) paratodo € X.

Resolu@o: Sabemos quizﬂliorpf (X) =+ € XLirp00 f(x) = —co. ConsideranddM =
{x€IR; f(x) = c}, temos queM # 0 pelo Teorema do Valor Interméutio , observe que
M & um conjunto fechado, poli$ = A,UB, ondeA, = [x;, ;]| & fechado cork=1,--- ,n

tal quef(x) =c, ¥x € Ac e B= {xp, f(xp) = c} &um conjunto discreto, loge fechado.

PortantoM & fechado, poig a unao finita de conjuntos fechados.

Tamkem, como, Ii+m (X) = +o0 € X'"I‘ f(x) = —0 enflo A > 0, 3B; > O tal que se

x> By
f(x)>A
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e tamiém dadoA > 0, seB = max {B1, By} consideremos
x>B>B; e x<-B<—-By

ou aindax| > B temos| f (x)| > A.
Disto segue parasuficientemente grande ou pequehi) seil, respectivamente, grande

ou pequeno, isto mostra qi#eé limitado, visto que € M sef(x) =c.

Fixandong suficientemente grande tal gien [—ng, ng] # 0. Temos qué N [—ng, Ng| #
0 é compacto, ou seja, fechado e limitado. Cdn@contnua, temos qué(M N [—ng, Ng))
& compacto. Logay € MN[—ng,ng| # 0, f(x1) < f(X), Yx€ MN[—ng,ng|]. Sexe M e
X & [—np, No) entio|x| > ng. Mas

IX1| < ng < |X|

isto implica quéexz| < |x|,Vx € M.

. Sejaf : IR — IR confinua. Se existerQ Emf (x) eXIim f(x), prove quef & uniforme-
mente corinua. Mesma concl@® vale se existem os limites @iéx) —x quandox — .

. Sejamf,g: X — IR uniformemente coimiuas. Prove qué+ g é uniformemente cofrtua.
O mesmo ocorre com o produtb- g, desde quef e g sejam limitadas. Prove que

¢,¢ : X — IR, dadas pomp(x) = max {f(x),g(x)} e ¢(x) = min {f(x),g(x)} x € X
sao uniformemente comuas.

Resolu@o: Como f e g sdo fun®es uniformemente cdnuas, dade/2 > 0 existe
01 > 0ed > 0tais que:

X=y| < =[f(x)—f(y)|<e/2;
X—y| <& =19(x) —a(y)| < &/2.

Sejam¢ (x) = max{f(x),g(x)} e ¢(x) = min{f(x),9(x)}, V x € X. Tomando¢ =
min{d1, 8}, para todoa € X, com|x—y| < J, devemos mostrar que (x) — ¢ (y)| < € e
[W(X) —w(y)| <e.



105

(£ +900 +| () — g}, temos:
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Sabendo que maX (x),g(x) }
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Logo, ¢ & uniformemente comua.

3[F(x) +9(x) — | f(x) — g(x)|], temos:

Agora, considerando o fato de que riir{x),g(x) }
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Portanto,y tamkemeé uniformemente coirua.
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9 CONCLUSAO

Durante o tempo em que produzimos este trabalho, possmseraiem dizer que o pensa-
mento de desiéhcia rondou por muitas vezes, mas sabia que o livrodase dos livros mais
usados do Brasil quando se fala emahise Real, e como percelimos 0 nosso crescimento
como estudante que carinhosamente denawaimos como amadurecimento Magédito, noé-
vamos o0 quantodo sallamos e o quanto era difl ir de um degrau ao outro.

NOs nossos muitos encontros &nemos o estudante que iria ler nossa monografia como
“leitor atento”, porque em muitos livros temos falas do ti@ofacil ver, como demonstra-se
facil, € 6bvio. E no decorrer de nossos estudos fomos percebendo, tgitr atento”, deveria
ser muito atento, este leitor era muito lembrado pis porque por diversas vezes em livros
de diversos autores eu estagnei porgée oonseguia ver o que eracfl ver. Diante disto
nos preocupamos em facilitar o estudo délae que &o precisa sesirduo, mas deve sim ser
gradativo e suave. Para que todas aiaece instalem enos.

E podemos dizer que, conseguimos atingir o peifo inicial, que era entrar no mestrado,
mas seria injusto dizer apenas isso, porque, conseguimits mais com ele, e talvez o mais

importante para nossa eterna caminhada como estudantej,ca@ender a estudar.

As contribui@es para o mesmo g&r bem aceitas, pelo e-mail tatitambarussi@gmail.com.
Visto que continuaremos trabalhando no mesn®atingirmos o objetivo final da publicag
da resolugo de todos 0s exdmmos.
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