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2011



TERMO DE APROVAÇ ÃO
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RESUMO

TAMBARUSSI, Tatiane. Um estudo de Análise Real atrav́es de resoluç̃ao de exerćıcios.. 107 f.
Monografia – Programa de Pós-graduaç̃ao em Mateḿatica, Universidade Tecnológica Federal
do Parańa. Campo Mour̃ao, 2011.

Este trabalho consiste em estudar Análise real atrav́es da resoluç̃ao de exerćıcios, com o objetivo
de aprender Ańalise real. Esta monografia nãoé apenas uma pesquisa bibliográfica, trata-se de
um estudo, uma produção voltadaà esta disciplina que pela dificuldade e pelos tantos pré-
requisitosé considerada uma das mais difı́ceis. Diante disto procuramos resolver os exercı́cios
de maneira clara e diversificada, buscando maneiras de colaborar com o crescimento do leitor
e com o nosso crescimento como estudante. O presente trabalho inclui breves definiç̃oes e
resoluç̃oes de exerćıcios dos seguintes temas: Conjuntos Finitos e Infinitos, Números Reais,
Seqûencias de Ńumeros Reais, Śeries Nuḿericas, Algumas Noç̃oes Topoĺogicas, Limites de
Funç̃oes e Funç̃oes Cont́ınuas.

Palavras-chave:Análise real, resoluç̃ao, exerćıcios, produç̃ao.



ABSTRACT

TAMBARUSSI, Tatiane. A study of Real Analysis by solving exercises. 107 f. Monografia
– Programa de Ṕos-graduaç̃ao em Mateḿatica, Universidade Tecnológica Federal do Paraná.
Campo Mour̃ao, 2011.

This paper aims to study real Analysis by solving exercises,in order to learn real Analysis. This
monography does not fit into bibliographical research, because it was a study, a great production
directed to the real Analysis, this subject due to the difficulty and so many prerequisites is
considered one of the most difficult subjects. Facing this wesolved the exercises in a clear and
diversified way, looking for ways to help development of the reader and our own development as
student. This present paper includes brief definitions and resolutions of exercises the following
themes: Finite and Infinite Sets, Real Numbers, Sequences of Real Numbers, Numerical Series,
Some Topological Notions, Functions and Limits of Continuous Functions.

Keywords: Real analysis, resolution, exercises, production.
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2.4 CONJUNTOS ENUMEŔAVEIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 12
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4 SEQUÊNCIAS DE NÚMEROS REAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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6 ALGUMAS NOÇ ÕES TOPOLÓGICAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
6.1 CONJUNTOS ABERTOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
6.2 CONJUNTOS FECHADOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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1 INTRODUÇÃO

Este trabalho tem o intuito de instigar o aluno a estudar análise, como feito pelos autores, o

tı́tulo do trabalhóe exatamente o que ele significa, um estudo de Análise atrav́es de resoluç̃ao de

exerćıcios, isto mostra a importância de antes de lermos este trabalho, estudarmos o conteúdo,

saber definiç̃oes, e onde podemos aplicar os Teoremas, como parte integrante do estudóe pre-

ciso ser feito os exercı́cios, para que através da resoluç̃ao destes, possamos tratar as definições

em suas tantas maneiras,é importante que o aluno pense e repense nos exercı́cios, para contruir

ideias, para exercitar o raciocı́nio, ñao entrando na zona de conforto. Recomendamos o estudo

do livro Análise Real (LIMA, 2008) e Um curso de análise (LIMA, 2009), livros base deste

trabalho, tamb́em foram utilizados (́AVILA, 2004), (FIGUEIREDO, 1975).

Buscamos resolver os exercı́cios de maneira detalhada, para que o leitor possa compreender

as entrelinhas da resolução de cada exercı́cio.

O objetivo deste trabalho quando proposto era estudar análise, diante da grande dificuldade

que t́ınhamos, desta maneira assumimos o compromisso de fazer um estudo dirigido, todas

as semanas apresentando exercı́cios ao nosso orientador. Com o objetivoúnico de aprender

ańalise, para chegar nos cursos de verão preparadas para ingressar no mestrado.

O trabalho foíarduo mas a alegria da resolução de exerćıcios ñao dados dicas era cativante,

por isso gostarı́amos de dizer ao estudante de análise, ñao leia a resoluç̃ao sem antes pensar em

como fazer, pois ao fazer isso estará pulando etapas do processo de aprendizagem, buscando

maneiras de resolver, estará voltando a ver a teoria, não se preocupe se não conseguir fazer, o

importanteé tentar, persistir. Para que você tenha a sensação boa de perceber seu crescimento

como estudante.

Este trabalho contém exerćıcios alternados, cabe aqui esclarecer, o que talvez vocês j́a te-

nham percebido que tudo que falei tenha sido na 1a pessoa do plural, (sempre nós) digo isto para

esclarecer que o trabalho foi feito junto com a aluna do mesmocurso Cristiane Bender, onde seu

trabalho de conclusão de curso tem o mesmo conteúdo, poŕem tŕas os exerćıcios ñao trazidos

neste. Ambos abordaram os seguintes temas com breves definic¸ões e teoremas: Conjuntos



8

Finitos e Infinitos, Ńumeros Reais, Sequências de Ńumeros Reais, Śeries Nuḿericas, Algumas

Noções Topoĺogicas, Limites de Funções e Funç̃oes Cont́ınuas.
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2 CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS

Neste caṕıtulo, seŕa estabelecida a diferença entre conjuntos finitos e conjuntos infinitos.

Seŕa feita tamb́em a distinç̃ao entre conjuntos enumeráveis e conjunto ñao-enumeŕaveis. O

ponto de partidáe o conjunto dos ńumeros naturais.

2.1 NÚMEROS NATURAIS

O conjunto IN dos ńumeros naturaiśe caracterizado pelos seguintes fatos:

1. Existe uma funç̃ao injetiva s : IN → IN . A imagems(n) de cada ńumero natural

n∈ IN chama-se o sucessor den.

2. Existe umúnico ńumero natural 1∈ IN tal que 16= s(n) para todon∈ IN.

3. Princı́pio da Indução (PI) SeX ⊂ IN é um subconjunto tal que 1∈ X e, para todon∈ X

tem-se tamb́ems(n) ∈ X (s(X) ⊂ X), ent̃aoX = IN.

As propriedades (1), (2), (3) acima chamam-se os axiomas de Peano. O Prinćıpio de

Induç̃ao significa que todo ńumero naturaln pode ser obtido a partir de 1, tomando-se seu

sucessors(1), o sucessor deste,s(s(1)), e assim por diante.

No conjunto IN dos ńumeros naturais são definidas duas operações fundamentais:

• Adição:

+ : IN × IN → IN

(m,n) m+n

• Multiplicação:

· : IN × IN → IN

(m,n) m·n

que s̃ao caracterizadas pelas seguintes igualdades, que lhes servem de definiç̃ao:
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1. m+1 = s(m);

2. m+s(n) = s(m+n);

3. m·1 = m;

4. m· (n+1) = m·n+m;

Temos as seguintes propriedades da adição e da multiplicaç̃ao:

1. Associatividade:

• (m+n)+ p = m+(n+ p);

• m· (n· p) = (m·n) · p

2. Distributividade:

• m· (n+ p) = m·n+m· p;

3. Comutatividade:

• m+n = n+m;

• m·n = n·m

4. Lei do corte:

• m+n = m+ p⇒ n = p;

• m·n = m· p⇒ n = p

Abordaremos agora a relação de ordem entre números naturais. Dados os números naturais

m,n, dizemos que:

• m é menor do quen (m< n) quando existep∈ IN tal quen = m+ p;

• m≤ n significa quem< n oum= n.

Proposiç̃ao 2.1. (Transitividade) Se m< n e n< p ent̃ao m< p.

Dadosm,n∈ IN quaisquer, vale uma, e somente uma, das três alternativas:

m< n , m> n oum= n

Uma das mais importantes propriedades da relação de ordemm< n entre os ńumeros natu-

raisé o chamado princı́pio da boa-ordenação.
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Teorema 2.1(Prinćıpio da Boa Ordenação). . Todo subconjunto ñao vazio A⊂ IN possui um

menor elemento, istóe, um elemento n0 ∈ A tal que n0 ≤ n para todo n∈ A.

2.2 CONJUNTOS FINITOS

Indicaremos pelo sı́mbolo In o conjunto{1, · · · ,n} dos ńumeros naturais desde 1 até n.

Notaç̃ao: In = {p∈ IN,1≤ p≤ n}

Definição 2.1. Um conjunto X diz-se finito quandóe vazio (X= /0) ou quando existe, para

algum n∈ IN, uma bijeç̃ao ϕ : In → X . Escrevendo x1 = ϕ(1), x2 = ϕ(2), · · · , xn =

ϕ(n) temos ent̃ao X= {x1,x2, · · · ,xn}.

Observaç̃ao 2.1. • A bijeç̃ao ϕ chama-se uma contagem dos elementos de X e o número

n chama-se o ńumero de elementos, ou número cardinal do conjunto finito X. Notação:

Card X= n.

• Se X= /0, diz que o ńumero de elementos de X́e zero, ou seja, Card X= 0;

• Cada conjunto In é finito e possui n elementos, ou seja, Card In = n;

• Se f : X → Y é uma bijeç̃ao, um desses conjuntosé finito se, e somente se, o outro

é.

Lema 2.1. Se f : X → Y é uma bijeç̃ao e a∈ X, b∈ Y. Ent̃ao existe uma bijeç̃ao

g : X → Y tal que g(a) = b.

Teorema 2.2.Se Aé um subconjunto próprio de In (A ⊂ In e A 6= In). Ent̃ao ñao existe uma

bijeção f : A → In.

Corolário 2.1. Se existem bijeç̃oes f : In → X e g : Im → X ent̃ao m= n.

Corolário 2.2. Seja X um conjunto finito. Uma aplicação f : X → X é injetiva se, e

somente se,́e sobrejetiva.

Corolário 2.3. Se Yé subconjunto pŕoprio de X (Y⊂ X e Y 6= X) e X é finito ent̃ao ñao pode

existir uma bijeç̃ao f : X → Y .

Teorema 2.3.Todo subconjunto de um conjunto finitoé finito.

Corolário 2.4. Dada f : X → Y

1. Se fé injetiva e Yé finito ent̃ao X é finito.
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2. Se fé sobrejetiva e X́e finito ent̃ao Y é finito.

Definição 2.2.Um subconjunto X⊂ IN diz-se limitado quando existe p∈ IN tal que x≤ p para

todo x∈ X.

Corolário 2.5. Um subconjunto X⊂ IN é finito se, e somente se,é limitado.

2.3 CONJUNTOS INFINITOS

Definição 2.3.X é um conjunto infinito quando X não é finito (X 6= /0 e ñao existe, seja qual for

n∈ IN, bijeção f : In → X )

Teorema 2.4.Se Xé infinito, ent̃ao existe uma aplicaç̃ao injetiva f : IN → X

Corolário 2.6. Um conjunto Xé infinito se, e somente se, existe uma bijeção ϕ : X → Y

sobre um subconjunto próprio Y⊂ X.

2.4 CONJUNTOS ENUMEŔAVEIS

Definição 2.4.Um conjunto Xé enumeŕavel quandóe finito ou existe uma bijeção f : IN → X.

Observaç̃ao 2.2. • f : IN → X chama-se uma enumeração dos elementos de X.

Escrevendo f(1)= x1, f (2)= x2, · · · , f (xn)= xn, · · · tem-se ent̃ao X= {x1,x2, · · · ,xn, · · ·}.

• Se Xé um conjunto infinito então existe umaf : IN → X injetiva onde f(IN)⊂X.

Logo f : IN → f (IN) ⊂ X é uma bijeç̃ao, e portanto todo conjunto infinito possui

um subconjunto infinito enumerável.

Teorema 2.5.Todo subconjunto X⊂ IN é eunumeŕavel.

Corolário 2.7. Seja f : X → Y injetiva. Se Yé enumeŕavel ent̃ao X tamb́emé. Em

particular, todo subconjunto de um conjunto enumerávelé enumeŕavel.

Corolário 2.8. Seja f : X → Y sobrejetiva. Se X́e enumeŕavel ent̃ao Y tamb́emé.

Corolário 2.9. O produto cartesiano de dois conjuntos enumeráveisé um conjunto enumerável.

Corolário 2.10. A reunĩao de uma faḿılia enumeŕavel de conjuntos enumeráveisé enumeŕavel.
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2.5 EXERĆICIOS

2.5.1 Seç̃ao 1: Ńumeros Naturais

1. Usando induç̃ao, prove:

(a) 1+2+ . . .+n =
n(n+1)

2
;

Resoluç̃ao: Para demonstrar a identidade

1+2+ . . .+n =
n(n+1)

2

Usaremos o Princı́pio de Induç̃ao, consideremos a proposição

P(n) : 1+2+ . . .+n =
n(n+1)

2
, ∀n≥ 1.

Paran = 1, temos

1 =
1(1+1)

2
,

o que prova que,P(1) é verdadeira.

Suponhamos por hipótese queP(n) seja v́alida, paran = k, ou seja,

P(k) : 1+2+ . . .+k =
k(k+1)

2
(1)

é verdadeira.

Vamos mostrar queP(n) é verdadeira paran = k+1, assim tem-se:

P(k+1) : 1+2+ . . .+k+k+1 =
k+1[(k+1)+1]

2

Adicionando(k+1) em ambos os membros da identidade (1) temos

1+2+ . . .+k+k+1 =
k(k+1)

2
+(k+1)

=
(k+1)(k+2)

2

=
(k+1)[(k+1)+1]

2

o que mostra, queP(k+ 1) é verdadeira. Segue pelo Princı́pio de Induç̃ao queP(n) é

válida∀n≥ 1.

(b) 1+3+5+ . . .+2n−1 = n2.
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Resoluç̃ao: Consideremos a proposição

P(n) : 1+3+5+ . . .+2n−1 = n2

Usaremos o Princı́pio de Induç̃ao para demonstrar queP(n) é verdadeira∀n≥ 1.

Paran = 1, temos
{

2· (1) −1 = 1

12 = 1

o que prova queP(1) é verdadeira.

Suponhamos por hipóteseP(n) seja verdadeira paran = k, ou seja,

P(k) : 1+3+5+ . . .+2k−1 = k2 (2)

Vamos mostrar queP(n) é verdadeira paran = k+1

P(k+1) : 1+3+5+ . . .+2k−1+2(k+1)−1 = (k+1)2

Adicionando 2(k+1)−1 em (2) temos

1+3+ . . .+2k−1+2(k+1)−1 = k2 +2(k+1)−1

= k2 +2k+2−1

= k2 +2k+1

= (k+1)2

o que mostra queP(k+ 1) é verdadeira. Segue pelo Princı́pio de Induç̃ao queP(n) é

verdadeira, para todon≥ 1.

2. Dadosm, n∈ IN comn> m, prove que oun é múltiplo demou existemq, r ∈ IN tais que

n = mq+ r e r < m. Prove queq e r sãoúnicos com esta propriedade.

3. SejaX ⊂ IN um subconjunto ñao vazio tal quem,n∈ X ⇔m,m+n∈X. Prove que existe

k∈ IN tal queX é o conjunto dos ḿultiplos dek.

Resoluç̃ao: ComoX ∈ IN e X 6= /0, pelo pŕıncipio da boa ordenação temos queX possui

um menor elemento. Sejax∈ X tal quek≤ x, ∀x∈ X.

Sabemos que dadosx,k∈ X ⊂ IN comx > k, temos duas situações:

• x é múltiplo dek.

• x nãoé múltiplo dek.



15

Sex nãoé múltiplo dek temos que existemq, r ∈ IN tal que:

x = qk+ r, com 0< r < k

Comox∈ X ex = qk+ r,temos que

qk+ r ∈ X

o que implica por hiṕotese queqk, r ∈ X. Comor < k absurdo, poisk é o menor elemento

deX.

Portanto, todox∈ X é múltiplo dek.

4. Dadon∈ IN, prove que ñao existex∈ IN tal quen < x < n+1.

5. Prove o prinćıpio de induç̃ao como uma consequência do prinćıpio da boa ordenação.

Resoluç̃ao: SejaX ⊂ IN com a seguinte propriedadeX = {1∈ X e sen∈ X ent̃aon+1∈ X}.

Queremos provar queX = IN.

Suponhamos que IN6= X, logo IN−X 6= /0. SejaY = IN−X 6= /0, dáı Y ⊂ IN eY 6= /0. Pelo

Prinćıpio da boa ordenação∃k∈Y tal quek≤ y, ∀y∈Y.

Como 1∈ X, temos que

k = p+1

Com p < k. Logo p∈ X, poisk é o menor elemento deY. Comop+1 = k ek /∈ X ent̃ao

p+1 /∈ X. Absurdo! Pois sep∈ X temos quep+1∈ X.

PortantoX = IN.

2.5.2 Seç̃ao 2: Conjuntos Finitos

1. Indicando comcard X o número de elementos do conjunto finitoX, prove.

(a) SeX é finito eY ⊂ X ent̃aocard Y≤ card X.

(b) SeX eY são finitos ent̃aoX∪Y é finito e

card (X∪Y) = card X+card Y−card (X∩Y).
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(c) SeX eY são finitos ent̃aoX∪Y é finito e

card (X∪Y) = card X+card Y−card (X∩Y).

2. SejaP(X) o conjunto cujos elementos são os subconjuntos deX. Prove por induç̃ao que

seX é finito ent̃aocard P(X) = 2card X.

Resoluç̃ao: Temos que provar que dado um conjuntoX finito acard P(X) = 2card X

Há duas possibilidades a serem analisadas:

(a) X = /0

SeX = /0, ent̃aoP(X) = { /0}, card X= 0 ecard P(X) = 1. Logo,

card P(X) = 1 = 20 = 2card X.

Portantocard P(X) = 2card X.

(b) X 6= /0

SejaX 6= /0 e finito. Vamos provar por indução quecard P(X) = 2card X.

ConsideremosX = {x}, ent̃aoP(X) = { /0,{x}}, card X= 1 ecard P(X) = 2. Segue,

card P(X) = 2 = 21 = 2card X.

Portantóe válido paracard X= 1, ou seja, para n=1.

Suponhamos por hipótese de induç̃ao que se dadoX = {x1,x2, . . . ,xn}, ondecard X = n

ent̃aocard P(X) = 2n = 2card X. Vamos mostrar que dadoY = X∪{a}, a /∈ X onde

card Y = card (X∪{a})

= card X+card {a}

= n+1

ent̃ao

card P(Y) = 2n+1 = 2card Y.
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Logo,

card P(Y) = card P(X∪{a})
= card [P(X)∪{Z∪{a} ,Z ∈ P(X)}]
= card P(X)+card {Z∪{a} ,Z ∈ P(X)}−

card P(X)∩{Z∪{a} ,Z ∈ P(X)}
= card P(X)+card P(X)

= 2n +2n

= 2·2n

= 2n+1

Portanto cardP(Y) = 2card Y. Conclúımos ent̃ao que cardP(X) = 2card X, ∀X finito.

3. SejaF (X;Y) o conjunto das funç̃oes f : X →Y. Secard X= m ecard Y= n, prove que

card F (X;Y) = nm.

4. Prove que todo conjunto finito não-vazioX de ńumeros naturais contém um elemento

máximo (istoé, existex0 ∈ S tal quex≤ x0 , ∀x∈ X).

Resoluç̃ao: DadoX ⊂ IN ondeX 6= /0 eX é finito comcard X= p. Segue queX é limitado

ou seja, qualquerxi ∈X, comi = 1, · · · , p, temos que existexp∈ IN tal quexp≥ xi ∀xi ∈X.

Sabendo queX é finito eX 6= /0, podemos considerar a bijeção:

f : Ip −→ X

onde f (1) = x1, f (2) = x2, · · · f (p) = xp, comx1 < x2 < · · · < xp.

Isto mostra quexp ∈ X sendoxp o elemento ḿaximo deX.

2.5.3 Seç̃ao 3: Conjuntos Infinitos

1. Dadaf : X →Y, prove:

(a) SeX é infinito e f é injetiva ent̃aoY é infinito.

(b) SeY é infinito e f é sobrejetiva, entãoX é infinito.

2. SejamX um conjunto finito eY um conjunto infinito. Prove que existe uma função

injetiva f : X →Y.
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Resoluç̃ao: Vamos provar que existe umaf : X → Y injetiva. ComoX é finito eX 6= /0

(seX = /0 nada temos que provar) consideremosϕ : In → X. Sua inversa,ϕ−1 : X → In é

tamb́em uma bijeç̃ao.

Como por hiṕoteseY é um conjunto infinito existeψ : IN → Y injetiva. Isto nos d́a

condiç̃oes de definir uma função injetiva f = ψ ◦ϕ−1 : X →Y, conforme diagrama,

visto que, a composta de funções injetivaśe injetiva. Portanto, f : X → Y é inje-

tiva.

3. Prove que o conjuntoP dos ńumeros primośe infinito.

4. Dê exemplo de uma sequencia decrescenteX1 ⊃ X2 ⊃ ...⊃ Xn ⊃ ... de conjuntos infinitos

cuja intersecç̃ao
⋂∞

n=1 Xn seja vazia.

Resoluç̃ao: SejaIn = {p∈ IN, p≤ n}. Considere o conjunto

Xn = IN− In = {p∈ IN; p > n} ,

desta maneira, temos:
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• X1 = IN − I1 = IN −{1} = {2,3,4,5, ...}

• X2 = IN − I2 = IN −{1,2} = {3,4,5,6, ...}
...

• Xn = IN − In = IN −{1,2, ...,n} = {n+1,n+2, ...}

Segue queX1 ⊃ X2 ⊃ X3 ⊃ ·· · ⊃ Xn ⊃ ·· · e
∞⋂

n=1
Xn = /0, pois dizern0 ∈ IN e ainda dizer

quen0 ∈
∞⋂

n=1
Xn significa dizer quen0 é maior que todos os números naturais, o quée um

absurdo pois o conjunto dos números naturaiśe infinito.

2.5.4 Seç̃ao 4: Conjuntos Enumeráveis

1. Defina f : IN × IN → IN pondo f (1,n) = 2n−1 e f (m+1,n) = 2m(2n−1). Prove quef

é uma bijeç̃ao.

2. Prove que existeg: IN → IN sobrejetiva tal queg−1(n) é infinito, para cadan∈ N.

Resoluç̃ao: Sabemos que IŃe um conjunto infinito e enumerável. Como o produto

cartesiano de dois conjuntos enumeráveisé enumeŕavel, temos que IN× IN é enumeŕavel.

Logo existe uma bijeç̃ao ϕ : IN → IN × IN definida porϕ(n) = (m,n). Considereπ :

IN × IN → IN definida porπ(m,n) = n, uma bijeç̃ao. Logo,g = π ◦ϕ é uma bijeç̃ao.

Comog : IN → IN sendog(n) = n é uma bijeç̃ao, temos que a imagem inversa deg, ou

seja,g−1(n) é infinito.

3. Exprima IN= IN1∪ IN2∪ ...∪ INn∪ ... como unĩao infinita de subconjuntos infinitos, dois

a dois disjuntos.
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4. Para cadan∈ IN, sejaPn = {X ⊂ IN; cardX = n }. Prove quePn é enumeŕavel. Conclua que

o conjuntoP f dos subconjuntos finitos de IŃe enumeŕavel.

Resoluç̃ao: DadoPn = {X ⊂ IN, cardX = n}, definimos:

f : Pn → INn

X 7→ f (X) = (m1,m2, · · · ,mn)
,

ondeX = {m1 < m2 < · · · < mn}. Como INn é enumeŕavel poisé um produto cartesiano finito de

conjuntos enumeráveis. Temos quePn é enumeŕavel, visto quef é injetiva. ComoP f é o conjunto

de todos os subconjuntos finitos de IN temos queP f = ∩∞
n=1Pn é enumeŕavel, poisé reunĩao de

uma faḿılia enumeŕavel de subconjuntos enumeráveis (X ⊂ IN é enumeŕavel).

5. Prove que o conjunto℘(N) de todos os subconjuntos deN nãoé enumeŕavel.
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3 NÚMEROS REAIS

3.1 IRÉ UM CORPO

Isto significa que estão definidas em IR duas operações(IR,+, ·) chamadas adição e multiplicaç̃ao,

que cumprem certas condições

+ : IR× IR −→ IR

(x,y) 7−→ x+y

e
· : IR× IR −→ IR

(x,y) 7−→ x ·y
que satisfazem os axiomas:

1. Associatividade: para quaisquerx,y,z∈ IR tem-se

x+(y+z) = (x+y)+z

x.(y.z) = (x.y).z

2. Comutatividade: para quaisquerx,y∈ IR tem-se

x+y = y+x

x.y = y.x

3. Exist̂encia do elemento neutro: para qualquerx∈ IR,

∃0∈ IR ; x+0 = x

∃1∈ IR ; x.1 = x

4. Exist̂encia do elemento inverso:

Dadox∈ IR; ∃ (−x) ∈ IR tal quex+(−x) = 0

Dadox∈ IR; x 6= 0,∃ x−1 ∈ IR tal quex.x−1 = 1
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5. Distributividade: parax,y,z∈ IR quaisquer, tem-sex · (y+z) = x ·y+x ·z

Dos axiomas acima resultam todas as regras de manipulação com os ńumeros reais. A tı́tulo

de exemplo, estabeleceremos algumas delas.

a) da Comutatividade

(i) 0+x = x.

(ii) (−x)+(x) = 0.

(iii) 1.x = x.

(iv) x−1.x = 1.

b) da Distributividade

(i) x.0 = 0,∀ x∈ IR.

(ii) x.y = 0 =⇒ x = 0 ouy = 0.

(iii) Regra de sinais

(a) x.(−y) = (−x).y = −(xy);

(b) (−x)(−y) = xy.

(iv) x2 = y2 =⇒ x = ±y.

3.2 IRÉ UM CORPO ORDENADO

Isto significa que existe um subconjunto IR+ ⊂ IR, chamado o conjunto dos números reais

positivos, que cumpre as seguintes condições:

(P1) Sejax,y∈ IR+ ent̃aox+y∈ IR+ ex ·y∈ IR+

(P2) Dadox∈ IR tem-se uma das três alternativas:

x∈ IR+ ou (−x) ∈ IR+ ou x = 0.

Se indicarmos com IR− o conjunto dos ńumeros(−x) ondex ∈ IR+, a condiç̃ao P2 diz

que IR= IR+ ∪ IR− ∪{0} e os conjuntos, IR+, IR− e {0} são dois a dois disjuntos. Os

númerosy∈ IR− chama-se negativos.

Proposiç̃ao 3.1.∀ x 6= 0 tem-se x2 ∈ IR+.
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Definição 3.1. Diz-se que x́e menor do que y e escreve-se x< y quando y− x ∈ IR+, isto é,

y = x+ z onde z∈ IR+. Neste caso, escreve-se também y> x e diz-se que ýe maior do que x.

Em particular,

• x > 0 significa x∈ IR+, isto é, xé positivo;

• x < 0 significa que−x∈ IR+, ou seja, x́e negativo.

A relaç̃ao de ordemx < y em IR satisfaz as seguintes propriedades:

1. Transitividade: sex < y ey < z ent̃aox < z.

2. Tricotomia: Dadosx,y∈ IR tem-se uma das três alternativas.

x = y, x < y ou y < x.

3. Monotonicidade da adição: sex < y ent̃aox+z< y+z, ∀z∈ IR.

4. Monotonicidade da multiplicação: sex < y ent̃ao

{

z> 0 ⇒ x ·z< y·z
z< 0 ⇒ x ·z> y·z

Mais geralmente,∀ x,y,x′,y′ ∈ IR

(i) x < y ex′ < y′ =⇒ x+x′ < y+y′

(ii) 0 < x < y e 0< x′ < y′ =⇒ x.x′ < y.y′

(iii) 0 < x < y =⇒ y−1 < x−1

Como 1∈ IR é positivo, segue que

1 < 1+1+1+1 < · · ·

podemos então considerar IN⊂ IR. Segue que ZZ⊂ IR pois 0∈ IR e n∈ IR ⇒−n∈ IR. Além

disso, sem,n∈ ZZ comn 6= 0 ent̃ao

m
n

= m.n−1 ∈ IR

o que nos permite concluir que IQ⊂ IR. Assim

IN ⊂ ZZ ⊂ IQ ⊂ IR
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Proposiç̃ao 3.2. (Desigualdade de Bernoulli) Para todo número real x≥ −1 e todo n∈ IN,

tem-se

(1+x)n ≥ 1+nx (1)

Definição 3.2. (Módulo) Dado x∈ IR, definimos o ḿodulo de x por

|x| =







x se x> 0

0 se x= 0

−x se x< 0

ou ainda

|x| = max{−x,x}

é o maior dos ńumeros reais x e−x.

Observaç̃ao 3.1. 1. −|x| ≤ x≤ |x|, ∀ x∈ IR.

2. |x| é oúnico ńumero ñao negativo cujo quadradóe x2, ou seja,|x|2 = x2.

Proposiç̃ao 3.3.Se x,y∈ IR ent̃ao

(i) |x+y| ≤ |x|+ |y|

(ii) |x.y| = |x|.|y|

Teorema 3.1.Sejam x,a∈ IR. As seguintes afirmações s̃ao equivalentes.

(i) −a≤ x≤ a

(ii) x≤ a e−x≤ a

(iii) |x| ≤ a

Corolário 3.1. Dados a,x,b∈ IR, tem-se|x−a| ≤ b se, e somente se, a−b≤ x≤ a+b.

Usaremos as seguintes notações para representar tipos especiais de conjuntos de números

reais, chamados intervalos:

• Intervalos limitados com extremosa,b.

fechado: [a,b] = {x∈ IR;a≤ x≤ b}

aberto: (a,b) = {x∈ IR;a < x < b}

fechadoà esquerda: [a,b) = {x∈ IR;a≤ x < b}
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fechadoà direita: (a,b] = {x∈ IR;a < x≤ b}

• Intervalos ilimitados

Semi-reta esquerda fechada de origemb: (−∞,b] = {x∈ IR;x≤ b}

Semi-reta esquerda aberta de origemb: (−∞,b) = {x∈ IR;x < b}

Semi-reta direita fechada de origema: [a,+∞) = {x∈ IR;x≥ a}

Semi-reta direita aberta de origema: (a,+∞) = {x∈ IR;x > a}

Reta: (−∞,+∞) = IR

Teorema 3.2.Num corpo ordenado K, as seguintes afirmações s̃ao equivalentes:

(i) IN ⊂ K é ilimitado superiormente.

(ii) dados a,b∈ K, com a> 0, existe n∈ IN tal que n·a > b.

(iii) dado qualquer a> 0 em K, existe n∈ IN tal que0 <
1
n

< a.

Definição 3.3. Um corpo ordenado K chama-se arquimediano quando neleé v́alida qualquer

das tr̂es condiç̃oes equivalentes citadas no teoerema 3.2.

Observaç̃ao 3.2.O corpoIQ dos ńumeros racionaiśe arquimediano.

3.3 IRÉ UM CORPO ORDENADO COMPLETO

Nada do que foi dito até agora permite distinguir IR de IQ pois os números racionais também

constituem um corpo ordenado. Acabaremos agora nossa caracterizaç̃ao de IR, descrevendo-o

como um corpo ordenado completo, propriedade que IQ não tem.

Definição 3.4. Seja X⊂ IR. Dizemos que X́e limitado superiormente quando existe k∈ IR tal

que

x≤ k, ∀ x∈ X

e todo k com esta proriedadeé denominado umacota superior deX.

Definição 3.5. Seja X⊂ IR limitado superiormente e não vazio. Dizemos que b́e supremo de

X. Se b́e a menor das cotas superiores

b = supX
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Equivalentemente,b é supremo deX se, e somente se:

(i) x≤ b, ∀ x∈ X

(ii) Sec é uma cota superior deX, ent̃aob≤ c.

(iii) ∀ ε > 0, existex∈ X tal queb− ε < x.

Definição 3.6. Seja X⊂ IR dizemos que X́e limitado inferiormente quando existe m∈ IR tal

que

m≤ x,∀ x∈ X

e todo m com esta propriedadeé denominado umacota inferior de X

Definição 3.7.Seja X⊂ IR limitado inferiormente e ñao vazio. Dizemos que áe o ı́nfimo deX

se aé a maior das cotas inferiores

a = inf X

Equivalentemente,a é oı́nfimo deX se, e somente se:

(i) a≤ x, ∀ x∈ X

(ii) Sec é uma cota inferior deX ent̃aoc≤ a.

(iii) ∀ ε > 0, existex∈ X tal quex < a+ ε.

Definição 3.8. Um ńumero b∈ X é o maior elemento (elemento ḿaximo) do conjunto X

quando

b≥ x ∀ x∈ X

Isto quer dizer que b= supX que pertence a X.

Exemplo:

• b é o elemento ḿaximo do[a,b]

• o [a,b) não possui elemento ḿaximo masb = sup[a,b)

Definição 3.9. Um ńumero a∈ X é o menor elemento (elemento ḿınimo) do conjunto X

quando
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a≤ x ∀ x∈ X

Isto quer dizer que a= inf X que pertence a X.

Exemplo:

• a é o elemento ḿınimo do[a,b]

• o (a,b] não possui elemento ḿınimo masa = inf (a,b]

Definição 3.10.Se Xé limitado superiormente e inferiormente, diz-se que Xé um conjunto

limitado. Isto significa que X esta contido em algum intervalo limitado [a,b] ou que existe

k > 0 tal que se x∈ X ent̃ao |x| ≤ k.

Exemplo 3.1.Seja

Y =

{
1
2n ;n∈ IN

}

⊂ IQ

ent̃ao infY = 0 esupY =
1
2

.

A insuficiência mais grave dos ńumeros racionais, para efeitos da análise mateḿatica, é

o fato de alguns conjuntos limitados de números racionais ñao possuem supremo (ouı́nfimo).

Este fato est́a ligadoà inexist̂encia de ráızes quadradas racionais de certos números inteiros,

masé uma dificuldade que vai muito além dessa falta.

Pitágoras e seus discı́pulos descobriram o seguinte,

Lema 3.1. Não existe um ńumero racional cujo quadrado seja igual a 2.

Proposiç̃ao 3.4.Sejam

X = {x∈ IQ;x≥ 0 e x2 < 2} ⊂ IQ

e

Y = {y∈ IQ;y > 0 e y2 > 2} ⊂ IQ

ent̃ao ñao existemsupX neminfY emIQ.

Observaç̃ao 3.3.Com base na proposição (3.4), observamos que se existir um corpo ordenado

no qual todo conjunto ñao-vazio, limitado superiormente, possua supremo, existirá, nesse dito

corpo, um elemento a> 0 cujo quadradóe 2. Com efeito, tal corpo, sendo ordenado contém

IQ, logo cont́em o conjunto X e nele existirá a= supX, cujo quadrado, ñao podendo ser menor

nem maior do que2, deveŕa ser igual a2. Escreve-se a=
√

2.
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Definição 3.11(Corpo Ordenado Completo). Um corpo ordenado K chama-se completo quando

todo subconjunto ñao vazio, limitado superiormente, X⊂ K, possui supremo em K.

Resulta da definiç̃ao que, num corpo ordenado completo, todo conjunto não-vazio, limitado

inferiormente,Y ⊂ K, possui uḿınfimo.

Adotaremos, a partir de agora, o axioma fundamental da Análise Mateḿatica.

Axioma 3.1 (Axioma Fundamental da Análise Mateḿatica). Existe um corpo ordenado com-

pleto,IR, chamado o corpo dos números reais.

Como foi observado, existe em IR um número positivoa tal quea2 = 2. Este ńumeroé

representado pelo sı́mbolo
√

2 o qual ñaoé ńumero racional.

Aos elementos do conjunto IR− IQ, isto é, aos ńumeros que ñao s̃ao racionais, chamaremos

de ńumeros irracionais. Assim
√

2 é um ńumero irracional.

Proposiç̃ao 3.5.Dados m,n∈ IN, se n
√

m 6∈ IN ent̃ao n
√

m∈ (IR− IQ).

Mostraremos agora que os números irracionais se acham espalhados por toda parte entreos

números reais e que há mais ńumeros irracionais do que racionais. Para explicar precisamente

o que significa “espalhados por toda parte”, começaremos com uma definiç̃ao.

Definição 3.12(Denso). Um conjunto X⊂ IR chama-se denso emIR quando todo intervalo

aberto (a,b) cont́em algum ponto de X. Em outras palavras, diremos que o conjunto X de

números reaiśe denso emIR quando, dados arbitrariamente a< b emIR, for posśıvel encontrar

x∈ X tal que a< x < b.

Teorema 3.3.O conjuntoIQ dos ńumeros racionais e o conjuntoIR− IQ dos ńumeros irracionais

são ambos densos emIR.

Teorema 3.4(Intervalos Encaixados). Seja I1 ⊃ I2 ⊃ ·· · ⊃ In ⊃ ·· · uma seqûencia decrescente

de intervalos limitados e fechados In = [an,bn] ent̃ao∩+∞
n=1In não é vazia.

Teorema 3.5.O conjunto dos ńumeros reais ñao é enumeŕavel.

Corolário 3.2. Todo intervalo ñao-degenerado de números reaiśe ñao-enumeŕavel.

Corolário 3.3. O conjunto dos ńumeros irracionais ñao é enumeŕavel.
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3.4 EXERĆICIOS

3.4.1 Seç̃ao 1: IRé um corpo

1. Prove as seguintes unicidades:

(a) Sex+θ = x para algumx∈ IR ent̃aoθ = 0;

(b) Sex ·u = x para todox∈ IR ent̃aou = 1;

(c) Sex+y = 0 ent̃aoy = −x;

(d) Sex.y = 1 ent̃aoy = x−1.

2. Dadosa,b,c,d ∈ IR, seb 6= 0 ed 6= 0 prove que
a
b

+
c
d

=
(ad+bc)

bd
e
(a

b

)( c
d

)

=
ac
bd

Resoluç̃ao:

(i)
a
b

+
c
d

=
(ad+bc)

bd
.

Comoa = a temos
a·d = a·d

⇒ a·d+b·c = a·d+b·c,

Sendob 6= 0 ed 6= 0 números reais segue que existem inversos multiplicativosb−1,d−1 ∈
IR tais queb·b−1 = 1 ed ·d−1 = 1, pois IRé um corpo. Vamos provar que:

⇒ a(b·b−1)d+b(d ·d−1)c = a·d+b·c
⇒ a·d+b·c = a·d+b·c
⇒ (a·b−1 +c·d−1)(bd) = (a·d+b·c)(bd−1)(bd)

⇒ a·b−1 +c·d−1 = (a·d+b·c)(bd)−1

⇒ a
b

+
c
d

=
(ad+bc)

bd
.

(ii)
(a

b

)( c
d

)

=
ac
bd

Visto quea = a, segue que:

a·c = a·d
⇒ a(b−1b)c = a·c
⇒ ab−1 ·bc = a·c
⇒ ab−1 ·cb = a·c
⇒ ab−1 ·c(d−1d)b = a·c
⇒ (ab−1) · (cd−1)(db)(bd)−1 = a·c(bd)−1

⇒ ab−1 ·cd−1 = a·c(bd)−1

⇒
(a

b

)( c
d

)

=
ac
bd

.



30

3. Sea 6= 0 eb 6= 0 em IR, prove que(a·b)−1 = a−1 ·b−1 e conclua que
(a

b

)−1
=

b
a

.

4. Prove que
(1−xn+1)

(1−x)
= 1+x+ . . .+xn para todox 6= 1.

Resoluç̃ao: Seja

P(n) :
(1−xn+1)

(1−x)
= 1+x+ . . .+xn

Vamos mostrar pelo Princı́pio de Induç̃ao queP(n) é verdadeira,∀n≥ 1.

Sen = 1, temos do primeiro membro deP(n) que

1−x1+1

1−x
=

1−x2

1−x
=

(1−x)(1+x)
(1−x)

= 1+x,

e do segundo membro que

1+x1 = 1+x

PortantoP(1) é verdadeira. Suponhamos por hipótese queP(n) seja v́alida paran= k, ou

seja

P(k) :
(1−xk+1)

(1−x)
= 1+x+ . . .+xn

é verdadeira. Vamos provar que

P(k+1) :
(1−x(k+1)+1)

(1−x)
= 1+x+ . . .+xk +xk+1

é válida. Adicionandoxk+1 a ambos os membros deP(k), obtemos:

(1−x(k+1))
(1−x)

+xk+1 = 1+x+ . . .+xk +xk+1

(1−xk+1)+(1−x)xk+1

1−x = 1+x+ . . .+xk +xk+1

(1−x(k+1)+1)
1−x = 1+x+ . . .+xk +xk+1

logoP(k+1) é verdadeira. Portanto pelo PIP(n) é verdadeira para todon≥ 1.

3.4.2 Seç̃ao 2: IRé um Corpo Ordenado

1. Para quaisquerx,y,z∈ IR, prove que|x−z| ≤ |x−y|+ |y−z|.

2. Prove que||x|− |y|| ≤ |x−y| para quaisquerx,y∈ IR.

Resoluç̃ao: Vamos mostrar que||x|− |y|| ≤ |x−y| ∀x,y∈ IR, queé equivalente a

−|x−y| ≤ |x|− |y| ≤ |x−y|.
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Temos

|x| = |x−y+y|
|x| ≤ |x−y|+ |y|

|x|− |y| ≤ |x−y|
(2)

e

|y| = |y−x+x|
|y| ≤ |− (y+x)|+ |x|

|y|− |x| ≤ |−y+x|
|x|− |y| ≥ −|x−y|
−|x−y| ≤ |x|− |y|

(3)

De (2) e (3), obtemos:

−|x−y| ≤ |x|− |y| ≤ |x−y|.

Portanto,

||x|− |y|| ≤ |x−y|.

3. Dadosx,y∈ IR, sex2 +y2 = 0 prove quex = y = 0.

4. Prove por induç̃ao que(1+x)n ≥ 1+nx+

[
n(n−1)

2

]

x2 sex≥ 0

Resoluç̃ao: Considere a proposição

P(n) : (1+x)n ≥ 1+nx+

[
n(n−1)

2

]

x2.

Vamos provar pelo Princı́pio de Induç̃ao queP(n) é verdadeira∀n≥ 1, ondex≥ 0.

Paran = 1, temos que

P(1) : (1+x)1 ≥ 1+x+

[
1(1−1)

2

]

x2 = 1+x+0.

é verdadeira.

Suponhamos queP(n) é verdadeira paran = k,

P(k) : (1+x)k ≥ 1+kx+

[
k(k−1)

2

]

x2.
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Vamos mostrar que

P(k+1) : (1+x)k+1 ≥ 1+(k+1)x+

[
(k+1) [(k+1)−1)]

2

]

x2.

Multiplicando(1+x) a ambos os membros deP(k) temos:

(1+x)k(1+x) ≥
[

1+kx+

[
k(k−1)

2

]

x2

]

(1+x)

=

[

1+kx+

[
k(k−1)

2

]

x2

]

(1+x)

= (1+x)+kx(1+x)+

[
k(k−1)

2

]

x2

[
k(k−1)

2

]

x3

≥ (1+x)+kx+kx2 +
k(k−1)

2
x2

= 1+(1+k)x+kx2 +
k(k−1)

2
x2

= 1+(1+k)x+
2kx2 +k(k−1)x2

2

= 1+(1+k)x+
k(2+k−1)x2

2

= 1+(1+k)x+
k(k+1)x2

2

≥ 1+(1+k)x+
(k+1) [(k+1)−1]x2

2

Segue que

(1+x)k+1 ≥ 1+(k+1)x+

[
(k+1) [(k+1)−1)]

2

]

x2

PortantoP(k+1) é verdadeira∀x > 0. Conclúımos pelo Prinćıpio de Induç̃ao queP(n) é

verdadeira para∀n.

5. Para todox 6= 0 em IR, prove que(1+x)2n > 1+2nx, ∀ n≥ 1.

6. Prove que|a−b| < ε ⇒ |a| < |b|+ ε.

Resoluç̃ao: Como estamos tratando de elementos arbitrários de um corpo ordenado IR

vale seguinte relação:

||a|− |b|| < |a−b| e |a|− |b| < ||a|− |b||

Segue das desigualdades acima

|a|− |b| < ||a|− |b|| < |a−b|
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ou ainda,

|a|− |b| < |a−b| < ε,

logo

|a|− |b| < ε.

Portanto,|a| < |b|+ ε.

7. Use o fato de que trin̂omio do segundo grauf (λ ) =
n

∑
i=1

(xi +λyi)
2 é≥ 0 para todoλ ∈ IR

para provar a desigualdade de Cauchy-Schwarz

(
n

∑
i=1

xiyi

)2

≤
(

n

∑
i=1

x2
i

)(
n

∑
i=1

y2
i

)

.

Prove ainda que vale a igualdade se, e somente se, existeλ tal quexi = λyi para todo

i = 1, · · · ,n, ouy1 = · · · = yn = 0.

8. Se
a1

b1
, . . . ,

an

bn
pertencem a um intervalo(α,β ) e b1, . . . ,bn são positivos, prove que

(a1 + . . .+an)

(b1 + . . .+bn)
pertence a(α,β ). Nas mesmas condições, set1, . . . , tn ∈ IR+ prove que

(t1a1 + . . .+ tnan)

(t1b1 + . . .+ tnbn)
tamb́em pertence ao intervalo(α,β ).

Resoluç̃ao: Sejam
ai

bi
∈ (α,β ),∀bi tal quei = 1,2, · · · ,n, ou seja,

α <
ai

bi
< β

Multiplicando a desigualdade porbi , temos

biα < ai < βbi

∀i, i = 1, · · · ,n ou seja,

b1α < a1 < βb1

b2α < a2 < βb2
...

bnα < an < βbn

(4)

Somando as desigualdades acima, obtemos

n

∑
i=1

biα <
n

∑
i=1

ai <
n

∑
i=1

biβ
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ou ainda

α
n

∑
i=1

bi <
n

∑
i=1

ai < β
n

∑
i=1

bi

dividindo por
n
∑

i=1
bi

α <

n

∑
i=1

ai

n

∑
i=1

bi

< β ,

Conclúımos que

α <
a1 +a2 + . . .+an

b1 +b2 + . . .+bn
< β

Nas mesmas condições queremos provar queα <
t1a1 + t2a2 + . . .+ tnan

t1b1 + t2b2 + . . .+ tnbn
< β ∈ (α,β )

comti ∈ IR+

Multiplicando (4) porti ∈ IR+, i = 1,2, · · · ,n, respectivamente obtemos:

(αb1)t1 < a1t1 < (βb1)t1

(αb2)t2 < a2t2 < (βb2)t2
...

(αbn)tn < antn < (βbn)tn

Somando as desigualdades acima, temos

n

∑
i=1

α(biti) <
n

∑
i=1

aiti <
n

∑
i=1

β (biti)

ou melhor

α
n

∑
i=1

(biti) <
n

∑
i=1

aiti < β
n

∑
i=1

(biti)

dividindo por∑n
i=1(biti) obtemos

α <
∑n

i=1aiti
∑n

i=1biti
< β

equivalente a

α <
a1t1 +a2t2 + . . .+antn
b1t1 +b2t2 + . . .+bntn

< β
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Concluimos que

t1a1 + t2a2 + . . .+ tnan

t1b1 + t2b2 + . . .+ tnbn
∈ (α,β ),

∀ti ∈ IR+.

3.4.3 Seç̃ao 3: IRé um Corpo Ordenado Completo

1. Diz-se que uma função f : X → IR é limitada superiormentequando sua imagemf (X) =

{ f (x);x∈ X} é um conjunto limitado superiormente. Então p̃oe-se supf = sup{ f (x),x∈
X}. Prove que sef , g : X → IR são limitadas superiormente o mesmo ocorre com a soma

f + g : X → IR e tem-se sup( f + g) ≤ supf + supg. Dê um exemplo de sup( f + g) <

supf +supg. Enuncie e prove um resultado análogo para inf.

2. Dadas as funç̃oes f , g : X → IR+ limitadas superiormente, prove que o produtof · g :

X → IR+ é uma funç̃ao limitada (superior e inferiormente) com sup( f ·g) ≤ supf ·supg

e inf( f ·g) ≥ inf f · inf g. Dê exemplos onde se tenha< e ñao=.

Resoluç̃ao: Sejamf , g : X → IR+ limitadas superiormente. Logo,

f (X) = { f (x),x∈ X} ≤ M eg(X) = {g(x),x∈ X} ≤ N

ondeM,N ∈ IR+. Queremos provar quef .g é limitada.

( f ·g)(X) = {( f ·g)(x);x∈ X}
= {( f )(x) · (g)(x);x∈ X}

Por hiṕotese

0 ≤ f (x) ≤ M

0 ≤ g(x) ≤ M

∀x∈ X, logo

0 ≤ f (x) ·g(x) ≤ M

∀x∈ X, ou seja,f ·g é limitada,∀x∈ X.

Resta provar que:
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(a) sup( f ·g) ≤ (sup f ) · (supg) Temos

sup( f ·g) = sup f (x) ·g(x),∀x∈ X

e tamb́em

sup( f ) = sup f (x),∀x∈ X ≥ f (x),∀x∈ X.

sup(g) = supg(x),∀x∈ X ≥ g(x),∀x∈ X.

logo

0≤ f (x) ≤ sup f ,∀x∈ X

0≤ g(x) ≤ supg,∀x∈ X

ent̃ao

f (x) ·g(x) ≤ (sup f )(supg),∀x∈ X

ou seja, supf ·supg é cota superior do conjunto

{ f (x) ·g(x),∀x∈ X}

donde

sup( f ·g) ≤ sup f ·supg

(b) inf ( f ·g) ≥ (inf f ) · (inf g) Temos

inf ( f ·g) = inf f (x) ·g(x),∀x∈ X

e tamb́em

inf ( f ) = inf f (x),∀x∈ X ≤ f (x),∀x∈ X.

inf (g) = inf g(x),∀x∈ X ≤ g(x),∀x∈ X.

logo

0≤ inf f ≤ f (x),∀x∈ X

0≤ inf g≤ g(x),∀x∈ X



37

ent̃ao

(inf f )(inf g) ≤ f (x) ·g(x),∀x∈ X

ou seja, inff · inf g é cota inferior do conjunto

{ f (x) ·g(x),∀x∈ X}

donde

inf ( f ·g) ≤ inf f · inf g

Exemplo: Sejam

f : [1,2] → [1,4]

x 7→ f (x) = x2

e

g : [1,2] → [4,16]

x 7→ g(x) = 16
x2

funções limitadas.

Temos que

f ·g : [1,2] → IR

f ·g(x) = f (x) ·g(x)

= x2 · 16
x2

= 16

∀x∈ IR , ou seja,f ·g é uma funç̃ao constante.

Observe que:

1. sup f = 4, supg = 16 e sup( f ·g) = 16< 16·4 = sup f ·supg.

Portanto,

sup( f ·g) < sup f ·supg

2. inf f = 1, inf g = 4 e inf ( f ·g) = 16< 1·4 = inf f · inf g.
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De onde conclúımos que

inf ( f ·g) > inf f · inf g

3. Nas condiç̃oes do exerćıcio anterior mostre que sup( f 2) = (supf )2 e inf( f 2) = (inf f )2.

4. Dadosa,b∈ IR+ coma2 < 2 < b2, tomex,y∈ IR+ tai quex < 1,x < (2−a2)
2a−1 ey < (b2−2)

2b .

Prove que(a+x)2 < 2< (b−y)2 eb−y> 0. Em seguida, considere o conjunto limitado

X = a∈ IR+;a2 < 2 e conclua que o ńumero realc = supX cumprec2 = 2.

Resoluç̃ao: Sejama,b∈ IR+ tal quea2 < 2 < b2, tomemos aindax,y∈ IR+ com

x < 1 (5)

x <
2−a2

2a+1

−y > 0⇒ y < b (6)

y <
b2−2

2b
De (5) temos

x <
2−a2

2a−1
(2a+1)x < 2−a2

2ax+x < 2−a2

a2 +2ax+x < 2.

Comox < 1 ent̃aox2 < x logo

a2 +2ax+x < a2 +2ax+x2 = (a+x)2,

segue,

(a+x)2 < 2 (7)

De (6) temos

y <
b2−2

2b
2by < b2−2

−b2 +2by < −2· (−1)

b2−2by > 2
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Adicionandoy2 a ambos os membros da desigualdade temos

b2−2by+y2 = (b−y)2 > 2+y2 > 2

⇒ (b−y)2 > 2

De (5) e (6) temos

(a+x)2 < 2 < (b−y)2 (8)

ConsiderandoX =
{

a∈ IR+,a2 < 2
}

eY =
{

b∈ IR+,b2 > 2
}

para concluirmos quec=

supX temos 2 casos a examinar:

(a) O conjuntoX não possui elementos máximo, de fato para todoa∈ X existe por hiṕotese

x < 1, por (8)a+x∈ X.

(b) O conjuntoY não possui elemento minı́mo, tamb́em de (8) temos que dadoy< b obtemos

b−y∈Y.

E ainda sea∈ X eb∈Y, ent̃aoa < b e por hiṕotesea2 < 2 < b2 logox2 < y2.

Das afirmaç̃oes acima as seguintes considerações podem ser feitas:

Sejac = supX, logo c > 0. Não poderia serc2 < 2 porque isso obrigariac∈ X e ainda

seria o elemento ḿaximo deX que de (5) sabemos que não existe. Tampouco poderia ser

c2 > 2, porque isto fariac ∈ Y e por conseguinte existiria umk ∈ Y, e teŕıamosk < c e

concluiŕıamosa < k < c,∀a∈ X. Portantoc = supX implica c2 = 2

5. Prove que o conjunto dos polinômios com coeficientes inteirosé enumeŕavel. Um ńumero

real chama-sealgébricoquandoé raiz de um polin̂omio com coeficientes inteiros. Prove

que o conjunto dos ńumeros alǵebricosé enumeŕavel. Um ńumero real chama-setrans-

cendentequando ñaoé alǵebrico. Prove que existem números transcendentes.

6. Prove que um conjuntoI ⊂ IR é um intervalo se, somente se,a < x < b,a,b∈ I ⇒ x∈ I .

Resoluç̃ao: Vamos provar que seI ⊂ IR é um intervalo ent̃aoa< x< b e sea,b∈ I ent̃ao

x∈ I .

(⇒) Sejamα = inf I e β = supI , convencionando queα = −∞ (respectivamente,β =

+∞), seI for ilimitado inferiormente (respectivamente, superiormente) basta provar que

(α,β ) ⊂ I
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De fato, sex∈ (α,β ) ent̃ao

α < x < β

poisα e β sãoı́nfimo e supremo. Pela definição de sup e inf existema,b∈ I tal que

α < a < x < b < β

e portanto,x∈ I .

(⇒) Se a < x < b, ondea,b ∈ I implica x ∈ I temos por definiç̃ao queI ⊂ IR é um

intervalo.
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4 SEQUÊNCIAS DE NÚMEROS REAIS

Neste caṕıtulo estudaremos o conceito de sequências e apresentaremos um dos conceitos

mais importantes da análise mateḿatica, em sua forma mais simples, o limite de uma sequência.

A partir daqui, todos os conceitos importantes da Análise, de uma forma ou de outra, reduzir-

se-̃ao a algum tipo de limite.

4.1 LIMITE DE UMA SEQUÊNCIA

Definição 4.1.Denominamos sequência de ńumeros reais a toda função

x : IN → IR

n 7→ x(n) = xn

que associa a cada número natural n um real xn, chamado o n-́esimo termo da sequência.

Escreve-se(x1,x2, · · · ,xn, · · ·) ou (xn)n∈IN, ou simplesmente(xn), para indicar a sequência

x.

Definição 4.2. Dizemos que uma sequência de ńumeros reais(xn) é limitada superiormente

quando existe c∈ IR tal que

xn ≤ c, ∀ n∈ IN.

Definição 4.3. Dizemos que uma sequência de ńumeros reais(xn) é limitada inferiormente

quando existe c∈ IR tal que

xn ≥ c, ∀ n∈ IN.

Definição 4.4.Dizemos que uma sequência de ńumeros reais(xn) é limitada se(xn) é limitada

inferiormente e superiormente. Ou seja, existem números reais a, b tais que

a≤ xn ≤ b, ∀ n∈ IN,

ou ainda, existe k∈ IR tal que

|xn| ≤ k, ∀ n∈ IN.
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Exemplo 4.1.Se a> 1 ent̃ao a seqûencia

(a,a2,a3, · · · ,an)

é limitada inferiormente mas não é limitada superiormente.

Definição 4.5. Seja x= (xn)n∈IN uma seqûencia de ńumeros reais. DadoIN′ ⊂ IN com IN′

infinito, istoé, ilimitado, ou ainda,∀ n0 ∈ IN existe nk ∈ IN′ tal que n0 < nk ent̃ao a restriç̃ao

da seqûencia(xn)n∈IN ao conjuntoIN′ é denominada uma subsequência da seqûencia(xn)n∈IN.

Denota-se(xn)n∈IN′ ou (xnk)k∈IN.

Definição 4.6.Dizemos que uma sequência(xn)n∈IN tem limite a∈ IR quando para todoε > 0

dado arbitrariamente, pode-se obter um número natural n0 ∈ IN tal que todos os termos xn,

comı́ndice n> n0 cumprem a condiç̃ao |xn−a| < ε e escreve

lim
n→∞

xn = a

ou

xn → a

⇔ ∀ ε > 0,∃ n0 ∈ IN tal que

se n> n0 ent̃ao |xn−a| < ε

Uma seqûencia que possui limitée convergente caso contrário diz-se divergente.

Teorema 4.1(Unicidade do Limite). O limite de uma seqûencia(xn)n∈IN é único.

Teorema 4.2.Se(xn)n∈IN converge para a então toda subseqûencia de(xn) tamb́em converge

para a.

Observaç̃ao 4.1. Temos pela contrapositiva do teorema (4.2) que se existe umasubseqûencia

de (xn)n∈IN que ñao converge para a então (xn)n∈IN não converge para a, basta observar o

exemplo (4.2).

Exemplo 4.2.A seqûencia(2,0,2,0,2,0, · · ·) cujo n-́esimo termóe xn = 1+(−1)n+1 é limitada

mas ñao é convergente.

A seqûencia(2,0,2,0,2,0, · · ·) possui duas subsequências constantes(2,2,2, · · ·) e(0,0,0, · · ·)
covergindo para 2 e 0 respectivamente pelo teorema (4.1) o limite é único, logo esta sequencia

é divergente.

Teorema 4.3.Toda seqûencia convergentée limitada.

Observaç̃ao 4.2.Temos pela contrapositiva do teorema (4.3) que se(xn)n∈IN é ilimitada ent̃ao

(xn)n∈IN não é convergente, basta observar o exemplo a seguir.
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Exemplo 4.3.A seqûencia(1,2,3, · · ·) com xn = n não é convergente.

Definição 4.7(Seqûencia Mońotona). Para todo n∈ IN,

i) se xn ≤ xn+1 dizemos que(xn)n∈IN é ñao-decrescente.

ii) se xn ≥ xn+1 dizemos que(xn)n∈IN é ñao-crescente.

iii) se xn < xn+1 dizemos que(xn)n∈IN é crescente.

iv) se xn > xn+1 dizemos que(xn)n∈IN é decrescente.

Teorema 4.4.Toda seqûencia mońotona limitadaé convergente.

Teorema 4.5(Teorema de Bolzano Weierstrass). Toda seqûencia limitada de ńumeros reais

possui uma subsequência convergente.

4.2 LIMITES E DESIGUALDADES

Dizemos que(xn)n∈IN satisfaz uma propriedadeP paran suficientemente grande quando

existe uḿındicen0 ∈ IN tal queP se verifica∀ n > n0.

Teorema 4.6.Seja a= lim
n→∞

xn. Se b< a ent̃ao para n suficientemente grande tem-se b< xn.

Analogamente, se a< b ent̃ao para todo n suficientemente grande tem-se xn < b,∀ n∈ IN.

Corolário 4.1. Seja a= lim
n→∞

xn. Se0 < a ent̃ao para n suficientemente grande tem-se0 < xn.

Analogamente, se a< 0 ent̃ao para todo n suficientemente grande tem-se xn < 0, ∀ n∈ IN.

Corolário 4.2. Seja a= lim
n→∞

xn e b= lim
n→∞

yn. Se xn ≤ yn para todo n suficientemente grande

ent̃ao a≤ b. Em particular, se xn ≤ b para n suficientemente grande então lim
n→∞

xn ≤ b.

Teorema 4.7(Teorema do Sanduı́che). Se lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = a e xn ≤ zn ≤ yn para n suficien-

temente grande, então lim
n→∞

zn = a.

4.3 OPERAÇ̃OES COM LIMITES

Teorema 4.8.Se lim
n→∞

xn = 0 e (yn)n∈IN é uma seqûencia limitada (convergente ou não) ent̃ao

lim
n→∞

(xnyn) = 0
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Exemplo 4.4.A seqûencia

(
sin(n)

n

)

n∈IN
converge para zero quando n tende a infinito.

Considerando(xn)n∈IN =
1
n

e (yn)n∈IN = sin(n) segue que limite de(xn)n∈IN converge para

zero quandon tende ao infinito e(yn)n∈IN não converge mas como(yn)n∈IN é limitada, ou seja,

−1≤ yn ≤ 1, tem-se lim
n→∞

xnyn = lim
n→∞

(
sin(n)

n

)

= 0

Teorema 4.9.Se lim
n→∞

xn = a e lim
n→∞

yn = b, ent̃ao:

1. lim
n→∞

(xn±yn) = a±b;

2. lim
n→∞

(xn ·yn) = a·b;

3. lim
n→∞

xn

yn
=

a
b

se b6= 0.

Define-se o ńumeroecomo sendo o limite da sequênciaan =

(

1+
1
n

)n

lim
n→∞

an = e.

4.4 LIMITES INFINITOS

Entre as seqûencias divergentes, destacaremos um tipo que se comporta com certa regulari-

dade, a saber, aquelas cujos valores se tornam e mantêm arbitrariamente grandes positivamente

ou arbitrariamente grandes negativamente.

Definição 4.8.Dizemos quelim
n→∞

xn = +∞ se∀ A > 0, ∃ n0 ∈ IN tal que se n> n0 ent̃ao xn > A.

Exemplo 4.5. lim
n→∞

2n = +∞.

Definição 4.9.Dizemos quelim
n→∞

xn =−∞ se∀ A> 0, ∃ n0 ∈ IN tal que se n> n0 ent̃ao xn <−A.

Exemplo 4.6. lim
n→∞

−3n = −∞.

Observaç̃ao 4.3. 1. +∞ e −∞ não s̃ao ńumeros;

2. Selim
n→∞

xn = +∞ e lim
n→∞

yn = −∞ as seqûencias(xn)n∈IN e (yn)n∈IN não convergem;

3. lim
n→∞

(xn) = +∞ ⇔ lim
n→∞

(−xn) = −∞;

4. Se lim
n→∞

xn = +∞ ent̃ao a seqûencia(xn)n∈IN não é limitada superiormente. A recı́proca

é falsa, ou seja, se a sequência ñao é limitada (́e ilimitada) superiormente então ñao

necessariamentelim
n→∞

(xn) = +∞. Basta observar a sequência

(xn)n∈IN = (n+(−1)n ·n) ∀n∈ IN.
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5. Se(xn)n∈IN é ñao-decrescente e(xn)n∈IN é ilimitada superiormente temos quelim
n→∞

xn =

+∞. Como exemplo basta observar o exemplo (4.1).

Teorema 4.10. 1. Selim
n→∞

xn = +∞ e (yn)n∈IN é limitada inferiormente então

lim
n→∞

(xn +yn) = +∞.

2. Selim
n→∞

xn = +∞ e existe c> 0 tal que yn > c para todo n∈ IN ent̃ao

lim
n→∞

(xn ·yn) = +∞.

3. Se xn > c > 0, yn > 0 para todo n∈ IN e lim
n→∞

yn = 0 ent̃ao

lim
n→∞

xn

yn
= +∞.

4. Se(xn)n∈IN é limitada e lim
n→∞

yn = +∞ ent̃ao

lim
n→∞

xn

yn
= 0.

Observaç̃ao 4.4. As hiṕoteses feitas nas diversas partes do teorema anterior tem por ob-

jetivo evitar algumas das chamadas “expressões indeterminadas”. Segue abaixo algumas

indeterminaç̃oes.

1. +∞−∞;

2. 0· (+∞);

3.
0
0

e
∞
∞

;

4. ∞0;

5. 1∞;

6. 00.
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4.5 EXERĆICIOS

4.5.1 Seç̃ao 1: Limite de uma Sequência

1. Uma seqûencia(xn) diz-seperiódicaquando existep ∈ IN tal quexn + p = xn para todo

n∈ IN. Prove que toda sequência períodica convergentée constante.

2. Dadas as sequências(xn) e (yn), defina(zn) pondoz2n−1 = xn e z2n = yn. Se limxn =

lim yn = a, prove que limzn = a.

Resoluç̃ao: Considerando as sequências(xn)n∈IN e (yn)n∈IN, definimos(zn)n∈IN como

(z2n−1)n∈IN = (xn)n∈IN e (z2n)n∈IN = (yn)n∈IN, ∀ n∈ IN. Ou seja,(xn)n∈IN = (z1,z3,z5,z7,

z9, · · ·) e (yn)n∈IN = (z2,z4,z6,z8, · · ·).

Temos que(xn)n∈IN e (yn)n∈IN são subseqûencias de(zn)n∈IN. Vamos provar que se limxn

= lim yn = a ent̃ao limzn = a.

Segue da definiç̃ao de limite que dadoε > 0 existemn1,n2 ∈ IN tais quen > n1 ⇒
|xn−a| < ε en > n2 ⇒ |yn−a| < ε.

Considerandon0 = máx {2n−1,2n2}, temos:

• Sen > n0, onden = 2k−1 obtemos:

2k−1 > n0

⇒ 2k−1 > 2n1−1

⇒ k > n1.

Comok > n1 temos que|xk−a| < ε, ou seja,

|zn−a| = |z2k−1−a| = |xk−a| < ε

Isto implica que|zn−a| < ε,∀ n = 2k−1 tal quek∈ IN.

• Sen > n0, onden = 2k obtemos:

2k > n0

⇒ 2k > 2n2

⇒ k > n2.

Comok > n2 temos que|yk−a| < ε, ou seja,

|zn−a| = |z2k−a| = |yk−a| < ε

Isto implica que|zn−a| < ε,∀ n = 2k tal quek∈ IN.
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Portanto, sen > n0 ent̃ao|zn−a| < ε,∀ n∈ IN. Conclúımos que limzn = a.

3. Se limxn = a, prove que lim|xn| = |a|.

4. Se uma sequência mońotona tem uma subsequência convergente, prove que a sequência

é, ela pŕopria, convergente.

Resoluç̃ao: Seja(xn)n∈IN uma seqûencia mońotona que possui uma subsequência(xni)ni∈IN

convergente. Vamos mostrar que(xn)n∈IN é convergente.

Como(xni)ni∈IN é uma subsequência limitada da sequência mońotona(xn)n∈IN temos que

(xn)n∈IN é limitada. De fato, considere sem perda de generalidade,xn1 ≤ xn2 ≤ xni ≤ ·· · ≤
b uma subseqûencia da seqûencia ñao decrescente(xn)n∈IN. Ent̃ao para qualquern∈ IN,

existe umni > n e, portanto,xn ≤ xni ≤ b, isto é,xn ≤ b para todon.

Como(xn)n∈IN é mońotona e limitada, concluı́mos que(xn)n∈IN é convergente.

5. Um ńumeroa chama-se valor de aderência da seqûencia(xn) quandoé limite de uma

subseqûencia de(xn). Para cada um dos conjuntosA, B eC abaixo, ache uma sequência

que o tenha como conjunto dos seus valores de aderência.A= {1,2,3}, B= IN, C= [0,1].

6. A fim de que o ńumero reala seja valor de aderência de(xn) é necesśario e suficiente que,

para todo oε > 0 e todok∈ IN dados, existan > k tal que|xn−a| < ε.

Resoluç̃ao: Para quea seja valor de aderência de(xn)n∈IN a condiç̃ao necesśaria é que

a = lim
k→∞

(xnk) sendo(xnk) uma suseqûencia de(xn). Ent̃ao para cadaε > 0 existek0 ∈ IN

tal quek > k0 implica xnk ∈ (a− ε,a+ ε) como existe uma infinidade deı́ndicesk > k0,

segue que existem infinitosnk ∈ IN tais quexnk ∈ (a− ε,a+ ε), ou ainda,|xn − a| <

ε,∀ nk > nk0.

Reciprocamente suponhamos que para cadaε > 0 o conjunto{n∈ IN,xn ∈ (a− ε,a+ ε)}
seja infinito. Tomando sucessivamenteε = 1,

1
2
,
1
3
, · · · , 1

k
, · · · vamos obter um conjunto.

IN′ = {n1 < n2 < · · · < nk < · · ·} tal quea = lim
n→∞

xn. Com efeito, sejan1 ∈ IN tal que

xn1 ∈ IN tal quexn1 ∈ IN(a− 1,a+ 1). Supondo por induç̃ao, quen1 < n2 < · · · < nk.

Podemos definirxn2 ∈ IN(a− 1
2,a+ 1

2), xn3 ∈ IN(a− 1
3,a+ 1

3), · · · , xnk ∈ IN(a− 1
k ,a+

1
k), observarmos que o conjunto

{

n∈ IN,xn ∈
(

a− 1
k+1

,a+
1

k+1

)}

é infinito logo

cont́em algum inteironk+1, maior do quen1,n2, · · · ,nk.
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Isto completa a definiç̃ao indutiva de IN′ = {n1 < n2 < · · · < nk < · · ·}. Como|xnk −a|<
1
k para todok∈ IN, temos limxnk = a.

Conclúımos assim quea é valor de aderência de(xn)n∈IN.

7. A fim de que o ńumero realbnão seja valor de aderência da seqûencia(xn)n∈IN é necesśario

e suficiente que existamn0 ∈ IN e ε > 0 tais quen > n0 ⇒ |xn−b| ≥ ε.

4.5.2 Seç̃ao 2: Limites e desigualdades

1. Se lim
n→+∞

xn = a, lim
n→+∞

yn = b e |xn−yn| ≥ ε para todon∈ IN, prove que|a−b| ≥ ε.

Resoluç̃ao: Seja limxn = a, lim yn = b e |xn−yn| ≥ ε. Temos que|xn−a|< ε
4 e |yn−b|<

ε
4, dáı:

ε ≤ |xn−yn| = |xn−a+a−b+b−yn|
≤ |xn−a|+ |a−b|+ |b−yn|
≤ |xn−a|+ |a−b|+ |yn−b|
<

ε
4

+ |a−b|+ ε
4

=
ε
2

+ |a−b|

ent̃ao,

ε <
ε
2

+ |a+b|.

Portanto,
ε
2

< |a−b|

2. Sejam lim
n→+∞

xn = a e lim
n→+∞

yn = b. Sea < b, prove que existen0 ∈ IN tal quen > n0 =⇒
xn < yn.

3. Se o ńumero reala não é o limite da seqûencia limitada(xn)n∈ IN, prove que alguma

subseqûencia de(xn)n∈ IN converge para um limiteb 6= a.

Resoluç̃ao: Seja(xn) uma seqûencia limitada e limxn 6= a. Logo existeε > 0,∀ n0 ∈ IN′

onde IN′ é um conjunto infinito de valores de IN, sendon > n0 temos:

|xn−a| ≥ ε (1)
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Como (xn)n∈IN é limitada sabemos pelo Teorema de Bolzano Weierstrass que(xn)n∈IN

possui uma subsequência convergente, ou seja, existeb = lim (xn)n∈IN′′ onde IN′′ ⊂ IN′ é

infinito tal que,∀ε > 0, existen0 ∈ IN′ en > n0 de maneira que:

|xn−b| < ε (2)

De (1) e (2)

ε ≤ |xn−a| = |xn−b+b−a| ≤ |xn−b|+ |b−a| < ε + |b−a|

e ainda

ε < ε + |b−a| ⇒ |b−a| > 0⇒ b 6= a

4. Prove que uma sequência limitada converge se, e somente se, possui umúnico valor de

ader̂encia.

5. Quais s̃ao os valores de aderência da subsequência(xn)n∈ IN tal quex2n−1 = n ex2n =
1
n

?

Esta seqûencia converge?

Resoluç̃ao: Dada a sequencia(xn)n∈IN tal quex2n−1 = n ex2n = 1
n, tem-se

(xn)n∈IN = (1,1,2,
1
2
,3,

1
3
,4,

1
4
, · · ·)

.

Esta seqûencia possui valor de aderência. Com efeito, dado as subsequências(x2n−1)n∈IN

e (x2n)n∈IN temos:

• (x2n−1)n∈IN = (1,2,3,4, · · ·), queé uma seqûencia ilimitada.

• (x2n)n∈IN =

(

1,
1
2
,
1
3
,
1
4
, · · ·
)

, que converge para 0, ou seja, lim(x2n) = 0.

Portanto, a sequência(xn) possui 0 como óunico valor de aderência. Poŕem (xn) não é

convergente poiśe ilimitada.

6. Dados,a,b∈ IR+, defina indutivamente as sequência(xn)n∈IN e(yn)n∈IN pondox1 =
√

ab,

y1 =
(a+b)

2
e xn+1 =

√
xnyn, yn+1 =

(xnyn)

2
. Prove que(xn)n∈IN e (yn)n∈IN convergem

para o mesmo limite.
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7. Diz-se que(xn) é umaseqûencia de Cauchyquando, para todoε > 0 dado, existen0 ∈ IN

tal quem,n > n0 ⇒ |xm−xn| < ε.

(a) Prove que toda sequência de Cauchýe limitada.

Resoluç̃ao: Seja(xn) uma seqûencia de Cauchy. Tomandoε = 1 obtemosn0 ∈ IN tal que

m,n> n0 ⇒ |xm−xn|< 1. Em particularn> n0 ⇒ |xn0−xn|< 1, ou seja, sen> n0 ent̃ao

xn ∈ (xn0 −1,xn0 +1).

Considerandoα o menor eβ maior elemento do conjuntoX = {x1,x2, · · · ,xn0−1}. Ent̃ao

xn ∈ [α,β ], para cadan∈ IN. Portanto(xn)n∈IN é limitada.

(b) Prove que a sequência de Cauchy ñao pode ter dois valores de aderência distintos.

Resoluç̃ao: Seja(xn)n∈IN uma seqûencia de Cauchy. Vamos mostrar que(xn)n∈IN não

possui dois valores de aderência a sabera eb, distintos(a 6= b).

Como(xn)n∈IN é de Cauchy temos de(xn)n∈IN é limitada, logo possui uma subsequência

convergente. Suponhamos por absurdo que(xn)n∈IN possui dois valores de aderência

distintos ou seja existem duas subsequência(xnk)nk∈IN e(xn j )n j∈IN tal quexnk → a exn j →
b, ondea 6= b.

Sabendo quexnk → a e sendo(xn)n∈IN de Cauchy, temos quexn → a. Da mesma forma,

comoxn j → b, temos quexn → b, coma 6= b. O queé um absurdo pela unicidade do

limite.

Conclúımos quea = b.

(c) Prove que uma sequência(xn) é convergente se, e somente seé de Cauchy.

Resoluç̃ao: Para mostrarmos que toda sequência convergente de números reaiśe de

Cauchy, consideremos limxn = a. Dado arbitrariamenteε > 0, existen0 ∈ IN, tal que,

sem> n0 ent̃ao|xn−a| < ε
2 e sen > n0 ent̃ao|xn−a| < ε

2.

Comom,n > n0 ent̃ao |xm−xn| = |xm−a+a−xn| ≤ |xm−a|+ |xn−a| < ε
2 + ε

2 = ε, o

que mostra quexn é uma seqûencia de Cauchy.

Para mostrarmos que toda sequência de Cauchýe convergente, sabemos do item (a) que

toda seqûencia de Cauchýe limitada e ainda que toda sequência limitada de ńumeros reais

possui uma subsequência(xnk)nk∈IN convergente, ou seja,xnk → a. Conclúımos assim que

xn → a.
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4.5.3 Seç̃ao 3: Operaç̃oes com Limites

1. Prove que, para todop∈ IN, tem-se lim
n→∞

n+p
√

n = 1.

2. Se existemε > 0 e k ∈ IN tais queε ≤ xn ≤ nk para todon suficientemente grande,

prove que limn
√

xn = 1. Use este fato para calcular lim
n→∞

n
√

n+k, lim n
√

n+
√

n, lim n
√

logn

e lim n
√

nlogn.

Resoluç̃ao: Dado ε > 0 e k ∈ IN tais queε ≤ xn ≤ nk temos que(xn)n∈IN é limitada

ou seja 0≤ xn ≤ nk queremos provar que lim
k→∞

n
√

xn = 1. É certo quexn é convergente,

visto quexn é uma seqûencia mońotona e limitada, logo podemos escrever lim
k→∞

x1/n
n = a.

Podemos garantir quea > 0. De fato.

• sexn ≥ 1 ent̃aoa = sup
{

x1/n
n ;n∈ IN

}

≥ xn

• se 0≤ xn ≤ 1 ent̃aoa = in f
{

x1/n
n ,n∈ IN

}

≥ 1.

Consideremos a subsequênciax1/n(n+1)
n =

(

x1/2
1 ,x1/6

2 ,x1/12
3 ,x1/20

4 , · · ·
)

, basta mostrar que

lim
k→∞

x1/n(n+1)
n = 1, pois pelo Teorema (4.2) se uma sequência converge paraa ent̃ao toda

subseqûencia tamb́em converge paraa, ou seja:

a = lim
k→∞

x1/n(n+1)
n = lim

k→∞
x

1
n− 1

n+1
n = lim

k→∞

x1/n
n

x1/n+1
n

=
a
a

= 1

Para calcular lim
n→+∞

n
√

n+k. Seja(xn)n∈IN = n+k temos paran suficientemente grande

(xn)n∈IN = n+k < n·k < n·n· · · · ·n
︸ ︷︷ ︸

k

≤ nk,

logo

0≤ xn ≤ nk

Portanto

lim
n→+∞

n
√

xn = lim
n→+∞

n
√

n+k = 1.

Calculando do mesmo modo lim
n→+∞

n
√

n+
√

n. Sejaxn = n+
√

n temos∀ n∈ IN que

xn = n+
√

n < n+n≤ n2.

Logo

ε ≤ xn ≤ n2,
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ondek = 2.

Portanto

lim
n→∞

n
√

n+
√

n = 1.

Do mesmo modo calculando lim
n→∞

n
√

logn, seja

ε ≤ xn = logn < n1,

para todon∈ IN, ε > 0 ek = 1. Temos lim
n→∞

n
√

logn = 1.

Seja

ε ≤ xn = n· logn < n·n = n2,

para todon∈ IN, ε > 0 ek = 2, temos

lim
n→∞

n
√

n·
√

logn = 1.

3. Dadoa> 0, defina indutivamente a sequência(xn)n∈IN pondox1 =
√

a exn+1 =
√

a+xn.

Prove que(xn)n∈IN é convergente e calcule seu limite

L =

√

a+

√

a+
√

a+ ...

4. Sejaen = (xn−
√

a/
√

a) o erro relativonan-ésima etapa do cálculo de
√

a. Prove que

en+1 = en
2/2(1+en). Conclua queen≤0,01⇒en+1≤0,00005⇒en+2≤0,00000000125

e observe a rapidez de convergência do ḿetodo.

Resoluç̃ao: Seja

en+1 =
xn+1−

√
a√

a

=

x2
n +a
2xn

−
√

a
√

a

=

x2
n +2xn

√
a

2xn
+a

√
a

=
(xn−

√
a)2

2xn
√

a
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Temos

en = xn−
√

a√
a

⇒ √
aen = xn−

√
a

⇒ xn =
√

a+
√

aen

⇒ xn
√

a = a+aen

⇒ xn
√

a = a(1+en)

Do resultado obtido emen een+1 temos

en+1 =
(xn−

√
a)2

2a(1+en)

=
(xn−

√
a)2

(
√

a)2 · 1
2(1+en)

=

(
xn−

√
a√

a

)2

· 1
2(1+en)

= (en)
2 · 1

2(1+en)

=
e2

n

2(1+en)

Portantoen+1 =
e2

n

2(1+en)
.

Para concluirmos queen ≤ 0,01⇒ en+1 ≤ 0,00005 temos:

en ≤ 0,01

⇒ e2
n ≤ (0,01)2

⇒ e2
n

2
≤ 0,0001

2

⇒ e2
n

2(1+en)
≤ 0,00005

(1+en)

⇒ en+1 ≤ 0,00005.

Do mesmo modoen+1 ≤ 0,00005⇒ en+2 ≤ 0,00000000125
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en+1 ≤ 0,00005

⇒ e2
n+1 ≤ (

5
105)2

⇒ e2
n+1 ≤ 25

1010

⇒ e2
n+1

2
≤ 0,0000000025

2

⇒ e2
n+1

2
≤ 0,00000000125

⇒ e2
n+1

2(1+en)
≤ 0,00000000125

(1+en)
≤ 0,00000000125

en+2 ≤ 0,00000000125

5. Dadoa > 0, defina indutivamente a sequência(xn)n∈IN pondox1/a e xn+1 = 1/(a+xn).

Considere o ńumeroc, raiz positiva da equaçãox2 +ax−1 = 0, oúnico ńumero positivo

tal quec = 1/(a+c). Prove que

x2 < x4 < ... < x2n < ... < c < ... < x2n−1 < ... < x3 < x1,

e que limxn = c. O númeroc pode ser considerado como a soma dafração cont́ınua

1

a+ 1
a+ 1

a+ 1
a+...

6. Dadoa > 0, defina indutivamente a sequência(yn), pondoy1 = a e yn+1 = a+ 1/yn.

Mostre que limyn = a+c, ondec é como no exerćıcio anterior.

Resoluç̃ao: Seja(yn) uma seqûencia crescente tal que

(yn) = (a,a+
1
y1

,a+
1
y2

,a+
1
y3

, · · · ,a+
1

yn−1
,a+

1
yn

, · · ·).

Temos quey1 = a, y2 = a+ 1
y1

, y3 = a+ 1
y2

, · · · , yn+1 = a+ 1
yn

.

Podemos escrever

yn = a+
1

yn−1
= a+

1

a+
1

yn−2

= a+
1

a+
1

a+
1

yn−3...

Sabemos do exercı́cio anterior que o ńumeroc é a soma da fração cont́ınua
1

a+
1

a+
1

a+ . . .
e tamb́em que a seqûencia(xn) definida porxn = 1

a+xn−1
converge parac.
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Portanto,

yn = a+xn,

dáı tomando o limite de ambos os membros

lim yn = lim(a+xn)

= lim a+ lim xn

= a+c,

como queŕıamos demonstrar.

7. Defina a seqûencia(an) indutivamente, pondoa1 = a2 = 1 ean+2 = an+1 +an para todo

n ∈ IN. Escrevaxn = an/an+1 e prove que limxn = c, ondec é único ńumero positivo

tal que 1/(c+ 1) = c. O termoan chama-se on-ésimo ńumero de Fibonacci ec =

(−1+
√

5)/2 é onúmero de ouroda Geometria Clássica.

4.5.4 Seç̃ao 4: Limites Infinitos

1. Prove que limn
√

n! = +∞.

Resoluç̃ao: Sabemos da definição de limites infinitos que dadoA > 0 arbitŕario existe

n0 ∈ IN tal quen > n0 implica xn > A.

Suponhamos por absurdo que a sequência( n
√

n!)n∈IN seja limitada superiormente, ou seja,

que(n!)
1
n < A paraA suficientemente grande. Portanto,n! < An. Absurdo! Visto que o

crescimento fatorial supera o crescimento exponencial combase constante.

Portanto,

n > n0 ⇒ n! > An ⇒ n
√

n! > A,

conclúımos que limn
√

n! = +∞.

2. Se lim
n→∞

xn = +∞ ea∈ IR, prove: lim
n→∞

[√

log(xn +a)−
√

logxn
]

= 0

3. Dadok∈ IN e a > 0, determine o limite

lim
n→∞

n!
nk ·an .
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Supondoa > 0 ea 6= ecalcule

lim
n→∞

an ·n!
nn e lim

n→∞

nk ·an ·n!
nn .

(Para o casoa = e, ver exerćıcio 9, seç̃ao 1, caṕıtulo 11.)

Resoluç̃ao: Consideremostn =
n!

nk ·an e tn+1 =
(n+1)!

(n+1)k ·an+1 , com k ∈ IN e a > 0,

fazendo
tn+1

tn
, obtemos:

tn+1

tn
=

(n+1)!
(n+1)k ·an+1

n!
nk ·an

=
(n+1) ·n! ·nk ·an

(n+1)kan ·a·n ÷nnnk =
n+1

(1+
1
n
)k ·a

.

Ent̃ao lim
tn+1

tn
= +∞.

Supondoa> 0 ea 6= evamos calcular lim
an ·n!

nn e lim
nk ·an ·n!

nn do mesmo modo tomando

xn =
an ·n!

nn , xn+1 =
an+1 · (n+1)!

(n+1)n+1 e yn =
nk ·an ·n!

nn , yn+1 =
(n+1)k ·an+1 · (n+1)!

(n+1)n+1

segue que:

xn+1

xn
=

an+1 · (n+1)!
(n+1)n+1

an ·n!
nn

=
an ·a(n+1) ·n! ·nn

(n+1)n · (n+1) ·an ·n!
=

a·nn

(n+1)n =
a

(

1+
1
n

)n ,

ent̃ao lim
n→∞

xn+1

xn
= lim

a

(1+ 1
n)n

=
a

lim(1+ 1
n)n

=
a
e
.

Sea < eent̃ao
a
e

< 1, o que implica pelo exemplo 8 que

lim
an ·n!

nn = lim xn = 0 (a < e).

Sea > eent̃ao
a
e

> 1. Dáı

lim
n→∞

xn+1

xn
=

a
e

> 1

o que implica que

lim
n→∞

an ·n!
nn = lim

n→∞
xn = +∞ (a > e).

yn+1

yn
=

(n+1)k ·an ·a1 · (n+1)n!
(n+1)n(n+1)

nk ·an ·n!
nn

=
(n+1)kana1(n+1)n!nn

(n+1)n(n+1)nkann!
=

(n+1)kann

(n+1)nnk ÷ nnnk =
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(

1+
1
n

)

a
(

1+
1
n

)n ,

ent̃ao limn→∞
yn+1

yn
=

a
e
.

De maneira ańaloga, sea < e limn→∞
nkann!

nn = a e sea > e limn→∞
nkan!

nn = +∞.

4. Mostre que lim
n→+∞

log(n+1)/ logn = 1.

5. Sejam(xn) uma seqûencia arbitŕaria e(yn) uma seqûencia crescente, com limyn = +∞.

Supondo que lim(xn+1− xn)/(yn+1− yn) = a, prove que limxn/yn = a. Conclua que se

lim(xn+1− xn) = a ent̃ao limxn/n = a. Em particular, de limlog(1+ 1/n) = 0, conclua

que lim(logn)/n = 0.

Resoluç̃ao: Vamos mostrar que lim
xn

yn
= a, ondexn é uma seqûencia arbitŕaria eyn uma

seqûencia crescente com limyn = +∞. Considerandoxn+1− xn = Xn e yn+1− yn = Yn

temos por hiṕotese que lim
Xn

Yn
= a. Dadoε > 0, existep∈ IN tal que

Xp

Yp
,

Xp+1

Yp+1, · · · ,Yp+k
∈

(a− ε,a+ ε) e ainda pelo exercı́cio 2.8
Xp +Xp+1 + · · ·+Xp+k

Yp +Yp+1 + · · ·+Yp+k
∈ (a−ε,a+ε), ou ainda,

Xp +Xp+1 + · · ·+Xp+k

Yp +Yp+1 + · · ·+Yp+k
=

xp+1−xp +xp+2−xp+1 +xp+3−xp+2 + · · ·+xp+k+1−xp+k

yp+k+1−yp
∈

(a− ε,a+ ε), logo,
xp+k+1−xp

yp+k+1−yp
∈ (a− ε,a+ ε), parap fixo e todok ∈ IN. Portanto,

lim
k→∞

Xk

Yk
= a.

lim
k→∞

xp+k+1−xk

yp+k+1−yp
= a⇒ lim

k→∞

xp+k+1−xp

yp+k+1
yp+k+1−yp

yp+k+1

= a⇒
lim
k→∞

xk+p+1

yk+p+1
− lim

k→∞

xp

yk+p+1

lim
k→∞

yk+p+1

yk+p+1
− lim

k→∞

yp

yk+p+1

= a

pois lim
k→∞

xp

yk+p+1
= 0, lim

k→∞

yp

yk+p+1
= 0, lim

k→∞

yk+p+1

yk+p+1
= lim

k→∞
1 = 1 e lim

k→∞

xk+p+1

yk+p+1
= a ⇒

lim
k→∞

xn

yn
= a.

6. Se limxn = a e (tn) é uma seqûencia de ńumeros positivos com

lim(t1 + ...+ tn) = +∞,

prove que

lim
t1x1 + ...+ tnxn

t1 + ...+ tn
= a.

Em particular, seyn =
x1 + ...+xn

n
, tem-se ainda limyn = a.
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5 SÉRIES NUMÉRICAS

5.1 ŚERIES CONVERGENTES

Neste caṕıtulo estudaremos séries, uma extensão do conceito de sequências, de forma sus-

cinta uma śerieé a soma dos termos de uma sequência. E ainda examinaremos a diferença entre

séries convergentes, séries divergentes e ḿetodos para tais distinções.

Voltandoàs śeries infinitas, o que significa “soma infinita”? Como somar um número aṕos

outro, aṕos outro, e assim por diante, indefinidamente? Num primeiro contato com śeries infini-

tas, particularmente séries de termos positivos, a idéia inĝenua e ñao cŕıtica de soma infinita ñao

costuma perturbar o estudante. Porém, encarar somas infinitas nos mesmos termos das somas

finitas acaba levando a dificuldades sérias, ou mesmo, a conclusões irreconcilíaveis, como bem

ilustra um exemplo simples, dado pela chamada “série de Grandi”.

S= 1−1+1−1+1−1+ · · ·

Esta śerie tanto parece ser igual a zero como igual a 1, dependendo de como a encaramos. Veja:

S= 1−1+1−1+1−1+ · · · = (1−1)+(1−1)+(1−1)+ · · · = 0.

Mas podemos também escrever:

S= 1−1+1−1+1−1+ · · · = 1− (1−1)− (1−1)− (1−1)−·· · = 1.

E veja o que ainda podemos fazer:

⇒ S = 1−1+1−1+1−1+ · · ·
⇒ S = 1− (1−1+1−1+1+ · · ·)
⇒ S = 1−S

⇒ 2S = 1

⇒ S =
1
2
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Como decidir ent̃ao? Afinal,S é zero, 1 ou 1/2?

Para encontrar uma saı́da para dificuldades como essa que vimos com a série de Grandi,

temos que examinar detidamente o conceito de adição. Somar ńumeros, sucessivamente, uns

aṕos outros,́e uma ideia concebida para uma quantidade finita de números a somar. Ao aplicá-la

a somas infinitas, por mais que somemos, sempre haverá parcelas a somar; portanto, o processo

de somas sucessivas não termina, em consequência, ñao serve para definir a soma de uma

infinidade de ńumeros.

Definição 5.1. Dada uma seqûencia(an)n∈IN de ńumeros reais, denomina-se série a soma in-

finita

a1 +a2 +a3 + · · ·+an + · · ·

Indicaremos a śerie por
+∞

∑
n=1

an, ou seja,

a1 +a2 +a3 + · · ·+an + · · · =
+∞

∑
n=1

an.

Como algebricamente só tem sentido somas finitas,é necesśario definir “soma infinita”.

Definição 5.2.Dada uma śerie
+∞

∑
n=1

an, denomina-se sequência de somas parciais da série dada

à seqûencia(sn)n∈IN definida por

sn =
n

∑
k=1

ak = a1 +a2 +a3 + · · ·+an

Definição 5.3. Dizemos que uma série converge se a sequência de somas parciais converge,

isto é, lim
n→+∞

sn = s, s∈ IR. Neste caso

+∞

∑
n=1

an = s= lim
n→+∞

sn

Teorema 5.1.Se|a| < 1. A śerie geoḿetrica

1+a1 +a2 + · · ·+an + · · · =
+∞

∑
n=0

an

converge.

Observaç̃ao 5.1. 1. Suponha que(an)n∈IN seja uma seqûencia de termos ñao negativos
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(an ≥ 0,∀ n∈ IN). Assim, a seqûencia das somas parciais da série
+∞

∑
n=1

an é

sn = a1 +a2 + · · ·+an =
n

∑
n=1

ak

é ñao decrescente, pois

sn = a1 + · · ·+an ≤ a1 + · · ·+an +an+1 = sn+1

ent̃ao

sn ≤ sn+1

Para que(sn)n∈IN convirja basta que(sn)n∈IN seja limitada superiormente (Toda sequência

mońotona e limitadáe convergente).

2. Se(an)n∈IN est́a nas mesmas condições dóıtem anterior e se
+∞
∑

n=1
an converge e(a′n)n∈IN

uma subseqûencia de(an)n∈IN ent̃ao
+∞
∑

n=1
a′n converge.

Exemplo 5.1(A Série Harm̂onica). A śerie
+∞

∑
n=1

1
n

diverge.

De fato se
+∞

∑
n=1

1
n

= s fosse convergente então
+∞

∑
n=1

1
2n

= t e
+∞

∑
n=1

1
2n−1

= u tamb́em se-

riam convergentes. Além disso, comoS2n = tn + un, fazendon → ∞ teŕıamoss= t + u. Mas

t =
+∞

∑
n=1

1
2n

=
1
2

+∞

∑
n=1

1
n

=
s
2

, portantou = t =
s
2

. Por outro ladou− t = limn→∞(un − tn) =

limn→∞

[(

1− 1
2

)

+

(
1
3
− 1

4

)

+ · · ·+
(

1
2n−1

− 1
2n

)]

= lim
n→∞

(
1
2

+
1
12

+ · · ·+
(

1
(2n−1)2n

))

>

0,

logou > t contradiç̃ao. Portanto
+∞

∑
n=1

1
n

é divergente.

Teorema 5.2.Se
+∞

∑
n=1

an converge ent̃ao lim
n→+∞

an = 0.

ConsideremosSn = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an pela definiç̃ao de śeries disto segue ques =

lim sn, logo s = lim sn−1 pois todas as somas parciais convergem para o mesmo limite, logo

0 = s−s= lim sn− lim sn−1 = lim(sn−sn−1) = lim an
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Observaç̃ao 5.2. 1. A contrapositiva do teorema (5.2) diz que: Selim
n→+∞

an 6= 0 ent̃ao a

+∞

∑
n=1

an diverge.

2. Não vale a rećıproca do teorema (5.2): Selim
n→+∞

an = 0 ent̃ao nada podemos dizer a

respeito da converĝencia da śerie.

Teorema 5.3(Critério de Comparaç̃ao). Sejam
+∞

∑
n=1

an e
+∞

∑
n=1

bn séries de termos ñao negativos.

Suponha que existam c> 0 e n0 ∈ IN tais que an ≤ c·bn, ∀ n≥ n0. Logo

1. Se
+∞

∑
n=1

bn converge ent̃ao
+∞

∑
n=1

an converge.

2. Se
+∞

∑
n=1

an diverge ent̃ao
+∞

∑
n=1

bn diverge.

Teorema 5.4.A śerie hiper-harm̂onica
+∞

∑
n=1

1
np diverge se p≤ 1 e converge se p> 1.

i) Se p = 1. Temos a śerie harm̂onica
+∞
∑

n=1

1
n

que diverge.

ii) Se p < 1. Temos

np ≤ n⇒ 1
np ≥ 1

n
, ∀ p < 1e n∈ IN.

Comoa·
+∞
∑

n=1

1
n diverge temos pelo teste de comparação quea·

+∞
∑

n=1

1
np diverge parap < 1

iii) Se p > 1.

Seja

a·
+∞

∑
n=1

1
np = 1+

1
2p +

1
3p +

1
4p +

1
5p +

1
6p +

1
7p +

1
8p + · · ·

= 1+

(
1
2p +

1
3p

)

+

(
1
4p +

1
5p +

1
6p +

1
7p

)

+

(
1
8p +

1
9p +

1
10p + · · ·+

+
1

15p

)

+

(
1

16p + · · ·

Observe que

3p > 2p ⇒ 1
3p <

1
2p



62

= 1+

(
1
2p +

1
3p

)

+

(
1
4p +

1
5p +

1
6p +

1
7p

)

+

(
1
8p +

1
9p + · · ·+ 1

15p

)

+
1

16p + · · ·

< 1+

(
1
2p +

1
2p

)

+

(
1
4p +

1
4p +

1
4p +

1
4p

)

+

(
1
8p +

1
8p + · · ·+ 1

8p

)

+
1

16p + · · ·

= 1+
2
2p +

4
4p +

8
8p +

16
16p + · · ·

= 1+
1

2p2−1 +
1

4p4−1 +
1

8p8−1 +
1

16p16−1 + · · ·

= 1+
1

2p2−1 +
1

22p2−2 +
1

23p2−3 +
1

24p2−4 + · · ·

= 1+
1

2p−1 +

(
1

2p−1

)2

+

(
1

2p−1

)3

+

(
1

2p−1

)4

+ · · ·

=
+∞

∑
n=1

(
1

2p−1

)n−1

⇒
+∞

∑
n=1

1
np <

+∞

∑
n=1

(
1

2p−1

)n−1

.

Como
+∞
∑

n=1

(
1

2p−1

)n−1
converge poiśe a śerie geoḿetrica com|a| =

∣
∣
∣

1
2p−1

∣
∣
∣< 1 temos pelo

teste de comparação que
+∞
∑

n=1

1
np converge.

5.2 ŚERIES ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES

Definição 5.4.Uma śerie
+∞

∑
n=1

an diz-se absolutamente convergente quando
+∞

∑
n=1

|an| converge.

Observaç̃ao 5.3. 1. Quando−1< a< 1 a śerie geoḿetrica
+∞

∑
n=1

an é absolutamente conver-

gente.

2. Uma śerie convergente cujos termos não mudam de sinaĺe absolutamente convergente.

Teorema 5.5(Leibniz). Se(an)n∈IN é uma seqûencia mońotona decrescente que tende para

zero ent̃ao
+∞

∑
n=1

(−1)n+1an é uma śerie convergente.

Exemplo 5.2.A śerie
+∞

∑
n=1

(−1)n+1

n
converge.

Converge pois a série
+∞

∑
n=1

(−1)n+1

n
com (an)n∈IN =

(
1
n

)

n∈IN
=

(

1,
1
2
,
1
3
,
1
4
,
1
n
, · · ·
)

ent̃ao

podemos escrever
+∞
∑

n=1
(−1)n+1(an) onde(an) é uma seqûencia mońotona decrescente que tende

a zero, lim
n→+∞

1
n

= 0, portanto pelo Teorema de Leibniz
+∞

∑
n=1

(−1)n+1

n
converge.
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Note que
+∞

∑
n=1

(−1)n+1

n
converge mas

+∞

∑
n=1

∣
∣
∣
∣

(−1)n+1

n

∣
∣
∣
∣

diverge, pois
+∞

∑
n=1

∣
∣
∣
∣

(−1)n+1

n

∣
∣
∣
∣
=

+∞

∑
n=1

1
n

é a

série harm̂onica. Ent̃ao esta śerieé condicionalmente convergente dizemos isto quando
+∞
∑

n=1
(an)

converge mas
+∞
∑

n=1
|an| é divergente.

Definição 5.5. Uma śerie convergente
+∞

∑
n=1

an tal que
+∞

∑
n=1

|an| diverge chama-se condicional-

mente convergente.

Observaç̃ao 5.4.A śerie
+∞

∑
n=1

(−1)n+1

n
é condicionalmente convergente.

Teorema 5.6.Toda śerie absolutamente convergenteé convergente.

5.3 TESTES DE CONVERĜENCIA

Teorema 5.7.Seja
+∞

∑
n=1

bn uma śerie absolutamente convergente, com bn 6= 0 para todo n∈ IN.

Se a seqûencia

(
an

bn

)

for limitada (em particular, se for convergente) então a śerie
+∞

∑
n=1

an seŕa

absolutamente convergente.

Corolário 5.1 (Teste de d’Alembert). Seja an 6= 0 para todo n∈ IN. Se existir uma constante c

tal que

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
≤ c < 1 para todo n suficientemente grande então a śerie

+∞

∑
n=1

an seŕa absoluta-

mente convergente.

Corolário 5.2. [Teste de d’Alembert ou Teste da Razão] Se an 6= 0 ∀ n ∈ IN e suponha que

exista o limite

lim
n→+∞

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
= L

1. Se L< 1 a śerie
+∞

∑
n=1

an converge absolutamente;

2. Se L> 1 a śerie
+∞

∑
n=1

an diverge;

3. Se L= 1 nada podemos afirmar.

Exemplo 5.3.Verifique se as śeries

1.
+∞

∑
n=1

an

n!
2.

+∞

∑
n=1

n!
nn 3.

+∞

∑
n=1

nk

an , a> 1

são convergentes usando o teste da razão.
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Resoluç̃ao:

1.
+∞

∑
n=1

an

n!
lim

n→+∞

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
= lim

n→+∞

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

an+1

(n+1)!
an

n!

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= lim
n→+∞

∣
∣
∣
∣

n!ana1

(n+1)n!an

∣
∣
∣
∣
= lim

n→+∞

∣
∣
∣
∣

a
n+1

∣
∣
∣
∣
=

lim
n→+∞

|a|
|n+1| = 0 < 1.

Portanto
+∞
∑

n=1

an

n!
converge.

2.
+∞
∑

n=1

n!
nn lim

n→+∞

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
= lim

n→+∞

∣
∣
∣
∣

(n+1)n!
(n+1)n(n+1)

· nn

n!

∣
∣
∣
∣
= lim

n→+∞

∣
∣
∣
∣

nn

(n+1)n

∣
∣
∣
∣
= lim

n→+∞

1
(
n+ 1

n

)n =

1

lim
n→+∞

(
n+ 1

n

)n =
1
e

< 1.

Portanto
+∞
∑

n=1

n!
nn converge.

3.
+∞

∑
n=1

nk

an , a > 1

lim
n→+∞

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣

= lim
n→+∞

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(n+1)k

an+1 · an

nk

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= lim
n→+∞

∣
∣
∣
∣

(n+1)k

an ·a1 · an

nk

∣
∣
∣
∣
=

1
a

lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

(n+1)k

nk

∣
∣
∣
∣
=

=
1
a

lim

(

1+
1
n

)k

=
1
a
·1 =

1
a
,

comoa > 1 =
1
a

< 1

Portanto
+∞

∑
n=1

nk

an , a > 1 é convergente.

Teorema 5.8(Teste de Cauchy). Se existe c∈ IR tal que n
√

|an| ≤ c < 1 para todo n suficiente-

mente grande então a śerie
+∞

∑
n=1

an seŕa absolutamente convergente.

Corolário 5.3 (Teste de Cauchy ou Teste da Raiz). Suponha que

lim
n→+∞

n
√

|an| = L

1. Se L< 1 a śerie
+∞

∑
n=1

an é absolutamente convergente;

2. Se L> 1 ent̃ao a śerie
+∞

∑
n=1

an é divergente;
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3. Se L= 1 nada podemos afirmar.

Exemplo 5.4.A śerie
+∞

∑
n=1

(
logn

n

)n

é convergente.

Sejaan =

(
logn

n

)n

aplicando o teste da raiz temos

lim
n→+∞

n
√

an = lim
n→+∞

n

√
(

logn
n

)n

= lim
n→+∞

logn
n

= lim
n→+∞

1
n

1
= lim

n→+∞

1
n

= 0 < 1.

Portanto
+∞

∑
n=1

(
logn

n

)n

converge.

Teorema 5.9.Seja an 6= 0. Se lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
= L ent̃ao lim

n→∞
n
√

|an| = L
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5.4 EXERĆICIOS

5.4.1 Seç̃ao 1: Śeries Convergentes

1. Dadas as śeries∑an e∑bn, coman =
√

n+1−√
n ebn = log(1+ 1

n) mostre que liman =

lim bn = 0. Calcule explicitamente as n-ésimas reduzidassn etn destas śeries e mostre que

lim sn = lim tn = +∞ logo as śeries dadas são divergentes.

Resoluç̃ao: Sejaan =
√

n+1−√
n ebn = log(1+ 1

n).

Fazendo

lim an = lim
n→+∞

[

(
√

n+1−
√

n) ·
√

n+1+
√

n√
n+1+

√
n

]

= lim
n→+∞

(
√

n+1)2− (
√

n)2
√

n+1+
√

n
=

= lim 1√
n+1+

√
n

= 0.

lim an = lim
n→+∞

log

(

1+
1
n

)

= log

[

lim
n→+∞

1+ lim
n→+∞

1
n

]

= log

[

lim
n→+∞

1+0

]

=

= lim
n→+∞

log1= lim
n→+∞

0 = 0

Calculando as n-ésimas reduzidassn e tn das śeries∑an e ∑bn respectivamente temos:

s1 = a1 =
√

1+1−
√

1 =
√

2−
√

1

s2 = a1 +a2 = s1 +a2 =
√

2−
√

1+
√

2+1−
√

2 =
√

2−
√

1+
√

3−
√

2 =

=
√

3−
√

1

s3 = a1 +a2 +a3 = s2 +a3 =
√

3−
√

1+
√

3+1−
√

3 =
√

3−
√

1+
√

4−
√

3 =

=
√

4−
√

1

s4 = a1 +a2 +a3 +a4 = s3 +a4 =
√

4−
√

1+
√

4+1−
√

4 =
√

3−
√

1+
√

5−
√

3 =

=
√

5−
√

1
...

sn = a1 +a2 + · · ·an = sn−1 +an =
√

n−1+1−
√

1+
√

n+1−√
n =

√
n−

√
1

+
√

n+1−√
n =

√
n+1−

√
1
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t1 = a1 = log

(

1+
1
1

)

= log2

t2 = a1 +a2 = t1 +a2 = log

(

1+
1
2

)

= log2+ log
3
2

= log2· 3
2

= log3

t3 = a1 +a2 +a3 = t2 +a3 = log

(

1+
1
3

)

= log3+ log
4
3

= log3· 4
3

= log4

t4 = a1 +a2 +a3 +a4 = t3 +a4 = log

(

1+
1
4

)

= log4+ log
5
4

= log4· 5
4

= log5

...

tn = a1 +a2 + · · ·an = tn−1 +an = log

(

1+
1
n

)

= logn+ log
n+1

n
=

= logn·
(

n+1
n

)
= logn+1

Aplicando limite emsn e tn obtemos:

lim sn = lim
n→+∞

√
n+1−

√
1 = +∞

lim tn = lim
n→+∞

logn+1 = log( lim
n→+∞

n+1) = log( lim
n→+∞

n+ lim
n→+∞

1) =

= log(+∞+0) = log+∞ = +∞.

Portantosn e tn são divergentes.

2. Use o crit́erio de comparaç̃ao para provar que
+∞

∑
n=1

1
n2 é convergente, a partir da con-

verĝencia de
+∞

∑
n=1

2
n(n+1)

.

3. Sejasn an-ésima reduzida da série harm̂onica. Prove que paran = 2m tem-sesn > 1+
m
2

e conclua dáı que a śerie harm̂onicaé divergente.

Resoluç̃ao: Seja a śerie harm̂onica∑an onde seu termo geralan = 1
n, tomandon = 2m

temos,

S2m = 1+
1
2

+

(
1
3

+
1
4

)

+

(
1
5

+ · · ·+ 1
8

)

+ · · ·+
(

1
2n−1 +1

+
1

2n−1 +2
+ · · ·+ 1

2n

)

> 1+
1
2

+

(
1
4

+
1
4

)

+

(
1
8

+
1
8

+
1
8

+
1
8

)

+ · · ·+
(

2n−1

2n

)

= 1+
1
2

+
2
4

+
4
8

+ · · ·+ 2n−1

2n

= 1+
1
2

+
1
2

+
1
2

+ · · ·+ 1
2

= 1+
m
2

.
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Segue que limS2m = +∞ e comoS2m é uma reduzida da série harm̂onica limsn = +∞ logo

a śerie harm̂onicaé divergente.

4. Mostre que a śerie
+∞

∑
n=2

1
nlogn

diverge.

5. Mostre que ser > 1 a śerie
+∞

∑
n=2

1
n(logn)r converge.

Resoluç̃ao: Seja
∞
∑

n=2

1
n(logn)r comr > 1 tomando a soma parcialsm comm= 2n−1 temos

sm =

(
1

2(log2)r +
1

3(log3)r

)

+

(
1

4(log4)r +
1

5(log5)r +
1

6(log6)r +
1

7(log7)r

)

+ · · ·

+
1

2n−1(log2n−1)r ≤
2

2(log2)r +
4

4(log4)r +
8

8(log8)r + · · ·+ 2n−1

2n−1(log2n−1)r

=
1

(log2)r +
1

2r(log2)r +
1

3r(log2)r + · · ·+ 1
kr(log2)r =

∞

∑
k=1

1
kr(log2)r = zn.

Como
1

kr(log2)r ≤ 1
kr como

1
kr converge pelo crit́erio da comparaç̃ao temos quezn con-

verge, ou seja,sm ≤ zn, significa quesm converge.

6. Prove que a śerie
+∞

∑
n=1

logn
n2 converge.

5.4.2 Seç̃ao 2: Śeries absolutamente convergentes

1. Se
+∞

∑
n=1

an é convergente ean ≥ 0 para todon∈ IN ent̃ao a śerie
+∞

∑
n=1

anxn é absolutamente

convergente para todox∈ [−1,1] e

+∞

∑
n=1

ansin(nx) ,
+∞

∑
n=1

ancos(nx)

são absolutamente convergentes para todox∈ IR.

2. A śerie 1− 1
2

+
2
3
− 1

3
+

2
4
− 1

4
+

2
5
− 1

5
+

2
6
− 1

6
+ · · · tem termos alternadamente positivos

e negativos e seu termo geral tende para zero. Entretantoé divergente. Por que isto não

contradiz o Teorema de Leibniz?

Resoluç̃ao: Note que

an =

(

1,−1
2
,
2
3
,−1

3
,
2
4
,−1

4
,
2
5
,−1

5
,
2
6
,−1

6
, · · ·
)
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dáı temos

1 > −1
2
⇒ a1 > a2

e ainda

−1
2

<
2
3
⇒ a2 < a3.

Em outras palavras, temos

a2n−1 > a2n e a2n < a2n−1,∀n∈ IN.

Ou seja ñao temos uma sequência mońotona, logo o Teorema de Leibniz nãoé válido.

3. Se
+∞

∑
n=0

an é absolutamente convergente e lim
n→+∞

bn = 0, ponhacn = a0bn +a1bn−1 + · · ·+

anb0 e prove que lim
n→+∞

cn = 0.

4. Se
+∞

∑
n=1

an é absolutamente convergente, prove que
+∞

∑
n=1

a2
n converge.

Resoluç̃ao: Se∑an é absolutamente convergente então ∑ |an| é convergente tomemos

ε = 1 para qualquer que sejan0 ∈ IN tal quen > n0 dáı temos

|an−0| < ε
|an| < 1

disto segue que

(an)
2 = |an|2 < |an| < 1.

Pelo crit́erio da comparaç̃ao temos que∑a2
n converge poiśe menor que∑ |an| que é

convergente.

5. Se
+∞

∑
n=1

a2
n e

+∞

∑
n=1

b2
n convergem, prove que

+∞

∑
n=0

anbn converge absolutamente.

6. Prove: uma śerie
+∞

∑
n=1

an é absolutamente convergente se, e somente se,é limitado o con-

junto de todas as somas finitas formadas com os termosan.

Resoluç̃ao: Se∑an é absoulutamente convergente temos que qualquer soma finitaSde

termosan esta compreendida entrep e−q sendo:
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p = ∑ pn =

{

an se an ≥ 0

0 se an < 0
e q = ∑qn =

{

−an se an ≤ 0

0 se an > 0

Chamaremos∑ pn de parte positiva da série e∑qn de parte negativa da série.

De fato temos que|an|= pn+qn, logo se as somas finitas estão entrepn eqn ent̃ao formam

um conjunto limitado e ainda as reduzidas de∑ pn e ∑qn são limitadas logo estas duas

séries s̃ao convergentes e∑an converge absolutamente.

5.4.3 Seç̃ao 3: Testes de convergência

1. Determine se a série
+∞

∑
n=1

(
logn

n

)n

é convergente usando ambos os testes, de d’Alembert

e Cauchy.

2. Dada uma sequência de ńumeros positivosxn, com lim
n→∞

xn = a, prove que lim
n→∞

n
√

x1x2 · · ·xn =

a.

Resoluç̃ao: Sejazn = x1 · x2 · x3 · · · · · xn queremos mostrar que lim
n→∞

n
√

zn = a temos por

hipótese que limxn = a pelo crit́erio de D’Alembert temos

lim

∣
∣
∣
∣

zn+1

zn

∣
∣
∣
∣
= lim

x1 ·x2 ·x3 · · · · ·xn+1

x1 ·x2 ·x3 · · · · ·xn
= lim xn+1 = a

Pelo teorema 5.9 temos que se lim

∣
∣
∣
∣

zn+1

zn

∣
∣
∣
∣
= aent̃ao lim n

√

|zn|= a. Logo lim n
√

|x1 ·x2 ·x3 · · · · ·xn|=
a

3. Determine para quais valores dex cada uma das séries abaixóe convergente

(a)
+∞

∑
n=1

nkxn

(b)
+∞

∑
n=1

nnxn

(c)
+∞

∑
n=1

xn

nn

(d)
+∞

∑
n=1

n!xn

(e)
+∞

∑
n=1

xn

n2
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6 ALGUMAS NOÇ ÕES TOPOLÓGICAS

6.1 CONJUNTOS ABERTOS

Definição 6.1(Ponto Interior). Dado X⊂ IR dizemos que áe ponto interior de X quando existe

ε > 0 tal que(a− ε,a+ ε) ⊂ X.

Definição 6.2(Interior deX). O conjunto de todos os pontos interiores de Xé denomindado

interior de X, denotado por int X.

Definição 6.3(Conjunto Aberto). Um conjunto A⊂ IR é aberto se int A= A, istoé, todo ponto

de Aé ponto interior a A.

Definição 6.4(Vizinhança dea). Quando a∈ int X diz-se que o conjunto X́e uma vizinhança

do ponto a.

Observaç̃ao 6.1. 1. Se o conjunto X possui algum ponto interior, ele deve conter pelo menos

um intervalo aberto, logóe infinito. Assim, se X= {x1,x2, · · · ,xn} é um conjunto finito,

nenhum dos seus pontosé interior, ou seja, temos int X= /0. Melhor ainda, como todo

intervalo abertóe um conjunto ñao-enumeŕavel, se int X6= /0 ent̃ao X é ñao-enumeŕavel.

Em particular, temos:

(a) O conjuntoIN dos ńumeros naturaiśe enumeŕavel logo ñao possui pontos interiores,

isto é, intIN = /0, isto mostra queIN não é aberto.

(b) O conjuntoZZ dos ńumeros inteirośe enumeŕavel logo ñao possui pontos interiores,

isto é, intZZ = /0, isto mostra queZZ não é aberto.

(c) O conjuntoIQ dos ńumeros racionaiśe enumeŕavel logo ñao possui pontos interiores,

isto é, intIQ = /0, isto mostra queIQ não é aberto.

(d) O conjuntoIR− IQ dos ńumeros irracionais, apesar de ser não-enumeŕavel, ñao pos-

sui pontos interiores. De fato, todo intervalo aberto deve conter ńumeros racionais,

logo IR− IQ não pode conter um intervalo aberto. Assim int(IR− IQ) = /0, isto mostra

queIR− IQ não é aberto.



72

2. Se X= (a,b), ou X= (−∞,b), ou X= (a,+∞), ent̃ao int X= X, ou seja, X́e aberto.

3. Se Y= [c,+∞) e Z= (−∞,d] ent̃ao intY= (c,+∞) e int Z= (−∞,d). Portanto ñao s̃ao

abertos.

4. O conjunto vazióe aberto. Com efeito, um conjunto X só pode deixar de ser aberto se

existir em X algum ponto que não seja interior. Como ñao existe ponto algum em/0,

somos forçados a admitir que/0 é aberto.

5. A retaIR é um conjunto aberto.

6. Um intervalo (limitado ou ñao) é um conjunto aberto se, e somente se,é um intervalo

aberto.

O limite de uma seqûencia pode ser reformulado em termos de conjuntos abertos.

Teorema 6.1. lim
n→+∞

xn = L se, e somente se, para todo aberto A contendo L, existe n0 ∈ IN tal

que xn ∈ A,∀ n≥ n0.

Teorema 6.2. 1. Se A1 e A2 são conjuntos abertos, então A1∩A2 é um conjunto aberto.

2. Se(Aλ )λ∈L é uma faḿılia de conjuntos abertos, então a reunĩao A=
⋃

λ∈L
Aλ é um conjunto

aberto.

Observaç̃ao 6.2. A interseç̃ao de um ńumero finito de conjuntos abertosé ainda um conjunto

aberto. O caso de uma famı́lia infinita de conjuntos abertos pode ter uma interseção que ñao é

um conjunto aberto. Observe o próximo exemplo.

Teorema 6.3.Se F= {x1,x2, · · · ,xn} é um conjunto finito de ńumeros reais então o comple-

mentarIR−F é aberto.

6.2 CONJUNTOS FECHADOS

Definição 6.5(Ponto aderente). Dado X⊂ IR, dizemos que áe ponto aderente de X quando a

é limite de uma sequência de pontos xn ∈ X.

Observaç̃ao 6.3. 1. Todo ponto a∈ X é aderente a X, basta tomar os xn = a, dáı lim
n→+∞

xn =

a.

2. Pode-se ter a aderente a X sem que a∈ X. Por exemplo, X= (0,+∞), ent̃ao a= 0 /∈ X,

mas a= 0 é aderente a X, pois0 = lim
n→+∞

1
n

, onde
1
n
∈ X.
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3. Um ńumero a chama-se valor de aderência da seqûencia(xn) quandoé limite de uma

subseqûencia de(xn).

4. Todo valor de aderência de uma sequência(xn) é um ponto aderente de um conjunto X.

Mas, a rećıprocaé falsa. Nem todo ponto aderente a de Xé valor de ader̂encia de(xn).

Por exemplo, comolim
n→+∞

1
n = 0, o único valor de ader̂encia de(xn)n∈IN =

(1
n

)

n∈IN é 0,

mas todos os pontos xn por pertencerem a X= (0,+∞), são pontos aderentes a X.

Definição 6.6(Fecho). O conjunto dos pontos aderentes a Xé denominado fecho de X, deno-

tado porX.

Definição 6.7(Conjunto Fechado). Um conjunto X⊂ IR é fechado quando X= X.

Observaç̃ao 6.4.As seguintes afirmações s̃ao equivalentes:

1. Um conjunto X⊂ IR é fechado se, e somente se, todo ponto aderente a X pertence a X.

2. Para que X⊂ IR seja fechadóe necesśario e suficiente que cumpra a seguinte condição:

se xn ∈ X para todo n∈ IN e lim
n→∞

xn = a, ent̃ao a∈ X.

Teorema 6.4.Um ponto aé aderente ao conjunto X se, e somente se, toda vizinhança dea

cont́em algum ponto de X (V∩X 6= /0 para toda vizinhança de a)

Pelo teorema acima, a fim de que um pontoa não pertença aX é necesśario e suficiente que

exista uma vizinhançaV, ondea∈V tal queV ∩X = /0.

Teorema 6.5.Um conjunto Fé fechado se, e somente se, o complementar A= IR−F é aberto.

Teorema 6.6.O fecho de qualquer conjuntóe um conjunto fechado. (Ou seja,X = X para todo

X ⊂ IR.)

Teorema 6.7. 1. Se F1 e F2 são conjuntos fechados então F1∪F2 é fechado.

2. Se(Fλ )λ∈L é uma faḿılia qualquer de conjuntos fechados então F =
⋂

λ∈L
Fλ é fechado.

Uma reunĩao infinita de conjuntos fechados pode não ser um conjunto fechado.

Observaç̃ao 6.5. 1. Todo conjunto finito F= {x1,x2, · · · ,xn} é fechado pois, seu comple-

mentarIR−F é aberto Teorema (6.3).

2. ZZ é fechado pois, seu complementarIR−ZZ é aberto.

3. IN é fechado pois, seu complementarIR− IN é aberto.
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4. IR e o conjunto vazio s̃ao fechados pois, seus respectivos complementares, o conjunto

vazio eIR são abertos.

5. Existem conjuntos que não s̃ao fechados nem abertos, comoIQ, IR− IQ, ou um intervalo do

tipo [a,b) ou (a,b].

Definição 6.8(Denso). Sejam X, Y conjuntos de números reais, com X⊂Y. Dizemos que X́e

denso em Y quando Y⊂ X, istoé, quando todo b∈Y é aderente a X.

Observaç̃ao 6.6. As seguintes afirmações s̃ao equivalentes a dizer que X́e denso em Y. (Em

todas elas, sup̃oe-se X⊂Y.)

1. Todo ponto de Ýe limite de uma sequência de pontos de X.

2. Y⊂ X.

3. Para todo y∈Y e todoε > 0 tem-se(y− ε,y+ ε)∩X 6= /0.

4. Todo intervalo aberto que contenha um ponto de Y deve conter tamb́em algum ponto de

X. (Note que um intervalo aberto contendo y∈ Y deve conter um intervalo da forma

(y− ε,y+ ε).)

Observaç̃ao 6.7.Temos:

1. IQ é denso emIR, ou seja,IR ⊂ IQ.

2. IR− IQ é denso emIR, ou seja,IR ⊂ IR− IQ.

Definição 6.9(Cisão do Conjunto). Uma cis̃ao do conjunto X⊂ IR é uma decomposição X =

A∪B tal queA∩B = A∩B = /0 (isto é, nenhum ponto de Áe aderente a B e nenhum ponto de

B é aderente a A). (Em particular, A e B são disjuntos.)

A decomposiç̃aoX = X∪ /0 chama-se a cisão trivial.

Teorema 6.8.Um intervalo da reta śo admite a cis̃ao trivial.

Corolário 6.1. Osúnicos subconjuntos deIR que s̃ao simultaneamente abertos e fechados são

IR e /0.
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6.3 PONTOS DE ACUMULAÇ̃AO

Definição 6.10(Ponto de Acumulaç̃ao). Um ńumero a∈ IR é ponto de acumulação do conjunto

X ⊂ IR quando toda vizinhança V de a contém algum ponto de X diferente do próprio a, istoé,

V ∩ (X−{a}) 6= /0. Equivalentemente:∀ ε > 0, (a− ε,a+ ε)∩ (X−{a}) 6= /0. Indica-se com

X′ o conjunto dos pontos de acumulação de X.

Observaç̃ao 6.8. 1. A condiç̃ao a∈ X′ (a é ponto de acumulação de X) exprime-se simboli-

camente do seguinte modo:

∀ε > 0∃ x∈ X; 0 < |x−a| < ε.

2. a∈ X′ ⇔ a∈ X−{a}.

Definição 6.11(Ponto Isolado). Se a∈ X não é ponto de acumulação de X, ent̃ao a é ponto

isolado de X. Isto significa que existeε > 0 tal que aé o único ponto de X no intervalo

(a− ε,a+ ε).

Definição 6.12(Conjunto Discreto). Quando todos os pontos do conjunto X são isolados, X

chama-se conjunto discreto.

Teorema 6.9.Dados X⊂ IR e a∈ IR, as seguintes afirmações s̃ao equivalentes:

1. aé um ponto de acumulação de X;

2. aé limite de uma sequência de pontos xn ∈ X−a;

3. Todo intervalo aberto de centro a contém uma infinidade de pontos de X.

Observaç̃ao 6.9. 1. Se Xé finito ent̃ao X′ = /0. (Conjunto finito ñao tem ponto de acumulação).

A contra positiva diz: Se X′ 6= /0 ent̃ao X é infinito. Observe óıtem2 e verifique que ñao

vale a volta da contra positiva;

2. ZZ é infinito mas todos os pontos deZZ são isolados, ou seja,ZZ′ = /0;

3. IQ′ = IR;

4. (IR− IQ)′ = IR;

5. (a,b)′ = (a,b]′ = [a,b)′ = [a,b];

6. Dado X= {x1,x2, · · · ,xn, · · ·} onde lim
n→+∞

xn = a, temos:
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(a) Se a/∈ X temos a6= xn, para todo n∈ IN, ent̃ao X′ = {a}. Por exemplo, se X=
{

1,
1
2
,
1
3
, · · · , 1

n
, · · ·
}

onde lim
n→+∞

1
n

= 0 ent̃ao X′ = {0}, isto é,0 é oúnico ponto de

acumulaç̃ao de X.

(b) Se a∈ X, pode-se ter X′ = {a} ou X′ = /0. Por exemplo:

i. A seqûencia(a,a,a, · · ·) tem X′ = /0.

ii. A seqûencia

(

a,a+1,a+
1
2
,a+

1
3
, · · · ,a+

1
n
, · · ·
)

tem-se X′ = {a}.

Segue-se uma versão do Teorema de Bolzano-Weierstrass em termos de ponto de acumulaç̃ao.

Teorema 6.10.Todo conjunto infinito limitado de números reais admite pelo menos um ponto

de acumulaç̃ao.

Teorema 6.11.Para todo X⊂ IR, tem-seX = X ∪X′. Ou seja, o fecho de um conjunto Xé

obtido acrescentando-se a X os seus pontos de acumulação.

Corolário 6.2. X é fechado se, e somente se, X′ ⊂ X.

Corolário 6.3. Se todos os pontos do conjunto X são isolados ent̃ao X é enumeŕavel.

6.4 CONJUNTOS COMPACTOS

Definição 6.13(Conjunto Compacto). Um conjunto X⊂ IR é um conjunto compacto se X́e

fechado e limitado.

Teorema 6.12.Um conjunto X⊂ IR é compacto se, e somente se, toda sequência de pontos em

X possui uma subsequência que converge para um ponto de X.

Observaç̃ao 6.10.Seja X⊂ IR um conjunto compacto (não vazio). Por ser limitado, existem

β = inf xn e α = supxn

Por ser compacto, pelo teorema anteriorβ e α pertencem a X. Portanto todo conjunto X⊂ IR

possui um elemento ḿaximo e um elemento mı́nimo, ou seja, se X́e compacto então existem

x1,x2 ∈ X tais que

x1 ≤ x≤ x2

∀x∈ X.

O teorema a seguir generaliza o principı́o dos intervalos encaixados.
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Teorema 6.13.Dada uma seqûencia decrescente X1 ⊃ X2 ⊃ X3 ⊃ ·· ·Xn ⊃ ·· · de conjuntos

compactos ñao vazios, existe (pelo menos) um número real que pertence a todos os Xn, ou seja,
+∞⋂

n=1
Xn 6= /0.

Definição 6.14(Cobertura deX). Dado um conjunto X chama-se cobertura de X uma famı́lia

C = {Cλ ;λ ∈ L}

de conjunto Cλ tais que X⊂ ⋃

λ∈L
Cλ .

Observaç̃ao 6.11. 1. Se Cλ é um conjunto aberto,∀ λ , a cobertura chama-se cobertura

aberta.

2. Se L= {λ1,λ2, · · · ,λn} é um conjunto finito e ainda se tem X⊂Cλ1
∪Cλ2

∪·· ·∪Cλn
diz-se

que C= {Cλi
;λi ∈ L} é uma cobertura finita.

3. Se L′ ⊂ L é tal que ainda se tem X⊂ ⋃

λ ′∈L′
Cλ ′ ent̃ao C′ = {Cλ ′;λ ′ ∈ L′} é denominada

uma subcobertura de C.

Teorema 6.14(Borel-Lebesgue). Toda cobertura aberta de um conjunto compacto possui uma

subcobertura finita.
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6.5 EXERĆICIOS

6.5.1 Seç̃ao 1: Conjuntos Abertos

1. Prove que, para todoX ⊂ IR tem-se int(intX)= int(X) e conclua que int(X) é um conjunto

aberto.

2. SejaA ⊂ IR um conjunto com a seguinte propriedade: “toda sequência(xn) que con-

verge para um pontoa∈ A tem seus termos pertencentes aA para todon suficientemente

grande”. Prove queA é aberto.

Resoluç̃ao: Suponhamos por absurdo queA não seja aberto, ou seja, existea∈ A tal que

a nãoé ponto interior deA.

Consideremos a sequência (xn)n∈IN onde (x1,x2,x3, · · · ,xn, · · ·) ∈ A, para todo n sufi-

cientemente grande. Comoa não é ponto interior deA podemos dizer que sexn ∈
(
a− 1

n,a+ 1
n

)
ent̃aoxn /∈ A. Mas por hiṕotese limxn = a. Absurdo, poisxn /∈ A.

O que contradiz a hiṕotese do racioćınio por absurdo. PortantoA é aberto.

3. Prove que int(A∪B) ⊃ intA∪ intB e int(A∩B) = intA∩ intB quaisquer que sejamA,B⊂
IR. SeA = (0,1] eB = [1,2), mostre que int(A∪B) 6= intA∪ intB.

4. Para todoX ⊂ IR, prove que vale a reunião disjunta IR= intX∪ int(IR−X)∪F, ondeF

é formado pelos pontosx∈ IR tais que toda vizinhança dex cont́em pontos deX e pontos

de IR−X. O conjuntoF = f rX chama-se afronteiradeX. Prove queA⊂ IR é aberto se,

e somente se,A∩ f rA = /0

Resoluç̃ao: Vamos provar que dadoX ⊂ IR, vale a reunĩao disjunta IR= intX∪ int(IR−
X)∪F .

A inclusão intX∪ int(IR−X)∪F ⊂ IR é imediata visto queX ⊂ IR.

Provemos que IR⊂ intX∪ int(IR−X)∪F

Sex∈ IR, comoX ⊂ IR, há dois casos a considerar:

(i) x∈ intX

Sex∈ intX ent̃aox∈ intX∪ int(X− IR)∪F . Logo IR⊂ intX∪ int(X− IR)∪F .

(ii) x /∈ intX
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(a) Sex∈ X, ent̃ao∀ε > 0, tal que(x− ε,x+ ε) ⊃ X e portanto∃x∈ (x+ ε,x− ε) tal

quex /∈ intX. Assimx∈ F o que implica quex∈ intX∪ int(IR−X)∪F.

Logo IR∪ intX∪ int(X− IR)∪F .

(b) Sex /∈ X, ent̃ao x ∈ (IR−X), logo x ∈ intX ∪ int(IR−X)∪F . Em quaisquer das

situaç̃oes tem IR⊂ intX∪ int(IR−X)∪F.

Conclúımos que IR= intX∪ int(IR−X)∪F.

Provemos agora que IR= /0 ou seja intX∪ int (IR−X)∪F = /0.

Suponhamos por absurdo quex ∈ intX ∩ int (IR − X) ∩ F ent̃ao x ∈ intX e x ∈
int (IR−X) ex∈ F .

• Sex ∈ int X ent̃aox /∈ int (IR−X) o que implicax /∈ int X ∩ int (IR−X), ou seja,

int X∩ int (IR−X) = /0.

• Sex ∈ int (IR−X) ent̃ao x /∈ F = fr X o que acarretax /∈ [int (IR−X)∪F ] logo

int (IR−X)∩F = /0.

• Sex∈ F ent̃aox /∈ int X logox /∈ F ∩ int X, segue queF ∩ int X = /0.

Logo intX∪ int (IR−X)∪F = /0.

Vamos provar ainda queA⊂ IR é aberto se, e somente seA∩ fr A = /0.

De fato /0⊂ A∩ fr A é imediato. Mostremos queA∩ fr A⊂ /0.

Suponhamos por absurdo que existex∈ A∩ fr A, segue quex∈ A ex∈ fr A. Absur-

do!

Pois sex∈ A e sendoA aberto temos que todox∈ A é ponto interior deA. Sabendo

que frA é formada pelos pontosx∈ IR tais que toda vizinhança dex cont́em pontos

deX e IR−X. Dáı temos que6 ∃x∈ A∩ fr A, logoA∩ fr A⊂ /0.

PortantoA∩ fr A = /0.

Reciprocamente provemos queA∩ fr A = /0 se, e somente se,A⊂ IR é aberto. Com

efeito, sejax ∈ A, comoA∩ fr A = /0 temos quex /∈ fr A, e portanto existe uma

vizinhançaV de x tal queV não cont́em pontos de(IR−A), ou sejaV cont́em

somente pontos deA. Logo existeε > 0 tal que(x− ε,x+ ε) ⊂ A, segue quex é

ponto interior deA e portantoA é aberto.

5. Para cada um dos conjuntos seguintes, determine sua fronteira: X = [0,1], Y = (0,1)∪
(1,2), Z = IQ, W = ZZ.

6. SejamI1 ⊃ I2 ⊃ ·· · ⊃ In ⊃ ·· · intervalos limitados dois a dois distintos, cuja interseção

I = ∩∞
n=1In nãoé vazia. Prove queI é um intervalo, o qual nuncáe aberto.



80

Resoluç̃ao: Sejam as sequências(an)n∈IN e (bn)n∈IN ondean, bn sejam as extremidades

deIn, ondea1 ≤ a2 ≤ ·· · ≤ an ≤ ·· · ≤ bn ≤ ·· · ≤ b2 ≤ b1.

Consideremos supan = α e inf bn = β

• Seα < β ent̃aoα < x < β ⇒ an < x < bn,∀n∈ IN, logo (α,β ) ⊂ I . Por outro lado

tomemosc < α ⇒ c < an, para algumn⇒ c /∈ In ⇒ c /∈ I .

• Seβ < c⇒ c > bn, para algumn⇒ c /∈ In ⇒ c∈ I .

Portanto(α,β ) ⊂ I ⊂ [α,β ], desta forma temos que(α,β ) são os extremos do

intervaloI .

Segue do fato dos intervalosIn serem dois a dois distintos e que uma das sequências

(an) ou (bn) possuem uma infinidade de termos distintos:

Ent̃ao, para todon ∈ IN existe p ∈ IN tal quean < α < an+p < β < bn, logo α ∈
(an,bn) ⊂ In. Portantoα ∈ I e I nãoé um intervalo aberto.

6.5.2 Seç̃ao 2: Conjuntos Fechados

1. SejamI um intervalo ñao-degenerado ek > 1 um ńumero natural. Prove que o conjunto

dos ńumeros racionaismkn , cujos denominadores são potenciais dek com expoenten∈ IN,

é denso emI .

2. Prove que, para todoX ⊂ IR, valeX = X∪ fr X. Conclua queX é fechado se, e somente

se,X ⊃ fr X.

Resoluç̃ao: DadoX ⊂ IR queremos provar inicialmente queX = X∪ fr X.

• X ⊂ X∪ fr X

Sejax∈ X ent̃aox é ponto aderente aX ent̃ao toda vizinhança dex cont́em pontos

dex, ou seja,x∈ X oux∈ fr X, de qualquer maneirax∈ (X∪ fr X).

• X∪ fr X ⊂ X.

Tomemosx∈ X∪ fr X, segue quex∈ X oux∈ fr X. Sex∈ X e comoX ⊂ X temos

quex∈ X logo X∪ fr X ⊂ X. E sex∈ fr X ent̃ao todos os pontos da vizinhança de

x cont́em pontos deX e IR−X logo x é ponto aderente aX pois toda vizinhança de

x cont́em algum ponto deX logox∈ X que implicaX∪ fr X ⊂ X. Conclúımos disto

queX = X∪ fr X. Vamos provar ainda queX é fechado se, e somente se,X ⊃ fr X.

Sabemos queX = X e ainda queX = X∪ fr X ent̃aoX = X∪ fr X, assim frX ⊂ X.
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Reciprocamente, seX ⊃ fr X, ent̃aoX∪ fr X = X. Mas comoX = X∪ fr X. Segue

queX = X. Conclúımos queX é fechado.

3. Para todoX ⊂ IR, prove que IR− int X = IR−X e IR−X = int(IR−X).

4. SeX ⊂ IR é aberto (respectivamente, fechado) eX = A∪B é uma cis̃ao, prove queA e B

são abertos (respectivamente, fechados).

Resoluç̃ao:

SejaX ⊂ IR, aberto ondeX = A∪B é uma cis̃ao (decomposiç̃ao deX = A∪B; A∩B =

/0 e A∩B = /0). Tomandoa ∈ A, temos que para todoε > 0 suficientemente pequeno

(a− ε,a+ ε) ⊂ X.

Se(a− ε,a+ ε) /∈ A implica que(a− ε,a+ ε) ∈ B, teŕıamosa ∈ (A∩B), contradiç̃ao.

Logo existeε > 0 tal que(a− ε,a+ ε) ⊂ A eA é aberto.

Do mesmo modo paraB.

Considerando o caso deX ser fechado ea∈ A ent̃aoa∈ X. Mas ñao podemos tera∈ B,

pois isto implicaria emA∩B 6= /0. Logoa∈ A eA é fechado.

Racioćınio ańalogo paraB.

5. Prove que seX ⊂ IR tem fronteira vazia entãoX = /0 ouX = IR.

6. SejamX,Y ⊂ IR. Prove queX∪Y = X ∪Y e queX∩Y ⊂ X ∩Y. Dê exemplo em que

X∩Y 6= X∩Y.

Resoluç̃ao:

Vamos provar a seguinte igualdadeX∪Y = X∪Y.

• X∪Y ⊂ X∪Y

DadoX,Y ⊂ IR, temos queX ⊂ X∪Y eY ⊂ X∪Y o que implica emX ⊂ X∪Y e

Y ⊂ X∪Y logoX∪Y ⊂ X∪Y.

• X∪Y ⊂ X∪Y

Sejaa = lim zn comzn ∈ X∪Y, sea∈ X∪Y.

Temos quezn ∈ X ou a ∈ X, para infinitos valores den ou zn ∈ Y ou a ∈ Y, para

infinitos valores den, logoa∈ X∪Y. PortantoX∪Y ⊂ X∪Y.
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Conclúımos ent̃ao queX∪Y = X∪Y.

Para provar a inclusãoX∩Y⊂X∩Y, podemos usar o fato deX∩Y⊂X eX∩Y⊂Y,

segue queX∩Y ⊂ X eX∩Y ⊂Y, logoX∩Y ⊂ X∩Y.

Um exemplo em queX∩Y 6= X ∩Y podemos tomarX = [3,5) e Y = (5,6] ent̃ao

X∩Y = /0 o que implica que /0= X∩Y ⊂ X∩Y = [3,5]∩ [5,6] = 5.

7. Dada uma sequência(xn)n∈IN, prove que o fecho do conjuntoX = {xn;n ∈ IN} é X =

X∪A, ondeA é o conjunto dos valores de aderência de(xn)n∈IN.

6.5.3 Seç̃ao 3: Pontos de Acumulação

1. Prove que, para todoX ⊂ IR, tem-seX = X∪X′. Conclua queX é fechado se, e somente

se, cont́em todos os seus pontos de acumulação.

Resoluç̃ao:

Para demonstrarX = X∪X′ temos as seguintes inclusões:

(i) X ⊂ X∪X′

Sea∈ X, temos quea∈ X logo a∈ X∪X′ ou toda vizinhança dea cont́em pontos

dex 6= a. Assima é ponto de acumulação deX e portantoX ⊂ X∪X′.

(ii) X∪X′ ⊂ X

ComoX ⊂ X temos que sex∈ X∪X′ implica x∈ X e portantox∈ X. E sex∈ X′

toda vizinhança dex cont́em algum ponto deX diferente do pŕopriox. Em particular

x é ponto aderente logox∈ X.

Dáı X∪X′ ⊂ X.

De (i) e (ii) temos queX = X∪X′.

SejaX um conjunto fechado ondeX = X e comoX = X ∪X′ segue queX ⊃ X′,

e portanto um conjunto fechado se, e somente se contém todos os seus pontos de

acumulaç̃ao.

2. Prove que toda coleção de intervalos ñao degenerados dois a dois disjuntosé enumeŕavel.

3. Prove que se todos os pontos do conjuntoX ⊂ IR são isolados então pode-se escolher,

para cadax∈ X, um intervalo abertoIx, de centrox, tal quex 6= y⇒ Ix∩ Iy = /0.

Resoluç̃ao:

Se todos os pontos do conjuntoX ⊂ IR são isolados para cadax∈ X existeεx > 0 tal que

(x− εx,x+ εx)∩X = {x}.
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SejaIx = (x− εx
2 ,x+ εx

2 ) e Iy = (y− εy
2 ,y+

εy
2 ).

Sejamx,y∈ X comx 6= y e consideremosεx ≤ εy.

Suponhamos que existaz∈ Ix∩ Iy. Logo

|x−z| ≤ εx

2
e |z−y| ≤ εy

2

e portanto

|x−y| ≤ |x−z|+ |z−y| ≤ εx

2
+

εy

2
≤ εy

Dáı sex∈ Iy. Absurdo!

PortantoIx∩ Iy = /0

4. Prove que se todo conjunto não enumeŕavelX ⊂ IR possui algum ponto de acumulação

a∈ X.

6.5.4 Seç̃ao 4: Conjuntos Compactos

1. Prove que o conjuntoA dos valores de aderência de uma sequência(xn) é fechado. Se a

seqûencia for limitada,A é compacto, logo existeml e L, respectivamente o menor e o

maior valor de aderência da seqûencia limitada(xn). Costuma-se escreverl = liminf (xn)

eL = limsup(xn).

2. Prove que uma reunião finita e uma interseção arbitŕaria de conjuntos compactosé um

conjunto compacto.

3. Dê exemplo de uma sequência decrescente de conjuntos fechados não-vaziosF1 ⊃ ·· · ⊃
Fn ⊃ ·· · e uma seqûencia decrescente de conjuntos limitados não-vaziosL1 ⊃ ·· · ⊃ Ln ⊃
·· · tais que

⋂
Fn = /0 e

⋂
Ln = /0.

Resoluç̃ao: ConsideremosFn = [n,+∞) uma seqûencia decrescente de conjuntos fecha-

dos ñao vazios, onde

F1 = [1,+∞),F2 = [2,+∞),F3 = [3,+∞), · · · ,Fn = [n,+∞), · · ·

eF1⊃F2⊃F3⊃ ·· ·⊃Fn⊃ ·· · temos que
⋂

Fn = /0, comoé infinito a cadaFn conseguimos

infinitos n os quais pertencem aF1 e ñao pertencem aFn.
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Considerando agora uma sequência decrescente de conjuntos limitados não vazios onde

Ln =

(

0,
1
n

)

temos que

L1 = (0,1),L2 =

(

0,
1
2

)

,L3 =

(

0,
1
3

)

, · · · ,Ln =

(

0,
1
n

)

, · · ·

ondeL1 ⊃ L2 ⊃ L3 ⊃ ·· · ⊃ Ln ⊃ ·· · , temos
⋂

Ln = /0.

De fato para cadan∈ IN há infinitosLn ⊂ L1 não vazios ondeL1∩L2∩L3∩·· ·∩Ln∩·· ·=
/0.

4. SejamX, Y conjuntos disjuntos e não-vazios, comX compacto eY fechado. Prove que

existemx0 ∈ X, y0 ∈Y tais que|x0−y0| ≤ |x−y| para quaisquerx∈ X, y∈Y.

5. Um conjunto compacto cujos pontos são todos isoladośe finito. Dê exemplo de um

conjunto fechado ilimitadoX e um conjunto limitado ñao-fechadoY, cujos pontos s̃ao

todos isolados.

Resoluç̃ao: SejaX = IN sabemos que o conjunto dos numeros naturaisé ilimitado, e

que cada um dos seus pontos separadamente são fechados, mas, nada podemos afirmar a

respeito da reunião infinita de fechados.

SejaY um conjunto limitado e ñao fechado e que seus pontos são todos isolados temos

Y = 1,
1
2
,
1
3
, · · · , 1

n
, · · ·

ondeY é limitado por 1 e 0 e ainda não possui pontos de acumulação ou seja a vizinhança

V ∩Y− 1
n = /0.

6. Prove que seX é compacto então os seguintes conjuntos também s̃ao compactos:

(a) S= {x+y;x,y∈ X};

(b) D = {x−y;x,y∈ X};

(c) P = {x ·y;x,y∈ X};

(d) Q = {x/y;x,y∈ X}.
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7 LIMITES DE FUNÇ ÕES

7.1 DEFINIÇÃO E PRIMEIRAS PROPRIEDADES

Definição 7.1. Sejam X⊂ IR um conjunto de ńumeros reais, f: X → IR uma funç̃ao real cujo

doḿınio é X e a∈ X′ um ponto acumulaç̃ao do conjunto X. Diz-se que o número real Lé

limite de f(x) quando x tende para a, e escreve-selim
x→a

f (x) = L, quando para todoε > 0

dado arbitrariamente, pode-se obterδ > 0 tal que se tem| f (x)−L| < ε sempre que x∈ X e

0 < |x−a| < δ .

Teorema 7.1.Sejam f,g : X → IR, a∈ X′, lim
x→a

f (x) = L e lim
x→a

g(x) = M. Se L< M ent̃ao existe

δ > 0 tal que f(x) < g(x) para todo x∈ X como0 < |x−a| < δ .

Teorema 7.2(Teorema do Sanduı́che). Sejam f,g,h : X → IR, a∈X′ e lim
x→a

f (x) = lim
x→a

g(x) = L.

Se f(x) ≤ h(x) ≤ g(x) para todo x∈ X−{a} ent̃ao lim
x→a

h(x) = L.

Teorema 7.3.Sejam f: X → IR e a∈X′. A fim de que sejalim
x→a

f (x) = L é necesśario e suficiente

que, para toda sequência de pontos xn ∈ X−a comlim xn = a, tenha-selim f (xn) = L.

Corolário 7.1 (Unicidade do limite). Sejam f: X → IR e a∈X′. Selim
x→a

f (x) = L e lim
x→a

f (x) = M

ent̃ao L= M.

Corolário 7.2. (Operaç̃oes com limites). Sejam f,g :→ IR, a∈X′, comlim
x→a

f (x)= L e lim
x→a

g(x)=

M. Ent̃ao

1. lim
x→a

f (x)±g(x) = L±M;

2. lim
x→a

f (x) ·g(x) = L ·M;

3. lim
x→a

f (x)
g(x) = L

M , se M 6= 0;

4. Selim
x→a

f (x) = 0 e gé limitada numa vizinhança de a, tem-selim
x→a

f (x) ·g(x) = 0

Teorema 7.4.Sejam f: X → IR, a∈ X′, se existelim
x→a

f (x) ent̃ao f é limitada numa vizinhança

de a, istoé, existemδ > 0 e c> 0 tais que x∈ X, 0 < |x−a| < δ implica | f (x)| ≤ c.
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7.2 LIMITES LATERAIS

Definição 7.2.(Ponto de acumulaç̃aoà direita) Um ńumero real áe dito ponto de acunulaçãoá

direita de X⊂ IR, quando toda vizinhança de a contém algum ponto x∈ X com x> a. Escreve-

se: a∈ X′
+.

Equivalentemente para todoε > 0 tem-seX ∩ (a,a+ ε) 6= /0. A fim de quea ∈ X
′
+ é

necesśario e suficiente quea seja limite de uma sequência de pontosxn > a, pertencentes a

X. Finalmentea é um ponto de acumulaçãoà direita para o conjuntoX se, e somente se,é um

ponto de acumulação ordińario do conjuntoY = X∩ (a,+∞).

Definição 7.3. (Ponto de acumulaç̃ao à esquerda) Diz-se que áe um ponto de acunulação á

esquerda de X⊂ IR, quando para todoε > 0 tem-se X∩ (a− ε,a) 6= /0, ou seja, a∈ Z
′

onde

Z = (−∞,a)∩X. Representa-se: a∈ X′
−.

Para que isto aconteça,é necesśario e suficiente quea = lim xn, onde(xn) é uma seqûencia

cujos termosxn < a pertencem aX.

Quandoa∈ X′
+∩X′

− diz-se quea é um ponto de acumulação bilateral deX.

Exemplo 7.1.Se X=
{

1, 1
2, 1

3, · · · , 1
n

}
ent̃ao0∈ X′

+ porém0 /∈ X′
−.

Exemplo 7.2. Seja I um intervalo. Se c∈intI então c∈ I ′+∩ I ′− mas se će um dos extremos de

I então tem-se apenas c∈ I ′+ seé o extremo inferior e c∈ I ′− seé o extremo superior de I.

Definição 7.4. (Limite à direita) Sejam f: X → IR, a ∈ X′
+. Diz-se que o ńumero real Lé

limite á direita de f(x) quando x tende para a, e dadoε > 0, pode-se obterδ > 0 tal que

| f (x)−L| < ε sempre que x∈ X e0 < x−a < δ . Escreve-se L= lim
x→a+

f (x). Simbolicamente:

lim
x→a+

f (x) = L. ≡ .∀ε ∃δ > 0;x∈ X∩ (a,a+δ ) ⇒ | f (x)−L| < ε

Definição 7.5. (Limite à esquerda) Considerando f: X → IR e a∈ X′
−, dizemos que Ĺe limite

à esquerda de f(x) quando para todoε > 0, pode-se obterδ > 0 tal que x∈ X∩ (a−δ ,a) ⇒
| f (x)−L| < ε. Escreve-se: L= lim

x→a−
f (x).

Os resultados enunciados para limites também s̃ao v́alidos para limites laterais.

Dadoa ∈ X′
+ ∩X′

−, existe lim
x→a

f (x) = L se, e somente se, existem e são iguais os limites

laterais.

lim
x→a+

f (x) = lim
x→a−

f (x) = L

Teorema 7.5.Seja f: X → IR uma funç̃ao mońotona limitada. Para todo a∈ X′
+ e todo b∈ X′

−
existem lim

x→a+
f (x) = L e lim

x→a−
f (x) = M. Ou seja, existem sempre limites laterais de uma função

mońotona limitada.
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7.3 LIMITES NO INFINITO, LIMITES INFINITOS

Definição 7.6.Seja X⊂ IR ilimitado superiormente. Dada f: X → IR, escreve-se:lim
x→+∞

f (x) =

L, quando o ńumero real L satisfaz̀a seguinte condiç̃ao:

∀ε > 0∃A > 0;x∈ X,x > A⇒ | f (x)−L| < ε

Definição 7.7.Seja X⊂ IR ilimitado inferiormente. Dada f: X → IR, escreve-se:lim
x→−∞

f (x) =

L, quando o ńumero realε > 0 dado, existir A> 0 tal que x< −A⇒ | f (x)−L| < ε.

Os limites parax → +∞ e x → −∞ são de certo modo, limites laterais, o primeiroé um

limite à esquerda e o segundoà direita. O limite de uma sequênciaé um caso particular de

limite no infinito.

Definição 7.8.(Limites Infinitos) Sejam X⊂ IR, a∈X′, f : X → IR. Diremos quelim
x→a

f (x) = +∞

quando, para todo A> 0 dado, existeδ > 0 tal que0 < |x−a| < δ , x∈ X ⇒ f (x) > A

Definição 7.9. (Limites Infinitos) Sejam X⊂ IR, a∈ X′, f : X → IR. Temos quelim
x→a

f (x) = −∞

quando, para todo A> 0 dado, existeδ > 0 tal que0 < |x−a| < δ , x∈ X ⇒ f (x) < −A
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7.4 EXERĆICIOS

7.4.1 Seç̃ao 1: Definiç̃ao e Primeiras propriedades

1. Sejamf : X → IR, a∈ X′ eY = f (X−{a}). Se lim
x→a

f (x) = L ent̃aoL ∈Y.

Resoluç̃ao: Seja f : X → IR, a∈ X′ eY = f (X−{a}). Se lim
x→a

f (x) = L mostraremos que

L ∈Y.

De fato, como lim
x→a

f (x) = L, ent̃ao dadoε > 0, existeδ > 0 tal que sex∈ X e se

0 < |x−a| < δ ⇒ | f (x)−L| < ε (1)

Temos ainda quea∈ X′ isto significa que existe uma sequênciaxn ∈ X−a, tal quea =

lim xn. Desta forma para cadaxi ∈ (xn)n∈IN ⊂ X−{a} temos

0 < |xi −a| < δ e xi 6= a (2)

Logo de 1 e 2 temos:

0 < |xi −a| < δ ⇒ | f (xi)−L| < ε,∀i ∈ IN

ou seja existe uma( f (xi)) ⊂ f (X−{a}) = Y tal que lim
x→a

( f (xi)) = L. AssimL ∈Y.

2. Sejam f : X → IR, a ∈ X
′
. A fim de que exista lim

x→a
f (x) é suficiente que, para toda

seqûencia de pontosxn ∈ X−{a} com limxn = a, a seqûencia( f (xn)) seja convergente.

3. Sejamf : X → IR, g : Y → IR com f (X) ⊂Y, a∈ X′ eb∈Y′∩Y.

Se

lim
x→a

f (x) = b e lim
x→a

g(y) = c,

prove que lim
x→a

g( f (x)) = c, contanto quec = g(b) ou ent̃ao quex 6= a implique f (x) 6= b.

Resoluç̃ao: Dadoε > 0 devemos exibirδ > 0 tal que sex ∈ X e 0< |x−a| < δ ent̃ao

|g( f (x))−c| < ε.

Por hiṕotese temos que

lim
x→a

f (x) = b, ou seja, dadoη > 0 existeδ > 0 tal quex∈ X implica em:

0 < |x−a| < δ ⇒ | f (x)−b| < η (3)
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e ainda lim
x→a

g(y) = c, ou seja, dadoε > 0 existeδ ∗ > 0 tal quey∈Y implica em:

0 < |y−b| < δ ∗ ⇒ |g(y)−c| < ε (4)

Como f (X) ⊂Y ent̃ao existey∈Y tal que f (x) = y, para algumx∈ X. Temos tamb́em

queg(b) = c, substituindo em (4) esses fatos: lim
x→a

f (x) = b, ou seja, dadoη > 0 existe

δ > 0 tal quex∈ X implica em:

0 < | f (x)−a| < δ ⇒ |g(y)−g(b)| < ε (5)

Consideremos agoraδ ∗ = η e de (3) e (5) vem que, paraε > 0 dado existeδ > 0 tal que

sex∈ X tem-se lim
x→a

f (x) = b, ou seja, dadoη > 0 existeδ > 0 tal quex∈ X implica em:

0 < |x−a| < δ ⇒ 0 < | f (x)−b| < η = δ ∗ ⇒ |g( f (x))−c| < ε

4. Sejamf ,g : IR→ IR definidas porf (x) = 0 sex é irracional ef (x) = x sex∈ IQ; g(0) = 1 e

g(x) = 0 sex 6= 0. Mostre que lim
x→0

f (x) = 0 e lim
y→0

g(y) = 0, poŕem ñao existe lim
x→0

g( f (x)).

5. Seja f : IR → IR definida por f (0) = 0 e f (x) = sin1
x sex 6= 0. Mostre que para todo

c∈ [−1,1] existe uma seqûencia de pontosxn 6= 0 tais que limxn = 0 e lim f (xn) = c.

Resoluç̃ao: Temos por hiṕotese quef : IR → IR é definida da seguinte maneira:

f : IR −→ IR

x −→ f (x) =

{

0, sex = 0

sin1
x, sex 6= 0

sabemos que a função sené limitada, ou seja, sua imagem varia no intervalo[−1,1], dado

qualquera∈ IR podemos ter sena = c, ondec∈ [−1,1].

Queremos provar que existe uma sequência de pontosxn 6= 0 onde limxn = 0 e lim f (xn) =

c.

Com efeito tomandoxn =
1

a+2πn
temos

lim xn = lim
1

a+2πn
= 0

e ainda comoxn 6= 0 temosf (xn) = sen






1
1

a+2πn




= sena+2πn logo,

lim f (xn) = lim[sen(a+2πn)] = c.
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7.4.2 Seç̃ao 2: Limites Laterais

1. Prove quea∈ X
′
+ (respectivamente,a∈ X

′
−) se, e somente se,a = lim xn é limite de uma

seqûencia decrescente (respectivamente, crescente) de pontospertencentes ao conjunto

X.

2. Prove que lim
x→a+

f (x) = L (respectivamente, lim
x→a−

f (x) = L) se, e somente se, para toda

seqûencia decrescente (respectivamente, crescente) de pontosxn ∈ X com limxn = a tem-

se lim f (xn) = L.

Resoluç̃ao: Suponhamos que lim
x→a+

f (x) = L. Temos por hiṕotese que dadoε > 0 existe

δ > 0 tal que:

x∈ (a,a+δ )∩X ent̃ao| f (x)−L| < ε.

Sejaxn decrescente tal que limxn = a e xn > a, ∀a∈ IN portanto paran suficientemente

grande temos:

xn ∈ (a,a+δ )∩X ent̃ao| f (xn)−L| < ε

e portanto limf (xn) = L.

Reciprocamente se(xn) é decrescente, limxn = ae lim f (xn)= L, mostremos que lim
x→a+

f (x)=

L.

Com efeito consideremos lim
x→a+

f (x) 6= L, ent̃ao teŕıamos∃ε > 0 tal que∀ ∈ IN existe(xn)

decrescente onde(xn) ∈ (a,a+δ )∩X mas| f (xn)−L| ≥ ε.

Logo limxn = a, mas limf (xn) 6= L. Absurdo!

Portanto lim
x→a+

f (x) = L.

3. Sejaf : IR−{0}→ IR definida porf (x)= 1/
(

1+a1/x
)

, ondea> 1. Prove que lim
x→0+

f (x)=

0 e lim
x→0−

f (x) = 1.

4. Sejamf : X → IR mońotona ea∈ X
′
+. Se existir uma sequência de pontosxn ∈ X com

xn > a, lim xn = a e lim f (xn) = L ent̃ao lim
x→a+

f (x) = L.

Resoluç̃ao: Seja(xn) ∈ X ondexn > a e limxn = a tal que f é uma funç̃ao mońotona ñao

decrescente.

Assim dadoδ > 0, existen0 ∈ IN tal que sen≥ n0 exn ∈ (a,a+δ ).
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Por outro lado, como limf (xn) = L, ent̃ao dadoε > 0 existeδ ∗ tal que

0 < |xn−a| < δ ∗ ⇒ | f (xn)−L| < ε

−ε < f (a+δ ∗)−L < ε ⇒ L− ε < f (a+δ ∗) < ε +L

L− ε < f (xn) ≤ f (a+δ ∗) < ε +L

Disto segue que limf (xn) = L

7.4.3 Seç̃ao 3: Limites no infinito, limites infinitos

1. Sejap : IR → IR um polin̂omio ñao constante, istóe, para todox∈ IR, p(x) = a0 +a1x+

· · ·+anxn, coman 6= 0 en≥ 1. Prove que sen é par ent̃ao lim
x→+∞

p(x) = lim
x→−∞

p(x) = +∞

sean > 0 e= −∞ sean < 0. Sen é ı́mpar ent̃ao lim
x→+∞

= +∞ e lim
x→−∞

p(x) = −∞ quando

an > 0 e os sinais dos limites são trocados quandoan < 0.

Resoluç̃ao: Sejap(x) = a0 +a1x+ · · ·+anxn, consideremos o caso em quen é par.

Mostremos que lim
x→+∞

p(x) = +∞ sean > 0.

De fato notemos que

p(x) = xn
[a0

xn +
a1

xn−1 + · · ·+an

]

Logo lim
x→+∞

p(x) = lim
x→+∞

xn
[a0

xn +
a1

xn−1 + · · ·+an

]

Comoxn → +∞, basta provarmos que∀n, lim
x→+∞

a
xn = 0. De fato dadoε > 0, devemos

exibir δ > 0 tal que sex > δ

| a
xn −0| < ε ⇒ | a

xn | < ε ⇒ |a|
|xn| < ε ⇒ |xn|

|a| >
1
|ε| ⇒ |xn| > |a|

ε
⇒ x > n

√
a
ε

Comox→+∞, x> 0⇒|x|= x, logo basta considerarmosδ ≤ n
√a

ε e obtemos o desejado.

Assim,

lim
x→+∞

p(x) = lim
x→+∞

anxn = +∞.

Com efeito, dadoε > 0, devemos exibirδ > 0 tal que, sex> δ impliqueanxn > ε. Como

an > 0⇒ xn >
( ε

an

) 1
n

Considerandoδ ≤
(

ε
an

) 1
n

obtemos o desejado.

Logo lim
x→+∞

p(x), sean > 0.

Analogamente os outros casos são demonstrados.
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2. Seja f : IR → IR, definida porf (x) = xsenx. Prove que, para todoc ∈ IR, existe uma

seqûenciaxn ∈ IR com lim
n→∞

xn = +∞ e lim
n→∞

f (xn) = c.

3. Sejaf : [a,+∞) → IR limitada. Para cadat ≤ a indiquemos comMt o sup emt o inf de f

no intervaloI = [t,+∞). Comwt = Mt −mt indicaremos a oscilação def emI . Prove que

existem lim
x→+∞

Mt e lim
t→+∞

mt . Prove que existe lim
x→+∞

f (x) se e somente se, lim
t→+∞

wt = 0.

Resoluç̃ao: Vamos provar inicialmente que existe lim
t→+∞

Mt e lim
t→+∞

mt .

Temos queMt e mt são funç̃oes mońotonas (mt ≤ Mt , não-decrescente) e ainda limitada

por hiṕotese, logo existem lim
t→+∞

mt = l , lim
t→+∞

Mt = L e lim
t→+∞

wt = L− l .

Sabemos que

mt ≤ f (t) ≤ Mt , ∀ ≥ a

Queremos provar agora que se lim
t→+∞

wt = 0 existe lim
x→+∞

f (x). Seja lim
t→+∞

wt = 0 isto

implica queL = l , ou seja, limf (x) = L = l .

Reciprocamente, se lim
x→

f (x) = A ent̃ao, para todoε > 0 existet ≥ a tal queA− ε <

f (x) < A+ ε para todox > t, logoMt −mt ≤ 2ε

|Mt −L| < ε e |mt − l | < ε

L− ε < Mt < L+ ε e l − ε < mt < l + ε

Subtraindo as inequações temos

|Mt −mt | < l −L+ ε + ε ⇒ |Mt −mt | < 2ε

Segue-se que limMt = lim mt e limwt = 0.
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8 FUNÇÕES CONTÍNUAS

8.1 DEFINIÇÃO E PRIMEIRAS PROPRIEDADES

Definição 8.1. (Continuidade) Uma funç̃ao f : X → IR, definida no conjunto X⊂ IR, diz-se

cont́ınua no ponto a∈ IR quando, para todoε > 0 dado arbitrariamente, pode-se obterδ > 0

tal que x∈ X e |x−a| < δ impliquem| f (x)− f (a)| < ε, de outra maneira podemos escrever

que f é cont́ınua no ponto a significa:

∀ε > 0∃δ > 0;x∈ X, |x−a| < δ ⇒ | f (x)− f (a)| < ε.

Definição 8.2. (Funç̃ao Cont́ınua) Diz-se que f: X → IR é uma funç̃ao cont́ınua quando fé

cont́ınua em todos os pontos a∈ X.

Definição 8.3. (Continuidade Local) A continuidadée um fen̂omeno local, istóe, a funç̃ao

f : X → IR é cont́ınua no ponto a∈ X se, e somente se, existe uma vizinhança V de a tal que a

restrição de f a V∩X é cont́ınua no ponto a.

Observaç̃ao 8.1. • Se aé um ponto isolado do conjunto X istoé, dadoδ > 0 tem-se X∩
(δ −a,δ +a) = {a}, em toda a funç̃ao f : X → IR é cont́ınua no ponto a.

• Se Xé um conjunto discreto, comoZZ por exemplo, então toda a funç̃ao inteiraé cont́ınua

o mesmo acontece com o conjunto dos números naturais.

• Se a∈ X ∩X′, ou seja, se a∈ X e a∈ X′ ent̃ao f : X → IR é cont́ınua no ponto a se, e

somente se,lim
x→a

f (x) = f (a).

• Não h́a restriç̃oes para a definiç̃ao de continuidade quando x= a pois nesta situaç̃ao

teŕıamos obviamenteε > 0.

Teorema 8.1.Sejam f,g : X → IR cont́ınuas no ponto a∈ X, com f(a) < g(a). Existeδ > 0

tal que f(x) < g(x) para todo x∈ X∩ (a−δ ,a+δ ).

Corolário 8.1. Sejam f: X → IR cont́ınua no ponto a∈ X. Se f(a) 6= 0 existeδ > 0 tal que,

para todo x∈ X∩ (a−δ ,a+δ ), f (x) tem o mesmo sinal de f(a).
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Teorema 8.2.A fim de que a funç̃ao f : X → IR seja cont́ınua no ponto áe necesśario e sufi-

ciente que, para toda sequência de pontos xn ∈ X comlim xn = a, se tenhalim f (xn) = f (a).

Corolário 8.2. Se f,g : X → IR são cont́ınuas no ponto a∈X ent̃ao s̃ao cont́ınuas nesse mesmo

ponto as funç̃oes f+g, f ·g : X → IR, bem como a funç̃ao f/g, caso seja g(a) 6= 0.

Teorema 8.3.Sejam f: X → IR cont́ınua no ponto a∈ X, g : Y → IR cont́ınua no ponto b=

f (a) ∈Y e f(X) ⊂Y, de modo que a composta g◦ f : X → IR esta bem definida. Então g◦ f é

cont́ınua no ponto a.

8.2 FUNÇÕES CONT́INUAS NUM INTERVALO

Teorema 8.4.(Teorema do Valor Intermediário) Seja f : [a,b] → IR cont́ınua. Se f(a) < d <

f (b) ent̃ao existe c∈ (a,b) tal que f(c) = d.

Corolário 8.3. Se I⊂ IR é um intervalo e f: I → IR é cont́ınua ent̃ao f(I) é um intervalo.

Teorema 8.5.Seja I⊂ IR um intervalo. Toda funç̃ao cont́ınua injetiva f: I → IR é mońotona e

sua inversa g: J → I definida no intervalo J= f (I), é cont́ınua.

Corolário 8.4. Para todo n∈ IN, a funç̃ao g : [0,+∞) → [0,+∞) definida por g(x) = n
√

x é

cont́ınua.

Diz-se um homeomorfismo entreX e Y quandoX ⊂ IR e Y ⊂ IR é uma bijeç̃ao cont́ınua

f : X →Y cuja inversaf−1 : Y → X é tamb́em cont́ınua. O Teorema 8.5 diz, portanto que seI

é um intervalo ent̃ao toda funç̃ao cont́ınua e injetivaf : I → IR é um homeomorfismo entreI e

o intervaloJ = f (I).

8.3 FUNÇÕES CONT́INUAS EM CONJUNTOS COMPACTOS

O teorema a seguir assegura a existência de valores ḿaximos e ḿınimos de uma funç̃ao

cont́ınua quando seu domı́nio é compacto.

Teorema 8.6.(Weierstrass) Seja f: X → IR cont́ınua no conjunto compacto X⊂ IR. Existem

x0 e x1 tais que f(x0) ≤ f (x) ≤ f (x1) para todo x∈ X.

Teorema 8.7. A imagem f(X) de um conjunto compacto X⊂ IR por uma funç̃ao cont́ınua

f : X → IR é um conjunto compacto.

Corolário 8.5. Se X⊂ IR é compacto então toda funç̃ao cont́ınua f : X → IR é limitada, istoé,

existe c> 0 tal que| f (x)| ≤ c para todo x∈ X.
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Teorema 8.8.Se X⊂ IR é compacto então toda bijeç̃ao cont́ınua f : X →Y ⊂ IR tem inversa

cont́ınua g: Y → X.

8.4 CONTINUIDADE UNIFORME

Seja f : X → IR cont́ınua. Dadoε > 0, para cadax∈ X pode-se acharδ > 0 tal quey∈ X,

|y−x| < δ implicam | f (y)− f (x)| < ε.

O número positivoδ não depende apenas doε > 0 dado mas tamb́em do pontox no qual

a continuidade def é examinada. Nem sempre dadoε > 0, pode-se encontrar umδ > 0 que

sirva em todos os pontosx∈ X (mesmo sendof cont́ınua em todos esses pontos).

Definição 8.4. Uma funç̃ao f : X → IR diz-se uniformemente contı́nua no conjunto X quando,

para todoε > 0 dado arbitrariamente, pode-se obterδ > 0 tal que x,y∈X, |y−x|< δ implicam

| f (y)− f (x)| < ε.

Observaç̃ao 8.2. • Uma funç̃ao uniformemente contı́nua f : X → IR é cont́ınua em todos

os pontos do conjunto X. A recı́proca ñao é verdadeira.

• A continuidade de uma função f : X → IR no ponto a∈ X significa que pode se ter f(x)

tão próximo de f(a) quanto se deseje, ou seja a esta fixo e x se aproxima dele afim de

que f(x) se aproxime da f(a). Já na continuidade uniforme, pode-se fazer com que f(x)

e f(y) se tornem t̃ao próximos quanto se queira, bastando que x,y∈ X estejam tamb́em

próximos.

• Podemos distinguir a continuidade uniforme, se cada ponto x∈ X possui uma vizinhança

V tal que a restriç̃ao V∩X é cont́ınua ent̃ao f é comt́ınua. Mas ñao podemos afirmar

para f uniformemente contı́nua. Isso se exprime dizendo que a continuidadeé uma noç̃ao

local enquanto a continuidade uniformeé um conceito global.

Definição 8.5. (Funç̃ao Lipschitziana) Um funç̃ao é dita Funç̃ao Lipschitziana quando existe

uma constante k> 0 (chamada constante de Lipschitz da função) tal que

| f (x)− f (y)| ≤ k|x−y|,

sejam quais forem x,y∈ X

Toda funç̃ao lipschitzianaf : X → IR é uniformemente contı́nua dadoε > 0, tome-seδ =
ε
k

.

Ent̃aox,y∈ X, |x−y| < δ ⇒ | f (y)− f (x)| ≤ k|x−y| < k · ε
k

= ε
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Teorema 8.9.A fim de que f: X → IR seja uniformemente contı́nua é necesśario e suficiente

que, para todo par de sequências(xn),(yn) em X comlim(yn−xn)= 0 tenha-selim [ f (yn)− f (xn)]=

0.

Teorema 8.10.Seja X⊂ IR compacto. Toda função cont́ınua f : X → IR é uniformemente

cont́ınua.

Teorema 8.11.Toda funç̃ao f : X → IR, uniformemente contı́nua num conjunto limitado X,́e

uma funç̃ao limitada.

Teorema 8.12.Se f : X → IR é uniformemente contı́nua ent̃ao para cada a∈ X′(mesmo que a

não pertença a X), existelim
x→a

f (x).
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8.5 EXERĆICIOS

8.5.1 Seç̃ao 1: Definiç̃ao e primeiras propriedades

1. Sejamf ,g : X → IR cont́ınuas no pontoa ∈ X. Prove que s̃ao cont́ınuas no pontoa as

funçõesϕ,ψ : X → IR, definidas porϕ(x) = max { f (x),g(x)} eψ(x) = min { f (x),g(x)}
para todox∈ X.

2. Sejamf ,g : X → IR cont́ınuas. Prove que seX é aberto ent̃ao o conjuntoA = {x∈ X;

f (x) 6= g(x)} é aberto e seX é fechado o conjuntoF = {x∈ X; f (x) = g(x)} é fechado.

Resoluç̃ao: Queremos mostrar queF é um conjunto fechado tomandoF = F1 ∩ F2

ondeF1 = {x∈ X; f (x) ≤ g(x)} e F2 = {x∈ X; f (x) ≥ g(x)} são conjuntos fechados

e sabendo que a intersecção de conjuntos fechadosé um conjunto fechado, para con-

cluirmos queF é fechado, basta mostrar queF1 eF2 são fechados.

Sejaxn ∈ F1 onde limxn = a da propriedade do conjuntoF1 podemos escreverf (xn) ≤
g(xn), como f eg são cont́ınuas temosf (a) ≤ g(a) disto segue quea∈ F1 ent̃aoF1 = F1.

Do mesmo modo fazemos paraF2.

PortantoF1 eF2 são fechados o que acarretaF ser fechado.

Para mostrarmos queA é um conjunto aberto temos quef (x) 6= g(x) isto implica em

f (x) < g(x) ou f (x) > g(x) desta maneira podemos escreverAcomo a reunĩao dos conjun-

tos abertosA1 = {x∈ X; f (x) < g(x)} e A2 = {x∈ X, f (x) > g(x)}, ou seja,A = A1∪A2

como a reunĩao de conjuntos abertosé um conjunto aberto basta mostrar queA1 eA2 são

abertos. Para provar queA1 é aberto tomandoA1 = IR−F2 comoF2 é fechado temos que

A1 é aberto(Teorema 3 topologia). Da mesma maneiraé feito paraA2. Logo A1 e A2 é

aberto.

Donde conclúımos queA é aberto.

3. Uma funç̃ao f : X → IR diz-sesemi-cont́ınua superiormente(scs) no pontoa∈X quando,

para cadac> f (a) dado, existeδ > 0 tal quex∈X, |x−a|< δ implicam f (x) < c. Defina

funç̃ao semi-contı́nua inferiormente(sci) no pontoa. Prove quef é cont́ınua no ponto

a se, e somente se,é scs e sci nesse ponto. Prove que sef é scs,g é sci no pontoa e

f (a) < g(a) ent̃ao existeδ > 0 tal quex∈ X, |x−a| < δ ⇒ f (x) < g(x).

4. Seja f : IR → IR cont́ınua. Prove que sef (x) = 0 para todox ∈ X ent̃ao f (x) = 0 para

todox∈ X.
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Resoluç̃ao: Suponhamos por absurdo que existe umy∈ X tal que f (y) 6= 0, comoy∈ X,

existe(yn) ⊂ X tal que limyn = y. Do fato de(yn) ⊂ X temos quef (yn) = 0 ∀ ∈ IN, mas

f (y) 6= 0. Logo f (y) 6= f (yn), e portantof nãoé cont́ınua. Absurdo! poisf é cont́ınua.

Portantof (x) = 0 para todox∈ X ex∈ X.

5. Prove quef : IR→ IR é cont́ınua se, e somente se, para todoX ⊂ IR, tem-sef (X)⊂ f (X).

6. Sejam f ,g : X → IR cont́ınuas no pontoa. Suponha que em cada vizinhançaV de a,

existam pontosx,y tais quef (x) < g(x) e f (y) > g(y). Prove quef (a) = g(a).

Resoluç̃ao: Sejam f ,g funções cont́ınuas ema tais que cada vizinhançaV dea existem

pontosx,y tais quef (x) < g(x) e f (y) > g(y).

Sejaδ1 = 1. Assim, existemx1 ey1 tais que

|x1−a| < δ1 e |y1−a| < δ1

onde

f (x1) < g(x1) e f (y1) > g(y1).

Sejaδ2 = 1
2. Assim existemx2 ey2 tais que

|x2−a| < δ2 e |y2−a| < δ2

onde

f (x2) < g(x2) e f (y2) > g(y2).

Procedendo desta maneira obteremosδ = 1
n onde existemxn eyn tais que

|xn−a| < δn e |yn−a| < δn

onde

f (xn) < g(xn) e f (yn) > g(yn).

Ou seja, encontramos duas sequências(xn)n∈IN e (yn)n∈IN ondexn → a e yn → a. Como

f eg são cont́ınuas ema temos

f (xn) < g(xn) e f (yn) > g(yn).

lim
n→+∞

f (xn) ≤ lim
n→+∞

g(xn) e lim
n→+∞

f (yn) ≥ lim
n→+∞

g(yn).

f (a) ≤ g(a) e f (a) ≥ g(a).
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Conclúımos quef (a) só pode ser igual ag(a).

7. Seja f : X → IR descont́ınua no pontoa ∈ X. Prove que existeε > 0 com a seguinte

propriedade: ou se pode achar uma sequência de pontosxn ∈ X com limxn = a e f (xn) >

f (a)+ε para todon∈ IN ou acha-se(yn) comyn ∈ X, lim yn = a e f (yn) < f (a)−ε para

todon∈ IN.

8.5.2 Seç̃ao 2: Funç̃oes cont́ınuas num intervalo

1. Uma funç̃ao f : X → IR diz-selocalmente constantequando todo ponto deX possui uma

vizinhançaV tal quef é constante emV∩X. Prove que toda função f : I → IR, localmente

constante num intervaloI , é constante.

Resoluç̃ao: Sejaa∈ I e consideremosA= {x∈ I , f (x) = f (a)} eB= {x∈ I , f (x) 6= f (a)}.

TomemosA∪B= I , como f é localmente constante, então todox∈Apossui uma vizinhança

disjunta deB, ou seja sex∈ A implica f (x) = f (a),∀x∈ A. Logox /∈ B e dáı A∩B = /0.

Da mesma forma, para todoy∈ B, temos que este possui uma vizinhança disjunta deA,

poisy∈ B significa f (y) 6= f (a),∀y∈ B.

Ent̃aoy /∈ A e portantoA∩B = /0. Com isso garantimos queA∪B é uma cis̃ao.

Comoa∈ A temos queA 6= /0 eB = /0 dondeA = I e f é constante.

2. Seja f : I → IR uma funç̃ao mońotona, definida no intervaloI . Se a imagemf (I) é um

intervalo, prove quef é cont́ınua.

3. Diz-se que uma função f : I → IR, definida no intervalo I, tem apropriedade do valor

intermedíario quando a imagemf (J) e todo intervaloJ ⊂ I é um intervalo. Mostre que

a funç̃ao f : IR → IR, dada porf (x) = sen1
x sex 6= 0 e f (0) = 0, tem a propriedade do

valor intermedíario, embora seja descontı́nua.

Resoluç̃ao: Vamos provar que a função f (x) = sen1
x definida da seguinte maneira possui

a propriedade do valor intermediário.

f : I ⊂ IR −→ IR

x −→ f (x) =

{

0, sex = 0

sen1
x, sex 6= 0
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Como a funç̃ao sen1x é definida para todox∈ I ⊂ IR tal que 0/∈ I e é limitada ou seja

| f (I)| ≤ 1

⇒ −1 ≤ f (I) ≤ 1

⇒ f (I) ∈ [−1,1].

Se 0∈ I ent̃ao da mesma forma temos

f (0) = 0 e f (0) ∈ [−1,1]

Portanto a funç̃ao f (x) = sen1
x tem a propriedade do valor intermediário.

4. Seja f : I → IR uma funç̃ao com a propriedade do valor intermediário. Se, para cada

c∈ IR, existe apenas um número finito de pontosx∈ I tais quef (x) = c, prove quef é

cont́ınua.

5. Seja f : [0,1] → IR cont́ınua, tal quef (0) = f (1). Prove que existex ∈
[

0,
1
2

]

tal que

f (x) = f

(

x+
1
2

)

. Prove o mesmo resultado com13 em vez de1
2. Generalize.

Resoluç̃ao: Seja f : [0,1] → IR cont́ınua tal quef (0) = f (1).

Definamos para cadax∈
[

0,
1
2

]

, ϕ :

[

0,
1
2

]

→ IR ondeϕ(x) = f

(

x+
1
2

)

− f (x) pois

ϕ(0) = f

(

0+
1
2

)

− f (0) = f

(
1
2

)

− f (0)

ϕ
(

1
2

)

= f

(
1
2

+
1
2

)

− f

(
1
2

)

= f (1)− f

(
1
2

)

= f (0)− f

(
1
2

)

Fazendoϕ(0)+ϕ
(

1
2

)

obtemos

ϕ(0)+ϕ
(

1
2

)

= f

(
1
2

)

− f (0)+ f (0)− f

(
1
2

)

= 0

logo existex∈
[

0,
1
2

]

tal que f (x) = f

(

x+
1
2

)

.

Do mesmo modo definindoψ :

[

0,
2
3

]

→ IR comoψ(x) = f

(

x+
1
3

)

− f (x) obtemos:

ψ(0) = f

(

0+
1
3

)

− f (0) = f

(
1
3

)

− f (0)

ψ
(

1
3

)

= f

(
1
3

+
1
3

)

− f

(
1
3

)

= f

(
2
3

)

− f

(
1
3

)

= f (0)− f

(
2
3

)

ψ
(

2
3

)

= f

(
2
3

+
1
3

)

− f

(
2
3

)

= f (0)− f

(
2
3

)

.
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Fazendoψ(0)+ψ
(

1
3

)

+ψ
(

2
3

)

= 0, ent̃ao existex∈
[

0,
2
3

]

tal quef (x) = f

(

x+
1
3

)

.

De forma geral, sejaϕ :

[

0,
n−1

n

]

→ IR, n > 1 definida porϕ(x) = f

(

x+
1
n

)

− f (x)

notemos que:

ϕ(0) = f

(

0+
1
n

)

− f (0)

ϕ
(

n−1
n

)

= f (1)− f

(
n−1

n

)

ϕ
(

n−2
n

)

= f

(
n−1

n

)

−
(

n−2
n

)

...

ϕ
(

1
n

)

= f

(
2
n

)

− f

(
1
n

)

.

dondeϕ(0)+ ϕ
(

n−1
n

)

+ ϕ
(

n−2
n

)

+ · · ·+ ϕ
(

1
n

)

= f (1)− f (0) = 0 e ϕ troca de

sinal em

[

0,
n−1

n

]

. Logo∃x∈
[

0,
n−1

n

]

tal que f (x) = f

(

x+
1
n

)

.

8.5.3 Seç̃ao 3: Funç̃oes cont́ınuas em conjuntos compactos

1. Sejaf : IR→ IR cont́ınua, tal que lim
x→+∞

f (x) = lim
x→−∞

f (x) = +∞. Prove que existex0 ∈ IR

tal que f (x0) ≤ f (x) para todox∈ IR.

2. Sejaf : IR→ IR cont́ınua, com lim
x→+∞

f (x) = +∞ e lim
x→−∞

f (x) =−∞. Prove que, para todo

c∈ IR dado, existe entre as raı́zesx da equaç̃ao f (x) = c uma cujo ḿodulo|x| é ḿınimo.

Resoluç̃ao: Sabemos que limf (x) = +∞ e lim f (x) = −∞. ConsiderandoM = {x∈ IR;

f (x) = c}, temos queM 6= /0 pelo Teorema do Valor Intermediário. Observe tamb́em que

M é um conjunto fechado, poisM = Ak∪B, ondeAk = [xi,x j ] é fechado comk = 1, · · · ,n
tal que f (x) = c,∀x∈ Ak e B =

{
xp, f (xp) = c

}
é um conjunto discreto, logóe fechado.

PortantoM é fechado, poiśe a unĩao finita de conjuntos fechados.

Tamb́em como lim
x→+∞

f (x) = +∞ e lim
x→−∞

f (x) =−∞ ent̃ao dadoA> 0,∃B1 > 0 tal que se

x > B1,

f (x) > A

e tamb́em dadoA > 0,∃B2 > 0 tal quec > −B2,

f (x) < −A.



102

Assim paraA > 0, seB = max{B1,B2} consideremos

x > B > B1 e x < −B < −B2

ou ainda,

|x| > B e | f (x)| > A.

Disto segue parax suficientemente grande ou pequeno,f (x) seŕa, respectivamente, grande

ou pequeno, isto mostra queM é limitado, visto quex∈ M se f (x) = c.

Fixandon0 suficientemente grande tal queM∩ [−n0,n0] 6= /0. Temos queM∩ [−n0,n0] 6=
/0 é compacto, ou seja, fechado e limitado. Comof é cont́ınua, temos quef (M∩ [−n0,n0])

é compacto. Logo existex1 ∈ M∩ [−n0,n0] 6= /0, f (x1) ≤ f (x),∀x∈ M∩ [−n0,n0].

Sex∈ M ex /∈ [−n0,n0] ent̃ao|x| > n0. Mas|x1| < n0 < |x|, logo |x1| < |x|,∀x∈ M.

3. Prove que ñao existe uma funç̃ao cont́ınua f : [a,b] → IR que assuma cada um dos seus

valoresf (x), x∈ [a,b], exatamente duas vezes.

4. Uma funç̃ao f : IR → IR diz-seperiódicaquando existep∈ IR+ tal que f (x+ p) = f (x)

para todox∈ IR. Prove que toda função cont́ınua períodica f : IR → IR é limitada e atinge

seus valores ḿaximos e ḿınimo, istoé, existemx0,x1 ∈ IR tais quef (x0) ≤ f (x) ≤ f (x1)

para todox∈ IR.

Resoluç̃ao: Como f é cont́ınua em[0, p], existemx1,x2 ∈ [0, p] tal que f (x1) ≤ f (x) ≤
f (x2), ∀x∈ [0, p].

Sejaz∈ IR, existen∈ ZZ tal quez+np∈ [0, p] ent̃ao f (z) = f (z+np) por hiṕotese. Logo

f (x1) ≤ f (z) ≤ f (x2),∀z∈ IR.

Isto prova o desejado.

5. Seja f : X → IR cont́ınua no conjunto compactoX. Prove que, para todoε > 0 dado,

existekε > 0 tal quex,y ∈ X, |y−x| ≥ ε ⇒ | f (y)− f (x)| ≤ kε · |y−x|. (Isto significa

que f cumpre a condiç̃ao de Lipschitz contanto que os pontosx,y não estejam muito

próximos.)
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8.5.4 Seç̃ao 4: Continuidade uniforme

1. Se toda funç̃ao cont́ınua f : X → IR é uniformemente contı́nua, prove que o conjuntoX é

fechado poŕem ñao necessariamente compacto.

Resoluç̃ao: Suponhamos por absurdo queX não seja fechado, ou seja,X 6= X, logo

tomemosa∈ X−X coma /∈ X temos quea = lim xn ondexn ∈ X.

Tomemos a funç̃ao
f : X → IR

x→ f (x) = 1
x−a

Analisando os limites laterais temos:

• lim
x→a+

1
x−a = +∞

• lim
x→a−

1
x−a = −∞

Como os limites laterais são deferentes, logo este limite não existe, o acarretaf não ser

uniformemente contı́nua. Comoa ∈ X e X = X ∪X
′

e a 6= X ent̃ao a ∈ X
′

logo pelo

Teorema 12, justifica o fato def não ser uniformemente contı́nua.

Queremos provar agora queX é fechado poŕem ñao necessariamente compacto.

Sabemos que toda função naturaĺe cont́ınua poŕem IN ñaoé compacto.

2. Mostre que a funç̃ao cont́ınua f : IR→ IR, dada porf (x) = sen(x2), nãoé uniformemente

cont́ınua.

3. Dadaf : X → IR uniformemente contı́nua, definaϕ : X → IR pondoϕ(x) = f (x) sex∈ X

é um ponto isolado eϕ(x) = lim
y→x

f (y) sex∈ X
′
. Prove queϕ é uniformemente contı́nua

e ϕ(x) = f (x) para todox∈ X.

Resoluç̃ao: Sabemos que lim
x→+∞

f (x) = +∞ e lim
x→−∞

f (x) = −∞. ConsiderandoM =

{x∈ IR; f (x) = c}, temos queM 6= /0 pelo Teorema do Valor Intermediário , observe que

M é um conjunto fechado, poisM = Ak∪B, ondeAk =
[
xi,x j

]
é fechado comk = 1, · · · ,n

tal que f (x) = c, ∀x∈ Ak e B =
{

xp, f (xp) = c
}

é um conjunto discreto, logóe fechado.

PortantoM é fechado, poiśe a unĩao finita de conjuntos fechados.

Tamb́em, como lim
x→+∞

f (x) = +∞ e lim
x→−∞

f (x) = −∞ ent̃ao A > 0, ∃B1 > 0 tal que se

x > B1

f (x) > A
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e tamb́em dadoA > 0, seB = max {B1,B2} consideremos

x > B > B1 e x < −B < −B2

ou ainda|x| > B temos| f (x)| > A.

Disto segue parax suficientemente grande ou pequeno,f (x) seŕa, respectivamente, grande

ou pequeno, isto mostra queM é limitado, visto quex∈ M se f (x) = c.

Fixandon0 suficientemente grande tal queM∩ [−n0,n0] 6= /0. Temos queM∩ [−n0,n0] 6=
/0 é compacto, ou seja, fechado e limitado. Comof é cont́ınua, temos quef (M∩ [−n0,n0])

é compacto. Logox1 ∈ M∩ [−n0,n0] 6= /0, f (x1) ≤ f (x), ∀x∈ M∩ [−n0,n0]. Sex∈ M e

x /∈ [−n0,n0] ent̃ao|x| > n0. Mas

|x1| < n0 < |x|

isto implica que|x1| < |x|,∀x∈ M.

4. Sejaf : IR → IR cont́ınua. Se existem lim
x→+∞

f (x) e lim
x→−∞

f (x), prove quef é uniforme-

mente cont́ınua. Mesma conclusão vale se existem os limites def (x)−x quandox→±∞.

5. Sejamf ,g : X → IR uniformemente contı́nuas. Prove quef +g é uniformemente contı́nua.

O mesmo ocorre com o produtof · g, desde quef e g sejam limitadas. Prove que

ϕ,ψ : X → IR, dadas porϕ(x) = max { f (x),g(x)} e ψ(x) = min { f (x),g(x)} x ∈ X

são uniformemente contı́nuas.

Resoluç̃ao: Como f e g são funç̃oes uniformemente contı́nuas, dadoε/2 > 0 existe

δ1 > 0 eδ2 > 0 tais que:

|x−y| < δ1 ⇒ | f (x)− f (y)| < ε/2;

|x−y| < δ2 ⇒ |g(x)−g(y)| < ε/2.

Sejamϕ(x) = max{ f (x),g(x)} e ψ(x) = min{ f (x),g(x)}, ∀ x ∈ X. Tomandoϕ =

min{δ1,δ2}, para todox∈ X, com|x−y| < δ , devemos mostrar que|ϕ(x)−ϕ(y)| < ε e

|ψ(x)−ψ(y)| < ε.
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Sabendo que max{ f (x),g(x)} = 1
2 [ f (x)+g(x)+ | f (x)−g(x)|], temos:

|ϕ(x)−ϕ(y)| =
∣
∣1

2 [ f (x)+g(x)+ | f (x)−g(x)|]− 1
2 [ f (y)+g(y)+ | f (y)−g(y)|]

∣
∣

= 1
2 |[ f (x)+g(x)]− [ f (y)+g(y)]+ | f (x)−g(x)|− | f (y)−g(y)||

= 1
2 | f (x)− f (y)+g(x)−g(y)+ | f (x)−g(x)|− | f (y)−g(y)||

≤ 1
2 [| f (x)− f (y)|+ |g(x)−g(y)|+ || f (x)−g(x)|− | f (y)−g(y)||]

≤ 1
2 [| f (x)− f (y)|+ |g(x)−g(y)|+ | f (x)−g(x)− [ f (y)−g(y)]|]

= 1
2 [| f (x)− f (y)|+ |g(x)−g(y)|+ |[ f (x)− f (y)]+ [g(y)−g(x)]|]

≤ 1
2 [| f (x)− f (y)|+ |g(x)−g(y)|+ | f (x)− f (y)|+ |g(y)−g(x)|]

= 1
2 [| f (x)− f (y)|+ | f (x)− f (y)|+ |g(x)−g(y)|+ |g(x)−g(y)|]

= 1
2 [2| f (x)− f (y)|+2|g(x)−g(y)|]

= | f (x)− f (y)|+ |g(x)−g(y)|
< ε

2 + ε
2

= ε.

Logo,ϕ é uniformemente contı́nua.

Agora, considerando o fato de que min{ f (x),g(x)}= 1
2 [ f (x)+g(x)−| f (x)−g(x)|], temos:

|ψ(x)−ψ(y)| =
∣
∣1

2 [ f (x)+g(x)−| f (x)−g(x)|]− 1
2 [ f (y)+g(y)−| f (y)−g(y)|]

∣
∣

= 1
2 | f (x)− f (y)+g(x)−g(y)+ [| f (y)−g(y)|− | f (x)−g(x)|]|

≤ 1
2 [| f (x)− f (y)|+ |g(x)−g(y)|+ || f (y)−g(y)|− | f (x)−g(x)||]

≤ 1
2 [| f (x)− f (y)|+ |g(x)−g(y)|+ | f (y)−g(y)− [ f (x)−g(x)]|]

= 1
2 [| f (x)− f (y)|+ |g(x)−g(y)|+ |[ f (y)− f (x)]+ [g(x)−g(y)]|]

≤ 1
2 [| f (x)− f (y)|+ |g(x)−g(y)|+ |−[ f (x)− f (y)]|+ |g(x)−g(y)|]

= 1
2 [| f (x)− f (y)|+ | f (x)− f (y)|+ |g(x)−g(y)|+ |g(x)−g(y)|]

= 1
2 [2| f (x)− f (y)|+2|g(x)−g(y)|]

= | f (x)− f (y)|+ |g(x)−g(y)|
< ε

2 + ε
2

= ε.

Portanto,ψ tamb́emé uniformemente contı́nua.
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9 CONCLUSÃO

Durante o tempo em que produzimos este trabalho, posso ser sincera em dizer que o pensa-

mento de desistência rondou por muitas vezes, mas sabia que o livro baseé um dos livros mais

usados do Brasil quando se fala em Análise Real, e como percebı́amos o nosso crescimento

como estudante que carinhosamente denominávamos como amadurecimento Matemático, not́a-

vamos o quanto ñao sab́ıamos e o quanto era difı́cil ir de um degrau ao outro.

Nos nossos muitos encontros tratávamos o estudante que iria ler nossa monografia como

“leitor atento”, porque em muitos livros temos falas do tipo: é fácil ver, como demonstra-se

fácil, é óbvio. E no decorrer de nossos estudos fomos percebendo, queo “leitor atento”, deveria

ser muito atento, este leitor era muito lembrado por nós porque por diversas vezes em livros

de diversos autores eu estagnei porque não conseguia ver o que era fácil ver. Diante disto

nos preocupamos em facilitar o estudo de análise que ñao precisa seŕarduo, mas deve sim ser

gradativo e suave. Para que todas as noções se instalem em nós.

E podemos dizer que, conseguimos atingir o propósito inicial, que era entrar no mestrado,

mas seria injusto dizer apenas isso, porque, conseguimos muito mais com ele, e talvez o mais

importante para nossa eterna caminhada como estudante, quefoi, aprender a estudar.

As contribuiç̃oes para o mesmo serão bem aceitas, pelo e-mail tatitambarussi@gmail.com.

Visto que continuaremos trabalhando no mesmo, até atingirmos o objetivo final da publicação

da resoluç̃ao de todos os exercı́cios.
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REFERÊNCIAS
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