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RESUMO

BARCO, Kelly Vanessa Parede. Modelo Matricial de Leslie: Cdnsealgebricos no estudo
de crescimento populacional por faixamh. 50 f. Monografia — Programa déf2graduago
em Matenatica, Universidade Tecnijica Federal do ParanCampo Moudo, 2012.

Nas diversaséreas do conhecimento a Matatica se faz presente como um instrumento im-
portante que auxilia na resolug de problemas. Por meio dédgpossvel criar modelos que
representam matematicamente uma séoaeal, o que facilita a obteaig de dados e atises

de resultados. Visando mostrar uma aplézapiatica da Materatica em outrarea, o presente
trabalho apresenta um modelo matricial utilizado pdidgjos e derbgrafos para estimativa
de crescimento populacional, denominado modelo matritgal eslie. Com esse modeéo
poss$vel descrever o crescimento das popdks; de @meas animais ou humanas por faixas
etarias, levando-se em consideia@ expectativa de sobregivcia e natalidade em cada faixa.
Para melhor compreeas desse model® preciso que se conheca alguns conceitohlgebra
Linear, tais como autovalores, autovetores e diagon@@de matrizes. Por meio do estudo
dos autovalores da matriz de Lestigpossével verificar se, com o passar do tempo, a pofadac
aumenta, diminui ou se estabiliza e, ainda, em qual pr@odsso acontece. Essas inforibes
auxiliam os pesquisadores que utilizam tal modelo em dé&te@mos melhores peydos de co-
lheitas, verificar se determinada ésje esh entrando em extid@p, entre outros.

Palavras-chave:Matriz de Leslie, Autovalores e autovetores, Crescimenpufazional.



ABSTRACT

BARCO, Kelly Vanessa Parede. Leslie’s Matrix Model: Algebredncepts in the study of po-
pulation growth by age group. 50 f. Monografia — Programa@edtaduago em Materatica,
Universidade Tecnolyica Federal do ParanCampo Mougo, 2012.

In many areas of the knowledge, the Mathematics is presean asportant tool that assists in
solving problems. Through it possibility the creation ofthmatical models that represent a
real situation, which facilitates the data collection andlgsis of results. In order to demons-
trate a practical application of Mathematics in anotheaati@s paper presents a matrix model
used by biologists and demographers to estimate populgtamih, called the Leslie’s matrix
model. This model make possible to describe the growth oafermnimals or human populati-
ons by age group, taking into account the expectation ofvwlrand birth rates in each band.
For better understanding of this model it is necessary tovksmme concepts of linear algebra
such as eigenvalues, eigenvectors and matrix diagoralizaBy studying the eigenvalues of
the Leslie matrix is possible to determine whether, oveetithe population increases, decrea-
ses or stabilizes, and also in what proportion it happent iliformation helps researchers that
use this model to determine the best sampling periods tordete whether certain species are
going extinct, among others.

Keywords: Leslie’s matrix, Eigenvalues and eigenvectors, Populagirowth.
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1 INTRODUCAO

A Mateméticaé um instrumento importaisisimo para as eéncias e tecnologia. Por meio
delaé posésvel criar modelos que descrevem comportamento denfiemos naturais e que au-
xiliam na resolugo de problemas de diversaseas, tais como engenharigsida, qumica,
biologia, informatica, entre outras. Partindo disso, percebemos a neadedid utilizago da
Matematica para que possam obter resultados satisfstna realizego de diversas atividades,
sejam elas cieiftcas, tecnddgicas ou do cotidiano.

O estudo do crescimento, ao longo do tempo, de uma pdiméagm problema comum em
diversasareas. Por exemplo, muitos produtores buscam de@ms corretos para que possam
colher os animais de uma popuacde forma a obter a maior produtividade. Nesse caso, colher
pode rao significar somente o abate dos animais, maséamyode caracterizar o pedo em
gue o animal deve ser removido da pop@lagara outros fins. Um exemplogtico dessa
situa@oé a colheita ded de ovelhas.

Para obter os melhores resultagosecesaio que se tenha uma colheita suskest, isto
e, o rendimento de cada colheita e a distriboigéria da popula&go remanescente @p cada
colheita deve ser constante.

Um dos modelos de crescimento populacional mais comumeatios por defgrafosé o
modelo Leslie, desenvolvido n&cdada de 1940 (ANTON; RORRES, 2001).

No presente trabalho estudaremos este modelo, que tem pestimar o comportamento
do crescimento populacional por meio degaetros demog@ficos de nascimento e esperanca
de sobrevigéncia da #@mea em determinada faixeagt, fazendo com que ao final obtemos a
propor@o das @€meas em cada faixaéeia. Esses valores §&rbase para a determidacdos
melhores péodos de colheita a fim de que elas sejam susteint.

No Captulo 2 listaremos algumas informaes kasicas das matrizes e das transforbesc
lineares que sao necesaias ao entendimento dos ¢aos posteriores.

O Captulo 3 sea dedicado ao estudo dos autovalores e autovetores de uatdopknear.



Ainda neste cdjulo, estudamos sob quais coriiis um operador line@ diagonaliavel.

O ultimo captulo é reservado ao estudo do modelo matricial de Leslie. Ndieartios a
teoria apresentada nos t@os anteriores para investigar o crescimento ao longeipo de
uma populago feminina que eatdividida em faixas @tias. Por fim, analisaremos o compor-
tamento limite da distribudo eéria.

1.1 MOTIVACAO

Dentre as diversas aplidags da mateatica em diversaéreas do conhecimento vamos
trabalhar com um modelo matético que auxilia na Biologia, sendo um recurso utilizad@par
descrever o crescimento de pop@d@es animais e humana.

O modelo matricial de Leslie possibilita esse estudo, detendo o limite da distribu#o
etaria e da faixa de crescimento populacional daéespem quedib, auxiliando assim na
obten@o de colheita sustemtel, indicando se a espie corre risco de exti@Q, entre diversas
outras aplicages. Trata-se de uma mode#ogonhecido e bastante utilizado pelos dgrafos
desde a dcada de 40, quando foi desenvolvido.

1.2 OBJETIVOS
1.2.1 Obijetivo Geral

Apresentar uma aplicag p@atica deAlgebra Linear, no qual se faz necass o estudo
de conté&dos como diagonalizag de matrizes, autovalores e autovetores, que nos pdasibil
0 estudo do crescimento populacional deéesgs animais e humana por meio de um modelo
matricial.

1.2.2 Objetivos Espéficos

e Apresentar os principais conceitos e teoremas relaci@adutovalores, autovetores e
diagonalizago de matrizes, nec&s®s ao estudo do modelo;

e Determinar o polibmio caractdstico da matriz de Leslie;

e \rificar, por meio do conceito de limite, a exdstia de ununico autovalor positivo da
matriz de Leslie;



e Estabelecer um modelo padrpara o alculo do autovetor correspondente(aoco au-

tovalor positivo de uma matriz de Leslie;

¢ \erificar a relaéo entre o autovalor dominante e o comportamento do crestomepu-

lacional.
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2 PRELIMINARES

Neste cafiulo vamos recordar alguns resultados e estabelecer akjonotades que s&o
utilizados ao longo deste trabalho. Assumiremos que o legteja familiarizado com os con-
ceitos tasicos deAlgebra Linear como espaco vetorial e transforémtinear. Ao longo de
todo texto denotaremos por IK um corpo qualquer, mas nasagpés utilizaremos IK= IR ou
IK =C. Indicamos as reféncias (COELHO; LOURENCO, 2001; LEON, 1998; BOLDRINI
et al., 1986) para maiores detalhes.

Definicao 2.1 Uma matriz obtida a partir da matriz identidade por uma das@goes ele-
mentare€ chamada de matriz elementar. Existe@sttipos de matrizes elementares, uma para
cada operago elementar.

(a) Tipo I: Uma matriz elementar do tipodé obtida trocando-se a ordem de duas linhas da
matriz identidade.

Exemplo 2.1 Seja

Ey =
0

E; € a matriz elementar do tipo lajque foi obtida trocando-se as duas primeiras linhas
da matriz identidade. Seja A uma matdix 3.

0 a1 A a3 a1 ap a3

E/A = 1 00 ay1 ay ass = ai; ap a3
1 az; az2 ass az; ag2 ass

ai1 a2 13 010 a2 a1 A3

AE; = a1 A a3 1 00| = a2 a1 a3

ag1 azx ass 0 01 ag2 az1 as3
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Multiplicando Aa esquerda por  trocamos as duas primeiras linhas de A. Multiplicar
A adireita por E equivale a efetuar a operag elementar sobre colunas que consiste na
troca das duas primeiras colunas de A.

(b) Tipo Il: Uma matriz elementar do tipo # uma matriz obtida multiplicando-se uma linha
da matriz identidade por uma constané®mula.

Exemplo 2.2 Seja

1 00

E, = 010

0O 0 3

uma matriz elementar do tipo Il.

ai; a1z 13 ailz Az aAi3
EoA = 010 a1 agy ags = A axp azs
az1 az2 as3 3ag1 3az2 3az3
a1 a;x a3 100 a1 a;p 3413
AR, = a1 axp aps 010| = a1 agy 3ap3
ag1 az2 ag3 0 03 az1 ag2 3az3

A multiplicagio a esquerda por E efetua a operago elementar sobre as linhas que
consiste em multiplicar a terceira linha por 3, enquanto altiplicacao a direita por
E, efetua a opera&o elementar sobre as colunas que consiste em multiplicarceita
coluna por 3.

(c) Tipo lll: Uma matriz elementar do tipo & uma matriz obtida da matriz identidade
somando-se um aitiplo de uma das linhas a outra linha.

Exemplo 2.3 Seja

1 3
Es = 0
0 1

uma matriz elementar do tipo Ill. Seéfuma matriz3 x 3, engo
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ay1+3az1 ap+3az; a3+ 3az3
EsA = a1 ap? azs

asi ag2 aza

a;1 arp 3aint+ais
AEs = a1 apy 3api+ap
az1 azz 3ag1+ass
Multiplicacdo a esquerda por Esoma 3 vezes a terceira linldasegunda. Multiplica&go
a direita por B3 soma 3 vezes a primeira coluaaerceira.

Em geral, suponha gue seja uma matriz elementarx n. Podemos pensar eEhcomo
sendo obtida da matriz identidade por uma op@vaglementar sobre as linhas ou sobre as
colunas. SE\ &€ uma matrizn x r, multiplicar A por E a esquerda tem o efeito de efetuar a
mesma operap sobre as linhas d& SeB & uma matrizn x n, multiplicar B por E a direita
equivale a efetuar a mesma op&ragobre as colunas &e

Definicao 2.2 Uma matriz Bé equivalente por linhas a A se existe uma &egia finita de
matrizes elementares E,, . . ., Ex tal que

B=EE1...E1A

Em outras palavras, B equivalente por linhas a A se B puder ser obtida de A por amermo
finito de operades elementares.

Teorema 2.1 Uma matriz Ac Mih(IK), isto &, uma matriz quadrada de ordem n com entradas
emlK, ndo € inverivel se, e somente se, detA.

Demonstra@o: A matriz A pode ser reduzida a sua forma escada reduzida por linhasgmr m
de um rumero finito de operdigs elementares, logo

U=EE1...E1A
onde U esi na forma escada reduzida e por linhas e as matfz&® elementares.

det(U) = det(EkEk,]_ . E]_A)
= det(Ex)det(Ex_1)...det(E;)det(A)
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Como os determinantes das matrifgssao todos diferentes de zero, temos qigA) = 0
se, e somente sdet(U) = 0. Se A rao é inverivel, enboU tem um linha contendo apenas
elementos nulos e, portantbet(U ) = 0.

SeA é inverivel, enfioU é triangular e todos os elementos da diagoaaliguais a 1, logo
detU)=1. =

Proposigado 2.1 Sejam U e V dois espagos vetoriais sobree T: U — V uma transforma&o
linear. Enfio

(a) Ker Té um subespaco vetorial de U e Ine@Tim subespaco vetorial de V.

(b) T & injetora se, e somente se, Ker{03.

Demonstrag@o: (a) Inicialmente, vamos provar querT € um subespaco vetorial ffe Sabe-
se que Gz KerT, portantoKerT # &.

Sejamuy, up € KerT. Enfo

T(u)=0eT(up) =0

Segue que
T(ui+u2)=T(up)+T(up)=0+0=0
Logo,u; +up € KerT.

Sejamu € KerT e a € IK. Temos que

Logo, au € KerT.
PortantoKerT & um subespaco vetorial ¥e

Agora vamos mostrar quenT & um subespaco vetorial % ComoT :U —V & uma
transformago linear, erioImT = {ve V : Jue U com T(u) = v}.

Sejamvy, o € ImT. Eno

Jup € Ustal que T(ug) =vp
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Jup € U tal que T(up) =2

Logo,vi+Vvo =T (u1) +T(u2) = T(up+ Up), iSto€,vy + Vo € IMT.

Sejamv e ImT ea € K. Entao
JueUtalque T(u) =v
av=aT(u)=T(au)

Logo,av e ImT.
Portanto)/mT & um subespaco vetorial ¥e

(b) (=) Note que s& & injetora, erdio rio pode haver nenhum vetoéal de 0 enKerT,
pois sabemos quE(0) = 0.

(«<=) Sejamuy, up € U tais que
T(u1) =T(up)

T(Ul) — T(Uz) =0
T(up—up) =0
Logo, u; — up € KerT, mas por hiptese temos qukerT = 0, enflou; —up, = 0 isto &,
u; = Up.
Portanto,T € injetora. =

SejaU um KK-espago vetorial de dimeasn > 1 e sejanB={uy,...,u .} B’ ={vq,...,vn}
duas bases d¢. Considere a matri¥ = (&j);,j = [Id]g g/ associada transformago identi-
dade com relaépas baseB e B/, istoé, matriz dada pelos coeficientes

n
U = 3-11V1+321V2+---+an1Vn:ZailVi
i=

n
Uy = alnvl+azan+...+annvn:Zamvi.
i=
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Com isto, se/€ U e escrevende= (a,...,an)s = (B1,...,Ln)s’ s coordenadas deom
relaggoas baseB e B, teremos

ajg ... ain ap By

ant ... amn an Pn) g

isto &€, a multiplica@o deM pelas coordenadas &ena baseB fornece-nos as coordenadas de
v na baseB’. Tal matrizé chamada dmatriz de mudanca de bases de B’ paradserve que

a matrizM & sempre inveitel pois a transformd@p identidade obviamente bijetora. &b é
dificil ver entio queM 1 & a matriz de mudancas de base8qmraB’.

Definicao 2.3 Dados U e V espagos vetoriais soliite denotamos por (U,V) o conjunto de
todas as transformdes lineares de U em V.

Teorema 2.2 Sejam U e V dois espacos vetoriais solstecom dimen8es n e m, respectiva-
mente. Er#io o espaco L(U,V) tem dimé&sm: n.

Demonstragio: SejamB = {uy,...,un} € B’ = {vy,...,vm} bases d&J e V, respecti-
vamente. Para cada pfr,q), 1< p<m, e 1<g<n, vamos definir uma transformag

Vp sei=q
Tp’q(ui):{ (;) sei#£q

isto &, Tpq(Ui) = dqVvp (lembramos queéig—1 sei = g e §q = 0 sei # g). Assim teremos o

Tpq:U —V como sendo

conjunto
C: {T117 --7T1n,T21a---,T2na---aTm17---aTmn}
comm-n elementos dé(U,V). Para mostrar qué geralL(U,V), sejaT € L(U,V) e considere

asua matriZT|g g, iSto &, a matriz dada por:

;

m
T(u) = auvitanve+...+amvm= Zlail\/i
i=

m
T(un) = aan1+aZnV2+~.~+aman:ZlainVi
i=

\

m
ou aindar (uj) = Zajvi, paraj=1,....n.
i=
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m n
Considere agora a transforngaglinearS dada pela combindp linearS= % % apgTpq.

p=1g=1
Vamos mostrar qu&= T e para tanto, basta mostrar gde T coincidem nos elementos de

uma base. Observe que

m n m

Suj) = Z Z apqTpq(Uj) = Z Z apq(djpVp) = Z Z pjVp =

p=1q p=1q
paracadg = 1,...,n. PortantoS= T e, consequentementg geraL(U,V).

Para mostrar qu€ é linearmente independente, suponhaloyes K, com 1< p<me
1 <qg<n, sejam tais que

S= z Z bpgTpq=0.

p=1d=1

Em particularS(uj) = 0 paraj =1,...,n, istoé, vale que

m n

0=S8uj)= > > bpgTpq(uj) = z bpjVvp.

p=1d=1

Comod{vy,...,vm} € li., segue qubp; =0,Vp=1,...,meVj=1,...,n. PortantoC & linear-
mente independente e, consequentemente, uma base dé). =
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3 DESENVOLVIMENTO

Neste cajiulo vamos trabalhar os conceitos de autovalores, autmet diagonaliz&p
de matrizes visando sua posterior utilizaga aplicago do Cajtulo 4.

3.1 AUTOVALORES E AUTOVETORES

Dada uma transformag linearT : U — V, estamos interessados em saber quais vetaces s
levados em um fitiplo de si mesmo. Vamos formalizar este conceito na seguaefini@o.

Defini¢cao 3.1 Seja T: V — V um operador linear. Um autovalor de&'um elementd < K
tal que existe um vetorao nulo ve V com T(v) = Av. Observe quéd pode ser o imero 0,
embora v Ao possa ser o vetor nulo.

Definicao 3.2 Seja T: V — V um operador linear. Sg & autovalor de T edb todo vetor A0
nulo ve V tal que T(v) = Av & chamado de autovetor de T associadd.aDenotaremos por
Autr (A) o subespaco de V gerado por todos os autovetores asso@ados

Vale lembrar que chamamos de operador linear a transf@uoexgar de um espaco vetorial
nele mesmo, e de subespaco gerado um subconjuntofalenado por todas as combirtaes
lineares de um conjuntpvy, ..., vy} de vetores.

Exemplo 3.1 Seja
T: R?2 > IR?
xy) = (x-y)

Pela definiéo T(x,y) = A(x,y), logo

(Xa _y) = (/\ X7/\y)
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Assim, temos o seguinte sistema de egesc¢

{ X = AX
-y = Ay
Desenvolvendo as equsgs acima obtemos como resultatio— 1 e A, = —1 que K0 0S

autovalores de T.

Note que todo vetaix,0) com x# 0 & um autovetor associado ao autovalgr=1e (0,y)
com y# 0 & um autovetor associado ao autovalpr= —1.

Assim, Aut (1) = [(1,0)] e Autr (—1) = [(0,1)].
Exemplo 3.2 Seja

T: R2 - IR?
(XYy) = (2x+2yy)

Pela definiéo T(x,y) = A(x,y), logo
(2x+2yy) = (Ax,Ay)

Assim, temos o0 seguinte sistema de egesg

{2x+2y = AX
y = Ay

Desenvolvendo a segunda eqaaglo sistema obtemos

y—Ay =0
y(1-A) = 0
y=00uA =1

Tomando y= 0 e substituindo na primeira equag do sistema temos

2X+2.0 = AX
2X = AX
A = 2

Logo,A1 =1eA, = 2sdo os autovalores de T.
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Substituindo; = 1 na primeira equago do sistema temos

2X+2y = 1Ix
X = -2y
Segue que Agtfl) = [(—2,1)].
Agora, se tomarmoa, = 2 temos que ¥ 0, conforme § mostrado anteriormente. Logo,
Autr (2) = [(1,0)].

Existem operadores lineares qurpossuem autovalores, como mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 3.3 Seja
T: R? - IR?
(Xa y) = (_ya X)

Pela defini@o T(x,y) = A(x,y), logo

(_y7 X) = ()\ X,/\y>

Obtemos o seguinte sistema de e@mag¢
-y = AX
X = Ay

Note que Ao ha valor real que satisfaca o sistema acima. Portanto,ab possui autova-
lores nem autovetores.

Observago 3.1 Seja T:V — V um operador linear &o injetor. Enfilo 0& um autovalor de
T.

De fato, como T &o & injetor enfio existe um vetordo nulo ve KerT. Logo, T(v)=0=0.v,
Como queramos.

Vejamos agora como descobrir todos os autovalores de uradigpdmear, caso existam.

SejaT :V — V um operador linear ondé & um IK-espaco vetorial de dimeasfinita. Se
A € K for um autovalor deT, enfio exister # O tal queT (v) = Av, 0 queé equivalente a dizer
que(Ald —T)(v) =0, ondeld : V — V & a transform&p identidade er. Segue efdo que

A & um autovalor d& < Ker(Ald —T) #0
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SejaC uma base qualquer dee considere a matria Id — T]c do operadoi Id — T nesta
base. Segue do Teorema 2.1 e da Proposi;1 que

Ker(Ald —T) #0< [Ald — T]c ndoé inverivel < det([Ald — T|c) =0

Esta relago acima nos@uma ideia de como poderemos achar os autovalores de um dado
operadorT. SejaC uma base d¥. Observe quéxld — T|c & uma matriz onde, na diagonal
principal, aparecem polémios nonicos de grau um com coeficientes em KK e elementos de K
nas outras posiies. Portantodet([xld — T]c) € um polirdmio mdnico de grau n sobre K. A
equivaéncia acima pode ser reescrita como

A & um autovalor d& < A & uma réz dedet([xId —T]c).

O polindmio em questo independe da escolha da base, como veremos.

SejamC e C’ duas bases dé. Pela definido de matriz de mudanca de base estudada no
Cayitulo 2 sabemos que existe uma matriz inwettP tal que[T]c = P~1[T]c/P, em outras pa-
lavras, as matrized |c e [T]cr sdo semelhantes. Dae indicarmos pdid, a matriz identidade
deMu(K), teremos

det(xld—T]|c) = det(xld,—[T|c) =
— det(xP 11d,P— P YT]|cP) =
= det(P~(xldy—[T]o))P) =
= detP!.det(xIdy—[T]c)-detP=
= detxldy—[T]c) =
= det([xldy—Tlc)

(lembre-se quédetP 1) - (detP) = 1).

Assim,det(xld, — [T]c) ndo depende da ba€eescolhida.

Definicao 3.3 Sejam T:V — V um operador linear e C uma base de V, sendo V um espaco
vetorial sobrelK de dimen&o finita. Chamaremos detid, — Tc) de polirbmio caractefstico
de T e denotaremos pof [X).

Os autovalores de T, caso existam,&eas rdzes de seu polémio caractetstico.
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Exemplo 3.4 Seja T: IR® — IR3 tal que

31 -1
Te=| 2 2 -1
2 2 0

Inicialmente vamos encontrar o pofimio caractetstico dessa transformag conforme a

Definigdo 3.3.

pr(x) = detxld—T)=

100 31 -1

= det{x] 01 0[|—-]22 -1 =
0 01 2 2 0
x 00 31 -1

= det 0Ox0|—-]122 -1 =
0 0 x 2 2 0
x—3 -1 1

= det| -2 x-2 1 |=
-2 =2 X

= X5 +8x—4

Igualando o polidmio caractefrstico a 0 obtemos as tzes 1 e 2. Logo, seus autovalores
sAoA;=leAr,=2.

A transformaéo €& dada por

31 -1 X
2 2 -1 y = (X+Yy—z2x+2y—1z2x+22)
22 0 z

Tomandor; = 1 temos

Txy2) = 1xy.2)
(3X+y—2z2x+2y—2,2X+22) = (X,2)
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Assim, temos o0 seguinte sistema de eqasac

X+y—z = X
X+2y—z =Yy
X+2y =z

Resolvendo o sistema obtenfys=z e y= 0. Logo, Aut (1) = {(X,0,2X),x € IR} = [(1,0,2)]
Agora, tomanda\ = 2 temos

T(X,y,2) = 2(x,Y,2)
(IX+Yy—22x+2y—2,2x+22) = (2X,2y,22)

Assim, temos o0 seguinte sistema de eges¢

X+y—z = 2X
2X+2y—z2 = 2y
2X+2y = 2z

Resolvendo o sistema obtemos y e z= 2x. Logo, Auf(2) = {(x,X,2x),x € IR} = [(1,1,2)]

Observa@o 3.2 Seja V unt€C-espaco vetorial de dimeds n> 1 e seja T em L(V,V). Cont
€ um corpo algebricamente fechado, o potimo caractetstico de T sex da forma

pr(X) = (X—A1) ... (x—Ap)"

comAq,..., Ay €€ e ry > 1. Portanto, sempre exiséio autovalores para T.

Teorema 3.1 Seja T:V — V um operador linear onde ¥ um espaco vetorial sobi& de
dimengo finita e sejamy, ..., A;, t > 1, autovalores de T, dois a dois distintos.

(@) Sevy+...+w=0comyeAutr(Aj),i=1,...,t,enBo v = 0 para cada i.

(b) Paracadai=1,...,t, sejaffi um conjunto linearmente independente contido en (Aul.
EnBo By UBoU... U € linearmente independente.

Demonstrag@o: (a) Vamos provar esse item pelo Pripo da Indu@o. Se tomarmas= 1,
temos quer; = 0. Seja agora> 1 e suponha que o resultado sejdido para todg < t, vamos
enfo proa-lo paraj =t. Seja

Vi+Vo+...4+v=0comy € Autr(A),vi=1,... t. Q)
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Calculandol em (1) teremos que

0=TO)=T(vi+Vo+...+w)=T(v1)+T(v2)+...+T (%)

e, portanto

AVi+Aovo+...+ A =0 (2)

Multiplicando a equa@o (1) porA; e subtraindo (2), temos

()\1—)\2)V2—{—...+()\1—At)vt =0

temos por hiptese de induo que(A; — Aj)v; = 0 para cada = 2,...,t. ComoA; # A
sei # 1, temos que; = 0 paratoda = 2,...,t. Substituindo em 1, teremos qug= 0 como
gueiiamos.

(b) Escrevemosj = {Vi1,...,Vin,} paracada=1,2,...,t.

Vamos mostrar qu@ U...U B = {V11,...,Ving,---, Wt1,...,in, } € linearmente indepen-
dente. Para isso, assuma que

arivVi1+ ... +ain Vin, +- - - +aavir + - .-+ anVing = 0,

ondeg;j € IK paratodai, j.
N N;

Como Z ajjVij € Autr(A;) para todoi, enfio, segue do item anterior nt aijvij =0,
=1 =1
Vi=1,...,t. ComoB; & um conjunto linearmente independente teremosague 0 para todo

i=1....,tetodoj=1,...,n.

Portanto; U...U [ € linearmente independentes

Dado um autovaloA deT, o proximo passo sarrelacionarmos a dime&sdimg Autr (A)
com a multiplicidade d& como raiz do polibmio caractéstico pt(x). Comegcaremos com a
seguinte definigo.

Definicao 3.4 SejaA um autovalor de um operador linear IV.— V onde Vé um espaco
vetorial de dimer&o finita. Suponhamos quer (x) = (x—A)™Mg(x), com dx) # 0, seja o
polindmio caracteistico de T. O fimero mé chamado de multiplicidade agrica deA e o
denotamos por m@ ). Chamamos de multiplicidade geétrica deA a dimen&o do subespago
Autr (A) e indicamos tal imero por mgA ).
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Observago 3.3 Note que a multiplicidade a&prica de um autovalok € o maiorindice j, tal
que(x—A)J divide pr(x).

Proposicao 3.1 SejaA um autovalor de TV — V, onde V& um espaco vetorial de dimeiws
finita. Enlo mgA) < maA).

Demonstragio: SejaW = Autr(A) e assuma qudimgW = se dimkxV =n. SejaB’ =
{wa,...,Ws} uma base d&/. ComoB’é linearmente independente, existe uma tBse
{Wi,...,Ws,Ws(1,...,Wn} deV contenddB’. ComoT (w;) = Aw; parai = 1,...,s, teremos:

0 ... 0
0OA ... 0 A1
0 0 ... A
[Tl =
0 0 ...0
Do : Ar
0 0 .. 0
ondeA; € Msx(n—s)(IK) eAr e M(n—s)x(n—s)(IK)-
Vamos, ertio, determinar o polimio caractéstico,
pr(x) = det(xldy—[T]g)
0
0 o 0
= det X|d(s)— L . ~det(X|d(n_s)—A2>
00 --- A

= (x=A)%-det(xldn_g — A2)

Por definigio, temos quena(A) & o maiorindice j tal que(x— A)! divide pr(x). Portanto,
mg(A) =s<maA), como queiamos. =
Seja agord :V — V um operador linear, ondé & um espaco vetorial de dimeusfi-
t
nita, tal quepr(x) = (x—A7)™...(Xx— A;)™. Deve estar claro quéimkV = Zni. Usando
i=

t
o resultado acim& facil ver quedimkV = Zldim"(Autr()\i) se, e somente se, para cada
i=

ma(A) = mg(Ai).
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3.2 DIAGONALIZACAO DE MATRIZES

Nesta sefo veremos como fatorar uma matbiz., em um produto da form¥DX 1, onde
D & uma matriz diagonal.

Teorema 3.2 SeA1, Ay, ..., A SA0 autovalores distintos de uma matrig.£ com autovetores

associadosM Vo, ..., Vg, €nBio v, Vo, ...,V SAo linearmente independentes.

Demonstrag@o: Sejan a dimen&o do subespaco d&' gerado powy,Vs,...,Vk € SUpo-
nha quen < k. Podemos supor (reordenandows A; se necessio) vi,Vy,...,Vy SA0 linear-
mente independentes. ComQ\Vs, ..., Vh, Va1 SA0 linearmente dependentes, existem escalares
C1,C2,...,Cn, Cnr1, NE€M todos nulos, tais que

C1Vi+...+ChVn+Chr1Vnr1 =0 3)

Observe que,, 1 tem que ser diferente de zero, pois, caso @uityvy,Vo,...,V, Seriam
linearmente dependentes. Logg,1Vnhi1 # 0 e, portantogs, Cy,...,Ch NA0 podem ser todos
nulos. Multiplicando (3) poA, obtemos

C1AVL + ...+ ChAVh + Cnt 1AV 1 =0
ou

C1A1V1+ ... +CnAnVn +Cny1Ans1Vni1 =0 (4)

Multiplicando a equad@o (3) porA,.1 e subtraindo da equag (4), obtemos

C]_()\l — )\n+1)V1 + ...+ Cn()\n — )\n+1)Vn =0

Isso contradiz a indepeadcia linear dev,...,v,. Logo,ntem que serigualk =

Definicao 3.5 Uma matriz A« € dita diagonaliavel se existirem uma matriz invisrel X e
uma matriz diagonal D satisfazendo

X"1AX =D
Neste caso, dizemos que X diagonaliza A.

Teorema 3.3 Uma matriz A« € diagonaliavel se, e somente se, A tem n autovetores linear-
mente independentes.
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Demonstra@o: Suponha qué temn autovetores linearmente independentesy, . . ., .
SejaA; o0 autovalor associadow para cada, sendo que alguns dds podem ser iguais. Seja
X a matriz cujg-esimo vetor colun& o vetorv; para cadg = 1,...,n. EnioAxj = Ajv; € 0
j-ésimo vetor coluna daX. Logo

AX = (Av,Av, ... Av,)

= (A1v1,A2Vo,...,ApVh)

M O -~ 0
0 A --- O
= (V1,V2,...,Vn) o _
0 0 - A

ComoX temn colunas linearmente independente< inverivel e, portanto

D =X"IXxD=X"1AX

Reciprocamente, suponha gié diagonaliavel. Enfio, existe uma matriz invével X tal
queAX = XD. Sevy,Vs,...,V, SA0 0s vetores colunas detemos

Avi=Ajvi (A =djj)

para cadq Logo, para cadp Aj € um autovalor dé com autovetor associadg.

Como as colunas d¥ sao linearmente independentdstem n autovetores linearmente
independentes.a

Observa@o 3.4 1. Se Aé diagonaliavel, enfio os vetores colunas da matriz X que di-
agonaliza A &o autovetores de A e o0s elementos diagonais dédos autovalores
associados.

2. A matriz @o & Unica. Trocando-se a ordem das colunas de uma matriz didgamge X,
ou multiplicando-se por escalarefo-nulos, obteremos outra matriz diagonalizante.

3. Se Aé nx n e tem n autovalores distintos, &ntA é diagonaliavel. Se os autovalores
nao forem distintos, A pode ser o@m diagonaliavel, dependendo se tem o#@onn
autovetores linearmente independentes.

4. Se feé diagonaliavel, enfio A pode ser fatorada em um produto XD
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Como consegencia da Observag 3.4 item 4, temos que
AZ = (XDX 1)(XDX 1) = xD?Xx !

e em geral,

(ADk 0 0
_ 0 (/\Z)k 0 X_l
0 0 (An)K

Uma vez obtida uma fatorag A = X DX, & facil calcular as péincias deA.

- (22

Os autovalores de Aa® A1 = 1 e A, = —4. Os autovetores associadosia € A, S0

Exemplo 3.5 Seja

vi = (3,1) e w = (1,2) respectivamente. Seja

= (13)

temos
2 -1 2 -3 31
X*lezg
5\ -1 3 2 -5 12
B 1 0
0 -4
e
31 1 0 2 _1 2 -3
XDX ! = 2= =A
12 0 -4 -1 3 2 _5
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Exemplo 3.6 Seja

3 -1 -2
A = 2 0 -2
2 -1 -1

Os autovalores de Ad® A1 = 0, A, = 1 e A3 = 1. Temos o autovetdi,1,1) associado a
A1 =0e os autovetorefl, 2,0) e (0,—2,1) associados & = 1. Seja

0
X = 12 -2
1
engo,
2 1 2 3 -1 -2 11 0
X IAX = 3 -1 -2 2 0 -2 12 -2
2 -1 -1 2 —1 -1 10 1
000
= 010
0 01

EmboraA = 1 seja um autovalor mitiplo, a matriz ainda pode ser diagonalizada gue
tem t@és autovetores linearmente independentes. Observeetargbe

A= XD 1=xDx1=A
para todo k> 1.

Se uma matriz A tem menos de que n autovalores linearmente independeites)ab
gue Aé defectiva. Segue do Teorema 3.2 que uma matriz defe@@diagonaliavel.

()

Ambos os autovalores de Assiguais a 1. Qualquer autovetor associada a 1 tem que ser

Exemplo 3.7 Seja

um multiplo de v = (1,0). Logo A réo pode ser diagonalizada.
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3.3 OPERADORES DIAGONALIAVEIS

Queremos encontrar uma base de um espaco vetorial na quafia de um determinado
operador linear seja a mais simples pess A melhor situago posgsel € aquela em que
conseguimos uma matriz diagonal associada ao operador.

SejaT :V — V um operador linear e suponha que exista uma Bas€g vy, ...,V,} deV
tal que a matri£T|g tenha a forma diagonal, iség tal que

A O 0

0 A 0
Tlg =

0O O An

comA; € K parai = 1,...,n. Da defini@o de[T]g, teremos erfdto queT (Vi) = Ajv; com
Ai € Kparai =1,...,n, istoé, aimagem de qualquer vetor da bAggor T € um multiplo deste
vetor.

Definicao 3.6 Seja T:V — V um operador linear no qual  um espaco vetorial de dimeis
finita. Dizemos que € diagonaliavel se existir uma basg tal que[T]g & diagonal, o qué
equivalente a dizer que existe uma base formada por autegete T.

Observago 3.5 No Captulo 2 vimos que dada uma transforndaclinear, sempre existe uma
matriz que a representa. Ead, se pensarmos em T na represeatagatricial sabemos do

Teorema 3.3 que elasseid diagonaliavel se existir uma base de autovetores.

Exemplo 3.8 Seja T: IR — IR3 tal que

1 2 -1
T=| —2 -3 1
2 2 -2

Inicialmente vamos determinar o polimio caracterstico dessa transformag



pr(Xx) = det(xld—T)

100
= det|x] 0 1 0 |—
0 01
x 00 1
= det Ox 0 [|—-]| -2
0 0 x 2
x—1 =2 1
= det 2 x+3 -1
-2 -2 x+2

= X442 +5x+2=0

30

2 -1
-3 1
2 -2
-1
-3 1
—2

As razes do polibmio caractetstico acima 80 -1 e -2. LogoA; = —1e A, = —2 S30 0S

autovalores de T.

A transformaéo & dada por

1 2 -1 X
-2 -3 1 1y
2 2 -2 z

Tomando\; = —1, por defini@o, obtemos

T(xy,2)
(X4+2y—2z,—2x—3y+ 22X+ 2y — 22)

Assim, temos o seguinte sistema de egesc¢

X+2y—z = —X
—2X—-3y+z = -y
2X+2y—2z = -z

Resolvendo o sistema obtemos como smug= 2x -+ 2y.

= (X+2y—2z —2X—3y+22x+2y—22)

_1(X7 Y, Z)
(_Xa - _Z)

Logo, Aui (—1) = {(X,y,2x+ 2y);X,y,z€ IR} = [(1,0,2),(0,1,2)]
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Agora, tomanda\, = —2, por defini§o, obtemos

T(X,y,2) = —2(X,Y,2)
(X+2y—2,—2x—3y+z,2x+2y—22) = (—2X,—2y,—22)

Assim, temos o0 seguinte sistema de egesg

X+2y—z = —-2X
—2X—3y+z = -2y
2X+2y—22 = -2z

Resolvendo o sistema obtemos como sayg= —x e z= X.
Logo, Aut (—2) = {(X,—X,X);X,y,z€ IR} = [(1,—-1,1)].

Note que B={(1,0,2),(0,1,2),(1,—1,1)} & uma base formada por autovalores, portanto
T & diagonaliavel.

Exemplo 3.9 Seja T: IR® — IR® tal que

31 -1
M=]2 2 -1
2 2 0

Inicialmente vamos determinar o polimio caracterstico dessa transformag

pr(x) = det(xld—T)

1 00 31 -1

= det{x] 01 0]|—-| 2 2 -1

0 01 2 2 0

x 00 31 -1

= det OxO0|—-| 2 2 -1

0O 0 x 2 2 0
Xx—3 -1 1
= det -2 x=2 1
-2 -2 X

= X-5%+8—4=0
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As rdizes do polibmio caractefrstico acima 80 1 e 2. LogoA; =1 e A, = 2 sS40 0S
autovalores de T.

A transformaéo € dada por

31 -1 X
2 2 -1 ||y |=0Bx+y—z2x+2y—2z2x+2y)
2 2 0 z

Tomandor; = 1, por defini¢o, obtemos

T(X7 y? Z) = 1(X7 y7 Z)
(X+2y—2z —-2x—3y+22X+2y—22) = (X,Y,2)

Assim, temos o0 seguinte sistema de egesg
X+y—z = X
2X+2y—z =y
2X+2y =z
Resolvendo o sistema obtemos como sayg= 0 e z= 2x.
Logo, Aui (1) = {(x,0,2x);X,y,z€ IR} = [(1,0,2)].
Agora, tomanda\, = 2, por defini@o, obtemos

T(X,y,2) = 2(x,y,2)
(X4+2y—2z,—2x—3y+2,2X+2y—22) = (—2x,—2y,—22)

Assim, temos o seguinte sistema de egesc¢

X+2y—z = 2X
—2X—3y+z = 2y
2X+2y—2z = 2z
Resolvendo o sistema obtemos como sayg= X e z= 2x.
Logo, Aut (2) = {(x,%,2x);x,,z€ IR} =[(1,1,2)].

Note que os autovetores de dosos niiltiplos de (1,0,2) ou #itiplos de (1,1,2). Con-
cluimos que &o pode existir uma base R formada por autovetores de T e, portanto,don
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é diagonaliavel.
Estamos particularmente interessados na situ&gn que existe uma base de autovetores.

Tal base vai existir se, e somente se, &aih U... U S for uma base d¥. Naoé dificil ver
gue isto vai ocorrer se, e somente se,

t
dimkV =Y dimkAutr(A;)
IK i; IK i
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4 CRESCIMENTO POPULACIONAL POR FAIXA ET ARIA

Neste cafiulo vamos aplicar a teoria apresentada nodtabys anteriores para estudar
o modelo matricial de Leslie. Por meio desse modelpossvel analisar o crescimento de
uma populago feminina ao longo do tempo. &h de determinar o comportamento limite da
distribuicdo efria e da taxa de crescimento populacional.

4.1 MODELO MATRICIAL DE LESLIE

Um dos modelos de crescimento populacional mais comumeaidoupor derdgrafosé
0 assim chamado modelo Leslie, desenvolvido @eeada de 1940. Esse modelo descreve o
crescimento da partémea de uma populag animal ou humana. Neste modelo,&séas &0
divididas em faixas @rias de igual dur&p.

Por exemplo, suponha que a idadaxima atingida por qualgueéifea da popul@p seja
L anos (ou alguma outra unidade de tempo). &edividirmos a populdp emn faixas eérias,
en@o cada faixa ten% anos de dura@p. Nbs numeramos as faixasaefs de acordo com a
tabela a seguir.

Faixa Etaria Intervalo de ldade
1 [0,L/n)
2 [L/n,2L/n)
3 [2L/n,3L/n)
n—1 [(n=2)L/n,(n—1)L/n)
n [(n—1)L/n,L]

Vamos supor que sabemosiamnero de #meas em cada uma dafixas no instante= 0.
Em particular, suponha quélxgo) fémeas na primeira faixax(go) fémeas na segunda faixa, e
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assim por diante. Com estesiimeros, Bs formamos um vetor-coluna

gue chamamos deetor distribui@o efria inicial.

A medida gue o tempo avanca, omero de @€meas dentro de cada uma ddaixas muda
em virtude de #s processos biogicos: nascimento, morte e envelhecimento. Descrevendo
estes tés processos quantitativamentés weremos como projetar o vetor de distriuigaria
inicial para o futuro.

A maneira maisdcil de estudar o processo de envelheciménibservar a populag a in-
tervalos discretos de tempo, digani@$;,to, ... ,t,.... O modelo Leslie requer que a duaac

entre dois tempos de obserg@acsucessivos seja igumaldurag@o da faixa dria. Portanto, colo-
camos

to = O
t—L
1= h
oo 2
2 = T
W M
K = T

Com esta hiptese, todas a&meas na (i+1§sima faixa etria no instanté, ; estavam na
i-ésima faixa no instantg.

Os processos de nascimento e morte entre dois tempos deaydssrsucessivas podem
ser descritos por meio dos seguintesapagtros demo@ficos:

a (i=1,2,...,n) &€ o rumero de filhas nascidas p@&nfiea durante o tempo em que elaest
nai-ésima faixa efria,;

bi (i=12...,n—1) é a fra@o de Emeas na-ésima faixa €lria que se espera qué v
sobreviver e passar pardia+ 1)-esima faixa €ria.
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Pelas definiges, rbs temos que

(i) & >0,para=1,2,...,n
(i) O<b<1,para=12...,.n—1

Note que Ao permitimos qualquds; ser zero, pois eAb nenhumaé&mea sobreviveria
alem da iésima faixa ettria. Nds taml@m vamos supor que pelo menos um &as positivo, de

modo que kA algum nascimento. Qualquer faixamh para a qual o correspondente valoagde

€ positivo e chamada unfiaixa etria fértil.

Em seguida @s definimos o vetax®) de distribuigo efria no instant#, por

o

9

ondexi(k) € o rumero de @€meas na ésima faixa dria no instanté. Agora, no instantg, as

fémeas na primeira faixad@ta €10 exatamente as filhas nascidas entre os instantes ty.

Assim, podemos escrever

x(lk) = alx(lk_l) + azx(zk_l) +oran (1)

No qual,
xgk) = nimero de @meas na faixa atia 1 no tempay
alx(k_l) = numero de filhas nascidas na faixar 1 entre os tempag_1 ety

azx(k_l) = numero de filhas nascidas na faixar 2 entre os tempag_1 ety

anx,q‘*l) = nomero de filhas nascidas na faixarmn entre os tempotg_1 ety.

As femeas na (i+1gsima faixa éria(i = 1,2,...,n— 1) no instantey sdo aquelas&meas

gue estavam naésima faixa €tria no instanté,_, e que ainda vivem no instartie Assim,

Xi(<kk)1: ixi(k_l)vi:laza'-'?n_l (2)

no qual,
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xi(_'?l = nimero de @meas na faixa @tiai + 1 no instantey

bi = fracio de Emeas na faixa atiai que sobrevive e passa para a faixaieti + 1

xi(k_l) = nimero de @meas na faixa atiai no instantey_,

Usando notago matricial, podemos escrever as e@@sg(1) e (2) como

X a1 @ a - a1 an | [ X
X3 by 0 0 - 0 O Xy
x¥ =] 0 b 0o - 0 o ffxY
x4 0 0 0 - by O XY
Ou mais compactamente,
x0 = xkD k=12 .. (3)
em quel &€ amatriz de Leslie
a a ag -+ an-1 on
bp 0O 0 - 0 O
L=| O b, O --- 0 O 4)
0O 0 O bho1 O
Pela equago (4) obtemos
X(l) = LX(O)
x2 = x» = sz(o)
xB = x(@ =30 (5)
x(k) = Lx(k_l) — Lkx(©)

Assim, se conhecermos a distribiiceéria inicialx©) e a matriz de Leslié, nos podere-

mos determinar a distriblaQ eéria das @meas em tempos posteriores.

Exemplo 4.1 Suponha que a idadearima atingida pela@meas de uma certa popuéagani-
malé 15 anos e que dividimos a popudacem tes faixas etrias com duraéo igual de 5 anos.
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Suponha que a matriz de Leslie para esta popédex

—
I

O N, O

A, O N

Se inicialmente havia 100@Meas em cada uma dag&drfaixas dirias, pela equago 3,

temos

1000
x® = [ 1000
1000
0 4 3 1000 7000
V= @ = 1100 1000 | = 500
070 1000 250
04 3 7000 2750
@ = W = 1100 500 | = | 3500
030 250 125
04 3 2750 14375
¥ = X2 = 121o00 3500 [ = | 1375
0% 0 125 875

Assim, depois de 15 ano& k4375 &émeas entre 0 e 5 anos de idade, 13thdas entre 5
e 10 anos de idade e 87&meas entre 10 e 15 anos de idade.

4.2 COMPORTAMENTO LIMITE

Embora a equap (5) & a distribui@o eéria da popula@o em qualquer instante, elam
da automaticamente uma ideia geral daadiica do processo de crescimento. Para ter isto,
precisamos investigar os autovalores e autovetores dazmdatri_eslie. Sabemos da Zeg
3.1 que os autovalores desao as ri&zes do polidmio caractéstico. Vamos determinar o
polindmio caractéstico de uma matriz de Leslie arlditia dada pela equag (4).
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pr(A) = det(Ald—L)

1 00-- 00 a a» azg -+ ap_1 an

010.-- 00 b 0 0O --- 0 0
= det]lA]l OO0O1-- 0O0]|-] 0 bp O - 0 0

00O0-.--01 O 0 0 --- by O
= AN— A n-1_ abiA n-2_ azbibA n-3_ — anbiby...bn_1

Para analisar asimes desse polémio, & conveniente introduzir a fuag

_ap  aghy  aghby anbiby...bn_1
Q()\)—T—F?—FT—{-...—{-T (6)

Observe que(A)=(1—q(A))-A". Usando a fungo (6), a equaip caractésticap(A ) =0
pode ser escrita como

q(A) = Lparat #0 W

4 q ()

Figura 1: Comportamento limite da funcaoq

Como todos os; e b sAo rio-negativos, vemos qugx) € monotonamente decrescente
paraA > 0. Além disto,q(A) tem uma adstota vertical emA = 0 e tende a zero quando

A — o0,
Temos quep(A) = (1—q(A)) - A", se tomarmos qualquer autovalor Alede L teremos

p(A) =0 e, consequentemerdél ) = 1. Mas, conforme indicado na Figura 1 existe uinico
A, digamosA = A4, tal queq(A1) = 1. Logo, a matriZ tem umunico autovalor positivo.
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Tamkem pode ser mostrado que tem multiplicidade 1. Para issd; deve ser uma raiz
simples do polibmio caractdstico.

Proposicio 4.1 A raiz A; de um politmio pA) € simples se, e somente séAp) é diferente
zero.

Demonstrag@o: Consideremos um polimio arbitério

P(A) = (A =A™ (A =A2)™...(A = A)" (8)

Suponhamos, sem perda de generalidadengue 1, ou seja, quél; € um raiz simples
desse polidmio, enfo

PA)=(A =21 (A =A™ (A —A)"

Derivandop(A ) teremos

PA)=1-[(A =22)"™. . (A =2A)"]+ (A=A - [(A = A)™2 .. (A —A)"]

Observe que ao calcularmos a derivada no pdata segunda parcela da soma se anula,
restando apenas

p’()\l) = [(/\1 — )\z)nz e (/\1 —/\i)ni]
ComoA; # A, Vi #£ 1, enBop/ (A1) #0.
Suponhamos agora que a derivada do ofio (8) em relago aA; seja diferente de zero.

Entao,

PA)=n(A =AD" LA =2)"2 (A =A)M]+ (A =A™ [(A = A)™.. (A —A)") #£0

Observe que se substituirmasg na equag@o acima, teremos como resultag@¢A;) = 0.
Para que possamos obf#(A;) # 0 € preciso que alguma parcela da soraa se anule.

Note que a segunda parcela sempré sgual a zero, independente do expoente.a&nt
precisamos que a primeira parcela seja diferente de zera.i$%®,e preciso que o0 expoente
n, — 1 sejaigual a zero, loga, deve serigual a 1.

PortantoA1 € um raiz simples do polémio. =

Pela proposigo acima, para que o autovalor positivptenha multiplicidade 1 devemos
mostrar que elé uma raiz simples do polimio caractestico da matriz de Leslie.
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Vimos quep(A) = (1—q(A))-A". Calculando a derivada desse polimo emA; obtemos
p'(A1) =0 (M) A+ (1-q(Ar)) -mA[

Sabemos queg(A;) = 1, por isso a segunda parcela da soma se anuéan AissoA;' # 0.
Agora, basta mostrarmos qoéA1) # 0.

De fato, se derivarmos a equaxg(6) emA; teremos

a1 2a2b1 B 3a3b1b2 B B nanb1b2 ... bn,]_

q(A)=—5— =
AZ A3 Af Apt

Como h foi definido anteriormente,ao &€ permitido qualqueb; ser zero e supomos que
pelo menos um dog & positivo. AEm dissod; tamkemé um valor positivo. Logo, a derivada
acima rao sea nula. Portanto); tem multiplicidade 1.

Queremos agora determinar o autovetor associado ao autdyalComo g conhecemos
o polindmio caractéstico da matriz de Leslie, vamos @otdeterminar a transfornig linear.

Temos
a a az -+ an-1 an X1
b 0 0 -- 0 0 X2
0 bp O -~ 0 O [-| x3 | =(arXa+agXe+...+anXn,b1xg,bo%2,. .., bn_1Xn-1)
O 0 O --- b1 O Xn

Pela definigo de autovetores temos que

T(X1,X2,..., %) = A1(X1,X2,...,%n)

(Aa1X1 +apXa + ... +anXn,b1xy, oXo, ... by 1Xn-1) = (ArXe,A1xe,...,A1Xn)

Donde temos o seguinte sistema de egoac

(

Xy +agXo+...+anXn = A1Xq
b]_X]_ = A 1X2
boxo = A1X3

Pn—1Xn—1 = A1Xn




42

Para resolver tal sistema vamos escreve,@n fun@o dex;. Assim

by x
X2 /1\—11
by box
X3 = 5
! 9)
Xn b]_ bg}\nli)rl_ 1X1
1

Substituindo esse resultados na primeira egoalp sistema obtemos

a2b1x1 i anb1b2 e bn_1X1

X .. = A1X
1X1 + AL )\{‘*1 1X1
a;Xq a2b1x1 anb1b2 ... bn,]_X]_ o
—_ ce = X1
A1 A} AT
q(A1) = X
1 = xq
Dividindo todos os termos po% temos
ag azbl a3b1b2 anblbz ... bn—l 1

A Az T3 T AT

Agora, basta substituk; = 1 em (9). Dessa forma obtemos o0 autovetor correspondente ao
autovalorAy

Vi o= Byl (10)

byby..bn 3
APt

ComoA; tem multiplicidade 1, pela Defingp 3.4 e Proposap 3.1 0 auto-espaco corres-
pondente tem dime@s 1 e portanto qualquer autovetor associadp@algum nailtiplo dev;.
Podemos resumir estes resultados no seguinte teorema.

Teorema 4.1 (Exiséncia de um autovalor positivo) Uma matriz de Leslie L tem ufmico
autovalor positivoAd;. Este autovalor tem multiplicidade 1 e um autovetor asstiig cuja
entradas 80 todas positivas.
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Os doisultimos resultados que apresentaremos visa garantir gompartamento a longo
termo da distribuigo eéria da populago & determinado pelo autovalor positi¥g e seu auto-
vetorvy.

Vai alem dos objetivos deste trabalho apresentar suas resgedtiveonstraies. Para mai-
ores detalhes ver (ANTON; RORRES, 2001).

Teorema 4.2 (Autovalores de um matriz de Leslie)SeA; &€ olinico autovalor positivo de uma
matriz de Leslie L & & qualquer outro autovalor real ou complexo de L&Ay | < A;.

Exemplo 4.2 Seja

—
Il

O N O

Wk O O

Entdo o polirdmio caracteftstico de Lé

p(A) =detAld—L)=A%—1

Os autovalores de L&®, portanto, as soldies deA 2 = 1, a saber,

A=1, —1430 -1

NI
Nl

Todos os autovalore&m mesmo valor absoluto 1, de modo quimi@o autovalor positivo
A1 = 1 ndo & dominante. Observe que esta matriz de Leslie tem a pramtéetf = 1d. Isto
significa que para qualquer escolha da distritincefria inicial x(©) nos temos

Isto significa que o vetor de distrib@ig efria oscila com um péodo de tés unidade de
tempo. Tais oscildies, chamadas ondas populacionai@ompoderiam ocorrer sd; fosse um
autovalor dominante, como veremos a segulir.

Teorema 4.3 (Autovalor dominante) Se duas entradas sucessivag @ 1 da primeira linha
de uma matriz de Leslie lae rio-nulas, erio o autovalor positivo de B dominante.

Assim, se a popul@p de Emeas tem duas faixasaets Erteis sucessivas, &t a matriz
de Leslie tem um autovalor dominante. Isto sempre ocorre popula@es reais se a faixa
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etaria for tomada suficientemente pequena. Note que no ExehipEomente a terceira faixa
etaria era értil, e portanto 8o vale a hiptese do Teorema 4.3. No que segue, vamos supor
sempre que a condip do Teorema 4.3 ésbatisfeita.

Vamos supor qué é diagonaliavel. Neste casd, temn autovaloresii, Az, ..., Ay, nao
necessariamente distintosn autovetores associados linearmente independentes,. .., vy.
Enumeramos o autovalor dominaitee constrimos uma matriz cujas colunadmsos autove-
tores del.

P = (v1|v2|v3|--|Vn)

A diagonaliza&o delL &, enfo, dada por

Ay O O - O
_ 0O A 0 --- O 1
0O 0 0 - A
Disso segue que
)\f 0 0
k
K_p 0 A 0 -1

0 0 0 - AK

parak = 1,2,---. Para qualquer vetor de distribaig efria inicialx(®) temos, erfio,

parak=1,2,.... Dividindo ambos os lados desta eq@iaporA K e lembrando que® = L*x(©),
obtemos

k
o (2) o ... 0
Law_p| " OJ | C | PO (11)

ComoA; € um autovalor dominante, tem%’ < 1para =23,...,n. Segue que
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k
(%) — 0 quand — oo, parai = 2,3,...,n

Usando isto, podemos tomar o limite de ambos os lados de &ta )opter

1000
im{ Exol_p| O 00 O (12)
000 .- 0

Observe qué® &€ uma matriz x n, poisé formada por autovetores de Dessa forma, se
desenvolvermos o lado esquerdo de (12) teremos

Vi1 V21 V31 -+ Vm1 1 00--0 X1
(0)
im ix(k) _ Vi2 V22 V32 -+ Vp2 ‘ O0O0-.--0 pl. X5
K—s00 )\f : : : : Do : nxn :
Vin V2n Van -+ Vpn 0 0O 0 Xgo)
Dai,
viz 0 0 -+ 0 X\
(0)
, 1 4 vig 0 0 --- O 1 X5
k'f;{)\—lkx”}: I N
Vin 0 0 -+ 0 Xy

Ao multiplicarmosP~1 porx(? teremos como resultado uma matriz coluna. Se denotamos
a primeira entrada dessa matriz pela constatéeemos

CVi1

CVv
lim ix(k) = 2
k—s00 /\i( :

CV]_n

Entao, o lado direito de (12) pode ser reescrito camg ondec & uma constante positiva
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que depende do vetor de distrib@iceéria inicialx(?). Assim, (12) fica

lim {%X(k)} —cvp (13)

k—o00 1

Esta equa@o (13) nos é a aproximago
XM = cAfvy (14)

para valores d&. Por (3) tamem temos

k—1)

XKD == o k=1yy (15)

Comparando as equaes (3) e (15) s vemos que

x) o p x(k=1) (16)

para valores grandes #e

Isto significa que para valores grandes do tempo, cada vetdistribui@o efria& um
multiplo escalar do vetor de distribi@@Q efria anterior, 0 escalar sendo o autovalor positivo da
matriz de Leslie. Consequentemente, a propoe Emeas em cada faixaéeta torna-se cons-
tante. Como veremos no exemplo a seguir, estas propsmo limite podem ser determinadas

a partir do autovetov;.

Exemplo 4.3 A matriz de Leslie do Exemplo 4.1 era

—
Il

O N O

A O DN

Entio, o polirdmio caracteisticoé.

pr(A) = det(Ald—L)

100 0 4 3
= detfAl0o10(|-[ 300
001 0%0

3

_ 3.3
= PA)=A°-2A -2

Nlw

Igualando o polibmio caractefstico a 0, obtemos o autovalor positixe =

Por (10), o autovetor correspondente Algé



a7

1 1 1
b 1/2

bsbp (1/2)(1/4) i
Af (3/2)2 18

Logo, Aut (3) = (L3, 3)]

Por (16) ros temos

(9 = §x<“>

para valores grandes de k. Logo, a cada cinco anofmero de&meas em cada uma dagsr
faixas crescex por cerca de 50%, assim como taenip o rimero total dedmeas da popul@p.

Por (3) nbs temos

3

=

1%

(@]
VR
NI W
~_

=~
'5|H Wk

Consequentemente, a longo termo, asdéas esta@o distriblidas entre as #&s faixas
%3. Isto corresponde a uma distrib@g de 72% dasémeas da
primeira faixa eéria, 24% das &@€meas da segunda faixaaet e 4% das &meas na terceira

faixa efiria.

A 501 . 1.
etarias na proporgo 1: 3 :

Agora, voltemos a equag (3), que nosalo vetor de distribui@o efria da populago para
tempos grandes

XK = cAfvy (17)

De acordo com o valor do autovalor positivg temos tés casos:

(i) A populagdo acaba aumentandose> 1;
(i) A populacao acaba diminuindo sg < 1,
(iif) A populagao acaba estabilizando 3¢e= 1;
O casoA; = 1 & particularmente interessante, pois determina uma pgimulomcresci-
mento populacional nuldPara qualquer distribuép efiria inicial, a populago tende a distribuéo

etaria limite queé algum nfiltiplo do autovetow;. A partir das equdies (6) e (7) s vemos
gueA; € um autovalor se, e somente se,

ai +agby +agbibo+...+apbiby.. b1 =1 (18)
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A expres8o
R=a; +ayb; +agbiby+ ... +anbiby...by_1 (19

€ chamada &xa liquida de reprodugo da populago. Assim, s podemos dizer que uma
popula@o tem crescimento populacional nulo se, e somente se,xagaida de reprodu@Ep
el
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5 CONCLUSAO

Conhecendo a atia de nascimento e a probabilidade de sobéewia em cada faixaa@tia
de uma populdo, constrimos a matriz de Leslie. Ao calcularmos seus autovalérpessvel
determinar como sara distribui@o do rimero de @meas em cada faixaaeia.

Além disso, garantimos a eXésicia de ununico autovalor positivo de multiplicidade um.
A partir desse autovalor, verificamos se@ominante oudo. Em caso afirmativo, conéinos
gue a proporgo de €meas em cada faixadeia torna-se constante e a@azdo crescimento
populacional entre uma faixa&eta e outra séro pprio autovalor dominante.

Como pode-se observar, para a compraerdo modelo matricial de Leslie e&ise dos
resultados obtidos foi essencial o estudo de conceitoslgizbra Linear como autovalores,
autovetores e operadores diagoraalis.
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