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RESUMO

D’ALMEIDA, Diego Gonzales. Coloraciio Arco-Iris para Cografos. 2018. 35 f. Trabalho de
Conclusdo de Curso (Bacharelado em Ciéncia da Computacgao) - Universidade Tecnoldgica
Federal do Parana. Ponta Grossa, 2018.

Uma coloragdo de arestas consiste na atribuicao de cores as arestas do grafo. Uma forma de atri-
buicao para essas cores € a coloragdo arco-iris. Essa colorag@o tem por caracteristica a existéncia
de um caminho que ndo repete cores entre cada par dos vértices do grafo - chamado de caminho
arco-iris. O Problema da Coloracdo Arco-Iris consiste em encontrar o menor niimero de cores k
para qual um grafo G possui uma coloragdo arco-iris. Esse £ minimo é chamado de nimero de
conexdo arco-iris e é denotado por 7¢(G). O Problema da Coloragdo Arco-Iris ¢ NP-Completo.
Poucas classes de grafos possuem um algoritmo eficiente conhecido para determinar r¢(G). Este
trabalho apresenta limitantes superiores justos para o nimero de conexdo arco-iris em cografos,
que sdo caracterizados por ndo possuirem P, induzido.

Palavras-chaves: Cografos. Coloracao Arco-Iris. Nimero de Conexao Arco-Iris.



ABSTRACT

D’ALMEIDA, Diego Gonzales. Rainbow Coloring for Cographs. 2018. 35 p. Work of
Conclusion Course (Bachelor in Computer Science) - Federal University of Technology -
Parana. Ponta Grossa, 2018.

An edge coloring of a graph is a assignment of colors to the edges of the graph. The rainbow
coloring is an assignment of these colors such that for every pair of vertices there is a path that
does not repeat colors. These paths are called rainbow paths. The Rainbow Coloring Problem
consists in determining the least number of colors for a rainbow coloring of a given graph. This
minimum number of colors is known as rainbow connection number and it is denotes by r¢(G)
for a graph G. The rainbow coloring Problem is NP-complete. There are efficient algorithms
to solve it for few classes of graphs. This work presents a tight upper bound for the rainbow
connection number of cographs, which are graphs without induced P;.

Key-words: Cographs. Rainbow Coloring. Rainbow Connection Number.
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1 INTRODUCAO

Uma coloragdo de arestas consiste em atribuir cores as arestas de um grafo, uma cor
para cada aresta. Se arestas adjacentes possuem cores distintas, entdo a coloracao de arestas €
dita prépria. Uma k-coloragdo de arestas de um grafo G é uma coloragao de arestas propria que
use k cores. O indice cromdtico de um grafo GG, denotado por x/(G), é o niimero minimo & para
o qual G tem uma k-coloragdo de arestas. Os conceitos bdsicos utilizados neste trabalho foram
definidos de acordo com |Chartrand e Zhang (2008)).

Para dois vértices u e v em um grafo G, um passeio P entre u e v € representado por
uma sequéncia de vértices comeg¢ando em u e terminando em v tal que vértices consecutivos
em P s3o adjacentes em (. Um passeio em um grafo G em que nio hé repeticdo de vértices
¢ chamado de caminho. Um caminho de u a v serd representado como u — v, com 0 traco
representado a sequéncia de vértices entre v € v. Dado um grafo com uma coloragdo de arestas
ndo necessariamente propria, um caminho sem arestas da mesma cor € chamado de caminho
arco-iris.

Um grafo G € arco-iris-conexo se existe uma coloragdo de arestas que garante um ca-
minho arco-iris entre cada par de vértices de GG. Tal colorag¢do é chamada de coloracdo arco-iris
e foi introduzida por |Chartrand e Zhang| (2008)). Se k& cores forem usadas, entdo essa coloracao
¢ uma k-coloragdo arco-iris. O menor k necessdrio para existir uma k-coloracao arco-iris de um
grafo conexo GG é chamado de nimero de conexao arco-iris e representado por r¢(G). Um grafo
G possui uma coloragdo arco-iris forte quando essa colora¢io garante um caminho arco-iris mi-
nimo (também chamado de geodésico) entre cada par de vértices de G. O menor nimero de
cores para o qual existe uma coloracao arco-iris forte € chamado de nimero de conexado arco-iris
forte e representado por src(G). A Figura |l]ilustra um grafo G com uma coloragdo arco-iris
6tima. Neste grafo, rc(G) = 2 e src(G) = 2.

Figura 1 — Grafo casa
multicolorido

Fonte: Autoria Propria

O Problema da Colorag¢ao Arco-Iris consiste em determinar o valor de r¢(G) para um
dado grafo conexo GG. Note que se GG ndo for conexo, ndo existe uma coloragdo arco-iris, portanto
neste trabalho estaremos lidando somente com grafos conexos. A versao de decisdao do Problema
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da Coloracdo Arco-Iris é, dados um niimero natural k£ e um grafo conexo G, responder se G tem

uma coloracdo arco-iris com k cores. Se existir uma solugdo eficiente para a versao de decisdo do

Problema da Coloragio Arco-Iris, entfio pode-se obter facimente um algoritmo polinomial que

resolve o problema original da Coloragdo Arco-Iris (versdo de otimizacdo). E suficiente testar
{ «

para cada £ a partir de 1, se a resposta para a versao de decisdo € “sim”. O menor k para o qual

a resposta for “sim” € o niimero de conexao arco-iris do grafo.

Entretanto, a versio de decisdo do Problema da Coloragdo Arco-Iris é um problema
NP-Completo. Um problema X pertence a classe NP (Nondeterministic Polynomial time) se for
possivel verificar o certificado de todas as instancias para as quais X for decidivel em tempo
polinomial por uma mdquina deterministica. Se, além disso, uma solucdo polinomial para X
implicar em solucdo polinomial para todos os problemas da classe NP, entdo X é chamado de

NP-completo.

O conjunto dos problemas para os quais € possivel construir um algoritmo com comple-
xidade de tempo polinomial € denotado por P. Caso seja possivel construir algoritmo polinomial

para algum problema NP-completo, entdo as classes de problemas NP e P sdo iguais.

Entdo, a busca por algoritmos eficientes ainda que para solucdes parciais em problemas
NP-completos, como o Problema da Coloracdo Arco-Iris, mostra-se uma contribuicio relevante

para a Teoria da Computacao.

Chartrand et al.| (2008) resolveram o Problema da Coloragdo Arco-Iris para os grafos
roda, ciclos de ordem n, k-partidos completos, dentre outros. Apesar desse problema estar resol-
vido por algoritmos eficientes para algumas classes de grafos, permanece em aberto para outras

classes bem conhecidas, como a classe dos cografos.

Os cografos sdo caracterizados como grafos que nao contém P, como subgrafo indu-
zido (CORNEIL; LERCHS; BURLINGHAM, 1981)). Sdo construidos a partir de um tnico vér-
tice (grafo /) por sucessivas operacdes de unido ou de jungdo com outros cografos (LERCHS,
1971)). Para melhor compreensao dessa definicdo, € preciso conhecer as operacdes de unido e jun-
¢do de grafos. Na operacdo de unido - representada por G; U G5 - o grafo resultante (g3, possui o
conjunto de vértices V (G3) = V(G1)UV (G2) e o conjunto de arestas F'(G3) = E(G1)UE(Gs),
ou seja, forma-se um grafo necessariamente desconexo com pelo menos duas componentes co-
nexas. Por outro lado, a operacdo de juncdo - representada por G; + G5 - resulta em um grafo
(i3 necessariamente conexo onde o conjunto de vértices V (G3) = V(G1) UV (G2) e o conjunto
de arestas E(G3) = E(G1) U E(G3) U{vv; : v; € V(G) ev; € V(G2)}. Como cada vértice
de (G € adjacente a todos os vértices de G, 0 grafo € sempre conexo apés a operagdo de jungao.
Bretscher et al.| (2003) desenvolveram um algoritmo de reconhecimento de cografos em tempo
linear. Este trabalho investiga quao préximo do diametro de um cografo pode ser seu nimero de

conexao arco-iris. Os cografos serdo melhor detalhados na Secao

Alguns resultados sobre o nimero de conexd@o arco-iris em subclasses de cografos
sdo conhecidos, como, por exemplo: para grafos completos (CHARTRAND et al., 2008), th-
reshold (CHANDRAN; RAJENDRAPRASAD,[2012)) e multipartidos completos (CHARTRAND
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et al., 2008)). Sabe-se também que para qualquer grafo G, é verdade que r¢(G) > diam(G), onde
o didmetro de GG é a maior distancia entre dois vértices de G (CHARTRAND et al., [2008)). Como
os cografos ndo possuem P, como subgrafo induzido, o didmetro de qualquer cografo € limitado
a 2. A principal contribui¢do € mostrar que o nimero de conexao arco-iris de um cografo € limi-
tado pelo seu nimero de vértices pendentesﬂ e, na auséncia desses, apresentamos uma coloragcao
arco-iris que utiliza no méximo quatro cores. A partir desse resultado, tem-se um limite superior

para o nimero de conexdo arco-iris de cografos sem vértices pendentes: r¢(G) < 4.

1.1 ORGANIZACAO DO DOCUMENTO

O Capitulo [2| contém defini¢des basicas que auxiliam no entendimento de conceitos
e provas deste trabalho. A Segdo [2.1] ¢ dedicada a classe dos cografos e a Segdo [2.2] descreve
classes relacionadas com os cografos para as quais jd existe solugdo polinomial: a Se¢do [2.2.1]
apresenta resultados seminais, para grafos completos e drvores; a Secdo [2.2.2] apresenta a téc-
nica de coloragdo arco-iris em grafos threshold, a Se¢do[2.2.3lmostra os resultados para os grafos
bipartidos completos e a Se¢do[2.2.4] generaliza os resultados obtidos em grafos bipartidos com-
pletos para os grafos multipartidos completos. O Capitulo |3| contém os resultados obtidos apds
realizacdo desse estudo. Por fim, o Capitulo 4] apresenta as conclusdes deste trabalho e propde

alguns topicos para trabalhos futuros.

' vértices com grau igual a 1



14

2 DEFINICOES BASICAS E RESULTADOS ANTERIORES

Este capitulo apresenta conceitos basicos relacionados a este trabalho. A proxima secao
destina-se a detalhar os cografos. Algumas classes relacionadas com os cografos nas quais o Pro-
blema da Coloracdo Arco-Iris esté resolvido. A Secdo apresenta propriedades da coloracdo
arco-iris e contém resultados prévios em classes relacionadas com os cografos.

Um subgrafo H de um grafo G é um grafo tal que V/(H) C V(G) e E(H) C E(G).
Um subgrafo gerador de um grafo G é um subgrafo H tal que V(H) = V(G). Dado um grafo
G e um subconjunto de vértices U, o subgrafo H induzido por V(G) \ U é o grafo obtido ao se
remover todos os vértices do conjunto U do grafo G com suas respectivas arestas. Um grafo G
contém H como subgrafo induzido se, ao remover vértices de G obtém-se o grafo H. Um ciclo
em um grafo G € um caminho v; v, v3 ... v, em que todo vértice v; € adjacente a V(i41) mod ks
para 1 < ¢ < k. Uma 4rvore € um grafo que ndo contém ciclos como subgrafos. Um grafo
completo com n vértices, K, ¢ um grafo com n vértices em que existe aresta entre todos os
pares de vértices. Um grafo que é um ciclo com n vértices € denotado por C),. Um grafo que é

um caminho com n vértices é denotado por F,.

O grau de um vértice v em um grafo G, denotado por d(v), é o ndmero de arestas
incidentes em v. O maior dentre os graus dos vértices de G é chamado de grau maximo de
G e denotado por A(G). Um vértice universal em um grafo G é um vértice adjacente a todos
os outros vértices do grafo. Entdo, se um vértice v € vértice universal em um grafo GG, tem-se
d(v) = A(G) = |V(G)| — 1, onde V(G) é o conjunto de todos os vértices de G. Se v é um
vértice com d(v) = 1, entdo v é chamado de vértice pendente ou folha. Um grafo estrela S,, €
um grafo com n + 1 vértices em que um deles € vértice universal e os demais sdo n vértices
pendentes. Todo grafo estrela ndo tem ciclos e, portanto, € uma arvore. Nas drvores, os vértices

pendentes também sao chamados de folhas. Neste trabalho ambos os termos serdao usados.

Dado um grafo G e um vértice v, o conjunto dos vértices que sao adjacentes a v €

chamado de vizinhanca de v e denotado por N (v).

Uma clique em um grafo G’ é um conjunto de vértices que sao dois a dois adjacentes.
Uma clique € maximal se ndo estd contida em nenhuma outra clique do grafo. Um conjunto
independente em em um grafo G € um conjunto de vértices que sdo dois a dois ndo adjacentes
em (. Um conjunto independente € maximal quando nao estd contido em nenhum outro conjunto
independente do grafo.

Dados k conjuntos Ay, Ay, ..., Ay Tais que A; = {a;1, a2, .., a4, }, 0 produto car-
tesiano A; X Ay X ... x Ay, é o conjunto formado por todas as possiveis k-tuplas (ci, ¢z, . . ., k),
onde ¢; € A; paral < i < k. POr exemplo, {1,2,3} x {5,7} = {(1,5),(1,7),(2,5),(2,7),
(3,5), (3,7)}.

Apo6s a defini¢do de conceitos gerais da Teoria dos Grafos que sdo necessérios para a

compreensdo deste documento, as proximas secoes tratam dos cografos e da coloragao arco-iris,
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que sdo os conceitos centrais no desenvolvimento deste trabalho.

2.1 COGRAFOS

A classe de cografos foi descoberta por diversos pesquisadores de maneira indepen-
dente durante a década de 70, sendo o trabalho mais antigo atribuido a Lerchs|(1971)). O termo
cografo refere-se a grafos redutiveis por complemento - redutiveis porque podem ser reduzidos
a vértices isolados por meio de recursivas operagdes de complemento. A operacdo de comple-

mento de um grafo G consiste em construir um grafo G tal que V(G) = V(G) e E(G) é o

conjunto de todas as arestas que ndo existem entre os vértices de G.

Além dos termos cografo e grafo redutivel por complemento, a classe também € co-
mumente chamada de grafos livres de ;. O motivo é que pela prépria defini¢do, cografos sao
redutiveis por complemento e o complemento de um P, é um P, ndo sendo possivel haver

reducgdo. Portanto, ndo hd caminhos de tamanho quatro (F;) induzidos em cografos.

Definicao 2.1. (CORNEIL; LERCHS; BURLINGHAM, 1981) definiram cografos recursiva-

mente da seguinte maneira:

1. Um grafo de um vértice so (chamado de gravo trivial) é um cografo;
2. Se G1, G, ..., Gy sdo cografos, assim também é a unido deles Gy U Gy U ... U Gy;

3. Se G é um cografo, assim também é seu complemento G.

Uma defini¢@o equivalente para os cografos, jd apresentada na introdugao, utiliza ope-

racoes de juncdo em vez de operagdes de complemento:

Definicao 2.2. (BRANDSTADT et al.| |1999) G é um cografo se, e somente se,

1. Géum Kiy;
2. ouG =G UGy U---UGYy, tal que G1, G, . .., Gy sdo cografos;

3. ouG =G+ Gy + -+ Gy, tal que G, Go, ..., Gy sdo cografos;

Como ja visto, as operagdes de juncio entre dois grafos GG; e GG, € denotada por G+ Go

e adiciona arestas de cada vértice de (; para todos os vértices de Gs.

Uma das propriedades estruturais da classe descrita por Corneil, Lerchs e Burlingham
(1981) € a existéncia de uma arvore, denominada codrvore, onde os nés folhas representam
os vértices do grafo e os nés ndo-folha representam as operacdes aplicadas na construcao do
cografo. Se a operacdo aplicada € a de unido, o n6 € rotulado como 0 na codrvore, € se € uma

operacdo de juncao, o né recebe rétulo 1. Podem existir mais que uma codrvore que representa
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o0 mesmo cografo. A codrvore candnica € a codrvore em que cada né interno possui pelo menos
dois filhos que podem ser tanto folha quanto n6 interno. Além disso, os niveis de uma codrvore
candnica intercalam nds rotulados com 0 e rotulados com 1. Cada cografo € associado a uma, e
somente uma, codrvore candnica. Neste trabalho, quando uma codrvore for mencionada, refere-

se a coarvore candnica.

A raiz de uma codrvore € o né R que € ancestral de todos os vértices da codrvore. Um
né N € dito ancestral de um vértice = se NV for parte do caminho de x até a raiz R. Um ancestral
comum de dois vértices e y € um n6 C que € ancestral tanto de = quanto de y. O ancestral
comum mais proximo de x e y € o ancestral comum que estd no no maior nivel da codrvore.
Assim, € possivel utilizar uma codrvore candnica para verificar se dois vértices do cografo sao
adjacentes ou ndo. Para isso € analisado se o ancestral comum mais préximo, C', ¢ um né rotulado
com 0 ou 1. Se C' = 0, os vértices ndo sdo adjacentes, caso contrdrio (C' = 1), os vértices sdo

adjacentes.

A Figura [2| ilustra um exemplo de cografo e sua codrvore. Note que os vértices a e b
assim como os Vértices ¢ e d sdo ligados por um né 0, o que indica que ndo sdo adjacentes,
porém no nivel acima hd um né 1, indicando que tanto a quanto b sdo adjacentes ao vértice c e
ao vértice d. Também pode-se observar que o vértice e € adjacente a todos os outros vértices do

grafo.

Figura 2 — Grafo G e sua coarvore a esquerda

Figura 2 — Fonte: Autoria Propria

Dado um grafo GG e dois vértices u e v, a distdncia entre u e v no grafo G é o nimero de
arestas do menor caminho que existe entre u e v. A distincia entre u e v é denotada por dist(u, v).
O diametro do grafo G é a maior distancia entre os pares de vértices de GG e é denotado por
diam(G). Formalmente, diam(G) = maxy,vec{dist(u,v)}. Como os cografos ndo contém

P, como subgrafo induzido, vale a seguinte observacao.

Observacao 2.3. Se G é um cografo, entdo diam(G) < 2.

Essa restricao implica na seguinte caracterizacdo dos cografos.

Definicao 2.4. (BRANDSTADT et al.| [1999) G é um cografo se, e somente se, todo subgrafo

induzido de G tem didmetro no mdximo 2.
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2.2 COLORACAO ARCO-IRIS

Esta secdo é referente aos resultados ja conhecidos de coloracdes arco-iris em classes de
grafos relacionadas com os cografos. A Se¢do[2.2.T|contém resultados do Problema da Coloragdo
Arco-iris para os grafos completos e para as drvores. A Secdo [2.2.2] aborda coloragdo arco-iris
em grafos threshold. A Segdo[2.2.3|apresenta os resultados conhecidos para os grafos bipartidos
completos e a Secdo [2.2.4] trata o Problema da Coloragdo Arco-iris nos grafos multipartidos

completos.

2.2.1 Resultados Seminais Sobre Coloragao Arco-iris

Essa secdo apesenta os resultado obtidos por Chartrand e Zhang| (2008)) no trabalho que
introduziu o Problema da Coloracao Arco-iris. Sao resultados fundamentais no desenvolvimento

desta Teoria, alguns gerais e outros relacionadas a classes de grafos especificas e bem conhecidas.

Lema 2.5. (CHARTRAND; ZHANG, 2008) Seja G um grafo ndo-trivial conexo. O grafo G tem

re(G) = 1 se, e somente se, G é um grafo completo.

Demonstragdo. Se G é um grafo completo, entdo existe uma aresta entre cada par de vértices
de G. Logo, existe um caminho arco-iris de tamanho 1 entre cada par de vértices e apenas uma
cor € necessdria para uma coloracdo arco-iris de G.

Por outro lado, se G ndo é um grafo completo, entio existem dois vértices ndo adjacen-

tes u e v e todo caminho de v a v tem tamanho pelo menos 2. Assim r¢(G) > 2. ]

A Figura[3]ilustra um grafo K, com uma coloragdo arco-iris usando apenas uma cor.

Figura 3 — Coloracao arco-iris em
um grafo completo

Figura 3 — Fonte: Autoria Prépria

E oportuno ressaltar que, para um dado grafo GG, o pardmetro src(G) é o menor nimero
de cores que permite uma coloracdo arco-iris forte do grafo (G, ou seja, uma coloragdo arco-iris

em que todo par de vértices tem um caminho geodésico que € arco-iris.
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Lema 2.6. (CHARTRAND,; ZHANG, 2008) Seja G um grafo ndo-trivial conexo com m arestas.

O grafo G tem rc(G) = src(G) = m se, e somente se, G é uma drvore.

Demonstragdo. Considere um grafo G com m arestas. Primeiro, serd provado por contraposi¢ao
que se GG ndo é uma arvore, entdo G tem uma coloragdo arco-iris com menos que m cores. Como
G ndo é uma érvore, G contém um ciclo C' = (v, vg, ..., v, v1), onde k > 3. Entdo a (m — 1)-
coloragdo de arestas que atribui a cor 1 as arestas v,vy € vov3 € as demais cores, todas distintas,

para as m— 2 arestas restantes € uma (m— 1)-coloragiio Arco-Iris de G. Portanto r¢(G) < m—1.

Considere agora que G é uma arvore com m arestas e assuma, por contradi¢do, que
existe uma (m — 1)-coloragdo arco-iris para G. Entdo existem duas arestas e = uv e f = xy que
possuem a mesma cor. Assuma, sem perda de generalidade que o caminho de v a x contém e e
f. Se este ndo for o caso, troque os nomes de u com v ou de x com y ou ambos para analisar o
caso em que o caminho de v a x contém e e f. Como G € uma arvore, existe um tnico caminho
entre u e x e este caminho contém e e f. Entdo, ndo existe um caminho arco-iris de v a x em G,

uma contradi¢do. 0

A Figura{]ilustra uma drvore 7" com ¢ arestas usando ¢ cores.

Figura 4 — Coloracao arco-iris em
uma arvore

Figura 4 — Fonte: Autoria Prépria

Lema 2.7. (CHARTRAND; ZHANG, 2008) Seja G um grafo conexo ndo-trivial e k € {1,2}. O
grafo G tem rc(G) = k se, e somente se, src(G) =k

Demonstragdo. Se rc(G) = 1, entdo diam(G) = 1 e, portanto, G é um grafo completo. A
coloragdo que atribui a cor 1 para cada aresta de G' € uma 1-coloracdo forte de G e portanto
sre(G) = 1.

Serc(G) = 2, entdo diam(G) = 2 e existe uma 2-colorag@o arco-iris de GG. Assim, todo
par de vértices ndo adjacente de GG estd conectado por um caminho arco-iris de tamanho 2, que
¢ necessariamente geodésico. Portanto, src(G) = 2. Se G é um grafo com src(G) = 2, entdo
re(G) < 2. Entretanto, r¢(G) # 1, pois caso contrério src(G) = 1. Portanto, re(G) = 2. [
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Os resultados apresentados nesta se¢do consideram classes de grafos bastante conhe-
cidas, como grafos completos e arvores. Os grafos completos sdo cografos e algumas drvores
também. Mais especificamente, um cografo € uma arvore se € um grafo estrela. As se¢des se-

guintes mostram outros resultados sobre a coloragdo arco-iris em subclasses dos cografos.

2.2.2  Coloragio Arco-Iris em Grafos Threshold

Um grafo que contenha um tnico vértice e nenhuma aresta é conhecido como grafo
trivial. Um grafo threshold é¢ um grafo que € construido a partir de sucessivas operagdes de unido
ou jun¢do com grafos triviais. Para fins de demonstracao, os vértices dos grafos threshold serdo
rotulados em ordem decrescente de grau (d(v,,) < d(v,—1) < ... < d(ve) < d(vy)). Chandran
e Rajendraprasad (2012) utilizam um cdédigo bindrio para realizar um coloracdo arco-iris em
grafos threshold.

Definicao 2.8. (CHANDRAN; RAJENDRAPRASAD, 2012) Um cédigo bindrio é uma string
finita sobre um alfabeto {0,1}. O comprimento de uma palavra p é denotado por length(p) e
representa o niimero de bits em p. O i-ésimo bit de p é denotado por p(i). Uma palavra p
é dita prefixo de uma palavra ps se length(p) < length(ps) e p1(i) = po(i) para todo i €
{1,...,length(p1)}. Um cédigo bindrio B é dito livre de prefixo se nenhuma palavra em B é

prefixo de outra palavra em B.

A Inequacdo de Kraft fornece uma condicao necessdria e suficiente para um codigo

bindrio ser livre de prefixo, dado um conjunto de comprimentos de palavras.

Lema 2.9. (KRAFT, 1949). Para todo cédigo bindrio livre de prefixo B = {b,...,b,}

Y2 <l
onde l; = length(b;) e, para qualquer sequéncia de comprimentos ly, ..., 1, que satisfaca a ine-

quagdo descrita, existe um cédigo livre de prefixo B = {by,...,b,}, com length(b;) = ;, Vi €

{1,...,n}.

Para criar um c6digo bindrio livre de prefixo B = {p1,ps, ..., pn}, cujo tamanho de
cada palavra p; é [; etal que [; < [, < ... <[, vamos construir uma arvore bindria com rétulos
especiais nas arestas, descrita a seguir. Como B € um cddigo livre de prefixo, por hipétese,
S 2t

Em uma 4rvore, o nivel de cada n6 € dada pela sua distancia até a raiz. Para construir
a arvore bindria que dé origem ao cédigo B, crie um né raiz. Assuma que toda aresta de um n6
pai para o primeiro né filho que for criado na arvore seja rotulada com 0 e que toda aresta de

um no pai para o seu segundo filho criado seja rotulada com 1. Novos nds devem ser inseridos
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em um unico caminho da raiz a folha para construir a primeira palavra. A primeira folha deve
ser um no t;, de profundidade /; na 4rvore. A primeira palavra do cédigo bindrio é formada
pelos rétulos das arestas no caminho da raiz a ¢;. Para criar as demais folhas, deve-se realizar
o seguinte procedimento: apds criar um né folha ¢;, 1 < ¢ < n, retroceda na arvore a partir
de t;, em direcdo a raiz, até que um n6 que ainda nao tenha dois filhos seja encontrado. Crie o
segundo filho desse né. Se esse segundo filho estiver no nivel /;, 1, entdo declare-o como a folha
t;11. Caso contrério, recursivamente crie um novo filho do né até alcancar o né do nivel [, e

declard-lo como folha ¢;,1. O processo termina quando a folha ¢,, for criada.

Cada caminho da raiz a cada folha da arvore bindria é uma palavra do cédigo bindrio
B.

Para alguns grafos threshold, é possivel utilizar um c6digo bindrio livre de prefixo para

obter uma coloragao arco-iris. O Teorema [2.10|apresenta esses grafos.

Teorema 2.10. (CHANDRAN; RAJENDRAPRASAD, 2012) Seja G = (V,E) um grafo th-
reshold conexo com d(vy) > d(ve) > ... > d(vy,). O grafo G tem rc(G) <

se,

2 se, e somente

T2 <1

onde k=min{i:1<i<mn,dv;) <i-—1}.

Demonstragdo. Seja G = (V, E') um grafo threshold conexo com d(vy) > d(ve) > ... > d(vy,).
Pela ordenagdo dos vértices (v, s, ..., vy), 0 conjunto I = {v; € V(G) : dv;) <i— 1} éum
conjunto independente maximal de G e V(G)\I é uma clique em G. Observe que 0 somatério
do lado esquerdo da desigualdade apresentada no enunciado € realizado sobre todos os vértices

do conjunto .

Primeiro, serd mostrado que se r¢(G) < 2, entdo a desigualdade € satisfeita. Suponha
que G tem uma coloracdo arco-iris com duas cores e seja C; : E(G) — {0, 1} uma coloragdo
arco-iris de GG. Associe a cada vértice v; € I a palavra p; tal que p;(j) € a cor da aresta entre
os vértices v; e v; na coloragdo C¢. Como G € um grafo threshold, pela ordem imposta aos
vértices, N(v;) = {v;,va,..., V4, }, para todo v; € I. Como todo par v;,v; € I tal que
d(v;) < d(v;) ndo sdo adjacentes, € necessdrio existir um caminho arco-iris de tamanho 2 entre
eles. Entdo esse caminho deve incluir um vizinho v, comum a v; e v;, talque ¢ € {1 < d(v;)}, ja
que N(v;) = {v1,v2,. .., V4w)} € {v1,02, ..., Vi) } = N(v;). Como o caminho € arco-fris,
pi(q) # pj(q). Isso garante que as palavras correspondentes a esses vértices no cédigo bindrio
sdo diferentes. Entdo, o cédigo bindrio formado pelas palavras correspondentes aos vértices do
conjunto / € um cédigo livre de prefixo. Pelo Lema a desigualdade proposta no enunciado

desse teorema € satisfeita.

Agora, serd mostrado que se o grafo (¢ satisfaz a desigualdade proposta no enunci-

ado, entdo tem uma coloragao arco-iris com duas cores. A coloragdo serd dada a partir de um
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codigo bindrio livre de prefixo B, construido como descrito anteriormente. O c6digo bindrio
B = {p1,p2, ... Pn_rr1} deve ser tal que o tamanho da palavra p; seja l; = d(v,_;11), 1 <@ <
n — k+ 1. Como, por hipétese, d(vy) > d(vii1) > ... > d(vy), tem-se l; <o < ... <l g11.
Com essa sequéncia de tamanhos para as palavras de B, construa a drvore bindria, como deta-

lhado anteriormente.

Usando o c6digo bindrio B, o Algoritmo 1 cria uma coloragao arco-iris C; para G com

no maximo 2 cores.

Algoritmo 1: CoLorACAOARCOIRISTHRESHOLD-CASO1

Entrada: Um grafo threshold conexo G = (V, E), com d(v1) > d(v2) > ... > d(v,) e
S, 274D <1 onde k= min{i: 1 <i<n,d(v;) <i—1}.

Saida: Uma coloragdo arco iris C : E — {0, 1}.

1 inicio

2 I+—A{vg,...,von}

3 B <«—A{p1,-..,Pn—k+1} um c6digo bindrio obtido como descrito anteriormente, com

l; = d(Un,i+1)7Vi S [l,n —k+ 1}

4 para v; € [ faca

s || Colwnv) = pain(G),¥) € {1,...,d(v:)}

6 fim

7 para v; € V(G)\I faca

8 ‘ CG(UhUj):pnkarl(j)vvje{17"'7i_1}

9 fim

10 retorna Cg

11 fim

A arvore correspondente ao cddigo bindrio é criada com base no conjunto indepen-
dente mdximo / e um conjunto 3 das palavras correspondentes a cada vértice do conjunto /.
Considere dois vértices ndo adjacentes v; € vj, tal que i« < j. Como v; € v; nao sdo adja-
centes, ou ambos entdo em / ou v; € I e v; pertence a clique C' tal que i > d(v,), pois
N(vj) = {v1,v2,...vaw,) }. No primeiro caso, l,_i11 > l,—j;1 € existe um vértice v, €
{v1,v2,.. ., Vaw, } tal que pp_j41(q) # Pn-it1(q) POis pp_j41 ndo é um prefixo de p,_i41.
(E importante frisar que p,_; 41 € Pp_ j+1 pertencem a um codigo bindrio livre de prefixo.) Entao
v; Vg v; € um caminho arco-iris. Analogamente, no segundo caso, l,_j11 > l,—j11 € existe um
vértice v, € {v1,V2, ..., V4w, } tal que pp_j11(q) # Pnk+1(q), POis pp—ji1 ndo € um prefixo
de pp—k+1. Entdo, Ce(vg, vj) # Ca(vy, vi) = Ca(vg, v4), pelo Algoritmo 1. Logo, v; v, v; € um

caminho arco-iris. Portanto, C; € uma coloracio arco-iris para G. [

Para demonstragdo da execugdo do algoritmo, serd usado o grafo da Figura[5] criado
pela sequéncia de operagdes G3 + G4 U G5 + G2 U Gg + Gy, com G; = {v;} para 1 < i < 6.
Portanto | = {047 Us, UG} € B = {p4ap5ap6}‘
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Figura 5 — Grafo Threshold G,

Fonte: Autoria Propria

A érvore bindria correspondente a esse grafo é apresentada na Figura[6]

Figura 6 — Arvore do Grafo G

Fonte: Autoria Propria
As palavras geradas para o c6digo bindrio sdo:

e p; com tamanho d(vg), construida pelas arestas do caminho da raiz até a folha t;, corres-

pondente ao codigo 0;

e py com tamanho d(vs), construida pelas arestas do caminho da raiz até a folha ¢, corres-
pondente ao cédigo 10;

e ¢ p3 com tamanho d(v,), construida pelas arestas do caminho da raiz até a folha ¢3, cor-

respondente ao codigo 110.

Para quaisquer vértices v; € I, a aresta entre v; qualquer vizinho v; deve ser colorida
com o bit p,_;11(j). Assim, para a aresta (vy, v1), deve ser atribuido o primeiro bit de p3, que
¢ 1. Para a aresta (v4, v2) deve-se atribuir o segundo bit de ps, que é 1 e para a aresta (v, v3)
deve-se atribuir o terceiro bit de p3, que € 0. De forma andloga, os bits 1 e 0 de p, sdo atribuidos

as arestas (vs, v1) e (vs, v2), respectivamente, e o bit 0 de p; deve ser atribuido a aresta (vg, v1).
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Para arestas entre dois vértices da clique v; e v; tais que ¢ > j, serd atribuido o j-ésimo
bit da palavra p,_j1 - nesse caso, p3. Assim, as arestas (v, v2) € (v1,v3) devem ser coloridas
com o bit p3(1). E a aresta (v, v3) deve ser colorida com o segundo bit de p3, que é 1. A Figural7]

mostra o grafo ja colorido.

Figura 7 — Grafo Threshold GG, colorido

Fonte: Autoria Propria

O Teorema [2.11] e o Algoritmo 2 apresentam uma coloragdo arco-iris para grafos th-

reshold que ndo satisfazem a desigualdade do Teorema [2.10}

Teorema 2.11. (CHANDRAN; RAJENDRAPRASAD, 2012) Seja G = (V,E) um grafo th-
reshold conexo com d(vy) > d(ve) > ... > d(v,). O grafo G tem rc(G) = max{p, 3},

se
S 27w >
onde k=min{i:1<i<mn,d(v;) <i— 1} epé o nimero de vértices pendentes em G.

Demonstragdo. Seja G = (V, E') um grafo threshold conexo com d(vq) > d(vq) > ... > d(v,,),
que satisfaz a desigualdade imposta no enunciado desse teorema. Entdo existem dois ou mais
vértices pendentes em (=, uma vez que para cada vértice pendente acrescenta-se % ao somatdrio.

E suficiente exibir uma coloracio arco-iris para G com trés cores.

Sejam P = {vy,vq,...,v,} 0 conjunto dos vértices pendentes de GG. Para cada vértice
pendente, atribua a sua aresta uma cor correspondente a sua rotulagdo decrescida de 1 (a aresta
incidente em v; deve ser colorida com cor 0, a aresta incidente em vy deve ser colorida com 1,
e assim por diante). Observe que se p = |V| — 1, entdo G é um grafo estrela, e cada uma de
suas arestas receberd uma cor diferente. Pinte a aresta entre os dois vértices de maior grau com
cor 0 e pinte as outras arestas da seguinte forma: do terceiro vértice até o vértice n — p, pinte a
aresta deste vértice com v; usando a cor 1 e a aresta com v, com cor 2. Pinte as arestas ainda

ndo coloridas com a cor 0. O]
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O Algoritmo 2, detalhado a seguir, descreve a coloragdo apresentada no Teorema

Algoritmo 2: CoLORACAOARCOIRISTHRESHOLD-CAsO2

Entrada: Um grafo threshold conexo G = (V, E), com d(v1) > d(va) > ... > d(vy).
Saida: Uma coloragdo arco iris C¢ : E — {0,...,maz{p,3} — 1} de G, onde p é o niimero de
vértices pendente em G.

1 inicio

2 P+—{ieV(G):d;=1},p<+— |P|

3 Cq(pi, 1) «— i — 1 para cada vértice folha p1, ..., pp
4 se p =n — 1 entao

5 | retorna C¢

6 fim

7 CG(I, 2) =0

8 para: =3 até: =n — p faca

9 Ca(i,1) =1
10 Cq(i,2) =2
11 fim
12 Cg(e) = 0 para cada aresta e de G que ainda n#o foi colorida.
13 retorna C¢
14 fim

A Figura 8| apresenta um exemplo de grafo threshold colorido com o Algoritmo 2.

Figura 8 — Grafo Threshold G5 colorido

Fonte: Autoria Prépria

Juntos, os teoremas € resolvem o Problema da Coloragdo Arco-Iris para todos
os grafos threshold. E interessante observar que o nimero de conexo arco-iris para esses grafos
¢ limitado a max{3, p}, onde p é o nimero de vértices pendentes. Este é um resultado parecido

com o obtido para grafos k-partidos completos, como serd apresentado nas préximas secoes.
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2.2.3 Coloragio Arco-Iris em Grafos Bipartidos Completos

Uma subclasse dos cografos amplamente estudada € a classe dos grafos bipartidos com-
pletos. Um grafo € dito bipartido completo se, e somente se, seu conjunto de vértices pode ser
particionado em dois conjuntos independentes, S e 7', tal que para todo par de vértices v € .S
e u € T existe a aresta (v, u). Considere um grafo bipartido completo com parti¢do [S, 7] do
conjunto de vértices em dois conjuntos independentes. Se S e T' tém, respectivamente, s e ¢

vértices, entdo denota-se |S| = s, |T'| = ¢ e o grafo é representado por K ;.

Esta secdo apresenta o trabalho de |Chartrand et al.| (2008), que determinou o nimero
de conexao arco-iris de todos os grafos bipartidos completos. O primeiro teorema apresenta o
numero de conexao arco-iris forte em um grafo bipartido completo. Esta demonstragdo € im-
portante pois a mesma técnica de coloracdo serd utilizada para determinar o niimero de conexdo

arco-iris desses grafos.

Teorema 2.12. (CHARTRAND et al.| 2008) Para inteiros s et com 1 < s <,

sre(Kyy) = [V

Demonstragdo. Sabe-se que src(Ky ;) = t, pois K é uma drvore e satisfaz o Lema Entao
considere um grafo K,; com s > 2. Seja R/ﬂ =k.Logol < k—-1< v/t < k. Portanto
(k=1 <t<k®eassim(k—1)"+1<t<Ek"

Serd mostrado que src(Ks;) > k. Assuma, por contradicdo, que src(K,,) < k — 1.
Entdo existe uma Coloragdo Arco-Iris Forte com (k — 1) cores para o grafo K, ;. Seja o :
E(G) = {1,2,...k — 1}, uma (k — 1)-colora¢io Arco-Iris Forte de K, ;. Sejam S e T os dois
conjuntos independentes da parti¢do do conjunto de vértices de K, onde |S| = se |T| = t.
Suponha que S = {uq,us,...,us}. Para cada vértice w € T, pode-se associar uma s-tupla
ordenada cédigo(w) = (¢q, ¢a, ..., ¢5), chamada de c6digo de cores de w, onde ¢; = «(w, u;),
paral <7 < s Jiquel < ¢ < k—1,paracadai, 1 < i < s, o nimero de codigos
de cores distintos que podem ser atribuidos aos vértices de 7' é (k — 1)°. Entretanto, como
t > (k —1)*, existem mais vértices em 7" do que c6digos de cores disponiveis. Assim, existem
pelo menos dois vértices distintos, w’ e w” pertencentes a 7', tais que codigo(w’) = codigo(w”).
Como o(w',u;) = a(w”,u;) paratodo i, 1 < i < s, o grafo K, ndo possui um caminho
arco-iris geodésico entre os vértices w’ e w”, contradizendo a hipétese de que o é uma (k — 1)-

coloragao Arco-Iris Forte para o grafo K ;. Portanto, como afirmado, src(K ;) > k.

Agora serd provado que src¢(K;) < k, mostrando a existéncia de uma k-coloracao
Arco-Iris Forte para o grafo K. Seja A = {1,2,...,k}. O conjunto A® é gerado a partir do
produto cartesiano de s conjuntos iguais a A. Portanto, |A°| = (k)*®. Seja T' = {wq, wo, ..., w; }.
A cada vértice w; 1 < i < t, deve-se atribuir um dos elementos de A°® da seguinte forma: ao
vértice w; com 1 < ¢ < s deve-se atribuir o elemento de A® cuja i-€sima posi¢ao na s-tupla é

igual a 2 e as demais posi¢cdes da s-tupla t€ém valor 1. Por exemplo, deve-se atribuir a s-tupla
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(2,1,1,1,...,1,1) ao vértice wy e a s-tupla (1,1,1,...,1,2) ao vértice w,. Os demais vértices
em 7" podem receber quaisquer das demais s-tuplas de A®, desde que sejam todas distintas entre
si, ou seja, cada s-tupla € atribuida a no médximo um vértice de T'. Observa-se que ha s-tuplas
suficientes para todos os vértices de T', pois k = [v/1] e |A%| = (k)*. Logo, |A®| = ([v/t])* >
(V) =t =T].

Para cada i com 1 < i < ¢, denote a s-tupla atribuida a w; por (w; 1, w; 2, ..., w; 5 ). Por
construgdo, tem-se 1 < w; ; < k,paracadaie jtalque 1 <i <tel < j < s. Define-se a
coloragdo de arestas o : F(K,;) — {1,2,...,k} por

a(w;,uj) =w;;,ondel <i<tei<j<s.

Entdo, a s-tupla atribuida a cada vértice w;, 1 <1 <t € o cddigo de cores de w; e serd
denotada por cédigo(w;). Por construgdo, vértices distintos em 7' possuem cédigos de cores

distintos.

Serd mostrado que a é uma k-coloragio Arco-Iris Forte para o grafo K ;. Nota-se que
para qualquer w € T'e u € .S, o caminho w u € arco-iris e geodésico, ja que todo vértice de um
conjunto da particao [S,T’] possui uma aresta para cada vértice do outro conjunto da parti¢do
[S, T, pela prépria defini¢do de grafos bipartidos completos. Sejam w, e wy dois vértices de
T'. Ja que esses vértices possuem cdodigos de cores distintos, existe algum [, 1 < [ < s, tal que
Weay 7 Wp. Logo, a(wg, u;) # a(wy, u;) € w, u; w, € um caminho arco-iris geodésico no grafo
K. Considere dois vértices u, € u, em S onde 1 < p < ¢ < s. Como p < s, por construgio,
o codigo de cores de w, tem cor 1 em todas as suas coordenadas, exceto na posi¢ao p. Logo,
a(wy, u,) = 2e,como p # g tem-se a(w,, u,) = 1. Portanto, o caminho u,, w, u, ¢ um caminho

arco-iris e geodésico no grafo K ;. 0

A titulo de exemplo, considere o grafo K, ¢ para o qual se deseja obter uma coloragio
arco-iris forte. Entdo, s = 4, = 6. Como [v/6] = 2, k = 2 e os c6digos de cores dos primeiros

s vértices de 1" seriam:

2,1,1,1);
1,2,1,1)
1,1,2,1)
1,1,1,2).

b

9

(
(
(
(

w1y
Wa
w3
Wy

Com a coloragdo arco-iris proposta, existem caminhos arco-iris geodésicos entre ug e
qualquer outro vértice em S, por exemplo. De fato, w33 =2 # 1 = w3, parag # 3el < g < s.

Logo, uz possui um caminho arco-iris para todo u, dado por us w3 u,.

Considere o bipartido completo K5 s apresentado na Figura 0]
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Figura 9 — Cografo G, um K> ¢

Fonte: Autoria Prépria

Logos =2,t=6ek = [v/6| = 3. Entdo, A° = A% = {1,2,3} e |A%| = 9. Portanto
nove c6digos de cores estdo disponiveis para os vértices de 1" e sdo eles: (1, 1), (1,2), (1,3),
(2,1), (2,2), (2,3), (3,1), (3,2) e (3,3). A coloragao final do grafo K¢ apds a aplicagdo da
técnica do Teorema € apresentada na Figura

Figura 10 — Cografo G multicolorido

Fonte: Autoria Préopria

Sabe-se que rc(G) < src(G) para qualquer grafo GG. Entdo, apesar de o nimero de
conexdo arco-iris forte de um grafo bipartido completo K ;, com s < ¢, ser dado por v/¢,(Char-
trand et al.| (2008) provou que este nao € um limite superior justo para o nimero de conexao
arco-iris desses grafos. O Teorema [2.13|mostra que qualquer grafo bipartido completo tem uma

coloragdo arco-iris com no maximo quatro cores.

Teorema 2.13. (CHARTRAND et al., 2008) Para inteiros s et com 2 < s < t,

re(Ksy) = min{ (\/ﬂ L4}

Demonstracdo. Observa-se que para 2 < s < ¢, [\/ﬂ > 2. Sejam S e T os dois conjuntos
independentes de uma parti¢do dos vértices do grafo K, onde |S| = s e |T'| = t. Assuma que
S = {uy,us, ..., us }. Trés casos sdo considerados:

Caso 1: [v/t] = 2. Neste caso, s < t < 2%, pois 2 < re(Kgy) < sre(Ksy) = [Vt] = 2.
Entdo re(K,) = 2.

Caso 2: [\/ﬂ = 3.Entd0,2°+1 <t < 3% pois 2 < re(K,y) < sre(Kgy) = (\/ﬂ = 3.

Logo, rc¢(Ks;) = 2 ou rc(K,;) = 3. Resta provar que r¢(K;) = 3. Assuma, por contradigdo,
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que exista uma 2-coloragio Arco-Iris do grafo K, ; e seja a mesma definida por uma fungio
a : E(Ks:) — {1,2}. Ento, existe um c6digo de cores cédigo(w) atribuido a cada vértice
w € T, que consiste em uma s-tupla ordenada (¢, s, ..., ¢5), onde ¢; = a(w, u;) € {1, 2}, para
1 < i < s.Comot > 2% existem dois vértices distintos w’ e w” pertencentes a T tais que
codigo(w’) = cédigo(w”). Ja que as arestas de qualquer caminho entre os vértices w’ e w” com
tamanho 2 sio coloridas com a mesma cor, ndo existe um caminho arco-iris entre w’ e w”, uma
contradi¢do. Portanto, como afirmado, 7¢(K;) = 3 e a coloracao arco-iris com trés cores pode
ser feita com a mesma técnica apresentada no Teorema [2.12]

Caso 3: [v/t] > 4. Entdo, t > 3° + 1. Resta provar que rc(Ks:) = 4. Primeiro, serd
mostrado que rc(K,;) > 4. Assuma, por contradi¢do, que exista uma 3-coloragdo Arco-Iris
para o grafo K, e seja a mesma definida por uma fungdo o : E(K,,;) — {1,2,3}. Entdo,
existe um codigo de cores codigo(w) atribuido a cada vértice w € T', que consiste em uma s-
tupla ordenada (¢, ¢y, ..., ¢5), onde ¢; = a(w,u;) € {1,2,3}, paral < i < s. Comot > 3°
existem dois vértices distintos w’ e w” pertencentes a T tais que cédigo(w’) = cédigo(w”). Ja
que cada caminho entre w’ e w” tem tamanho par, qualquer caminho arco-iris necessariamente
tem tamanho 2, por se tratar de um grafo bipartido. Entretanto, como cédigo(w’) = coédigo(w”),
qualquer caminho de tamanho 2 entre w’ e w” tem as arestas coloridas com a mesma cor. Assim,

nao existe um caminho arco-iris entre w’ e w”, uma contradigao.

Ainda considerando o caso 3, resta provar que rc(K; < 4. Serd apresentada uma
4-coloragdo Arco-Iris para o grafo K, ;. Seja A = {1,2,3}, T = {wi,wy,...,w}, T" =
{wy,ws,...,wss} e T" = T — T'. Atribua aos vértices de 7" os 3° elementos distintos de A*
e atribua aos vértices de 7" o cédigo cuja primeira coordenada € 4 e todas as coordenadas se-
guintes sdo 3. Correspondente a essa atribuicdo de cédigos, existe uma coloracdo de arestas
para o grafo K que pode ser definida pela funcdo o : E(K,; — {1,2,3,4}, de forma que
a(w;, uj) = k se a j-ésima coordenada do cédigo(w;) € igual a k. Afirma-se que essa coloragdo
€, de fato, uma 4-coloracio arco-iris do grafo K ;. Sejam x e y dois vértices ndo-adjacentes no

grafo K ;. Suponha primeiro que z, y € 7. Existem trés subcasos possiveis, descritos a seguir.

Caso 3.1: z,y € T'. Como cédigo(xr) # codigo(y), existe i com 1 < ¢ < s tal que
codigo(r) e codigo(y) possuem i-ésimas coordenadas distintas. Entdo o caminho x u; y é um

caminho arco-iris entre os vértices = e y.

Caso3.2: x € T ey € T". Suponha que a primeira coordenada de codigo(r) seja a.
Por construgdo, 1 < a < 3. Entdo z u; y € um caminho arco-iris entre os vértices = e y cujas

arestas sao coloridas com a € 4.

Caso 3.3: x,y € T". Seja z € T tal que a primeira coordenada de codigo(z) seja 1
e a segunda coordenada de c6digo(z) seja 2. Entdo x uy 2 uy y € um caminho arco-iris entre os
vértices x e y, cujas arestas sao coloridas com 4, 1, 2 e 3, respectivamente.

Agora suponha que z,y € S. Assimz = u;, e y = u; com 1 < ¢ < j < s. Logo existe
um vértice w € 1’ cuja i-€sima e j-ésima coordenadas de codigo(w) sdo distintas. Portanto

x w y € um caminho arco-iris entre os vértices x e y. Portanto essa coloracao € uma 4-coloracao
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arco-iris do grafo K, e logo rc(K,;) = 4 nesse caso. O

O Teorema apresenta solugio do Problema da Coloragio Arco-Iris para mais um
subconjunto dos cografos. Os grafos bipartidos completos podem ser generalizados, permitindo
que o conjunto de vértices do grafo tenha uma particio em mais que dois conjuntos indepen-
dentes. Se o conjunto de vértices puder ser particionado em k conjuntos independentes, com
arestas entre quaisquer vértices em partes diferentes, o grafo é chamado de k-partido completo
ou multipartido completo. Chartrand et al.| (2008) resolveram o Problema da Coloracdo Arco-
Iris para todos os k-partidos completos, uma subclasse mais ampla dos cografos. Esse resultado

serd visto na proxima secao.
2.2.4 Coloragio Arco-Iris em Grafos Multipartidos Completos

Um grafo K, ,,..n, ¢ um grafo k-partido completo se seu conjunto de vértices pode
ser particionado em k conjuntos independentes, S1, Sa, . . ., Sk, talque |S;| = n;,paral < i <k,
e existe aresta entre quaisquer dois vértices que pertencem a conjuntos independentes distintos.
Da mesma forma que nos grafos bipartidos completos, o primeiro teorema desta se¢cao determina
o nimero de conexao arco-iris forte para os multipartidos completos. Depois, a mesma técnica

¢é aproveitada para a determinacdo do nimero de conexdo arco-iris destes grafos.

Teorema 2.14. (CHARTRAND et al., 2008) Seja G = K, n,.... n, um grafo k-partido completo,
ondek >3 en; <ns < .. <nytal que Zf;ll n; et = ny. Entdo:

1, senp =1
sre(G) = < 2, seng>2es >t

[Vt], ses<t

Demonstragio. Sejan = S n;. Se nj, = 1, entdo, G = K,,. Pelo Lema sre(G) = 1.
Suponha agora que 1y, > 2 e s> t. Jd que ng > 2, segue que G # K, e entdo src(G) > 2. Resta

mostrar que src(G) < 2.

Particione o conjunto S = {ny, ny, ..., n } em dois subconjuntos:
A={ay,as,....,ap} e B={by,bs,...,0,}
onde p + q = k, de forma que,
a=3 0 a; <y bj=0b

e b — a é o minimo inteiro ndo negativo entre todas as possiveis partilhas de .S. Assim,

K, € um subgrafo gerador de G. Como diam(K, ;) = 2, para cada dois vértices ndo adjacentes
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u e v de K,p, um caminho P € um caminho u — v geodésico em K, se, e somente se, P €
um caminho u — v geodésico em G. Pelo teorema sre(G) < sre(K,p) = [V/0D]. Serd
provado que b < 2°. Suponha, por contradi¢do, que b > 2%. Como s > ¢, conclui-se que g > 2.
Considera-se dois casos, com a < 3 ou com a > 4. Se G é um k-partido completo com a < 3,
entdo os Unicos pares ordenados (a, b) possiveis tais que b — a seja 0 menor inteiro nao-negativo,
q>2es>tsio(2,3),(2,4),(3,3),(3,4),(3,5), (3,6), contrariando a hipétese de que b > 2.
Considerado a > 4, seja b; o menor elemento de B. Assim a + b; > b — b;. Como a > 4, ¢

possivel rearranjar essa inequagdo da seguinte forma:

bl>b—a>2“—a>3a—a_
2 2 y ¢

Seja A’ = by e seja o conjunto B’ = S — b;. Como by € B, by < by e a < by, isso
contradiz as propriedades que definem os conjuntos A e B, pois o menor elemento do conjunto
B néo pode ser maior do que a soma de todos os elementos do conjunto A, ja que assim b — a
ndo serd o menor inteiro ndo-negativo possivel entre todas as possiveis partilhas de S. Portanto,
como afirmado, b < 2%. Neste caso, src(G) < [\‘71_)1 < [¥/29] = 2, pelo Teorema

Agora, suponha que s < t. Seja T' o conjunto independente especifico de n, = t
vértices de G. Como K, é um subgrafo gerador conexo de (7, segue-se novamente, ji que
diam(G) = 2, que src(G) < sre(K,) = [v/t]. Resta provar que src(G) = [v/t]. Assuma,
por contradi¢do, que src(G) = | < [v/t]. Entdo, t > [°. Isso implica na existéncia de uma
I-coloragdio Arco-Iris Forte o para o grafo (. J4 que cada vértice de G pertencente a T terd grau
s em (5, a coloracdo « produz um cddigo de cores para cada vértice w € 1" consistindo em uma
s-tupla ordenada, onde cada coordenada consiste em um elemento do conjunto {1,2,...,1}.J4
que o nimero de c6digos de cores distintos para os vértices de 7' é no maximo [* e |T'| = ¢ > [°,
existem dois vértices w’ e w” em T que possuem o mesmo cédigo de cor. Isso implica que as
duas arestas em cada caminho geodésico entre w’ e w” em G tem a mesma cor, contradizendo
a hipétese de que o é uma [-coloracdo Arco-Iris Forte para o grafo Gi. Uma coloracdo arco-iris
com (\/ﬂ cores para GG pode ser obtida pela técnica apresentada no Teorema [

Teorema 2.15. (CHARTRAND et al., 2008) Seja G = K, n,... n, um grafo k-partido completo,
1

ondek >3 en; <ny < ...<nytal que s = Zf;l n; et = ny. Entdo:
1, senp =1
re(G) = 2, sen, >2es >t
min{[v/t],3} ses <t
Demonstragdo. Seja s = Ele n;. Se ng, = 1, entdo, G = K,,. Pelo Lema sre(G) = 1.

Suponha agora que ny > 2 e s > t. Pelo Teorema [2.14} src(G) = 2 e portanto pelo Lema
re(G) = 2.
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Suponha agora que s < t. Ja que n; > 2, segue que G # K, e entdo rc(G) > 2. Pelo
Teorema [2.14, src(G) = [v/t] e portanto 7¢(G) < [v/t]. Para mostrar que r¢(G) < 3, serd
dada uma 3-coloracio Arco-Iris de G. Sejam [V, V4, ..., V;.] uma parti¢do do conjunto de vértices
de G,comV; = {v; 1,09, ..., Vin, }, paral < i < k. Além disso, seja U = V, UV U...UV}_1 =
{u1,ug, ..., us}, tal que u; = v,_1,; para 1l < i < ny_4, ou seja, os primeiros elementos de U
serdo os vértices contidos na particdo Vj. Defina uma coloragdo c* das arestas de GG por:

(

, see=0; vy jparal <i<k—-2el<j<n,,

, see=uuvgparal < <,

1
1
2, sevvg, paral < j<myes+1<1<t,
\3

, caso contrdrio.

Sejam x e y dois vértices nao adjacentes de GG. Entdo z,y € V; para algum 7 com
1<i<k. Sejaz=v,ey=vgondel <p<qg<n.Sel<i<k—1 entdozviy1,yé
um caminho arco-iris entre os vértices x e y em G cujas arestas sdo coloridas com 1 e 3. Assim,
resta assumirque ¢ = k. Se 1 < p < ¢ < s, entdo x u, y € um caminho arco-iris entre os vértices
x e y em G cujas arestas sdo coloridascom 1 e 3. Ses+1 < p < ¢ < t,entdo xv; 121y €
um caminho arco-iris entre os vértices = e y em G, cujas arestas sdo coloridas com 2, 1 e 3,
respectivamente. Se 1 < p < se s+ 1 < ¢ <, entdo z vy ; y € um caminho arco-iris entre os
vértices x e y em (G, cujas arestas sdo coloridas com 3 e 2. Assim, r¢(G) < 3 e portanto, como
afirmado, 7¢(G) < min{[v/t], 3}.

Assuma, por contradi¢do, que r¢(G) < min{ﬁ/ﬂ,S} < 3. Como r¢(G) < 2, segue-
se que rc¢(G) = 2. Seja ¢ uma 2-coloragdo arco-iris de G. Pode-se associar um cédigo de
cores codigo(w) = (ay, as, ..., as) para cada vértice w € Vi, onde a; = c(u;,w) € {1,2} para
1 < i< s.Jaque v/t > 2, segue-se que t > 2° e assim existem dois vértices w’ e w” em V,
tais que cédigo(w’) = cédigo(w”). Entdo as duas arestas de cada caminho entre os vértices w’ e
w” de tamanho 2 sdo coloridas com a mesma cor e portanto ndo existe caminho arco-iris entre

os vértices w’ e w” no grafo K ,;, uma contradicdo. Assim, como afirmado, r¢(Ks;) = 3 =
min{[v/t], 3} nesse caso. O

Considere o grafo multipartido completo K 54 ilustrado na Figura [IT} A Figura [12]

mostra o grafo K 5 4 com uma coloracdo obtida pela técnica do Teorema



Figura 11 — Cografo multipartido /; 4

1,2,4

Fonte: Autoria Propria

Figura 12 — Cografo multipartido K > 4 colorido

Fonte: Autoria Propria

32
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3 NOVOS RESULTADOS

Esta se¢do contém os resultados obtidos ao longo deste estudo. O Teorema 3.1demons-
tra que um cografo G = G + Gy + ... + G, pode ser colorido com até 4 cores para k = 2 e até 3
cores para k > 3 a partir de um k-partido correspondente. O Lema [3.2] demonstra as condigdes
para a existéncia de vértices pendentes em um cografo G. Por fim, o Teorema [3.3]estabelece um
limite superior para a coloracdo de um cografo G a partir do nimero de vértices pendentes que

G possui.

Teorema 3.1. Seja G = Gy + Gy + ... Gy um cografo conexo tal que |V (G;)| = n;, para
1<i<k Sek=2e2<mny <ny entiorc(G) <4.Sek >3, entdo rc(G) < 3.

Demonstragdo. Seja G = G + G5 + ... G, um cografo conexo.

Construa um grafo k-partido completo, Ky, 1, ns,...n, @ partir de G removendo as ares-
tas que existem entre quaisquer dois vértices pertencentes a (G, entre quaisquer dois vértices
pertencentes a (G, € assim sucessivamente até remover as arestas que existem entre os vértices
de GG.. Entdo os vértices de cada subgrafo G;, 1 < i < k, constituem um conjunto independente
Si € V(Kuy nons,...ny )- O grafo k-partido completo K, ,, ., serd chamado de k-partido com-

pleto correspondente a G.

Se k = 2, entdo 2 < n; < ny e, pelo Teorema [2.13| re(K,y, »,) < 4. Se k > 3, pelo
Teorema 2.15} re( Ko, ny,..my) < 3.

Considere uma coloracio arco-iris do grafo k-partido completo correspondente a G,
dada pelo Teorema [2.13| ou pelo Teorema 2.15] onde as cores sdo nimeros inteiros positivos e
consecutivos a partir de 1. Como K,,, ,,, ., ¢ um subgrafo gerador de G, a cor de cada aresta
do K, ns....n, POde ser usada para colorir a aresta correspondente em G. Ento, resta pintar as
arestas que conectam dois vértices do mesmo subgrafo GG;, 1 < ¢ < k. Pinte todas as arestas de
E(G)\E(Kp, ny...n,) comcor 1. Existe um caminho arco-iris entre quaisquer dois vértices de G,

pois como K, n,, € subgrafo gerador de GG e tem uma coloracdo arco-iris, o mesmo caminho

1,124y
arco-iris que conecta quaisquer dois vértices u € v no K, ,, ., também existe em G e estd
colorido com as mesmas cores. Como a cor 1, utilizada nas arestas dos subgrafos G1, Ga, . . ., Gk,

¢ uma das cores jé utilizadas nas arestas do grafo K., », ., 7¢(G) < re(Kpny.. n,)- Pelo
Teorema [2.13] r¢(G) < 4 se k = 2. Pelo Teorema2.15] r¢(G) < 3se k > 3. O

Para um exemplo de uso da técnica apresentada no Teorema 3.1} considere os seguintes

cografos GGy, G e G ilustrados na Figura[I3]
A Figura|l4|apresenta o cografo G = G + G + Gs.

Apds aremocao das arestas contidas em G5 e GG, GG torna-se o grafo 3-partido completo
K 5 4 apresentado na Figura
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Figura 13 — Cografos G1, G, e G3

5 O 55

.

Fonte: Autoria Propria

Figura 14 — Cografo G = G; + G5 + G3

<

Figura 15 — Cografo 3-partido K > 4

<
N9
Ni

/

Fonte: Autoria Prépria

1,2,4

Fonte: Autoria Prépria

Considerando a coloragio arco-iris obtida para o K 4 na Se¢do[2.2.4] apés a reinser-

¢do das arestas dos subgrafos G, e ('3, a coloragdo final de G € apresentada na Figura[16]

Observa-se que a coloragdo de G na Figura ¢ uma coloracdo arco-iris e rc¢(G) < 3.



35

Figura 16 — Cografo G colorido

Fonte: Autoria Prépria

O préximo lema caracteriza os cografos conexos que tem vértices pendentes.

Lema 3.2. O grafo G é um cografo conexo com vértices pendentes se, e somente se, G = G1+G»

tal que G tem ordem 1 e G5 tem vértices com grau igual a zero.

Demonstragdo. Primeiro vamos provar a condi¢do necessdria. Seja G = G + G5 + ... G um
cografo conexo com vértices pendentes. Vamos mostrar que se £ > 3, entdo ndo ha vértices
pendentes em G. Considere k£ > 3 e assuma que (G; tem pelo menos um vértice, para todo ¢
tal que 1 < ¢ < k. Entdo, a operacdo de juncdo adiciona pelo menos k — 1 arestas a cada
vértice v € G;, 1 < ¢ < k, conectando-o a cada um dos outros cografos G; tal que j # i e
3 < j < k.Como k > 3, todo vértice tem grau pelo menos 2 em (. Assim, nenhum vértice
podera ser pendente. Logo, se GG tem vértices pendentes, £ < 2. Considere k£ < 2. Por definicao
de cografo, ou G = K e ndo tem vértices com grau 1 (ndo tem vértices pendentes) ou G resulta

de uma operacao de juncao e, neste caso, k = 2.

Seja k = 2 e suponha que pelo menos um entre GG; e G5 tém vértices com grau maior
ou igual a 1. Esses vértices ndo podem ser pendentes em (, ja que apds a operagdo de jungdo
G + Go, tais vértices terdo grau pelo menos 2. Portanto, os vértices pendentes em G tém grau
zero em (G; ou G5. Suponha que ambos os grafos, (G; e G5 tem ordem pelo menos dois. Entdo,
ap0s a operacdo de jun¢do GG + (9, cada vértice de GG; e de (G serd conectado a pelo menos
mais dois vértices e ndao poderd ser vértice pendente. Portanto, se G tem vértices pendentes, pelo
menos um entre G; e G5 tem ordem 1. Seja G; o cografo com exatamente 1 vértice. Entdo, os

vértices pendentes em G devem ter grau zero em Go.

A prova de suficiéncia é mais simples. Sejam (G; um cografo com apenas um vértice w
e GG um cografo que tem vértices com grau zero. Entdo para cada vértice v € V(G3) que tem
grau zero em (55, a operacdo de juncdo (G; + (G5 cria exatamente uma aresta incidente em v, que

¢ a aresta (v, w), Portanto, v é vértice pendente em G. O
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Teorema 3.3. Se G = G + G5 + ... Gy é um cografo conexo comt > 0 vértices pendentes,

entdo

re(G) =t, set>4;
re(G) <4, set <A4.

Demonstragdo. Seja G = G+ G2+ ... Gy, um cografo conexo com ¢ > 0 vértices pendentes.
Set # 0, entdo pelo Lema[3.2)G = G| + G2, G} tem ordem 1 e G5 tem ¢ vértices com grau zero.
Observe que o subgrafo de G induzido pelos vértices de GG e pelos ¢ vértices com grau zero em
G, ¢ um grafo estrela 7" com ¢ arestas e, pelo Lema[2.6]precisa de ¢ cores para ter uma coloragio
arco-iris. Como quaisquer dois vértices desse subgrafo induzido tem um unico caminho entre

eles em G, € possivel concluir que r¢(G) > t.

Se o grafo estrela 7" existir, considere uma coloracdo arco-iris de 7' com ¢ cores. Resta
colorir as demais arestas de (5, se existirem, de forma a garantir uma coloragao arco-iris para G.
Sejam C, Cs, . . ., C,, as componentes conexas de (G, com pelo menos dois vértices. Suponha
que cada uma das z primeiras componentes, C, Cy, ..., C,, 0 < z < ¢, t€ém pelo menos um
vértice adjacente a todos os outros vértices da mesma componente € vamos chamar esse vértice
de vértice universal em C};, para todo 7 tal que 1 < ¢ < z. O vértice universal em C; serd
denotado por r;, 0 < ¢ < z. Pinte as arestas que conectam dois vértices da mesma componente
C;, 1 <4 <z comcor 1. Pinte a aresta entre GGy e r; com a cor 2, 1 < ¢ < z. Pinte a aresta

entre (G, e cada vértice de C;, exceto r;, comacor 3, 1 <1 < z.

Por fim, vamos considerar as componentes conexas de G5 que ndo tem vértice universal.
Observe que essas componentes t€m ordem pelo menos 4. Escolha um vértice qualquer em cada
componente C;, z + 1 < i < ¢, e chame-o de r;. Como G é um cografo e diam(G) = 2, todo
vértice de C; € adjacente a r; ou € adjacente a um vizinho de r;, paratodo i talque z+1 < i < q.
Entdo, em cada componente C;, z + 1 < ¢ < ¢, pinte a aresta entre r; e (G; com cor 2. Para cada
1tal que z + 1 < i < ¢, pinte as arestas que conectam 7; a seus vizinhos da componente C; com
cor 1, pinte as arestas que conectam (; aos demais vértices de C; com cor 3 e pinte todas as

outras arestas que conectam dois vértices em C; com cor 4.

Vamos provar agora que esta é uma coloragio arco-iris de GG. Primeiro, note que existe
um caminho arco-iris de tamanho 1 entre o vértice de (G; e qualquer outro vértice de G. Agora,
vamos considerar dois vértices quaisquer, v € w, que pertengam a componentes nao triviais de
(5. Existe um caminho arco-iris entre v e w em G. Sejam v € Gy, v # u, w # u, C, a
componente conexa de GG, que contém v e C,, a componente conexa de G que contém w. Se v
e w sdo adjacentes ar, € C, e, € Cy, entdo o caminho arco-iris entre v e w € v u r,, w. Note
que este € um caminho arco-iris mesmo quando v e w pertencem a mesma componente conexa
de G5. Se v € adjacente a r, e w = 1, (Ou vice-versa), entdo existe um caminho arco-iris w u v.
Sev =r,,w =r,er, # ry,, entdo o caminho arco-iris entre eles € w u y v, onde y € um vértice

adjacente a r,,.
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Resta considerar os vértices que estio a distancia 2 de r; na componente C;, 1 < i < z.
Seja w um vértice que pertence a componente conexa C;, no grafo G, e que estd a distancia 2 de
rw. Vamos mostrar que w tem caminho arco-iris com qualquer outro vértice v € (5. Primeiro
suponha que v = r, ou v € adjacente a r,,, para alguma componente C',, 1 < v < z. Como G é
um cografo, w tem um vizinho h adjacente a r,,. A aresta (w, h) estd colorida com cor 4 e h tem
caminho arco-iris com o vértice v, usando somente cores de 1 a 3. Portanto, existe um caminho
arco-iris com cores de 1 a 3 entre h e v. Consequentemente, existe um caminho arco-iris entre
w e v. Agora suponha que ambos, v e w, ndo pertencem a R = {r; : 1 <i < z} e também ndo
sdo adjacentes aos vértices do conjunto R. Entdo o caminho w wr, hv € arco-iris, onde h € o

vizinho de v que € vizinho de 7.

Agora, é preciso mostrar que os vértices pendentes tém caminho arco-iris com vértices
de GG que ndo sdo pendentes. Caso a aresta incidente no vértice pendente v tenha cor ¢ > 4,
entdo existe um caminho arco-iris, pois existe um caminho arco-iris © — w do vértice u € G
a qualquer vértice w # v que ndo usa a cor c. E suficiente fazer o caminho vu — w. Se no
vértice pendente v incide a cor 1, entdo existe um caminho arco-iris entre v e qualquer w € C,
1 <17 < ¢, dado por v uw. Se no vértice pendente v incide a cor 2, entdao existe um caminho
arco-iris entre v e qualquer w # r;, w € C;, 1 < i < q,dado porvuw.Sew =1r;, 1 <i < g,
entdo o caminho arco-iris entre v e w € v u h w, onde h é qualquer vizinho de w na componente
C;. Se no vértice pendente v incide a cor 3, entdo existe um caminho arco-iris entre v e qualquer
r; € C;, 1 <4 < q, dado por v ur;. Além disso, se w € um vértice da mesma componente que
74, entdo existe um caminho arco-iris entre r; € w que nao usa as cores 2 e 3. Portanto, existe um
caminho arco-iris entre v € w. Se no vértice pendente v incide a cor 4, entdo existe um caminho

arco-iris entre v e qualquer w € R ou adjacente a R, dado por v u w.

Portanto, se GG; € o grafo trivial, entdo r¢(G) = t quando t > 4 e r¢(G) < 4 quando
t<4.

Agora suponha que t = 0. Entdao G = G + Gy + G3 + ... Gi. Se k > 3, r¢(G) < 3,
pelo Teorema[3.1] Se k = 2 e G tem ordem pelo menos 2, entdo r¢(G) < 4, pelo Teorema 3.1
Se k = 2, Gy temordem 1 e t = 0, a mesma coloracio apresentada acima é uma coloragio
arco-iris para G e, portanto, rc¢(G) < 4. O

Observa-se que o nimero de vértices pendentes de um cografo (G, que chamamos de p,
¢ um limitante inferior para o nimero de conexdo arco-iris de G. Portanto, se p > 3, r¢(G) > 3.
Pelos préprios teoremas [2.13] e [2.15] existem casos em que se pode concluir que o nimero de
conexao arco-iris de G é limitado a 2, bastando satisfazer as condi¢des para tal nesses teoremas.
Ou seja, se GG € cografo resultante da operagdo de jungdo entre Gy e Go e ny < 2™, r¢(G) =1
para o K, e rc(G) = 2 nos demais casos. Se G € cografo resultante da operagdo de jungdo entre

G1,Gy....Gi, k>3,n,>2e¢ Zfz_ll n; > ny, entdo re(G) = 2.

Considere, como exemplo, o cografo (G, representado na Figura
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Figura 17 — Cografo G = G; + G,

®
—©
T®

RO

Fonte: Autoria Prépria

Figura 18 — Cografo G colorido

3

Fonte: Autoria Prépria

A coloracio arco-iris obtida para o grafo G apds aplicacdo do teorema € apresentada
na Figura[I§]
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4 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho, determinou-se um limitante superior justo para o r¢(G) quando G é
um cografo. A principal contribui¢do deste trabalho € apresentar o nimero de conexdo arco-iris
para alguns cografos em que este valor era desconhecido. Por exemplo, quando GG € um cografo
com p > 4 vértices pendentes, ficou provado que rc(G) é exatamente p. Também é possivel
concluir que se G = G + G2 + ... + Gg, k > 2, é um cografo sem vértices pendentes, entdo
seu numero de conexdo arco-iris € limitado superiormente pelo nimero de conexao arco-iris do
grafo multipartido completo K, ... n,, onde n; é o tamanho do conjunto de vértices de G,
1 <7 < k. Como o didmetro dos cografos é no maximo 2, ainda pode haver casos em que as
técnicas apresentadas estejam usando até duas cores a mais que o 6timo no caso de cografos
(G1 + G5 ou uma cor a mais que o 6timo no caso de cografos Gy + Gy + ... + G com k > 3.
Entretanto, vale lembrar que se G é um cografo G; + G5 sem Vértices pendentes, o limite de
4 cores € justo, ja que existem grafos bipartidos completos que ndo podem ser coloridos com
menos que 4 cores, como alguns descritos no Teorema[2.13] Da mesma forma, se G é um cografo
G1+ Go + ...+ G, k > 3, sem vértices pendentes, o limite de 3 cores € justo, ja que existem
grafos multipartidos completos que ndo podem ser coloridos com menos que 3 cores, como

alguns descritos no Teorema [2.15]
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