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RESUMO

ROCHA, Aleffer. Coloracao Arco-iris em Grafos Resultantes de Produto Cartesiano.
2017, 48 . Trabalho de Conclusao de Curso (Bacharelado em Ciéncia da Computac¢do) -
Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Ponta Grossa, 2017.

Dado um grafo (G, uma coloracio de arestas de G € uma atribui¢do de cores para as arestas de
(G. Uma coloragao de arestas € propria se arestas adjacentes t&ém cores distintas. Uma coloragio
arco-iris de um grafo conexo GG € uma coloracdo de arestas, ndo necessariamente propria, tal
que entre qualquer par de vértices de GG existe um caminho cujas cores das arestas sdo duas a
duas distintas. O nimero de conexdo arco-iris de um grafo G, denotado por r¢(G), é o menor
ndmero de cores necessdrias para se obter uma coloragdo arco-iris de G. Um grafo GG € arco-
iris critico se a remocao de qualquer aresta de G aumenta o seu nimero de conex@o arco-iris.
Neste trabalho determinamos o nimero de conexdo arco-iris para os grafos que sdo resultantes
do produto cartesiano C),, x P,, quando m € impar, e C,,, x C,,, quando m e n tém paridades
distintas. Para os casos em que m e n sdo impares, provamos que rc(C, x Cp,) < (m +n)/2.
Também mostramos que o produto cartesiano P, X P,, € arco-iris critico se, e somente se, € um
caminho P,, n > 1, ou um C} e que os produtos cartesianos C,,, X P, ndo sdo arco-iris criticos
quando m é pare n > 1.

Palavras-chaves: Coloracao Arco-iris. Produto Cartesiano. Niimero de Conexao Arco-iris.
Grafos Arco-iris Criticos.



ABSTRACT

ROCHA, Alefer. Coloracao Arco-iris em Grafos Resultantes de Produto Cartesiano. 2017,
48 f. Work of Conclusion Course (Graduation in Computer Science) - Federal University of
Technology - Parana. Ponta Grossa, 2017.

Given a graph (G, an edge-coloring of G is an assingment of colors to the edges of GG. A proper
edge-coloring is an edge coloring if adjacent edges have different colors. A rainbow coloring
of a connected graph G is an edge coloring that is not necessarily proper such that there is a
path between any pair of vertices of G whose edge colors are pairwise distinct. The rainbow
connection number of a graph G, denoted as r¢(G), is the least number of colors for which
there is a rainbow coloring of GG. A graph (' is rainbow critical if its rainbow connection number
increases when we remove any edge from G. In this work we determine the rainbow connection
number for the cartesian product graphs C,,, x P, when m is odd and C',,, x C;, when m and n have
distinct parities. For the case in which n and m are odd, we prove that r¢(C,,, x C,,) < (m+n)/2.
We also show that the cartesian product P, x P, is rainbow critical if and only if it is a path P,
n > 1, or a Cy and that the cartesian product C),, x P, is not rainbow critical when m is even
and n > 1.

Key-words: Rainbow Coloring. Cartesian Product. Rainbow Connection Number. Rain-
bow Critical Graphs
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1 INTRODUCAO

Uma coloracdo de arestas em (G é uma atribuicao de cores para as arestas de GG. As cores
em geral sdo representadas por nimeros inteiros. Uma coloracio de arestas € propria se arestas
incidentes em um mesmo vértice tém cores distintas. A Figura [I[a) apresenta um grafo com
uma coloragdo de arestas prépria e a Figura[I(b) apresenta o mesmo grafo com uma coloragéo
de arestas ndo prépria. Observe que todas as arestas que incidem no vértice v; na Figura [[{a),
0 <@ < 4, possuem cores distintas entre si, logo, esta € uma coloragdo de arestas propria. Na
Figura[I(b) existe pelo menos um vértice (vy) onde duas arestas (vovs € vovy) t€ém a mesma cor
e, portanto, esta coloracio de arestas nao € prépria.

Figura 1 - (a) Grafo G possui uma coloracio de arestas propria. (b) Grafo G com uma coloracao de
arestas nao-propria

U3 V4

Fonte: Autoria propria

Dado um grafo G com uma coloragdo de arestas ndo necessariamente propria, um ca-
minho entre os vértices v; e v; em G € arco-iris se as cores de quaisquer duas arestas do caminho
sdo distintas. A Figura [2] apresenta um grafo com uma colorac@o arco-iris. Na Figura [§(a), o
caminho arco-iris entre os vértices v; e v4 estd representado pelas arestas pontilhadas. Na Fi-
gura [2(b) pode-se observar que nem todos os caminhos entre v; e v4 sdo arco-iris, um exemplo

€ o caminho representado pelas arestas pontilhadas, que neste caso tem duas arestas com cor 0.
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Figura 2 — Grafo G com caminho arco-iris em (a) e caminho nao arco-iris em (b)

Fonte: Autoria préopria

Uma coloragdo de arestas de G € uma coloracdo arco-iris se entre qualquer par de vérti-
ces de G existe um caminho arco-iris (CHARTRAND ez al.,[2008). A coloragao apresentada na
Figura[2(a) é uma colorac@o arco-iris do grafo. O Problema da Colora¢do Arco-iris consiste em
encontrar 0 menor nimero de cores que permite uma coloragdo arco-iris de um grafo G. Este
nimero é conhecido como niimero de conexdo arco-iris e é denotado r¢(G). No exemplo da Fi-
gura[2|(a), a coloragdo arco-iris ndo utiliza o minimo de cores, visto que mesmo se a aresta v, vs

tiver cor 0, existe um caminho arco-iris entre cada par de vértices. Para este exemplo, r¢(G) = 2.

Um grafo € conexo se, e somente se, existe um caminho entre qualquer par de vértices.
Quando existe um par de vértices que ndo estdo conectados por um caminho, dizemos que o
grafo é desconexo. E importante ressaltar que se G é desconexo entdo existe pelo menos um
par de vértices, u € v, entre 0s quais ndo existe caminho. Portanto, ndo ha cores suficientes para
se ter um caminho arco-iris entre u e v, e, consequentemente, 0 nimero de conexdo arco-iris é

infinito.

Sabe-se que o Problema da Coloragdo Arco-iris € NP-dificil (CHAKRABORTY et al.,
2011) e decidir se rc¢(G) = k, para k > 3, fixo, € um problema NP-completo (ANANTH;
NASRE; SARPATWAR| 2011). Entretanto, em algumas classes de grafos, o nimero de conexao
arco-iris é trivial, por exemplo, para uma drvore 7' com n vértices rc¢(T) = n— 1; para um grafo
completo K, rc(K,) = 1; e para um ciclo C,, r¢(C,,) = [n/2] (CHARTRAND et al., 2008).

Em face da dificuldade de calcular o valor de r¢(G) para um grafo qualquer, alguns
trabalhos estabelecem limitantes superiores (cada vez mais justos) para o nimero de conexao
arco-iris. Um dos primeiros resultados nesse sentido explora a quantidade de arestas presentes
na arvore geradora de GG. Para compreender o conceito de uma drvore geradora, primeiro, é
necessdrio compreender o conceito de subgrafo. Um subgrafo H de um grafo conexo G € o
grafo com conjunto de vértices V(H) C V(G) e E(H) C E(G). Uma drvore geradora em um
grafo G é um subgrafo conexo de GG com conjunto de vértices V' (G) e que ndo contém ciclos. A

Figura [3|apresenta como exemplo um grafo G, e uma de suas arvores geradoras H.
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Figura 3 — Grafo G e uma de suas arvores geradoras H

U3 V4 U3 V4

(5P)
V1 U1

G H

Vo Vo

Fonte: Autoria préopria

Assim, para obter uma colorag¢do arco-iris de qualquer grafo simples e conexo G, é
suficiente atribuir cores distintas para todas as arestas de uma das suas arvores geradoras. Sabe-se
que qualquer drvore com n vértices tem exatamente n — 1 arestas. Entdo, uma coloracao arco-iris

de uma érvore geradora de um grafo G usa |V (G)| — 1 cores e, portanto, rc(G) < |V(G)| — 1.

Alguns resultados acerca de limitantes superiores para r¢(G) relacionam o ndimero de
conexdo arco-iris de G com o menor nimero de arestas incidentes em um mesmo vértice de
G. Este pardmetro € denotado por 6(G) e chamado de grau minimo de G. O limitante superior
mais justo conhecido para r¢(G) em relagdo ao grau minimo de GG deve-se a Chandran et al.
(2012), que mostram que 7¢(G) < (3n)/(6(G) + 3) para qualquer grafo conexo com n vértices.
Observa-se que em muitos casos o limitante apresentado por Chandran et al. € mais justo que o

limitante obtido a partir da arvore geradora de G.

Ainda considerando a dificuldade para se determinar o valor de r¢(G) em um grafo
G qualquer, outros estudos se concentram na solucdo do problema em classes de grafos mais
restritas. Uma dessas classes € a dos grafos resultantes da operacdo de produto cartesiano. O
produto cartesiano entre dois conjuntos, A e B, € o conjunto de todos os pares ordenados, cujo
primeiro elemento pertence a A e o segundo pertence a B, ou seja, AX B = {(a,b)|a € ANb €
B}. Agora, considere dois grafos, G = (V(G), E(G)), onde V(G) = {vo, v1, V2, ... Vv (ay -1}
eH = (V(H),E(H)), V(H) = {ug,u1,us, ... uvm)-1}. O produto cartesiano de G e H,
denotado por G x H, é um grafo com o conjunto de vértices dado pelo produto cartesiano
V(G) x V(H), onde existe aresta entre dois vértices (v;, u;) e (vy, u;) se € somente se v; vy €
E(G)eu; =w € V(H)ouseujuy, € E(H) ev; = v, € V(G). Observe que cada vértice
do grafo G x H ¢ um par de vértices (v,u) tal que v € V(G) e u € V(H). Na Figura [4]
apresentado o produto cartesiano G' x H,talque G = Pye H = P,.
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Figura 4 — Produto cartesiano de dois grafos, G e H

® [ ® ® ®

Vo Vg  [YoUl Vo2 Vou3
o ® ® o ® *— *— ® ®

U1 [ Uy () Us U1UQ U1t V12 v1u3

Py

® ® ® ® ®

V2 Vol VU] VU2 Va3
P3 P3 X P4

Fonte: Autoria propria

Para os grafos resultantes de produtos cartesianos, Li e Sun|(2010) apresentam o Teo-
rema|I] que estabelece uma relagdo entre o niimero de conexao arco-iris e o didmetro dos grafos
participantes da operacdo do produto cartesiano. O conceito de didmetro de um grafo G depende
do conceito de excentricidade de um vértice v, que é a maior distancia entre v e qualquer outro
vértice do grafo G. O didmetro de um grafo GG, denotado por diam(G), é a maior excentricidade

de um vértice de G.

Teorema 1. (LI; SUN, 2010) Seja G = G X Gy X ... X G, n > 2, tal que G; é conexo,
1 < i < n. Entdo re(G) < > re(G;). Além disso, se diam(G;) = rc(G;) para todo G,
1 <i<mn, entio, rc(G) =Y rc(Gy).

Geralmente um grafo caminho com n vértices é denotado por F,,. Da mesma forma um
grafo ciclo com n vértices é denotado por C,,. E importante observar que o diam(P,) =n—1e
o diam(C.,) = |n/2]. Desta informagdo, do Teorema [l]e como 7¢(G) = diam(G) quando G é

uma arvore ou um ciclo par (CHARTRAND et al., 2008)), pode-se inferir os seguintes corolarios.
Corolario 1. rc(P,, x P,) = m + n — 2, para dois caminhos P,, e P, com2 < m < n.

Corolario 2. rc(C,, x C,) = (m + n)/2 para dois ciclos C,, e C,, com3 < m < n, men

pares.

Corolario 3. rc(P,, x C,) = m — 1+ n/2 para um caminho e um ciclo com n par e n > 3.

Pelo Corolério |1, o nimero de conexao arco-iris dos grafos P, X FP,,2 < m < n,
€ conhecido. Observe que isso ndo implica na existéncia de um algoritmo eficiente para uma
coloragao arco-iris 6tima desses grafos. Entretanto,|Rao e Murali| (2014)) apresentam uma prova

desse mesmo resultado da qual se pode obter um algoritmo polinomial para tal coloracao.

Além do interesse em determinar o nimero de conexao arco-iris, ha estudos sobre a
criticalidade dos grafos quanto ao nimero de conexao arco-iris. Um grafo GG é chamado grafo
arco-iris critico se, ao remover uma aresta qualquer de (G, o nimero de conexao arco-iris de G
aumenta (RAO; MURALL 2014). No mesmo trabalho em que os autores definiram o conceito

de grafo arco-iris critico, eles afirmaram que os produtos cartesianos P,, X P,, m,n > 2, ¢
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Cpn X P,, m paren > 2, sdo grafos arco-iris criticos. Essa afirmacdo merece uma discussao

cuidadosa, que serd feita neste documento.

Neste trabalho, determinanos o nimero de conexao arco-iris do produto cartesiano de
ciclo impar com caminho e de ciclo com ciclo quando pelo menos um ciclo é impar. Também
apresentamos um limitante superior mais justo que o apresentado por [Li e Sun (2010) para o
produto cartesiano de dois ciclos impares. Apesar das contribuicdes de Rao e Murali (2014)
para coloragdo arco-iris como, por exemplo, a formaliza¢do do conceito de criticalidade arco-
iris, nem todos os resultados apresentados em (RAO; MURALLIL 2014) estdao corretos. Para tal
afirmacao, apresentamos uma prova de que o grafo P, x P, € arco-iris critico se, e somente se,
¢ um caminho P,,, n > 1, ou um C} e provamos que os produtos cartesianos C),, X P, nio sao

arco-iris criticos quando m é pare n > 1.

1.1 ORGANIZACAO DO DOCUMENTO

O trabalho estd organizado em quatro capitulos. O Capitulo[2)é composto de duas secdes
que apresentam um estudo sobre o Problema da Coloragdo Arco-iris e criticalidade arco-iris.
A Segao[2.1] apresenta o Problema da Coloracdo Arco-iris e o nimero de conexdo arco-iris em
algumas classes de grafos conhecidas. A Se¢do[2.2]mostra alguns resultados sobre a criticalidade

arco-iris de grafos resultantes de produto cartesiano.

O Capitulo[3|estd dividido em duas se¢des que apresentam os resultados obtidos durante
o desenvolvimento desta pesquisa. A Secdo [3.1] apresenta o nimero de conexdo arco-iris dos
grafos resultantes de produto cartesiano entre dois ciclos, entre um ciclo impar e um caminho e
entre um ciclo fmpar e um grafo completo. A Secdo [3.2]discute a criticalidade de alguns grafos

resultantes do produto cartesiano de ciclos e caminhos.

O Capitulo 4 apresenta a conclusao deste trabalho e aponta questdes interessantes para

trabalhos futuros.
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2 RESULTADOS ANTERIORES

Neste capitulo sao apresentados alguns resultados de estudos preliminares sobre o Pro-
blema da Coloracdo Arco-iris, divididos em duas se¢des. Na primeira secdo sido apresentados
resultados anteriores sobre o nimero de conexdo arco-iris. A Se¢do [2.2]apresenta resultados ja
conhecidos sobre criticalidade arco-iris. Tais resultados sdo de grande importancia como ponto

de partida para maior compreensdo do problema e para as provas apresentadas no Capitulo 3]

2.1 NUMERO DE CONEXAO ARCO-IRIS

O primeiro resultado referente ao nimero de conexdo arco-iris € a imposicao de li-
mitantes inferiores e superiores para o nimero de conexdo arco-iris dada por Chartrand et al.
(2008).

Proposicao 1. (CHARTRAND et al.| 2008) Se G é um grafo conexo e ndo trivial com n vértices,
entdo diam(G) < rc(G) < n.

Além disso, Chartrand e colegas caracterizam a classe dos grafos com r¢(G) = 1e

com r¢(G) = n — 1, como, apresentado a seguir.

Proposicao 2. (CHARTRAND et al.| |2008) Seja G um grafo conexo ndo trivial com m arestas.

Entdo:

(a) rc(G) = 1 se e somente se G é um grafo completo,

(b) rc(G) = m se e somente se G é uma drvore.

Demonstragdo. Primeiro vamos verificar o item (a). Seja G um grafo completo, entdo atribua
cor 0 para todas as arestas de (G. Como existe um caminho arco-iris para todo e qualquer par de
vértices e 0 ndmero de cores utilizadas é 1, r¢(G) = 1. A Figura[5)apresenta um exemplo onde

¢ atribuida uma coloragdo arco-iris para o grafo K.
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Figura 5 — Grafo K, com uma
coloracio arco-iris

0
Vo U3
0 0
0 0
VU1 0 U2

Fonte: Autoria prépria

Por outro lado, se GG ndo € um grafo completo, entdo G possui pelo menos dois vértices
v; € v; ndo adjacentes. Neste caso, qualquer caminho entre esses vértices contém pelo menos

duas arestas e, portanto, rc¢(G) > 2. Logo, os grafos completos sdo os tnicos com r¢(G) = 1.

Agora vamos verificar (b). Suponha primeiro que GG tem m arestas e ndo € uma arvore.
Entdo G contém um ciclo vgvg.1 ... v, onde k > 3. Utilize cor 0 para as arestas vivgy1 €
Vkt1Vkto € m — 2 cores distintas e diferentes de 0 para as outras arestas GG. Logo, GG possui uma
coloragd@o arco-iris com m — 1 cores. Portanto 7¢(G) < m — 1. Resta considerar o caso em
que GG é uma drvore com m arestas. Assuma, por contradi¢do, que r¢(G) < m — 1. Seja ¢ uma
funcdo que atribui o minimo de cores para se obter uma coloragao arco-iris em G. Entdo existem
as arestas distintas e, e e; de tal modo que c(e;) = c(e;). Sejam e, = v;v; € e, = v,v,, para
valores de i, j, « e y inteiros no intervalo [0, |V (G)|[. Suponha sem perda de generalidade que
o caminho entre v; e v, € v;v; . .. V,v,. Caso contrdrio, € suficiente trocar os nomes entre v; € v;
e entre v,, e v, de forma que este caminho contém obrigatoriamente as arestas e, € ¢;. Como ¢
¢ uma drvore, este € o unico caminho entre v; € v,. Como v;v; . . . v,v, ndo € um caminho arco-
iris, a colorac¢ao dada ndo € arco-iris, uma contradicdo. Como a drvore tem m arestas, existe uma
coloragdo das arestas com m cores de forma que todas as arestas da drvore t€m cores distintas.
Logo r¢(G) = m. Na Figura |§] temos uma arvore com m arestas, m = 8, com uma coloragao

arco-iris usando 8 cores.

]

O conceito de caminho geodésico € importante para demonstragdo da Proposicao [3]
Para dois vértices v;, v; € G, G conexo, um caminho de v; a v; € geodésico em G se € o menor

caminho entre v; € v;.

Proposicao 3. (CHARTRAND et al., 2008) Para todo ciclo C,, comn > 4, rc(C,,) = [n/2].

Demonstragdo. Seja C,, = vgvy ... v, 10, = vy. Vamos considerar dois casos, quando n € um

inteiro par e quando n € um inteiro impar.
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Figura 6 — Arvore com uma coloracio arco-iris

Fonte: Autoria prépria

Caso 1: Seja n = 2k, um inteiro par, & > 2. Entdo, rc(C,,) > diam(C,) = k.
Seja ¢y uma coloragdo arco-iris do grafo C,,, definida como co(v;v;41) = i para0 < i < k, e
co(vivip1) = @ — k para k < i < n — 2. Note que ¢ usa k cores. Logo, r¢(C,,) < k. Como
k = diam(C,) < rc¢(C,) < k, pode-se concluir que r¢(C,,) = k. A Figura [7] apresenta um

grafo Csyy,, k = 3, com uma coloragdo arco-iris.

Figura 7 — Grafo Cg com uma coloracao

arco-iris
0 1
¢ ® ®
() U1 U2
2 2
°® ® ®
Vs 1 V4 0 V3

Fonte: Autoria préopria

Caso 2: Quando n € um inteiro impar. Seja n = 2k + 1 para algum inteiro £ > 2.
Seja ¢; uma colorag@o arco-iris do grafo C,,, definida como c¢;(v;v;41) = i para0 < i < k, e
c1(vvip1) =1 —k — 2 parak + 1 < i < n. Portanto ¢; é uma coloragéo arco-iris de tamanho
k 4+ 1 em C,. Entéo, rc(C,) < k+ 1.

Uma vez que r¢(C,,) > diam(C,) = k, ha duas possibilidades: ou r¢(C,,) = k ou
re(C,) = k + 1. Assuma, por contradi¢do, que r¢(C,,) = k. Sejam ¢ uma coloragéo arco-ris
de C), com k cores e v; € Vi (ny1)/2 € V(Cy), 0 < i < n/2. Entdo, o caminho de v; @ Vi1 (n+1)/2
geodésico € arco-iris € o outro caminho de v; a v (,,41)/2 N0 € arco-iris ja que tem tamanho

kE+1.

Suponha, sem perda de generalidade, que ¢/ (vzvy41) = k — 1. Considere os vértices vy,
Uk € V1. Uma vez que os caminhos geodésicos, P = vgvy ... vp € P’ = vgvp_1 Up_o ... Vpyi1
sdo arco-iris, alguma aresta no caminho P estd colorida com cor k£ — 1, assim como alguma

aresta no caminho de P’. Uma vez que o caminho geodésico v,vs . .. vy 41 € arco-iris, conclui-se
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que ¢ (vovy) = k — 1. Analogamente, o caminho geodésico v,,_1v,_2vU,_3 . . . Uy € um caminho
arco-iris e, sendo assim, ¢ (v,,_1v9) = k — 1. Isto implica que ndo existe um caminho arco-iris
de v a v,_1 em (G, uma contradi¢do. Portanto rc(C,,) = k + 1. A Figura apresenta um grafo

Csi11, k = 3, com uma coloragdo arco-iris.

Figura 8 — Grafo C, com uma coloracao arco-iris

0 1
L 4
() 71 ()

® ®
Ve 1 Vs 0 V4 3 v3

Fonte: Autoria prépria

]

Outra classe de grafos para a qual (Chartrand et al.| (2008)) determinaram o ntimero de
conexao arco-iris € a classe dos grafos roda. Um grafo roda, W,,, consiste de um ciclo C,, =
Vo, V1, - - -, Un_1,Up = Vg, N > 3 € um outro vértice v adjacente a todos os vértices do ciclo C,.

A Figura 9] apresenta um exemplo de um grafo roda W.

Figura 9 — Exemplo de um grafo roda

9

U7 U1

V2
Ve

U, U3

N

Fonte: Autoria préopria

Proposicao 4. (CHARTRAND et al., 2008) O grafo roda W,,, n > 3, tem niimero de conexdo
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arco-iris dado por:
1, sen =3,
re(W,) =< 2, se4 <n <6,
3, sen>"1.

Demonstragdo. Uma vez que W3 = Ky, rc(W3) = 1 pela Proposi¢do 2| Para4 < n < 6, 0
grafo W, ndo é completo e, sendo assim, rc(W,,) > 2. Neste caso, para provar que rc(W,,) = 2
¢ suficiente apresentar uma coloragdo arco-iris do grafo W,, com duas cores. Seja ¢ : E(W,,) —
{0, 1} uma coloragao arco-iris definida por ¢(v;v) = 0 quando ¢ é impar, c¢(v;v) = 1 quando i é
par, c(v;v;11) = 0 quando i é impar e ¢(v;v;41) = 1 quando ¢ é par. Portanto, rc(W,,) = 2 para
4 <n<6.

Por fim, suponha que n > 7. Seja a coloragdo arco-iris ¢ : E(W,,) — {0, 1,2}, definida
por ¢(v;v) = 0 se i é impar, c(v;v) = 1 se i é par, e c(v;v;41) = 2, para 0 < i < n. Logo,
re(W,) < 3. Agora vamos mostrar que rc(W,) > 3. Se W,, ndo é completo, rc(W,) > 2.
Assuma, por contradi¢do, que rc(W,,) = 2. Seja ¢ uma coloragdo arco-iris, ¢ : E(W,) —
{0, 1}. Sem perda de generalidade, assuma que ¢’ (vgv) = 0. Para cada i, 3 < i < n — 3, vovv; é
o tnico caminho de tamanho 2 entre vy e v; no grafo W,,. Entédo, ¢/ (v;v) = 1,3 < i < n—3.Uma
vez que c(v3v) = 1, ¢(v,_1v) = 0. Isso for¢a c(vyv) = 1, que por sua vez for¢a c(v,,_ov) = 0.
Similarmente, ¢(v,,_v) = 0 for¢a ¢(v,v) = 1. Uma vez que c¢(v;v) = 1 e ¢(vgv) = 1, ndo ha
um caminho arco-iris entre v; e vy, em W,,, uma contradi¢do. Portanto, rc¢(W,,) = 3 para todo
n>"T. [

A Figura 10| ilustra o grafo W com uma coloracdo arco-iris atribuida com base na
Proposicéo

Figura 10 — Grafo W5 com uma coloragio arco-iris

Vg

Fonte: Autoria préopria
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Um grafo de intervalos unitdrios € um grafo que possui uma representagao por interva-
los em uma reta real R, onde todo intervalo tem tamanho unitério, cada intervalo representa um
vértice do grafo e existe aresta entre dois vértices se, € somente se, os intervalos correspondentes
tém interse¢do ndo-vazia. A Figura[l T|apresenta um exemplo de um grafo de intervalos unitarios
com a sua representagdo por intervalos unitdrios.

Figura 11 — Exemplo de um grafo de intervalos unitarios e sua respectiva representacao por intervalos
unitarios

v

Vo U1 U2 v3 V4
G Vg

Fonte: Autoria propria

Para compreendermos o resultado apresentado por (Chandran et al. (2012) referente
ao numero de conexao arco-iris de grafos de intervalos unitdrios com §(G) > 2, € necessario
conhecer os conceitos de subgrafo induzido, clique e caminho dominante. Um subgrafo H €
subgrafo induzido de G se, V(H) C V(G) e para qualquer par de vértices x e y pertencentes a
V' (H) existe aresta se, e somente se, existe aresta entre x e y em GG. Denotamos H por G[V (H)].
Uma cligue de G € um subgrafo induzido de GG onde todos os vértices sdao adjacentes entre si.
Um caminho dominante em GG, é um caminho P tal que todo vértice de GG pertence a P ou é

adjacente a um vértice em P.

Teorema 2. (CHANDRAN et al.,2012) Se G é um grafo de intervalos unitdrios tal que §(G) > 2,
entdo rc(G) = diam(G).

Demonstragdo. Seja G um grafo de intervalos unitdrios com 6(G) > 2. Considere uma repre-
sentacdo R do grafo GG por intervalos unitdrios. Paracadav € V(G), [(v) e r(v) denotam, respec-
tivamente, os extremos esquerdo e direito do intervalo que representa o vértice v na representa-
cao R. Sejam x e y os vértices representados, respectivamente, pelos intervalos mais a esquerda
e mais a direita da representacao R. Seja P = zgr122 ... T 1, T = To €Y = Tj_1, O MENOr ca-
minho de x a y no grafo G. Note que k£ < diam(G) + 1 e que P é um caminho dominante em G.
Seja S; = {v € V(G)|l(v) <r(z;) <r(v)},i=0,1,...,k—2.Observe que cada S; induz uma
clique em G. Seja H um subgrafode G com V (H) = U¥"2S, e E(H) = U'-2F(G([S,]). Observe
que V(H) = V(G). Pinte cada aresta em F(G[S;])\UZ1 E(G[S;]) comcori,i = 0,1,...,k—2.
Pinte as arestas restantes de G com cor 0. A Figura 12| apresenta o0 mesmo grafo da Figura

com uma coloragdo arco-iris obtida com esta técnica, onde a aresta tracejada no grafo trata-se
de uma aresta de G\ U¥-} E(G[S)]).
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Figura 12 — Exemplo de um grafo de intervalos unitarios

0 0 1
v
I(vo) - 7(vo)
=1 0 v 21 B 1 uy=y v
G I(v1) - r(v1)

P = (20 = vo)(z1 = v2) (22 = v4)

V4

NN - -
R

Vo U1 U2 U3 V4

H
So = {vo, v1, va} St = {v2, 03,04}

Fonte: Autoria prépria

Garantimos que esta € uma coloracdo arco-iris em (. Para cada par de vértices v e v
em G, seja P’ o menor caminho entre eles em H. Certamente o caminho P’ ndo compartilha
mais do que uma aresta em cada clique. Na coloragdo apresentada anteriormente, duas arestas
de G possuem a mesma cor se, e somente se, pertencem a mesma clique. Entao P’ € um caminho
arco-iris. Portanto, r¢(G) < k — 1 < diam(G), onde o didmetro de G é um limitante inferior

para o nimero de conexdo arco-iris, concluindo, r¢(G) = diam(QG). O

Em relacio ao nimero de conexdo arco-iris em grafos resultantes do produto cartesiano,
Li e Sun| (2010) apresentam o Teorema [I] para o qual daremos uma ideia de prova a partir da
Observagcao I}

Observacio 1. r¢(G x H) < rc¢(G) + re(H).

Esta observacdo permite estabelecer a Proposi¢do [5) que determina o valor exato do
nimero de conexao arco-iris de um grafo G x H quando diam(G) = rc(G) e diam(H) =
re(H).

Proposicao 5. (LI; SUN, 2010) Sejam G e H dois grafos com rc(G) = diam(G) e re(H) =
diam(H). Entdo rc(G x H) = rc(G) + re(H).

Demonstragdo. Usando a Observagdol|l]e o fato que de diam(G x H) = diam(G) + diam(H),
tem-se diam/(G) + diam(H) = diam(G x H) < rc(G x H) < re(G) +rc(H) = diam(G) +

diam(H). Portanto, vale o enunciado. O

Considere o produto cartesiano G X G5 X ... X G,,. Observe que € possivel generalizar
a Proposicao [5| para o Teorema [I{ no caso em que cada grafo tem rc(G;) = diam(G;), 1 <
i < n. A demonstragdo é por indugdo. A base é dada pela prépria Proposicao [5| considerando
G = G1 e H = G,. Suponha, por hipétese, que se rc¢(G;) = diam(G;), 1 < i < k, entdo
re(Ghy X Gg X ... x G) = Zle rc(G;). Considere o grafo Gy X Ga X ... X G X Ggyy €
suponha que rc¢(G;) = diam(G;), 1 < i < k + 1. Pela hipétese, rc(G1 x Gy X ... x G) =
S re(Gy) = 8 diam(Gy) = diam(Gy x Gy x ... x Gy). Entdo, pela Proposigﬁo
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re(Gp X Go X ... X G X Gpyq) = Zle re(G;) 4+ re(Giy1). Assim, obtém-se 0 mesmo
resultado do TeoremalI| para o caso em que rc(G;) = diam(G;), 1 < i < n.

Como rc(P,) = diam(P,), para qualquer n inteiro, o Problema da Coloragdo Arco-
Iris j4 estd resolvido para o produto cartesiano de grafos caminhos, pelo Teorema Entretanto, a
determinagdo do niimero de conexao arco-iris dos grafos P, X P, ndo resultou em uma coloracao
arco-iris 6tima para estes grafos. Rao e Murali| (2014) apresentam uma prova construtiva para
esse resultado, da qual pode-se extrair um algoritmo eficiente para uma coloracio arco-iris dos

grafos P, X P,, m,n > 2. Essa demonstra¢do é dada no Teorema 3] a seguir.

Teorema 3. (RAO; MURALI, 2014) Se P,, e P, sdo dois caminhos comm,n > 2, entdo rc( Py, X
P)=m+n-2.

Demonstragdo. Sejam os vértices de P, x P, denotados por (v;,u;), tal que v; € V(F,,) e
u; € V(P,),0<i<me0<j<n.

Sejam P} = (vo, uj)(v1,u;) . .. (Um—1,1;),0 < j <n—1,e P/ = (v, uo) (vs, u1) - - - (05, Un—1),
0<i<m-—1.

Considere o caminho P} = (v, ug)(v1, ug) - - . (Um—1,up) € G. Uma vez que P} possui
m vértices e m — 1 arestas, atribua m — 1 cores para as arestas de P}, ou seja, ¢ : E(P)) —
{0,1,2,...,m—2}, c((vo, uo)(v1,up)) = 0, c((vy, up)(va,ug)) = 1, ..., c((Vm—2, uo) (Vim—1,up)) =
m — 2. De mesmo modo, atribua esta coloracdo para os caminhos Pj, Py, ..., P._,. Temos que
re(P)) =m—1,0<j<n.

Agora considere o caminho P} = (vg, ug)(vo,u1) ... (vo,un—1) € G.Uma vez que

 possui n vértices e n — 1 arestas, atribuimos n — 1 novas cores para I}, ou seja, ¢ :

E(P(;/) - {m_ Lm,m+1,...,m+n— 3}’ C((U07 uO)(UO7 Ul)) =m—1, C((Uo, Ul)(vo, uQ)) =
m, ..., c((vy, un—2) (vo, Un—1)) = m + n — 3. De mesmo modo, atribua esta coloragio para os
caminhos P/, PY, ..., P! . Temos que r¢(P/) =n—1,0 <i < m.

Observe que, ao fazer uma atribuicao de cores para os grafos P, X P, da forma descrita,
as arestas de qualquer caminho P/, 0 < i < m, possuem cores distintas das arestas de qualquer
caminho P}, 0 < j < n, garantindo entdo um caminho arco-iris entre os vértices (v,, u,) € F;' e
(vr, us) € P;. Quando os vértices (vp, u,) € (vr, u,;) pertencem ao mesmo caminho P;’, ou seja,
quando p = r =i, 0 < i < m, existe caminho arco-iris entre eles no préprio caminho P". Um
argumento similar pode ser usado para garantir que existe um caminho arco-iris entre (v,, u,) e

(v, us) quando ¢ = s = 7, 0 < j < n. Portanto, temos rc¢(G) = m +n — 2. O

A Figura[I3|apresenta o grafo P; x P, com uma coloragio arco-iris utilizando a técnica

apresentada no Teorema 3]
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Figura 13 — Grafo G = P; x P, com uma coloracio

arco-iris
/1 /! /! /!
P 0 P 1 P 2 P 3
, 0 1 2
P, ® ® T ®
Voo V1o Vol V3o
3 3 3 3
, 0 1 2
P 1 ¢ ¢ ® ®
Vol V1l Vol V3u1
4 4 4 4
) 0 1 2
P 2 ® ® ® ®
VoU2 V12 Va2 V3U2

Fonte: Autoria propria

Rao e Murali| (2014) apresentam ainda uma coloracio arco-iris para o grafo C,,, x P,,
m > 3, inteiro par e n > 2. Embora esta ndo seja uma coloracdo 6tima, como veremos no

Capitulo 3] foi a primeira colorac@o arco-iris apresentada para esses grafos na literatura.

Teorema 4. (RAO; MURALI, 2014)) O produto cartesiano C,, X P,, m > 3, inteiro paren > 3,

tem uma coloragdo arco-iris com m + n — 4 cores.

Demonstragdo. Sejam os vértices de C,,, x P, denotados por (v;,u;), tal que v; € V(C,,) e
u; € V(P,),0<i<me0<j<n.

Sejam P} = (v;,uo)(vj,u1) ... (vj,un-1), 0 < j < m, e Cf = (vo,us)(vi,u) . ..
(Um—1,ui)(vous), 0 < i < n. Considere o caminho P; = (vj,uo)(vj,u1) ... (vj,un—1) € G,
0 < j < m.Uma vez que P} possui n vértices e n — 1 arestas, atribua n — 1 cores para as arestas
de Pj, c : E(P]) — {0,1,2,...,n — 2} onde c((v;, uo)(vj,u1)) = 0,c((vj,u1)(vj,u)) =
1...c((vj, up—2)(vj, up—1)) = n—2. Agoraconsidere o ciclo C; = (vo, u;)(v1, ;) . . . (Um—1, U;)
(vou;), tal que m € um inteiro par, 0 < i < n.Seja, c: E(C]) — {n,n+1,n+2,...,m+n—>5},
tal que c((vk, u;) (Vgy1,w;)) =n—14+k,0 < k <m—3,ec((vg, u;)(Vgs1,u;)) =n—1+k—3,
m—-—3<k<m-1.

Logo, o grafo C,,, x P, tem uma coloragao arco-iris com m + n — 4 cores. ]

A Figura[I4]apresenta o grafo Cy x P; com uma coloragio arco-iris utilizando m+n—4

cores, fazendo uso da técnica apresentada no Teorema @
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Figura 14 — Grafo Cs x Ps com uma coloracgio arco-iris

Clo Cll CIQ C/S 0/4 C’,5
7 7 7 7 7 7
. 0 1 2 3 4
P 0 * *— *— *— L ®
Voo Vo1 VoU2 Vo3 Vo4 VoUs
5 5 5 ) 51 5
) 0 1 2 3 4
P ® 3 ® 3 *— ®
V1l v1u1 (% v1ug U1U4q U1Us
6 6 6 6 6 6
) 0 1 2 3 4
P, — *— ® ® ® ®
(X)) U2l Va2 Vaug Vg VaUs
7 7 7 7 7 7
3 ¢ ¢ 3 ¢ ¢ ®
V3o U3l V3U2 V3U3 V3Uy4 V3Us
5 5 5 5% 5 5
4 ¢ ® ® ® ¢ ®
V4U V4u1 V42 Vaug Valy V4Us
6 6 6 6 6 6
, 0 1 2 3 4
Py ® ® * *— *— ®
Vsl UsU1 VsU2 VsU3 Usl4 UslUs
7 7 7 7 7 7

Fonte: Autoria prépria

2.2 GRAFOS ARCO-IRIS CRITICOS

Além do interesse em determinar o nimero de conexao arco-iris, ha estudos sobre a
criticalidade dos grafos quanto ao nimero de conexdo arco-iris, proposto pelos autores Rao e
Murali| (2014).

Definicao 1. (RAO; MURALI, 2014) Um grafo G é arco-iris critico se, ao remover uma aresta

qualquer de G, o niimero de conexdo arco-iris de G aumenta.

Seja G uma drvore com n vértices, n > 2. Ao remover uma aresta e € F(G), o grafo
G torna-se desconexo, ou seja, existe um par de vértices u, v € G entre 0s quais ndo existe um
caminho. Como definido no Capitulo [l o nimero de conexao arco-iris de um grafo desconexo

é infinito, portanto, 7¢(G) < rc¢(G — e). Desta maneira, podemos concluir a Proposi¢do[6]
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Proposicao 6. Se G é uma darvore comn > 2 vértices, G é arco-iris critico.

A Figura (15| apresenta os grafos G e G — e como exemplo para compreensdo da Pro-
posigao|6]

Figura 15 — Grafo drvore Ge G — e

G G—e

Fonte: Autoria préopria

Seja C), um ciclo de tamanho n, n > 3. Ao remover uma aresta ¢ de C),, C), torna-se
um caminho P,. Pelas Proposi¢des 2| e 3| temos que r¢(C,,) < rc(C,, — e), concluindo assim a
Proposicéo

Proposicao 7. C,,, n > 3, é arco-iris critico.

A Figura [I6] apresenta os grafos Cy e Cy — e como exemplo para compreensdo da

Proposicao |7}
Figura 16 — Ciclo C; e C, sem uma aresta e
P — 0
e
—
C4 C4 — €

Fonte: Autoria préopria

Seja K, n > 4, um grafo completo. Ao remover uma aresta e = {u,v} de K,,, 0s
vértices u € v ndo serdo mais adjacentes, portanto, a distacia de v a v passa a ser dois. Entdo
serdo necessarias no minimo 2 cores para obtermos uma coloracao arco-iris entre qualquer par de

vértices de K, —e, ouseja, rc(K,) < rc(K,—e). Desta forma, podemos concluir a Proposicao[8]

Proposicao 8. K, n > 1, é arco-iris critico.

A Figura |1/| apresenta os grafos K, e K4 — e como exemplo para compreensdo da
Proposicio 3}
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Figura 17 — Ciclo K, e K, sem uma aresta e

e

B’4 A’4 —e

Fonte: Autoria préopria

Rao e Murali (2014) provam que se um grafo P, x P, for colorido utilizando a técnica
apresentada no Teorema [3} entdo a remocdo de qualquer aresta do grafo faz com que exista um

par de vértices entre os quais ndo exista caminho arco-iris, como apresentado a seguir.

Teorema S. (RAO; MURALI 2014) Seja P,, X P,, m,n > 1. Se P,, X P, for colorido de acordo
com o Teorema3) entdo existe uma aresta e cuja remogdo faz com que ndo exista caminho arco-

iris entre seus vértices.

Demonstragdo. Sejam os vértices de G denotados por v;u;, tal que v; € V(P,,) e u; € V(F,),
0<i<mel<j<n.

Sejae € E(P,xP,),e = {(v;, uj)(v;,uj41)}. A distdncia do vértice (v;, u;) ao vértice
(vi,uj+1) € 1. Ao remover a aresta e, a distancia entre os vértices (v;, u;) e (v;, uj11) passa a ser
3. O conjunto de vértices, {(v;, u;), (Vi, wjt1), (Vit1,U;), (Vit1, uj+1)}, forma um ciclo Cy e a
remogao da aresta e neste ciclo resulta em um caminho P5. Como as arestas do grafo P, x P,
foram coloridas de acordo com a técnica apresentada no Teorema 3| a remogdo de e resulta na

remocao do caminho arco-iris entre os vértices (v;, u;) € (v;, uji1). N

A Figura apresenta os grafos P, x P, com a coloragao do Teoremae (Pyx Py)—e
como exemplo para o Teorema [5| Para este exemplo, e = {(vy,us)(ve,us)} € E(Py X Py)
e {(v1,u2), (vo,us), (v1,us), (ve, u3)} formam o ciclo Cy que tornam-se um caminho, com a
remogdo de e. Observe que ndo existe um caminho arco-iris entre os vértices (vq, uz) e (vq, uz)
em (Py x Py) —e.



28

Figura 18 — Grafos P, X P, com uma coloracio de arestas arco-iris e grafo (P, X P;) — e com uma
coloracao de arestas

1 i 1 /1 /1 /1 7 /1
p 0 P 1 P 2 P 3 P 0 P 1 P 2 P 3
3 4 5 3 4 5
P P
0 Voo vou1 VoU2 vous3 0 Voo vou1 Vou2 vou3
0 0 0 0 0 0 0 0
p 3 4 5 p 3 4 5
1 VU VU VUL V1U3 1 V1o V1 V91U VU3
1 1 1 1 1 1 1
p 3 4 ) P 3 4 5
2 Vol Vol Voo Vol 2 Vol Va2l VolU9 VoUs
2 2 2 2 2 2 2 2
() V3U V3U2 V3U3 3 V3l V3U V3Us V3U3
P4><P4 (P4><P4)*6

Fonte: Autoria préopria

Rao e Murali| (2014) também provam se um grafo C,,, x P,, m > 3 paren > 1,
estd colorido de acordo com a técnica apresentada no Teorema [4] entdo existe uma aresta cuja

remogao faz com que ndo exista caminho arco-iris entre seus vértices.

Teorema 6. (RAO; MURALI, 2014) Se o grafo C.,, x P,, m > 3, m inteiro, n > 1, estd
colorido de acordo com o Teorema 4, entdo existe uma aresta e cuja remogdo faz com que nao

exista caminho arco-iris entre seus vértices.

Demonstragdo. Sejam os vértices de C,,, x P, denotados por (v;, u;), tal que v; € V(C,,) e
uj € V(P,),0<i<mel<j<n.

Sejae = {(v;, u;)(vi, u;j41)}. A distancia do vértice (v;, u;) ao vértice (v;, u;41) € 1. Ao
remover a aresta e, a distincia entre os vértices (v;, u;) e (v;, uj11) passa a ser 3. O conjunto de
vértices, { (v, u;), (vi, wjt+1), (Vit1, ), (Vit1, uj41)}, forma um ciclo Cy. A remogdo da aresta
e neste ciclo resulta em um caminho P;. Com a atribuigao de cores apresentada no Teoremad] a
remogao de e resulta na remogao do Ginico caminho arco-iris entre os vértices (v;, u;) € (v;, wjt1).

O

A Figura |19 apresenta o grafo (Cs x Ps) — e como exemplo para o Teorema @ Para
este exemplo, e = {(ve, u3)(vs,u3)} € E(Cs X Ps) e {(ve, us), (vs, us), (v, uq), (v3,us4)} € 0
conjunto de vértices que formam o ciclo Cy e o caminho P;, com a remocao de e. Observe que,

com a remogdo de e, ndo existe um caminho arco-iris entre os vértices (vy,us) € (vg, uz) em
(Cﬁ X PG) — €.



Figura 19 — Grafo (Cs x Ps) — e com uma coloracéo arco-iris usando a

técnica do Teorema {4

P,

P’

P,

/
P3

P,

/
P5

=

/ ! / v/ ! /
', ', ', ', ', ',
7 7 7 7 7 7
0 1 3
® *— — *— ® ®
Vol Vol Vo2 Vo3 Vo4 VoUs
5 5 5 5
0 1 3
® ¢ ® ¢ ® ®
V1o V1Uq V1U2 v1us V14 V1Us
6 6 6 6
0 1 3
® ® ® ® *— ®
VaU (%X 31 Va2 Va3 Ualg UaUs
7 7 7 7
0 1 3
® @ ® ® 9- ®
V3o v3u V32 U3u3 U3lyg U3Us
5 5 5 5
0 1 2 3 4
® ® 2 *— ® ®
V4l Vauy U4U2 v4u3 V4U4 V4Usp
6 6 6 6
0 1 2 3
*— *— *— *— ® ®
Vsl VsU1 VsU2 UsU3 Usly UsUs
7 7 7 7 7

Fonte: Autoria prépria
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3 RESULTADOS

Este capitulo serd dividido em duas se¢des, sendo a Se¢ao[3.Tjcomposta pelos resultados
referentes ao nimero de conexdo arco-iris do produto cartesiano entre dois ciclos, entre um ciclo
fmpar e um caminho e entre um ciclo fmpar e um grafo completo. A Secdo [3.2] composta pelos
resultados referentes a criticalidade de alguns grafos resultantes de produto cartesiano entre os

grafos das classes dos grafos ciclos e caminhos.

3.1 NUMERO DE CONEXAO ARCO-IRIS EM PRODUTOS CARTESIANOS

Primeiro serd apresentada a prova de que r¢(C,,, X P,)) = |m/2| +n — 1 quando m é
impar.
E importante observar que os grafos C,,, x P, e P, x C,, s@o isomorfos. Em seguida,

determinamos r¢(C,, x C}) quando m = n = 3 e quando m e n tém paridades distintas.

No caso em que m e n sdo ambos impares, sabe-se que r¢(C,, x C,,) > diam/(C,, %

C,) = (m+n)/2 — 1. Neste caso, apresentamos uma coloragao arco-iris com (m +n)/2 cores.

Teorema 7. (ROCHA; ALMEIDA| 2017a) Se C,,, x P, tem m impar e n > 2, entdo rc(C,, X
P,)=1m/2|+n—1

Demonstragdo. Seja C,, X P,, tal que m é impar, n > 2, V(C,,) = {vo,v1,...,0m_1} €
V(P,) = {uop, w1, . .., up_1}. Note que diam(C,, x P,) = [m/2] + n — 1. Pela Proposi¢ao 1]
re(Cp, X P,) > diam(C,, x P,). Entdo é suficiente apresentar uma colorag¢@o arco-iris com
|m/2] +n — 1 cores.

Suponha n = 2. Sejam C; = (vo, u;)(v1, u;) . .. (Um—1,u;j)(vo,u;), j € {0,1},e P; =
(vi, u0)(vi,u1), 0 < 4 < m. Em cada ciclo C;, j € {0, 1}, pinte a aresta (v;, u;)(vit+1, u;) com
cori, 0 < ¢ < |[m/2]; pinte (v;, u;)(vit1,u;) comcori — [m/2], [m/2] <i < m — 1;epinte
(Um—1,u;)(vo, u;) com cor |[m/2] — 1, j € {0,1}. Para cada caminho P;, se 0 < ¢ < [m/2],
pinte (v;, ug)(vs, u1) com cor |m/2]; e se [m/2] < i < m, pinte (v;,ug)(v;,u1) com cor
i — [m/2]. A Figura [20| apresenta o grafo Cs5 X P,, como exemplo, com a coloragdo descrita

neste pardgrafo.
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Figura 20 — Grafo C- x P, com uma coloraciio arco-iris

L 4
Voo V1U V2l V3o VU

Vol V1Uq VoUq U3uUy VU1

Fonte: Autoria prépria

Vamos mostrar que existe um caminho arco-iris entre cada par de vértices (v;, u;) e
(Vg ), 0 < ik <me0 < 4,0l <1 Sej= I entdo o caminho arco-iris € 0 menor caminho
entre (v;, u;) € (vg, u;) no ciclo C;. Entdo, suponha j # [ e, sem perda de generalidade, seja j = 0
e [ = 1. Considere as operagdes aritméticas médulo m. Seja P’ o menor caminho de (v;, ug)
a (vg, up) em Cy. Se (v;_1,up) € P’, entdo (v;, up)(v;, u1) concatenado ao menor caminho de
(vi,u1) a (vg, up) em C; € um caminho arco-iris. Sendo, P’ concatenado a (v, ug)(vg, u1) € um
caminho arco-iris.

Agora, suponha n > 2. Pinte as arestas dos ciclos C;, 0 < j < n, e as arestas
(v, up)(vi,up), 0 < i < m, da mesma forma que no caso n = 2. Seja H o subgrafo de G ja
colorido. Resta colorir as arestas dos caminhos P] = (v;, u1)(vs, u2) . .. (vi, up_1), 0 < i < m.
Para cada caminho P/, 0 < i < m, pinte a aresta (v;, u;)(v;,uj41), 1 < j < n — 1, com cor
j + |m/2]. A Figura 21| apresenta o grafo C5 x P5, como exemplo, com a colorag@o descrita

neste pardgrafo.
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Figura 21 — Grafo C. x P com uma coloraciio arco-iris

1
* ® *
Voo V1UQ V'l V3o Va4l
2 2 2 0 1
0 1 2 0
1 ¢ * * * * 1
Vo1 ViU Va1 RT3 V4Uq
3 3 3 3 3
0 1 2 0
1 — ® ® L o7 ® 1
VU2 V1U2 VU2 v3u2 VU
4 4 4 4 4
0 1 2 0
1 * - *— —— * 1
VoUs VU3 VoU3 U3u3 V4U3
5 5 5 5 5
Vothg U1ty Voliy U3tg Vgthy
® ®
1

Fonte: Autoria prépria

Observe que cada caminho P/, 0 < i < m, é arco-iris e ndo contém cores usadas nas
arestas de H. Entdo cada par de vértices em G tem um caminho arco-iris. De fato, qualquer par
de vértices contido em Cy U C'; possui um caminho arco-iris ja apresentado no caso n = 2.
Considere o par de vértices (v;,u;) e (v, ), tal que j > 1 el > 1. Entdo, o menor caminho
entre (v;, u;) e (vg, u;) no ciclo C; € arco-iris, e o caminho de (v, u;) a (vg, u;) em P}, é arco-
fris por constru¢do. Agora, considere um caminho entre (v;, ug) e (vg, u;), [ > 1. O caminho
arco-iris de (v;, ug) a (vg, uy), apresentado no caso n = 2, concatenado ao caminho de (vy, u)

a (vk, u;), contido em P}, € arco-iris. Portanto, r¢(C,,, x P,) = [m/2| +n — 1. O

Teorema 8. (ROCHA; ALMEIDA| 20174d) Seja C,, x C,, um grafo com m impar.

=2, sem=mn=3;
=|n/2| +1, sem=3en>3;
re(Cp x Cy) /2]
=(m—1)/2+n/2, sem,n > 3enépar;
< (m+n)/2, sem,n > 3en éimpar.
Demonstragdo. Considere C,, x C,, um grafo com m impar, V(C,,) = {vo,v1,...,Up_1} €

V(Cn) = {Uo, Uy, ... ,un_l}. Sejam Xj = (Uo, Uj)(Ul,Uj) e (Um—la Uj)(vo, Uj), 0< j <n,e€
Y = (v, uo) (vi, uy) .. (05, up—1)(v5,u0), 0 < 7 < m.
Se m = n = 3, pinte as arestas de cada ciclo X; com cor 0, 0 < 5 < 3, e pinte as

arestas de cada ciclo Y; com cor 1, 0 < 7 < m. Por inspecdo, € possivel verificar que trata-se de
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uma colora¢do arco-iris. Resta considerar os casos em que pelo menos um entre m e n € maior
que 3.

Sem = 3 en > 3, pinte cada ciclo Y;, 0 < i < m, da seguinte forma. Se 0 < j <
[n/2], pinte a aresta (v;, u;)(v;, uj1) comcor j. Se [n/2] < j < n— 1, pinte (v;, u;)(v;, wji1)
com cor j — [n/2]. Pinte (v;, ug)(v;, u,_1) com cor [n/2| — 1. Pinte as arestas de cada ciclo
X;, 0 < j < |n/2], com cor [n/2]; e pinte as arestas de cada ciclo X, |n/2] < j < n,
com cor j — [n/2]. Observe que os vértices de quaisquer dois ciclos, ¥, e Y, 0 < p < ¢ < 2,
induzem um subgrafo isomorfo aos C,, x P, e, portanto, os mesmos argumentos usados na prova

do primeiro caso do Teorema |/| garantem que esta € uma coloragdo arco-iris.

Entdo, considere m,n > 3. Pinte cada ciclo X;, 0 < j < n, da seguinte forma. Se
0 < i < [m/2], pinte a aresta (v;, u;)(vi+1,u;) com cor i. Se [m/2] < i < m — 1, pinte
(vi, u;)(Vig1,u;) com cor i — [m/2]. Pinte (v, u;j)(vm—1, ;) com cor |[m/2| — 1. Pinte as
arestas (v;, 1;)(Vi, U(j+1) mod n) € Yi» 0 < i < m, da seguinte forma. Se 0 <i < [m/2]ej =0
(mod [n/2]), pinte a aresta (v;, u;)(v;, u;j+1) com cor [m/2]. Se [m/2] < i <mej =0
(mod [n/2]), pinte a aresta (v;, u;)(v;, uj4+1) com cor i — [m/2]. Se j # 0 (mod [n/2]) e
1 < j < [n/2], pinte a aresta (v;, u;)(v;, ujq1) comcor j + [m/2],0 < i < m.Sej #0
(mod [n/2]) e [n/2] < j < n, pinte a aresta (v;, u;)(Vs, U(j+1) mod n) COM COI j + M /2] —
n/2],0 < i< m. A Figura apresenta o grafo C7; x (5, como exemplo, com a coloragao
apresentada neste pardgrafo.

Figura 22 — Grafo C, x C, com uma coloracio arco-iris

Yo Y Yy Y3 Y, Y; Y5
4 4 4 4 4 4 4
0 1 2 0 1
Xo 2 3 2
VolUo V1UQ V2Ug V3o V4 Uslo VeUo
3 3 3 3 0 1 2
0 1 2 0 1
X1 9 5 2
Vo1 v1uU1 Va1 Vgl V4Uy UsU1 Vel
4 4 4 4 4 4 4
0 1 2 3 0 1
Xa 9 2
Vo2 V12 VU2 U3U2 (%) UsU2 VU2
) 5 5 5 5 5 5
0 1 2 0 1
X3 2 5 2
VoUs v1U3 Vally v3Us VU3 VsU3 VU3
3 3 3 3 0 1 2
0 1 2 3 0 1
X1 2 2
VolU4 V1U4 VU4 V3U4 VaUy V5U4 VU4
4 4 4 4 4 4 4

Fonte: Autoria prépria
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Considere um par de vértices (v;,u;) e (v, u), 0 < i,k < me0 < j.1 < n. Seja
H o subgrafo induzido pelas arestas coloridas com as cores do conjunto {0, 1,..., [m/2]}. Se
(vi, u;) € (v, u;) pertencem a mesma componente conexa em [, entdo existe um caminho arco-
fris entre esses vértices, como provado no Teorema (7, Entdo, suponha que (v;,u;) e (vg, u;)
pertencem a componentes conexas distintas em H, O; e O,, respectivamente. Existe em O,
um caminho arco-iris P entre (v;, u;) e (vg, u;). Além disso, se O; € um subgrafo isomorfo a
Cr, X P, entdo existe em O; um caminho arco-iris P’ entre (v;,u;) € (vg, u), onde ou ¢t =
j—1lout = j+ 1. Como P e P’ sdo caminhos em O, ambos estdo coloridos com cores
do conjunto {0, 1,...,[m/2]}. Por constru¢do, em C,, x C,, ou existe um caminho arco-iris
entre (vy,u;) e (vg, ) ou existe um caminho arco-iris entre (vy,u;) e (vy, u;), com cores do
conjunto {[m/2],[m/2] +1,...,|m/2] + [n/2] — 1}. Portanto, existe um caminho arco-iris
entre (v;, u;) € (Vg, ).

Param,n > 3, foram usadas |m /2] + [n/2] cores. Logo, se n é par, diam(C,,, x C,) =
(m—1)/24n/2 < rc¢(C,,, xC,) < (m—1)/24n/2. Portanto, rc(C,, x C,,) = (m—1)/24+n/2.
Quando n é impar, diam(C,, x C,) = (m —1)/2+ (n—1)/2 < rc(Cy, x C) < (m—1)/2 +
(n+1)/2=(m+n)/2. O

Com os resultados dos Teoremas|I} [7]e [8], fica determinado o niimero de conexao arco-
iris para os grafos resultantes de produtos cartesianos entre dois caminhos, entre ciclos e ca-
minhos e entre dois ciclos, com exce¢do dos grafos C,,, x C,, com m e n impares, m,n > 3.
Neste subconjunto, apresentamos um limite superior para o nimero de conexao arco-iris que €

no maximo uma unidade maior que o 6timo.

Os resultados apresentados nos Teoremas|7|e[8|foram publicados nos Anais do XXX VII

Congresso da Sociedade Brasileira de Computacao ??.
Teorema 9. Se C,, x K,, tem m > 5 impar e n > 3, entdo rc(C,, X K,) = |m/2] + 1.

Demonstragdo. Considere C,,, X K,,, m > 5, imparen > 3, V(C,,) = {vo,v1,...,Um_1} €
V(K,) = {uo, w1, ..., up—1}. Sejam C! = (v, u;)(v1, ;) . .. (Vm—1,uj)(v0,u;), 0 < j < m,e
K 0 subgrafo induzido por { (v, uo), (vi, u1) . .. (vi, un—1)}, 0 <7 < m.

Sejam = 3 en > 3, impar, pelo Teorema 7] jd estd provado. Considere os casos que
m > 3 n > 5, m impar, vamos colorir o grafo utilizando |m/2] + 1 cores.

Note que o diam(C,, x K,) = |m/2| + 1, logo, para uma colorag¢@o arco-iris do
grafo sdo necessdrias no minimo [m/2] + 1 cores. Sejam C; = (vo, u;)(vi, uj) - . . (Vm—1,U;),
0 < j < n. Pinte as arestas de C} da seguinte maneira, se 0 < i < |m/2], entdo a aresta
(vi, u;)(vig1, u;) recebe cor i, se [m/2] < i < m — 1, entdo a aresta (v;, u;)(vit1, u;) recebe
cori—[m/2].Pinte aaresta (v,,—1, u;)(vo, u;) comcor m—1—[m/2]. Sejam K/ os subgrafos do
C, x K, induzidos pelos conjuntos de vértices { (v, u;), (vi, wjt1), .., (Vi, un—1)}, 0 < j < m.

Se 0 < i < |m/2], pinte as arestas de K com cor |m/2], para |[m/2| < i < m — 1, pinte as
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arestas de K; com cor 4. A Figura[23|apresenta o grafo C5 x K4, como exemplo, com a coloragio

descrita neste pardgrafo.

Figura 23 — Grafo C. x K, com uma coloracfo arco-iris

A’lo Ix—ll ]"7,2 K’l:} A’l4
y 1 0 1 2 0 1
o oy - - - —
JoUo V1Uo VU V3o V4t
2 2 2 0 1
/ 1 2 0 2 1 2 2 /[0 0 1 1
C 1 Vol ViUl VU VU VaUq
L 2A | ZA |2 oA o 1 1
, 1 0 1 2 0 1
¢ 2 VoU2 VU2 VU2 V3U9 V4o
2 2
2 0 1
2 9 2 0 1
c 1 0 1 2 0 1
3 Vol VU Vol V3Us V4l
ous 1U3 2U3 3U3 4U3

Fonte: Autoria propria

Agora vamos mostrar que existe um caminho arco-iris entre qualquer par de vértices
de Cy, x K,. Sejam (v, u,) e (v, us) dois vértices de C, x K,. Se p = r, sem perda de
generalidade, podemos assumir que p > r. Entdo o caminho arco-iris de (v,, u,) a (v,,us) é 0
menor caminho entre (v,,u,) € (v, us) em Cy, X K,,. Se ¢ = s, sem perda de generalidade,
q > s, estes vértices pertencem a um K, portanto, estdo a distancia 1, logo, o caminho arco-iris
de (v,,uq) a (v,,us) € composto de uma tnica aresta e € arco-iris. Resta mostrar o caminho
arco-iris de (vy, u,) a (v, us) quando p # re q # s. Se 0 < ¢ < |m/2| o caminho arco-iris de
(Up, uq) @ (v, us) € 0 caminho de (v, u,) a (v,, u,) em K concatenado com o menor caminho
entre (v,., u,) e (v, us) em Cl. Se 0 < ¢ < |m/2]| o caminho arco-iris de (v,, u,) a (v, us) € 0
menor caminho entre (v,, u,) € (v,, us) em C?, concatenado com caminho (v,, us) a (v,, us) em
K. Portanto, rc¢(C,,, X K,,) = [m/2] + 1. O

3.2 CRITICALIDADE ARCO-IRIS EM PRODUTOS CARTESIANOS

Esta secdo apresenta resultados sobre a criticalidade dos produtos cartesianos entre dois
caminhos e entre um ciclo e um caminho. Os resultados estdao divididos em dois teoremas, onde
o primeiro garante que P, x P, € critico apenas quando € um caminho F,,, n > 1, ouum Cy; e
o segundo teorema garante que grafos C,,, X P, com m par e n > 1 ndo sdo arco-iris criticos.
E importante observar que P,, x P, e P, x P, sdo grafos isomorfos, bem como C,, x P, e
P, x C,,.

Teorema 10. (ROCHA; ALMEIDA| 2017b) Sejam m e n inteiros positivos. O grafo G = P,,x P,

¢ arco-iris critico se, e somente se, ¢ um grafo P,, n > 1 ou um Cy.
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Demonstragdo. Primeiro, observe que o grafo P, ndo possui arestas e em todo caminho P, tal
que n > 1, existe uma aresta cuja a remog¢ao desconecta o grafo. Por defini¢do, o nimero de
conexdo arco-iris do grafo desconexo € infinito. Logo, quando n > 1, P, € arco-iris critico. A
Figura apresenta, como exemplo, os grafos P, X Py e (P, x P;) — e, onde a remogao de e

desconecta o grafo.

Figura 24 — Grafos P; X P, e

(Pl X P4) — e
@ — — ®
UV U1 U2vp w3V
P1 X P4
o — *e————O
UGV U1 U2V Uzvo
(Pl X P4) — €

Fonte: Autoria prépria

O grafo P, x P, é um ciclo com quatro vértices e, pelo Teorema 3} rc(Py, x P) =
re(Cy) = 2. O grafo P, x P, sem qualquer de suas arestas € um caminho P e pelo Teorerna
tem rc(Py) = 3. A Figura 25| apresenta, como exemplo, o grafo P, x P, seguido do grafo
(P, x Py) — e, mostrando que este grafo € arco-iris critico.

Figura 25 — Grafos P, X Poe (P2 X P;) — e

UYVo U1V Ul U100
UV U1 U1 U1
PQXPQ (PQXPQ)—e

Fonte: Autoria préopria

Para todos os outros casos, € suficiente mostrar que existe uma aresta e no grafo P, x P,
cuja remog¢ao nao aumenta o ndmero de conexdo arco-iris do grafo. Sem perda de generalidade,
suponhaque m >n > 2e P, X P, ndo é um C}.

Para identificagdao dos vértices do produto cartesiano, suponha que os vértices de P,
estdo rotulados, ug, uq, ..., U;,_1, de forma que u; € adjacente a u;11 no P, 0 <i < m — 1.
Similarmente, suponha que os vértices de P, estao rotulados, vy, v1, ..., v,—1, € v; € adjacente a
vi+1, 0 < i < n — 1. Entdo, cada vértice do P,, x P, é um par (u;,v;),0 <i<me0 < j<n.

A Figura [26] apresenta os vértices do grafo Py x Pj rotulados.
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Figura 26 — Rotulacio dos vértices do grafo P, X P3

/! /! /! /!
P 0 P 1 P 2 P 3
P’ [ ¢ ¢ ]
0 UQVo U1vo U200 Uzvp
P’ [ § ® ® ®
U1 U101 U2V U3y
P, [ ® ® ®
U2 uU1v2 U2V2 U3v2

Fonte: Autoria préopria

No grafo P,, x P,, definimos os subgrafos P/ e P/ da seguinte forma: P/ = (ug, v;)
(ur, ;) oo (Up—1,0:), 0 < i <me P! = (u;,vo)(wi,v1) ... (Ui, V1), 0 < 0 < .
Vamos mostrar que a remogdo de uma aresta e = (uy, vy) (ug, vy4+1) €m um caminho

", 0 <k <m,0< f<n—1,ndo aumenta o nimero de conexdo arco-iris do grafo.

Pinte os caminhos P/, 0 < i < m, de forma que cada aresta (u;, v;)(u;, vj11) receba
cor j, 0 < j < n — 1. Pinte os caminhos P de forma que cada aresta (u;, v;)(u;+1,v;) receba

z

acorn — 1+ [(i +j) mod (m — 1)]. Observe que qualquer caminho P/ ou P} € arco-iris,
0 <i<n,0<j< m. Além disso, o conjunto das cores usadas em qualquer caminho P é
disjunto do conjunto das cores usadas em qualquer caminho P/, 0 < i < n, 0 < j < m. Por
fim, observe que as arestas (ug, v;)(Uq, Vit1) € (Up, v;)(Up, v41) estdo coloridas com a mesma
cor, para quaisqueri,ae b, 0 <i<n—1,0<a,b <m.

Resta provar que entre qualquer par de vértices (u,, v,) e (us,v,), 0 < ¢, s < me
0 < p,r < n, existe um caminho arco-iris no grafo (P, x P,) —e, onde e = (uy, vy)(ug, Vf41).

Quando p # r e q # s, pelo menos um dos seguintes caminhos arco-iris existe:

1. caminho de (ug,v,) a (us,v,) em P, concatenado com o caminho de (us, v,) a (us, v,)

/.
em P/;

2. ouocaminhode (ugy, v,) a (ug, v.) em P, concatenado com o caminho de (ug, v;.) a (us, ;)

/
em P.

A Figura[27|apresenta, como exemplo, o grafo P, x P3 com uma aresta removida, onde
as arestas pontilhadas indicam o caminho arco-iris. Observe que, neste caso, o caminho arco-
iris descrito no item (2) deixou de existir quando a aresta foi removida. Entretanto o caminho

descrito no item (1) ainda existe e é apresentado nesse exemplo.
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Figura 27 — Grafo (P3 X P;) — e com caminho

arco-iris
/! /! /! /!
P 0 P 1 P 2 P 3
. 2 3 4
P °® ® ® ®
0 UgUp U1V UV UKV f
0 0 0
P 4 2 3
1 . )
s UOV1 uU1v1 U2V UKV f+1
1 1 1 1
P/ 3 4 2
9 prsseeses IRTIGRRRD FRULLERELY /
sUp 1V2 U2V2 UsVy

Fonte: Autoria préopria

Se ¢ = s, suponha sem perda de generalidade que p < r.Se k # qouse f & [p,r — 1],
entdo o caminho arco-iris € o caminho entre (u,, v,) € (ug, v,) em P,'. Por outro lado, se k = ¢
e f € [p,r — 1], o caminho arco-iris entre (u,,v,) € (u,, v,) depende do valor de ¢. Quando
q > 0, um caminho arco-iris € o caminho de (u,,v),) a (ug,vs) em P, concatenado com o
caminho (ug, vs)(Ug—1, vy)(Ug—1,Vf+1)(Uq, vy41), concatenado com o caminho de (ug, vyiq) a
(ug,vr) em P;. Quando ¢ = 0, um caminho arco-iris € o caminho de (uy,v,) a (u4, vf) em
P/, concatenado com o caminho (ug, vy) (tgi1, vs) (Ugs1, Vy1)(Ug, Vf41), concatenado com o
caminho de (ug, vyi1) a (ug,v,) em P

A Figuraapresenta, como exemplo, o grafo Py X P, com uma aresta removida, onde
as arestas pontilhadas indicam o caminho arco-iris entre os vértices (u,, v,) e (us,v,), onde
q > 0.

Figura 28 — Grafo (P35 X P;) — e com caminho arco-iris

I /! /1 !
P 0 P 1 P 2 P 3
2 3 4
P/ [(LELLLLLY ) o o
0 :uq,ﬂ,’f Uq”Up == quf == Uka
H
L
L
L
L
3
pll [EELLTRRY )
Ug-1Vf41 3 UgUf+1 = URVf11
H
1z
L
/ 2
P, _
UpV2 U1V UV UqUp = UsUy

Fonte: Autoria prépria

Se p = r, suponha sem perda de generalidade que ¢ < s. O caminho arco-iris € o

caminho de (ug,v,) a (uy,v,) em P, O

Teorema 11. (ROCHA; ALMEIDA, 2017b|) Sejam m e n inteiros positivos. O grafo C,, X P,,

m par en > 2, ndo é arco-iris critico.
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Demonstragdo. Considere o grafo C),, x P,, onde C),, € um ciclo com m par e P, € um caminho
n > 2. Suponha os vértices de (', rotulados sequencialmente, ug, u1, . . . , U;,_1, € 0S Vértices de
P, também rotulados sequencialmente, vy, v1, . . ., U,—1. A Figura[29|apresenta, como exemplo,

o produto cartesiano C'y X P, com seus vértices rotulados.

Figura 29 — Grafo C,; X P, com vértices rotulados

/ / / /
P 0 P 1 P 2 P 3
!
OO
U3V
C/ U371
1

Fonte: Autoria prépria

Denotamos por C; os subgrafos de C,,, x P,, dados por (ug, v;)(u1,v;) ... (Um—1, v;)
(uo, v), 0 < i < n. Denotamos por P/ os subgrafos de C,,, x P, dados por (u;, vo)(u;, v1) ...
(i, Up—1), 0 <7 < m.

Primeiro, vamos colorir o grafo C,,, X P,. Pinte C!, 0 < i < n, i par, da seguinte forma.
Se0 < j < m—1, pinte a aresta (u;, v;) (4,41, v;) comacor j mod m/2. Pinte (uy,—1, v;)(uo, v;)
comacorm/2 — 1.

Pinte C/, 0 < i < n, i impar, da seguinte forma. Se 0 < j < m — 1, pinte a aresta
(wj,v;)(uj41,v;) comacor (j + 1) mod m/2. Pinte (uy,—1,v;)(uo,v;) com a cor 0.

Pinte cada aresta (u;, v;)(u;, vj41) € P,0<i<me0<j<n—1,comcorm/2+j.

Observe que a coloragdo de cada ciclo C; e cada caminho P} € arco-iris, 0 <i <ne
0 < j < m. Para garantir que C,, X P,, ndo € arco-iris critico, basta mostrar que existe uma aresta
cuja remocao ndo aumenta o numero de conexao arco-iris do grafo. Entdo, vamos considerar o
grafo (C,, x P,)) — e, onde e = (ug, vy)(ug, vr41), 0 <k <me0 < f <n— 1. Mostraremos
que a remocdo da aresta e nao aumenta o nimero de conexao arco-iris do grafo C,,, x P,.

Sejam (ug4, v,) € (us, v,) dois vértices quaisquer de C,,, x P,. Vamos apresentar um
caminho arco-iris entre (u,, v,) e (us, v,) no grafo (C,, x P,) — e.

Se p = r, entdo o caminho arco-iris entre (u,, v,) € (us,v,) € 0 menor caminho entre
esses vértices no subgrafo C. A Figura apresenta, como exemplo, o produto cartesiano (Cy X

P,) — e para este caso.



Figura 30 — Grafo (C4 X P») — e com caminho

arco-iris
/ / / /
P 0 P 1 P 2 P 3
1
¢"“ o ‘e
0“ 0 1 0 ..0
CIO .’ b/
Uglp = ULV U1vo U2vo UsUp
3 3 3
UV 1 U1V U9V U3V1

'y

Fonte: Autoria prépria
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Se ¢ = s, suponha sem perda de generalidade que p < r.Se k # qouse f & [p,r — 1],

entdo o caminho arco-ris € o caminho entre (ug,v,) € (ug, v,) em F,. Por outro lado, se k = ¢

e f € [p,r — 1], o caminho arco-iris entre (u,,v,) € (u,,v,) depende do valor de ¢. Quando

> (, um caminho arco-iris é o caminho de (u,,v,) a (u,,v¢) em P/, concatenado com o
q) Up o Yf q

caminho (ug, vf)(tg—1,vf)(Ug—1,Vf11)(Ug, Vf41), concatenado com o caminho de (u,, vyiq) a

(ug,vr) em P,. Quando ¢ = 0, um caminho arco-iris € o caminho de (u,,v,) a (ug, vy) em

P}, concatenado com o caminho (ug,vy) (ugs1,vy) (Ugr1, Vpy1)(tg, vyi1), concatenado com

o caminho de (ug,vyi1) a (ug,v,) em P,. A Figura 31| apresenta, como exemplo, o produto

cartesiano C'y X P, com uma aresta removida, onde as arestas pontilhadas indicam o caminho

arco-iris entre os vértices u,v, € usv,,onde g =s =0,k =qe f € [p,r —1].

Se p # r e q # s, entdo um dos seguintes caminhos arco-iris existe:

Figura 31 — Grafo (C4 X P2) — e com caminho

arco-iris
/ / / /
P 0 ‘PI P 2 ‘P 3
1
1/
C'y & T R— /
gy = wpvy 3 a1l Usto
3 3

o Ao S-S/ S8 L 281 L uzvy

Fonte: Autoria prépria

1. o menor caminho entre (ugy,v,) a (uy,v,) em C, concatenado com o caminho de (s, v,)

a (us,v,) em P.;
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2. ou o caminho de (ug, v,) a (ug, v,) em P, concatenado com o menor caminho de (ug, v;)

a (ug,v,) em C.

A Figura[32]apresenta, como exemplo, o grafo Cy x P, com uma aresta removida, onde
as arestas pontilhadas indicam o caminho arco-iris. Observe que neste caso, o caminho arco-
iris descrito no item (2) deixou de existir quando a aresta foi removida. Entretanto o caminho

descrito no item (1) ainda existe e é representado nesse exemplo.

Figura 32 — Grafo (C4 X P3) — e com caminho

arco-iris
/ / ! /
P Py F, Py
1
o"‘ O 1 0 ..'0.
C/O .“ .?
— U1V U2V = UsY
UqUp = URVf : b
3 3 3:
URv :
C/l kVf+1 U1 UV * UgV)
1 0 1
0

Fonte: Autoria préopria

Como existe pelo menos uma aresta em C',,, X P, que quando removida nao altera o

ndmero de conexao arco-iris do grafo, conclui-se que o grafo C,, X P, ndo € arco-iris critico. [J

Os resultados apresentados nos Teoremas [I0] e [IT] foram publicados nos Anais do II

Workshop de Pesquisa em Computagdo dos Campos Gerais ??.

3.3 CONJECTURA

Quando G = (), xC,,, m, n > 3, impares, melhoramos o limitante superior do niimero
de conexao arco-iris deste produto cartesiano, apresentado por|Li e Sun (2010). Quando m = n,
temos fortes evidéncias de que rc(Cy, x Cy,) = 2|m/2]. A Figura[33] por exemplo, apresenta
o Grafo C's x C's com uma coloragdo arco-iris, porém, ndo conseguimos formalizar matemati-
camente a demonstracdo de que existe um caminho arco-iris entre qualquer par de vértices do

grafo.

Observe que o grafo da Figura[33]foi colorido de tal forma que houvesse deslocamento
nas cores das arestas tanto dos subgrafos C! quanto dos subgrafos de C, 0 < i < m,n. Este

padrio também pode ser aplicado para C,,, x C,,, com m > 5. A Figura [34] apresenta, como
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Figura 33 — Grafo C5 X C5 com uma coloracao arco-iris

C”O Clll Cvll2 C/I3 C”4
2 2 3 2 3
c 0 0 1 0 1 0
0 Toouo Toous Toous Toous Tooua
2 3 2 3 2
0 0 1 0
¢, 1 * ® * * * 1
V1o ViU V1U2 v1ug V1Uy4
3 2 3 2 2
1 0 1
'y 0 *— *— 0 *— *— ® 0
Vol VaU1 (XTD) VoU3 Valyg
2 3 2 2 3
/ 0
'y 1 v 0 ’ 1 ’ v 0 v 1
V3o V3u1 V32 V3u3 V3Uyg
3 2 2 3 9
/
¢ 4 0 ® 1 ® 0 ® 1 ® 0 ® 0
Vel VU Voo vaus Valy
2 2 3 2 3
05 X 05

Fonte: Autoria propria

exemplo, o grafo C; x C7 com uma coloragio arco-iris, seguindo o mesmo padrao aplicado no
grafo da Figura[33]
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Figura 34 — Grafo C; X C7 com uma coloracao arco-iris

1" v 1"
C 0 Cy//1 (;1//2 C //3 C//4 C 5 C//6
3 3 5 4 3 5 4
0 1 2 0 1 2
!
¢ 0 0 VolUp VoU1 VolU2 VoUs VoU4 VoUs VolUg 0
3 5 4 3 5 4 3
c 9 0 0 1 2 0 1 9
1 V1Uo VU1 V1U2 VU3 V1U4 VoUs VoUg
5 4 3 5 4 3 3
2 0 0 1 2 0
C1/2 1 Vol Vol VU2 Va2U3 Votly VoUs VoUg 1
4 3 5 4 3 3 5
Y 1 2 0 0 1 2
C 3 0 V3l V3l V3U v3us V3Uyg VolUs VoUg 0
3 5 4 3 3 5 4
c’ 9 0 1 2 0 0 1 9
4 V4o V44U V4l Vqug Vqtbg Vos VoUe
5 4 3 3 5 4 3
2
o1 0 1 2 0 | 0 )
< VU VsU1 VsU2 VU3 V5Uyg VsUs VsUg
4 3 3 5 4 3 b)
C/6 0 1 2 0 _ 1 : 2 0 / 0
VeUo VU1 VU2 VU3 VeUsg VelUs VeUg
3 3 5 4 3 5 4
C’7 X C7

Fonte: Autoria préopria

Dados os argumentos e exemplos apresentados nas Figuras [33|e[34] propomos a Con-

jecturall]

Conjectura 1. Se C,,, x C,, tem 'm = n > 5, impares, entdo rc(C,, x C,,) = |m/2] + [n/2].
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4 CONCLUSAO

Com relagdo ao r¢(G), sendo G o grafo resultante do produto cartesiano de dois grafos,
o Quadro|I]apresenta um resumo de resultados ja conhecidos e apresentados neste trabalho para

o produto cartesiano que envolvem caminhos, ciclos e grafos completos.

Quadro 1 — Resultados conhecidos sobre o nimero de conexio arco-iris do produto cartesiano entre entre

dois grafos G e H
G H rc(G X H) AUTORIA
Poom>2 Pon>2 2 (CHARTRAND et al.,2008) e
(LT; SUNL[2010)
CHARTRAND et al., 2008
Cm,m > 4, m par P,,n>2 =m/2+n-1 ( “a ) e

(LI; SUN, 2010)
Cpn, m > 3, m impar P,,n>2 =|m/2]+n-1 Presente trabalho.
(CHARTRAND et al., 2008) e

Cp,m=3 C,,n=3 =2

(LI; SUN, 2010)
Cpm», m > 3, m impar Cp,n > 3, n par =(m—1)/2+4n/2 | Presente trabalho.
Cpn, m > 3, m impar Cp,n > 3,nimpar | < (m+n)/2 Presente trabalho.
Cp, m > 5, m impar K,,n>3 =|m/2]+1 Presente trabalho.

Fonte: Autoria préopria

Embora P, X P,, n > 2 seja uma familia de grafos arco-iris criticos resultantes do
produto cartesiano de dois caminhos, provamos que o produto cartesiano FP,, X P, ndo € arco-
iris critico quando m > n > 2 e o grafo ndo é um C);. Observe que este resultado contrapde o
resultado apresentado por |Rao e Murali (2014). Os autores observaram que existe uma aresta e
nos grafos P, x P, e C,, X P, cuja remogao faz com que nio exista caminho arco-iris entre os
vértices desta aresta e concluiram erroneamente que tais grafos sao arco-iris criticos. O erro esta
em considerar apenas a coloragdo dada nos Teoremas [3|e 4| para chegar a esta conclusdo. A li¢do
€ que para provar que um grafo G € arco-iris critico € preciso mostrar que nao existe nenhuma
colorag@o arco-iris para o grafo G — e com r¢(G) cores. Em outras palavras, para mostrar que
G ¢ arco-iris critico ndo € suficiente provar que a mesma coloragdo arco-iris apresentada para
G nio € arco-fris em G — e. Apresentamos uma coloragdo arco-iris diferente para os mesmos
grafos na qual a remog¢do de uma aresta especifica ndo aumenta o nimero de conexdo arco-iris

e que, portanto, tais grafos ndo sdo arco-iris criticos, de acordo com a Defini¢ao I}

4.1 TRABALHOS FUTUROS

Para trabalhos futuros, sugere-se determinar o nimero de conexao arco-iris quando um
dos grafos do produto cartesiano t€ém didmetro menor que seu nimero de conexao arco-iris. Me-
lhorar o limitante superior conhecido para esses casos € por si s6 uma questao interessante. Por

exemplo, pode-se investigar essa questdo considerando-se os produtos cartesianos entre ciclos



fmpares e quaisquer grafos. Um possivel resultado desse estudo € a prova da Conjecturall}
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