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RESUMO

O objetivo deste trabalho é realizar um estudo sobre sequéncias e séries
de funcoes, no qual sao analisados os principais tipos de convergencia.
Demonstra-se também, o seguinte teorema devido a Arzela-Ascoli: Dada
{fn}nen, sequéncia de fungdes equicontinuas e uniformemente limitadas,
definidas em [a, b], existe uma subsequéncia que converge uniformemente.
Além disso, sera abordada uma aplicacao do teorema anterior, que reside
no Calculo das Variacoes.

Palavras-chave: Sequéncias de funcoes, Convergéncia uniforme,
Equicontinuidade, Teorema de Arzela-Ascoli.



ABSTRACT

The aim of this paper is to conduct a study about sequences and series of
functions, in which the main types of convergence are analyzed. It is also
proved the following theorem due to Arzela-Ascoli: Given {f,},, equiconti-
nuous and uniformly bounded sequence of functions, defined on [a, b], there
is a subsequence which converges uniformly. In addition, an application of
the previous theorem, which lies in the Calculus of Variations will be also
addressed.

Keywords: Sequences of functions, Uniform convergence, Equi-
continuity, Arzela-Ascoli theorem.
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LISTA DE SIMBOLOS

S, Soma parcial.

[z] Parte inteira de x.

F Familia de funcoes.

F. Familia de funcoes continuas.

fn Sequéncia de funcoes.
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1 INTRODUCAO

Até a metade do século XVII, o desenvolvimento da andlise de sequéncias
e séries numéricas demonstrou-se bastante satisfatorio, devido a contribuicao de ma-
teméaticos como James Gregory, Isaac Newton, Gottfried Wilhelm Leibniz, Jacques Ber-
noulli, Brook Taylor, entre outros. A partir de entdo, a comunidade matemaética foi
motivada a mudar a natureza da pesquisa, passando de cédlculos praticos para fundamen-
tos mais tedricos sobre as ideias de limite e convergéncia de sequéncias e séries (BARONI
R. L. S.; OTERO-GARCIA, 2014).

Ao longo da formacao no curso de Licenciatura em Matematica, estudam-se
nas sequéncias e séries de numeros reais, as defini¢oes, exemplos, os tipos e critérios
de convergéncia, sendo que um dos principais resultados vistos na disciplina de Analise
Matematica I é o Teorema de Bolzano-Weierstrass, o qual garante que para qualquer
sequéncia limitada de nimeros reais, pode-se extrair uma subsequéncia convergente (FI-
GUEIREDO, 2011). Com o intuito de aprofundar os conhecimentos sobre o tema, consi-
derar-se-ao as sequéncias e séries cujos termos sao fungoes, fi, fa,..., fn,..., “cada uma
das quais cumpre as condigoes exigidas, em determinados problemas, apenas aproxima-
damente, porém com aproximagoes cada vez menores” (LIMA, 1993). Intuitivamente, o
limite dessa sequéncia de fungoes atendera as condigoes inicialmente impostas.

Nesse contexto, o objetivo deste trabalho é conhecer as sequéncias e séries de
fungoes e como ocorre a convergéncia nesses casos, bem como relacionar os resultados
de sequéncias e séries numéricas com os resultados de sequéncias e séries de fungoes.
Desse modo, a pesquisa tem como problema “Sob quais condigoes as sequéncias e séries
de fungoes convergem? Quais seus principais tipos de convergéncia? FExiste resultado

analogo ao Teorema de Bolzano-Weierstrass para sequéncia de funcoes?”.



2 SEQUENCIAS DE FUNCOES

Nesta secdo, apresentar-se-ao algumas definicoes' que foram estudadas e que
dao subsideo para a compreensao do Teorema de Arzela-Ascoli. No que segue, X serd um

subconjunto dos nimeros reais.

Definicao 2.1 Uma sequéncia de fungoes f, : X — R € uma correspondéncia que associa

a cada numero natural n € N*, uma funcgao f,, definida em X e tomando valores reais.

Definicao 2.2 Uma sequéncia f, : X — R de fun¢oes converge simplesmente para uma
fungio f: X — R, se dado € > 0, para cada v € X, existir ng = ng(x,€), com ng € N,
tal que, se n > ng = |fu(x) — f(x)] <e.

Exemplo 2.3 A sequéncia de funcoes f, : X — R, tal que f,(z) = f’ converge simples-
n
mente para f(z) = 0.

De fato, note que, para todo € > 0 e todo = € R,

|fn<x>—f(a:>|=)§\<e;»’%'<e;»n>@.

Desse modo, tomando ng >

x N . ..
u], a convergéncia simples ocorre, onde [z] significa a
€

parte inteira de x.

Figura 2.1: Sequéncia de funcgoes do Exemplo 2.3
Fonte: Autora, 2016.

10 contetido deste trabalho foi baseado e inspirado nos livros que constam nas referéncias bibliograficas.
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Observando o grafico da Figura 2.1, pode-se perceber que, conforme o n au-
menta, as fungdes aproximam-se cada vez mais da func¢ao f(z) = 0. Observe também que
a distancia das f,, para cada x, em relacao a f, é discrepante. Isso ocorre pois, para cada
x, existe um e dependendendo do ponto, caracteristica principal da convergéncia simples.
Exemplo 2.4 A sequéncia de fungoes f, : [0,1] = R (Figura 2.2), dada por f,(x) = x™,

converge simplesmente para

0, 0<zr<1
1, z=1

fx) =

De fato, considerando 0 < x < 1, para todo € > 0, note que

log €

|x"|<e:>x”<e:>logx"<loge:>nlogx<loge:>n>1 :
ogw

log €
log x

Logo, basta tomar ng > [ ] Com z = 1, tem-se que, para todo ¢ > 0 e

para todo n € N,
2" =1 <e=1"—1|=0<e.

Desse modo, tem-se a convergéncia simples da f,, para a f.

0.9F

0.8

0.7f

0.6

0.5F

0.4

0.3f

0.2}

0.1f

Figura 2.2: Sequéncia de funcoes do Exemplo 2.4
Fonte: Autora, 2016.

Definicao 2.5 Uma sequéncia f,, : X — R de fungoes converge uniformemente para uma
funcao f: X — R, se dado € > 0, para todo x € X, existir ny (que depende de €), com
no € N, tal que, se n > ny = |fu(x) — f(z)| <e.

Afirmacgao 2.6 A sequéncia de fungoes f,(x) = nxe ™" (Figura 2.3), definidas em [0, 1],

converge simplesmente para f(x) =0 em [0, 1], mas a convergéncia nao € uniforme.
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Demonstracao:
Observe que, se x = 0, a convergéncia é trivial. Agora, se 0 < z < 1, note que,
para todo € > 0, Z% — 0 quando n — oo, isso significa que existe ng € N, tal que, para

todo n > ng, nre ™™ < e.

0.4

0.35
0.3

0.25}

0.2H

0.15

0.1

0.05f

0 ) !
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 2.3: Sequéncia de funcgoes da Afirmacao 2.5
Fonte: Autora, 2016.

Desse modo, para mostrar que a convergéncia da sequéncia de fungoes da
Afirmagao 2.5 nao é uniforme, utilizar-se-a4 a nocao de distancia entre duas fungoes no
espago métrico formado por fungdes continuas no intervalo [a, b].

Primeiramente, tem-se que um espago métrico é um par (M, d), onde M é um
conjunto nao-vazio e d é uma métrica em M. Além disso, uma métrica num conjunto M
é uma funcao d : M x M — R, que associa cada par ordenado de elementos z,y € M um
numero real d(z,y), chamado a distancia de = a y, que cumprem as seguintes condigoes
(LIMA, 2015):

e d(z,x) = 0;
e Se x # y entao d(z,y) > 0;

e d(z,y) =d(y,x);

o d(v,z) < d(z,y) +d(y, 2);

Nesse caso, utilizaremos a convergéncia uniforme a partir da convergéncia na

distancia entre duas fungoes. Essa métrica é definida por p(f,g) = m[a>§] |f(z) — g(x)].
z€|a,

"¢ continua em um compacto, esse maximo existe.

Como f,(z) = nxe”
Assim, estudando a convergéncia uniforme por meio desse espaco métrico, tem-
se que f,, — f uniformemente se, dado € > 0, existe ng, que depende apenas de ¢, tal que

para todo n € N* com n > ng, tem-se p(f,, f) < €.
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Como é preciso mostrar que a convergéncia nao ¢ uniforme, basta negar essa

afirmacao, resultando, existe um ¢ > 0, tal que para todo ng, com n > ng, ocorre

max |f, (@) = f(2)] = e

Agora, basta encontrar o maximo da f,, ja que f(z) = 0 para todo x € [a, b].

Desse modo, note que

fo(@) = (nxe ™) = ne ™ — n*re ™ = ne (1 — nx).

Igualando a zero, com base no teste da primeira derivada, obtém-se

1
ne ™(l—nzx)=0=(1—-nzx)=0=2=—.

S

Aplicando = = % na funcao,

) ()t

Logo, basta tomar € < —.
e

Exemplo 2.7 A sequéncia de fungoes f, : [0,1] — R, tal que f,(x) = L (Figura 2.4),
n

converge uniformemente para f(x) = 0.

Isso ocorre pois, no caso dessa sequéncia de fungoes, considerando um intervalo

c
do tipo [—¢, ¢] com ¢ > 0, tem-se que, para todo € > 0, existe ng > [—} para cada x € R
€
x c
fixado, tal que n > ny = |fu(z) — f(z)] = |-] < — < = = e. Em particular, para o
n n

ol O

intervalo [0, 1].

1

0.9F

0.8}

0.7f

0.6

05}
0.4t 8
03} ]
0.2t

0.1r

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 2.4: Sequéncia de funcoes do Exemplo 2.7
Fonte: Autora, 2016.

E interessante realizar uma comparacao entre as sequéncias de fungoes da

Figura 2.1 e da Figura 2.4, visto que trata-se da mesma sequéncia de funcgoes, porém
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definidas em subconjuntos diferentes, a primeira, definida em R e a segunda, no intervalo
[0, 1]. E possivel observar que, quando definida em toda a reta real, a distancia entre as
fn e a f aumenta conforme r aumenta, necessitando de um ny que dependa do ponto. J&
no segundo caso, é possivel encontrar um ngy que independa de z, mas apenas do intervalo
tomado (constante), o que ocasiona a convergéncia uniforme.

2

xz .
5 (Figura

Afirmacgao 2.8 A sequéncia de fungoes f, : R — R, tal que f,(x) = T a2
nx

2.5), converge uniformemente para a func¢ao f(x) = 0.

0.9r H
0.8f s H
0.7f M

061 fso

0.5F

0.3f 1

0.2}

0.1f

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 2.5: Sequéncia de funcgoes da Afirmacao 2.8
Fonte: Autora, 2016.

De fato, para todo € > 0, existe ng = ng(¢), tal que

172

:>—
1 4+ na?

LL‘Q

— <
14+ nz? ¢

n>n0:>‘ <e.

E trivial que
2

T 1 9 9
— < —=nr'<l+nzxz=1>0.
14+nz?2 n

Logo,
x? 1 1
n>nygy= ——F<—<e=>n>-—-.
l+nz? n €
Desse modo, basta tomar
1
ng > |:—:| .
€

sen(nz)

vn

Afirmagao 2.9 A sequéncia de fungoes < > (Figura 2.6), definida em [0, 7] con-

verge uniformemente.

Para encontrar a funcao f, note que:
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0.8} _ ¢ H
0.6f 5 H

0.4 —fy H

W/\”\/\MW s
_O_ZUwUuU\vUVU -

-0. I I I I L L
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5

Figura 2.6: Sequéncia de fungoes da Afirmacao 2.9
Fonte: Autora, 2016.

i () =0

1
pois |sen(nz)| < 1, para z € [0,7] e — — 0.

N

Com efeito, a sequéncia f,(x) = sen(nz)

converge uniformemente para f(z) =

0, pois, dado € > 0,para todo z € [0, 7|, existe ng = ng(€), tal que

|sen(nx)|

1
< —=<
N

sen(nx)

NG

n > ngyg =

Logo, basta tomar ny >

1
Vel
- N . 1 1 1
Afirmacao 2.10 A sequéncia de fungoes f, : (0,1] = R, tal que f,(z) = —+—sen | — |,
r on na
1

converge uniformemente para a fungao f(x) = —.
x

Para que haja a convergéncia uniforme é necesséario que exista ng dependendo

apenas de €, de modo que, para todo € > 0,

K| —
A
(@)

1 1 (1)
n>ny=|—+-—-sen|— 1| —
r n nx

o ()| =3
—sen | — || = —
n nx n

=
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Como

1
sen (—)' <1, entao
ne

1
n>ng— —
n

(el
sen | — < —<e
nx n

1 1 1 1 1
—}, fo(z) = =4+ —sen <—> converge uniformemente para f(z) =
€ x

Assim, para ng > —.
n nx x

Observacao: E evidente que, se f, converge uniformemente para f, entao f, converge
simplesmente para f. Porém, a reciproca é falsa, tendo como exemplo a Afirmacao 2.5.

O exemplo a seguir, retrata a contrapositiva dessa observacao.

Exemplo 2.11 A sequéncia de funcoes f, : [0,2n] — R, em que f,(x) = cos(nz) (Figura

2.7) nao converge simplesmente para fun¢ao alguma.

De fato, tomando, por exemplo x = 7, a f,(7) = cos(nm) = (—1)" ndo possui
limite. Logo, como nao existe limite para todo x no intervalo [0, 27], f, nao converge

simplesmente, e consequentemente, nao ha a convergéncia uniforme.

1

0.8

0.6

0.4n

0.2

Figura 2.7: Sequéncia de fungoes do Exemplo 2.11
Fonte: Autora, 2016.

Outra maneira de verificar a convergéncia uniforme é adotar o Critério de
Cauchy para sequéncias de fungdes (Teorema 2.13). Para sua demonstracao utilizar-se-a

o seguinte lema:
Lema 2.12 Toda sequéncia de Cauchy de nimeros reais é convergente.

Teorema 2.13 (Critério de Cauchy) Uma sequéncia f, de fungoes definidas em X
converge uniformemente para uma funcao f se, e somente se, dado € > 0, existir ng € N

tal que |fo(x) — fu(x)| <€, para todo x € X e todos n,m > ny.
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Demonstracao:

Supoe-se que f, : X — R converge uniformemente em X. Assim, dado € > 0,

para todo x € X, existe ng € N, tal que

n>mng=|fulr) — f(x)| <

| DN

m > ng = |fm(x) — f(2)] <

Portanto, para n,m > ng

() = fn ()] = |fu(x) = f(2) + [(2) = fm ()]
< [fale) = f(@)] + [f(2) = fm()]
< [fole) = f(@)[ + [fm(2) = f(2)]

<-4+ =-==

€
22
Entao, n,m > ng = |fu(x) — f(x)] <, isto é, f,, é uma sequéncia de Cauchy.

Se a sequéncia de fungoes f, : X € R é de Cauchy, entao para cada z, os
nimeros f,(x), com n € N, formam uma sequéncia de Cauchy de niimeros reais.

Como toda sequéncia de Cauchy é convergente, suponha que f, — f, em que
f: X — R, tal que

m,n > ng = |fm(x) — fu(z)| <€, para todo z € X.

Fixando n > ng e x € X, como f,,(x) — f(x) quando m — oo, tem-se que,
para todo z € X

n>ng = [f(x) = ful2)] <e

ou seja, f, converge uniformemente para f.
Em outras palavras, uma sequéncia de fungoes que converge uniformemente é

uma sequencia de Cauchy, e se a sequéncia de fungoes for de Cauchy, converge uniforme-
mente.

Utilizando os resultados obtidos até agora, é possivel mostrar que a con-
vergéncia uniforme possibilita a inversao da ordem de limites repetidos, como mostra

o Teorema 2.14.

Teorema 2.14 Seja a um ponto de acumulacdo do subconjunto X. Se a sequéncia de
fungoes f, : X — R converge uniformemente para f: X — R e, para cada n € N, eziste

L, = lim f,(z), entao
Tr—a

1. Existe L = lim L,;

n—oo
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2. Tem-se L = lim f(x).

T—a

Demonstracao:
1. Dado € > 0, como f, converge uniformemente para f, entao, pelo Critério de Cauchy

(Teorema 2.13), existe ng € N, tal que, para todo x € X,
€
m,n > ng = |fm(x) — fu(z)] < 3

Agora, sejam m,n > ng e L, = lim f,(x). Desse modo, pode-se tomar x € X, de forma
n—a

que
€
[fn(2) = Ln| < 5

Ful@) = Lal < 5.

Entao, para m,n > ng, tem-se
| L — Lu| = |Lm — fiu(x) + fin(z) = ful®) + fulz) — Ly

€ € €
< L )|+ 1) = Ful@)| 4 1) — Ll < S+ 54 S =e
Logo, |L,, — L,| < €, ou seja, L, é uma sequéncia de Cauchy e converge uniformemente
para L. Assim, lim L, = L.

n—oo

2. Sendo assim, dado € > 0, existe ng € N, tal que, para todo x € X

n>nO:>|L—Ln|<E

3
e
€
n>mno = |falz) = flz)l < 3.
Agora, com n > ng, como lim f,,(x) = L,, por definigao de limite, existe § > 0,

T—a

tal que para z € X,
0<|x—a|<5:>|fn($)—Ln|<§.
Desse modo,
|f(x) = L = [f(z) = fa(®) + fu(®) = Ln + Ln, — L
€ € €

Logo, se |f(x)—L| < e quando n > ng, entdo L = lim f(x). O que conclui a demonstragao
Tr—a

do teorema.
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Isto é, afirmar o Teorema 2.14 significa dar validade a propriedade de que

lim [lim f,(z)] = lim[lim f,(z)],

n—,oo r—a r—a N—0o0
desde que existam os dois limites dentro dos colchetes, sendo o segundo deles uniforme.

Exemplo 2.15 Seja a sequéncia de fung¢oes do Exemplo 2.4, fn(x) = ", em que f(x) =0
se0<zx <l ef(r)=1sex=1.

Neste caso, o Teorema 2.14 nao é valido, pois

lim[lim 2"] = lim 0 = 0,
z—1 n—oo z—1

mas,

lim [lim 2"] = lim 1 = 1.
n—oo r—1 n— 00

Desse modo, isso ocorre pois, como vimos, a convergéncia da sequéncia f,, para f é simples

e nao uniforme.

Além disso, vimos no Exemplo 2.4, que uma sequéncia de fungoes continuas
pode convergir simplesmente para uma funcao nao continua. O teorema a seguir nos

fornecera o resultado de que essa situacao nao ocorre quando a convergéncia é uniforme.

Teorema 2.16 Seja f, uma sequéncia de funcoes continuas, definidas em um intervalo

I, que converge uniformemente, e seja [ seu limite. Entao f é um funcgao continua.

Demonstracao: Provar-se-a que f é continua em um ponto y € I. Como f,, — f, entao

para todo x € I,dado € > 0, toma-se ny € N tal que

€
o) = S@)] < &
Pela continuidade de f,,(x) tem-se que existe 6 > 0, tal que, se z € I,
€
|I - yl <= |fno(x) - fno(y)‘ < g

Agora, como

[f (@) = fW)| = 1F (@) = fro(2) + fno () = fro(y) + fro(y) — (W)

< ’f(l‘) - fno(x)| + ’fno(x) - fno(y)‘ + ‘f?m(y) - f(y)‘

€ € €
§§+§+§:€, para todo z,y € I com |x — y| < 4,

o que prova a continuidade de f em y.
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l,n

Exemplo 2.17 A sequéncia de fungoes f, : [0,00) = R, tal que f,(x) = 1320 (Figura
xn
2.8) converge para a fungdo

0, 0<z<1
flx) =43, z=1
1, z>1

Como f é descontinua, pela contrapositiva do Teorema 2.16, tem-se que a convergéncia

nao ¢é uniforme.

0.9F

0.7F H

0.6f fio 1

0.5r 4

0.4 1

0.2f 1

0.1f 1

Figura 2.8: Sequéncia de funcgoes do Exemplo 2.17
Fonte: Autora, 2016.

A conclusao do Teorema 2.16 é que se f nao é continua, entdao a convergéncia

nao é uniforme. Porém se f é continua, a convergéncia pode ser uniforme ou nao.

Exemplo 2.18 A sequéncia de funcoes

nr — 1, nt<z<2n!
fol®) =9 —nz+3, 2n ' <z <3n!
0, x nos demais pontos de [0, 1].

converge simplesmente para a fungao f(x) = 0.

Neste caso a funcao f é continua, mas a convergéncia nao é uniforme.

O teorema a seguir fornece um resultado em que ha a garantia de que, se a
f for continua, entao a convergéncia é uniforme, bastando acrescentar a condi¢ao de que
as funcoes da sequéncia sejam mondtonas e estejam definidas em um intervalo fechado e

limitado. Para sua demonstracao, sera necessario a utilizacao do Lema 2.19, a seguir.
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Lema 2.19 Seja f : I — R uma funcao continua e I intervalo. Suponha que, para um
ponto y € I, se tenha f(y) < c. Entao, exsite um € > 0 tal que f(z) < ¢ para todo x € I
tal que |x — y| <e.

Teorema 2.20 (Dini) Seja f, uma sequéncia de fungoes continuas em um intervalo
fechado e limitado 1. Se f, for mondtona e convergir simplesmente para uma func¢ao

continua f, entao a convergéncia é uniforme.

Demonstracao: Considerar-se-a o caso em que f, é nao-decrescente.
Por hipétese, f, converge simplesmente para f. Entao, dado € > 0, para cada

x € I, existe n(z) tal que

Pela continuidade da f,(), tem-se para todo € > 0, existe 6;(x), tal que para

todo y € I,
€
3

Pela continuidade da f(z), tem-se para todo € > 0, existe da(x), tal que

€
[ =yl < &a(2) = [f(2) = fly)l < 5.
Seja d(z) = min{d;(x),d2(x)}. Desse modo, utilizando a desigualdade trian-

gular,

|f(y) - fn(a:)(y)| = |f(y) - f(%) + f((ﬂ) - fn(x)(x) + fn(x)(x) - fn(:c)|

<|f) = f@)]+1f(@) = faw (@) + | fa@) (@) = fa)
€ € €
< 3 + 3 + 3 =54

para cada y € I com |z — y| < d(z).

Agora considere a cobertura do intervalo fechado I, dada pelos intervalos aber-
tos I, ={yel:|y—zl <i)}.

Por hipétese, I é compacto, logo ¢é possivel extrair uma subcobertura finita de
I,. Portanto, escolhe-se I, ..., Iy,, ..., Iz, , v € I, que cubram I.

Seja ng = max{n(r1),...,n(r,)}. Agora, dado x € I arbitrdrio, » € I,,, para

algum z;. Entao, pela monotonicidade de f,, isto é f,, < f,y1 = 0 < f — f,,, tem-se

f(@) = fulz) < f(2) = fa@)(7) <e€, paratodox € en > ng.

Logo, 0 < f(x) — fu(x) <€, isto é, f, converge uniformemente para f.
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Exemplo 2.21 A sucessao de fungoes f,(z) = (Figura 2.9) converge uniforme-

14+ nzx
mente para f(x) = x no intervalo [0, 1].

1

0.9F

0.8

0.7f

0.6

0.5F

0.4

0.3

0.2}

0.1}

0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 2.9: Sequéncia de fungoes do Exemplo 2.21
Fonte: Autora, 2016.

A sequeéncia de fungoes f,, é monotona:

De fato, observe que

na? (n+1)z?
l+nr ~— 1+ (n+ Dz

na? 14+ nx

= <
(n+ 122~ 1+ (n+ 1

n 1+nz
= < .
n+1 l+nr+=zx

Assim, n + n?z +nx < n+n’zx + 14 nzx, logo 0 < 1.

E ainda, basta observar que

nx?

lim

=z, para todo x € (0,1].

Logo, pelo Teorema de Dini, f,, converge uniformemente para x.

21
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3 SERIES DE FUNCOES

Antes de se iniciar o estudo sobre as séries de funcoes, é necessario retomar
a definigdo e o critério de convergéncia de séries numéricas, visto que algumas nocoes
serao utilizadas. Sendo assim, foram utilizados os materiais que constam nas referéncias
bibliograficas desse trabalho, como Analise I, de Djairo Figueiredo e Curso de Anélise, de

Elon Lages Lima.

oo

Defini¢ao 3.1 A expressao Y. a, = a1 + as + ... é chamada de série numérica, em que
n=1

0s termos a,, sao numeros reais dados.

Para as séries numéricas vale o seguinte teorema:

o
Teorema 3.2 A séie Y a, converge se, e somente se, dado € > 0, existir ng (que pode
n=1

m
depender de €) tal que | > a;| < € para todos m > n > ny.
j=n
Definicao 3.3 Seja f, um sequéncia de funcoes f, : X — R, definidas em um subcon-

junto X de R. E dado o nome de série de funcoes a soma dos infinitos termos dessa

sequéncia. Em simbolos, > fo=fi+ fo+ ..t fu+ ...

n=1

o0
Para cada x € X, tem-se a série numérica ) f,(z), fazendo com que a con-
n=1
vergéncia da séries seja estudada por meio das somas parciais

Sp(z) = Z fi(x).

o

Definicao 3.4 A série Y f, converge simplesmente se a sequéncia Sy,(x) (numérica)
n=1

das reduzidas converge simplesmente.

oo

Definicao 3.5 A série Y f, converge uniformemente se a sequéncia S,(x) (numérica)
n=1

das reduzidas converge uniformemente.

(o]
Proposicao 3.6 A série > f, converge simplesmente se, e somente se, dados € > 0 e
n=1

m
r € X, existir ng = no(x,€), tal que | > fi(x)| <€, para todos m > n > ny.
j=n
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Demonstracao:

Se a série converge simplesmente, entao, por definigdo, a sequéncia S, (z) das
reduzidas converge simplesmente. Logo, pelo Teorema 3.2, tem-se que, dado € > 0, existe
no € N tal que

m>n>ng = |Syu(r) — Sh-1(z)] < e

Por outro lado,

= [fu(z) + ... + f(@)| = |Sm(z) — Sp—1(2)| <€

ij(l’)

Desse modo, dado € > 0, para x € X, tem-se

> filx)

j=n

m>n>ng = < €.

Reciprocamente, dado € > 0 e o x ja definido, existe nyg € N tal que,

m
m>mn>ny= Zf](x) < e
j=n

Agora, tem-se que

|Sm () = Sna(2)] = [ ful@) + .. + frn(2)| = <e

ij(x)

Logo, pelo Teorema 3.2, as reduzidas convergem uniformemente e por de-
o

finigao, a série Y f,(x) também converge simplesmente.
n=1

o0
Proposicao 3.7 A série Y f, converge uniformemente se, e somente se, dados ¢ > 0,
n=1

ezistir ng = ng(€), tal que | > fi(z)| <€, para todo x € X e todos m > n > ny.
j=n

Demonstracao:
Se a série converge uniformemente, entdo, por definigdo, a sequéncia S,(x)
das reduzidas converge uniformemente. Logo, pelo Critério de Cauchy para sequéncias

(Teorema 2.14), tem-se que, dado € > 0, existe ng = ny(e), tal que

m>n>ng = |Su(r) — Sh-1(z)] < e
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Por outro lado,

= [fo(@) + . + ful@)| = [Sm(z) — Spa(2)] < e

ij(x)

Desse modo, dado € > 0, para todo x € X, tem-se

> filx)

j=n

m>n > ng= < €.

Agora, por hipétese, dado € > 0, existe ng = ng(e) tal que,

m
m>n>ng= Zf](:c) < €.
j=n

Entao, tem-se que

1S () = Snt| = [fa(2) + oo+ fonl@)] = <e

ij(f)

Logo, pelo Critério de Cauchy, as reduzidas convergem uniformemente e por

o)
definicao, a série ) f,(z) também converge uniformemente.
n=1

Definicao 3.8 A série > f, converge absolutamente se a série Y |f,| convergir.

Observagao: Se a série Y |f,| converge simplesmente/uniformemente, a série > f,

também converge simplesmente/uniformemente.

Um importante resultado é o Teste M. de Weierstrass, que fornece uma condicao
suficiente para convergéncia absoluta e uniforme. Para demonstra-lo, é necesséario o se-

guinte corolario.

Corolario 3.8.1 Sejam ) a, e > b, séries de termos ndo-negativos. Se existem ¢ > 0
e ng € N tais que a,, < ¢+ b, para todo n > ny entao a convergéncia de »_ b, implica a

convergéncia de Y a,, enquanto que a divergéncia de ) a, acarreta a de ) by,.

Teorema 3.9 Seja Y f, uma série de fungoes f, : X — R definidas em um subconjunto
n=1

X de R. Suponha que |f,(x)| < M, para todo x € X, e que Y M, < oo. Entdo, > fn

n=1 n=1
converge uniformemente e absolutamente.

Demonstracao:
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o0

Por hipétese, a série Y M, é convergente. Logo, pelo teste da comparagao
n=1
(coroldrio anterior), para cada z € X, tem-se que |f,(z)| < M, implica na convergéncia

e 3 | fula).

Como > |fn(x)| converge, entao > f,(z) converge absolutamente. Suponha
n=1 n=1

o0

que a série convirja para f(x). Como > M, é convergente, segue do Teorema do Critério
n=1

de Cauchy para séries que dado € > 0, existe nyg € N, tal que

oo
n>ng = Z M; <.

j=n+1

Desse modo, para todo z € X,

n>ny = f: fix)| < i M; <,

o que prova a uniformidade da convergéncia e conclui a demonstragao do teorema.

o
Exemplo 3.10 A série Y z"e ™ converge uniformemente em 0 < x < oo.
n=1

De fato, tem-se que

—nz n_—nx Ina™

z"e =z"e =e e

—nx

_ e—n:p—l—nlnx _ e—n(m—lnx)

Y

mas e~ ") < ¢7" pois a funcdo g(z) = r—Inx atinge seu minimo em x = 1. Tomando
o0
_  _n 4o _n . 1 ~ ;- n —
M, = e™" e observando que a série ) | e™" converge, ja que ¢ < 1, entao a série 21 z"e
n—=

nT

converge uniformemente em x > 0, pelo Teste M. de Weierstrass.

- , & 1 .
Aﬁrma(;ao 3.11 A série Z T converge absolutamente e umformemente em R.
n=11

12

. _ ) 1
Com efeito, perceba que a série numérica g — ¢ convergente. Observe
n

1 <1 oo
m ﬁ,pOIS.’E > 0.

também que <
Sendo assim, pelo Teste M. de Weierstrass, a série converge absolutamente e

uniformemente em R.

Coroldrio 3.11.1 Seja a um ponto de acumulagio de X. Se a série > f, converge
uniformemente para f em X e, para cada n € N, existe L, = lim f,(x), entao »_ L, €
r—a
uma série convergente e Y L, = lim f(z).
Tr—a

n

Demonstracao:
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De fato, se ) f,, converge uniformemente, entao a sequéncia S, de suas parciais

também converge uniformemente. Além disso, por hipétese, existe L, = lim f,(x) para
T—a

cada n € N, desse modo, existe lim fl( )+ ..+ hm folz Z hm fi(z) = lim S, (x).
r—a

Assim, se S, é uniformemente convergente e ex1ste hm Sn(x), aplica-se o Teo-

rema 2.13 de imediato, produzindo o resultado desse corolarlo.

Corolario 3.11.2 Uma série convergente de fungoes continuas nao-negativas num con-
jgunto fechado e limitado € uniformemente convergente se, e somente se, a soma € uma

fun¢do continua nesse conjunto.

Demonstracao:

Seja X um conjunto compacto. Tomando as reduzidas S,, = f1 + ... + f,, tem-
se um sequéncia S,, dessas reduzidas, continuas e definidas em X. Pelo Teorema 2.16,
se uma sequéncia de fungoes continuas é uniformemente convergente, entao, seu limite é
uma func¢ao continua. Logo, como o limite de S,, ¢ uma fun¢ao continua, a soma da série

também é continua.

Por outro lado, como as f, sao nao-negativas, continuas e a sequéncia de
funcoes converge para uma fungao continua, tem-se, pelo Teorema 2.20, que a convergéncia
é uniforme. Logo, a série converge uniformemente.

0 2

Exemplo 3.12 A série de funcoes nao-negativas Z —(1f 2
)"
n=0

mente em um compacto que possua zero como ponto de acumulagao.

nao converge uniforme-

Lembrando que, uma série geométrica converge se a razao ¢ menor do que

um. Assim, observa-se que, se x > 0, entdao a razao r = < 1, convergindo para

a 1+ a2
1 , - - , . .
§= 7 , em que a; é o primeiro termo da sequéncia e r é a razao. Assim, para x > 0,
-r
a, x?
a série E 5~ converge para f(r) = = — =1+ 22
=7 1-s

Observe que, para x = 0, a série converge para f(x) = 0.

Desse modo, a convergéncia da série é dada pela funcao

0, z=0
1+ a2, >0

22
nao converge uniformemente, pois trata-se de

De fato, a série Z ﬁ
z

uma série geométrica:
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0 2

x _ 5 — _ 5 — 1 "
I R MR M (el

n= n=
Nesse contexto, de acordo com o Corolario 3, se a soma nao é continua, a
convergeéncia nao ¢ uniforme. Logo, para qualquer compacto que possuir o zero como

ponto de acumulagao, a convergéncia da série nao sera uniforme.

Corolario 3.12.1 Se as funcoes f, : X — R sao continuas e, para todo v € X,
Yolfu(x)] = f(x), onde f : X — R € continua, entdo a série Y f, converge unifor-

memente em X fechado e limitado.

Demonstracao:

Com efeito, pelo Corolario 3.11.2, sejam f,, : X — R continuas, nao-negativas
e a soma da série f : X — R continua, entdo »_ |f,| converge uniformemente. Por
definigdo de convergéncia absoluta, se Y |f,| converge uniformemente em X compacto,

> fn também converge uniformemente em X.
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4 TEOREMA DE ARZELA-ASCOLI

Os resultados desta segao foram possibilitados por meio do conteido contido
nos materiais referenciados ao final desse trabalho, os quais foram imprencindiveis no
desenvolvimento da compreensao do teorema que da origem ao nome desta secao.

Tratando-se de sequéncias numéricas, temos o Teorema de Bolzano-Weierstrass,
cujo enunciado é “Toda sequéncia limitada de niimeros reais possui uma subsequéncia con-
vergente”. Analisando essa situagao para as sequéncias de fungoes, é correto afirmar que,
toda sequéncia de fungoes continuas definidas em um intervalo [a,b] e uniformemente li-
mitadas, possui uma subsequéncia que convergente uniformemente? Antes de responder

essa pergunta, é necessaria a definicao a seguir.

Definicao 4.1 Uma familia F de funcgoes é dita uniformemente limitada se existe um

numero real M > 0, tal que |f(z)| < M, para todo x € X.

Desse modo, o seguinte contraexemplo mostra que a resposta do questiona-

mento feito é negativa.

Exemplo 4.2 Seja f,(z) = 2"(1 —2™), uma sequéncia de funcoes definidas no intervalo
[0, 1], continuas e uniformemente limitadas, isto €, 0 < f,(x) < %1, para todon € N e todo

x no intervalo [0, 1].

Se existisse uma subsequéncia, ela deveria tender uniformemente para zero,

0 que nao ocorre, pois em toda f,, algum ponto do intervalo [0,1] assume o valor iv
fazendo com que a convergéncia nao seja uniforme. Sendo assim, é necessario atribuir

outra hipdtese para a situagao considerada: a equicontinuidade.

Defini¢ao 4.3 Uma familia F de funcgoes continuas, definidas em um intervalo [a,b], é
equicontinua se, dado € > 0, existir 6 > 0 tal que se |x —y| < 6, para cada x,y € |a, b
implicar |f(x) — f(y)| <€, para cada f € F.

Exemplo 4.4 A sequécia de fungoes f, : R — R, definada por f,(x) = nx ndao é equi-

continua.

1
De fato, dado ¢ = 5 para qualquer que seja 6 > 0 podemos obter n € N, de

1
modo que — < ¢§. Logo, tem-se o ponto x =y + —, em que
n n

1 1
lz—yl=|y+—-—y|l=— <4,
n n
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implica em

=1>c¢

[fu(@) = fuly)| =

1
n<y+—)—ny
n

Afirmagao 4.5 A sequéncia de fungoes f, : [0,1] — R, definida por f,(z) = z" nao é

equicontinua.

Com efeito, um conjunto de fungoes é equicontinuo quando é equicontinuo em

todos os pontos. Entao, dado € = 1 para qualquer que seja 6 > 0, pode-se obter n € Nx,

1 1
de modo que —= < 4. Tomando z =0 e y = —=, tem-se

V2 V2

<0 = [fulx) = fuly)] =

1‘_1
V20 V2

Logo, f, nao é equicontinua.

\x—y\z‘o

Observe que a sequéncia de funcoes do Exemplo 4.2 é composta por fungoes
continuas e uniformemente limitadas, definidas em um intervalo [a,b] e converge sim-
plesmente para zero. O que aconteceria se fosse considerada uma fun¢ao uniformemente
convergente? O teorema a seguir é um resultado que associa a convergéncia uniforme com

a equicontinuidade.

Teorema 4.6 Seja f, uma sequéncia uniformemente convergente de fungoes continuas
em um intervalo [a,b]. Entao, os elementos de f, formam um conjunto equicontinuo de

funcgoes.

Demonstracao:
Como f,, é uma sequéncia de fungoes continuas e converge uniformemente
para uma funcao f, de acordo com o Teorema 2.16, f também ¢é continua. Logo, pela

continuidade da f, dados € > 0,59 > 0 e ng € N, tem-se que, para todo x € [a, b]

€

2 —yl <do = |f(x) = fly)] < 3

Pela convergéncia da f,, seja ng € N tem-se que, para todo z € [a, b],

n>no = |fulr) = f@)] < 3.

Logo, para n > ng e |x — y| < do, tem-se

() = fu()] = |fu(x) = f2) + f(2) = F(y) + [(y) = ful)]
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< |fale) = F@) + 15 (2) = J@) + 1) = F@) < 5+ 5+ 5 <e

Com isso, prova-se a equicontinuidade das fung¢oes da sequéncia f, quando
n > ng, faltando entao, provar a equicontinuidade para todo n € N. Para se acrescentar
as fungoes f;, com 1 < j < ng, toma-se d; tal que |f;(x) — f;(y)| < € para |z — y| < J;.

Tomando § = min{dy, d1, ...0n, }, tem-se que, para todon € Ne |z —y| < ¢

(@) = fuly)] <e.

o que finaliza a demonstracao do teorema.

sen(nzx
Exemplo 4.7 A sequéncia de funcoes f, : [0,7] — R definida por f,(x) = # é
n
equicontinua.
. 3 sen(nx) ,
De fato, a sequéncia de fungdes f,,(z) = ———— converge uniformemente para
n

1
zero. Tomando ng > [—} , observe que
€

sen(nx)
n>ng= |——~2
n

< €|sen(nz)| < e.

Além disso, as funcoes da sequéncia sao continuas, logo, pelo teorema anterior,
os elementos da f,, formam um conjunto equicontinuo de funcoes.

Para a demonstracao do Teorema de Arzela-Ascoli, primeiramente é necessario,
demonstrar o Lema 4.9, que da conclusao ao Teorema de Arzela-Ascoli. Para demons-
trar o lema, é preciso conhecer o Teorema de Heine-Borel, que sera utilizado em sua

demonstracao.

Teorema 4.8 Sejam K um conjunto fechado e limitado de R e {A,|a € A}, onde A é
uma conjunto de indices, uma colecao de abertos que cobre K, isto é, K C UA,. Entado,

existe um numero finito, Ay, ..., Aa,, desses aberto, que também cobre K.

Lema 4.9 Seja f,, uma sequéncia equicontinua de fungoes definidas em [a,b]. Suponha

que f, convirja simplesmente para uma fungao f. Entao, (f,) converge uniformemente

para f.

Demonstracao:
Dado z € [a, b], a sequéncia numérica (f,(z)) converge para f(x), entao, dado

e > 0, existe ng, que depende de x e de ¢, tal que

Fa(@) = fu@)] < 5,
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para n,m > ng. Pela convergéncia do conjunto de fungoes (f,,), tem-se que existe § > 0
de modo que
) = Ju(2)] < 5.
para todo n € N e todo y, z € [a, b], tal que |x — y| < 0.
Agora, seja J, = {y € [a,b] : |y — x| < §}. Desse modo, para n,m > ny
(dependendo de z) e y € J,, tem-se

€ € €
Como os conjuntos J,, com z € [a, b] s@o abertos em [a, b] e o cobrem, entdo, pelo Teorema
de Heine Borel, existe um nimero finito de J,,, ..., J,, que cobrem [a,b]. Para cada z;
tem-se um ny que depende de x;, isto é, um ngy(z;). Seja ng = maz{no(z;) : i =1,...,k}

e dado y € [a, b], para algum z; tem-se que y € J,, entdo

1) = Fn @) = 1faly) = Falwi) + ful@) = fun(w) + finlw) = fulv)]
< Uu) = Sul@)| + 1ulwd) = funlwd) |+ | fnles) = ful) < 5+ 5+ 5 <

para todo y € [a, b] e todos n, m > ny. Fixando n e fazendo m tender a infinito, obtem-se

|fa(y) — f(y)] <,

para todo y € [a,b] e todos n > ng, provando a continuidade uniforme da sequéncia de

funcoes.

Teorema 4.10 (Arzela-Ascoli) Seja { f,}nen uma sequéncia equicontinua e uniforme-
mente limitada de fungoes definidas em um intervalo [a,b]. Entao {f,}nen contém uma

subsequéncia que converge uniformemente.

Demonstracao:

Seja 11,79,... 0 conjunto enumeravel de todos os racionais de [a,b]. Observe
que f,(r1) é uma sequéncia numérica limitada, pois a sequéncia de fungoes f, é uni-
formemente limitada. Entao, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe fi,(r;) uma
subsequéncia convergente de f,(r1). Agora, tome fi,(rs) uma sequéncia numérica limi-
tada que fornece fy,(r2), uma subsequéncia convergente de fi,(r2). De maneira anéloga,
é possivel construir uma sequéncia de subsequéncias, em que cada uma é subsequéncia da

anterior:
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fll) f12a '-'7f1n,
fa1, fo2, s fons -
fn17 fn2; '~-7fnn,

Defina g, = f.n a subsequéncia diagonal (fi1, f22, ..., fan) da sequéncia obtida
acima, em que o objetivo é mostrar que ela converge para todo = € [a, b]. Pela construgao
da sequécia de subsequéncias, tem-se que a g, converge para todo r racional em [a, b),
pois (fen(7%))5S, converge e (g,(rk)), ¢ uma subsequéncia de (fin(rk))s>,. Entao, é
necessario provar que, para um real qualquer em [a,b], g, converge. Desse modo, seja
x € [a,b] um real qualquer fixado. Pela equicontinuidade da sequéncia de fungoes (f,,),
tem-se que, dado um € > 0, existe um § > 0 tal que |gn(x) — gn(y)| < g, se |z —y| <9,
pois a equicontinuidade é valida para todos os pontos das f,, em particular, os da g,,
uma subsequéncia de f,,. Tome um racional r € [a, b], de modo que se |z — r| < §, entao
90(2) = ga(r)] < 5.

Além disso, sabe-se que a sequéncia numérica g, (r) converge, pois g, converge
para todo racional em [a, b], entdo, tem-se um ng, tal que |g,(r) — gm(r)| < €, pois g,(r)
¢ numérica e converge, logo, é de Cauchy, ja que toda sequéncia numérica convergente é

de Cauchy.

Desse modo, para o z fixado, m > n > ng e |z — r| < 4, tem-se
9n() = g (T)] = |gn(2) = g (1) + gn (1) = Gin(7) + g (1) — g ()]

< |ga() = gu ()] + 1gu(r) = g ()] + g (7) = gm(2)] < % v g + % <e

Assim, g, converge para todo x € [a, b] e segue do Lema 4.9, que a convergéncia

¢ uniforme, concluindo a demonstracao do teorema.
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5 APLICACAO

Uma aplicagao do Teorema de Arzela-Ascoli reside no Célculo das Variagoes,
onde o problema é encontrar uma funcao que faca com que a area abaixo de sua curva
seja minima ou maxima. Nesses casos, o Teorema de Arzela-Ascoli é de fundamental
importancia, ja que demonstra a existéncia de solugoes desse tipo.

Desse modo, seja F o conjunto das fungdes continuas f : [—1,1] — [0, 1] tais
1

que f(—1) = f(1) = 1. A cada fungdo f € F associa-se o numero A(f) = f(z)dz, a
-1

area compreendida entre o grafico de f e o eixo das abscissas. O problema consiste em
achar fy € F tal que a drea A(fy) seja minima, isto é, A(fy) < A(f) para toda f € F.

Com efeito, a sequéncia de fungoes f : [—1, 1] — [0, 1] definida por f,(z) = 2",
1 2n+1 71 9
pertence ao conjunto F. Tem-se que a area A(f,) = /1 ¥ dx = 2 [23; n 1] ) BETERE

Observando o grafico da Figura 5.1, é possivel perceber que a area abaixo da curva dessas
funcoes tende a zero, o que implicaria em A(fy) = 0, pois A(fy) < A(f) para toda f € F.

Por esse motivo, o problema nao tem solugao, pois se A(fy) = 0, entao fy & F.
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Figura 5.1: Sequéncia de fungées de f,(x) = x*"

Fonte: Autora, 2016.

2n nao é equicontinua,

Uma observagao importante a se fazer é que f,(z) = x
pois é uma subsequéncia de f,(z) = 2", que nao é equicontinua, conforme provado na
Afirmacao 4.5.

Nesse contexto, adicionando a condi¢ao da equicontinuidade temos o problema:
Seja F. o conjunto das fungbes continuas f : [—1,1] — [0, 1] tais que f(—1) = f(1) =1
e |f(x) — f(y)| < clx — y| para quaisquer z,y € [—1,1] e ¢ > 0 uma constante fixada. O
objetivo é utilizar o Teorema de Arzela-Ascoli para mostrar que, para cada ¢ > 0 dado,

existe uma funcao f, € F, de modo que A(f.) < A(f) para toda f € F,, isto é, a drea
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A(f.) é a minima entre todas as areas A(f), f € F.
De fato, seja pu. = {infA(f); f € F.}. Pela definicao de infimo, tem-se que,
1
para cada n € N existe f, € F. tal que p. < A(f,) < pe + —. Logo, lim A(f,) = pe.
n n—o0o

€
Observe que o F, é equicontinuo, pois dado € > 0, existe 0 < § < —, tal que
c

lt—y| <0 =|flz)— fly)| <clr—y|l<c-d<c- £ = ¢ Além disso, as fungoes de
F. sao uniformemente continuas, pois pertencem ao in%ervalo [0,1]. Logo, pelo Teorema
de Arzela-Ascoli, existe uma subsequéncia f,,, que convergente uniformemente para f. em
Fe, em [—1,1], pois lim A(f,,) = lim A(f,) = u. = A(f.), valor minimo de A(f) para
feF. B B

Como é possivel perceber, a influéncia da constante ¢ esta na inclinagao m da

f@)—f @)  f(@) = f()]

reta secante, dada por m = oy que se pode comparar a ﬁ < ¢. Desse
rT—yY

modo, tem-se os graficos nos casos de 0 < c < 1l,c=1ec > 1, a seguir:

1

0
-1 0 1

Figura 5.2: Grafico do caso c =1
Fonte: Autora, 2016.

0 .
-1 0 1

Figura 5.3: Grafico do caso 0 <c <1
Fonte: Autora, 2016.

Desse modo, € interessante observar que, inicialmente, quando a sequécia de
fungoes nao era equicontinua, nao existia a garantia de uma fun¢ao uniformemente con-
vergente que satisfazia as condicoes dadas, fazendo com que esse seja mais um exemplo
de que a sequéncia de fungoes apenas ser uniformemente limitadas, nao basta, a equicon-
tinuidade é necessaria. Outra observacao a ser feita, é que, quanto maior o valor de c,
menor a area abaixo da curva da f., pois ¢ grande, implica em uma maior distancia entre

f(x) e f(y), mesmo quando |z — y| for pequeno.



Figura 5.4: Grafico do caso c > 1

Fonte: Autora, 2016.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Como ja mencionado, na disciplina de Anélise Matematica I do curso de Licen-
ciatura em Matematica, sao estudadas as sequéncias e séries numéricas, obtendo resultados
importantes, como o Teorema de Bolzano-Weierstrass, o objetivo do trabalho consistiu
em conhecer as sequéncias e séries de fungoes e suas propriedades, bem como analisar a
existéncia de um teorema andlogo ao de Bolzano-Weierstrass aplicado a sequéncias cujos
termos sao fungoes.

Por meio dessa problematica, foi possivel realizar um estudo sobre a sequéncias
de fungoes, analisando dois tipos de convergéncia: a simples (pontual) e a uniforme, em
que a convergéncia uniforme implica na convergéncia simples, porém, por meio de um
contraexemplo, concluiu-se que a reciproca nao é verdadeira. Além disso, verificou-se que
a diferenca entre esses dois tipos de convergéncia estd na determinacao do indice ng. Na
convergencia simples, ng depende de € e de x, e na uniforme, apenas de .

Embora os resultados de séries de func¢oes nao tenham colaborado diretamente
para o entendimento do Teorema de Arzela-Ascoli, foi interessante reconhecer em suas
propriedades, resultados andlogos estudados nas séries numéricas durante a graduacao.

Ainda se tratando de analogia, no estudo do Teorema de Arzela-Ascoli, verificou-
se, por meio de um contra-exemplo e da aplicacao ao fim do trabalho, a importancia de se
acrescentar a equicontinuidade como hipdtese na obtencao de um teorema analogo ao de
Bolzano-Weierstrass para sequéncias de fungoes, visto que sem ela, nao existe a garantia
da existéncia de uma subsequéncia convergente, o que pode impedir a resolucao de alguns
problemas da Matemaética, como apresentado na aplicacao do teorema.

Além disso, com a pesquisa e o estudo do tema, foi possivel adquirir maior ma-
turidade para lidar com demonstragoes, visto que, algumas das que foram apresentadas
nesse trabalho, nao estavam feitas nos livros utilizados. Desse modo, conclui-se que os ob-
jetivos do trabalho foram cumpridos, visto que houve um aproveitamento acerca do tema,
tanto para a compreensao do Teorema de Arzela-Ascoli, quanto para o amadurecimento

académico, o que auxiliard em outras etapas de construgao do conhecimento.
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