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RESUMO

O presente trabalho relata as fungdes elipticas de Jacobi. Tais funcdes tém aplicabi-
lidade na fisica e em estudos avangados de matematica. Neste trabalho, as funcées
elipticas sao apresentadas na perspectiva do célculo, evidenciando propriedades algé-
bricas, de derivagdo e comportamento grafico. Além disto, os conhecimentos estuda-
dos serao aplicados na obtencéao de solugdes periddicas para uma equacao diferencial
parcial - a equagao de Schrddinger.

Palavras-chave: Funcoes Elipticas de Jacobi, Equacao de Schrddinger.



ABSTRACT

This paper reports the Jacobi elliptical functions. Such functions have applicability
in physics and in advanced studies of math. In this paper, the elliptical functions are
presented in a calculation perspective, pointing algebraic properties of derivation and
graphical behavior. In addition, the matter studied will be used to obtain periodic solu-
tions to a partial differential equation - the Schrédinger equation.

Keywords: Jacobi Elliptical Functions, Schrédinger Equation.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho mostra brevemente as Fungdes Elipticas de Jacobi.
Além da introducdo, ele apresenta mais trés capitulos. No segundo capitulo, sao tra-
tadas as fungdes circulares. O terceiro capitulo relata as Funcgdes Elipticas de Jacobi e
algumas de suas propriedades elementares. E, finalmente, no quarto capitulo, é vista
uma aplicacao destas funcdes associada a obtencao de uma solucao para a Equacgao
de Schrddinger.

E importante salientar que um dos objetivos deste trabalho é compreender
as funcoes elipticas de Jacobi e suas propriedades, comparando-as com as funcdes
circulares.

As Funcoes Elipticas foram definidas por Carl Gustav Jacobi (1804 — 1851).
Entretanto, outros pesquisadores apresentaram contribuicées que culminaram no tra-
balho de Jacobi. Segundo (SILVA, 2013), em 1665, apareceram os primeiros relatos so-
bre integrais elipticas. Giulio Carlo Fagnano (1682 — 1766) provou as propriedades da
retificacdo da curva lemniscata (simbolo do infinito) que pode ser dividida (utilizando-
se de uma régua e de um compasso) em n partes iguais. A teoria desenvolvida por
Fagnano foi de muita importancia para o estudo das integrais elipticas. Este estudo
motivou Leonard Euler (1707 — 1783) que obteve relagbes de adicao e multiplicagao
para as funcoes elipticas.

Outro matematico a se interessar no estudo das funcdes elipticas foi Adrien
Legendre (1752 —1833). Segundo (PIEDADE, 1875), Legendre foi o primeiro matematico
a reduzir um fungéo eliptica na forma

F
/ (®) 4o,
v P(z)
onde F(x) é uma funcdo racional e P(x) caracteriza um polinémio de grau trés ou

quatro. Legendre também definiu as integrais elipticas de primeira, segunda e terceira
ordem dadas, respectivamente, por
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v dt
Pl = [ T (1)
Bla, k) = /0 ' %’ffdt @)
e
- dt
M, A, k) = /0 (1—x2) /(1 —2)(1 — k22) )

Em todas as situacGes acima, o parametro real k encontra-se fixado no
intervalo aberto (0,1).

Segundo (FILHO; VASCONCELOS), [1994), Neils Henrik Abel (1802 — 1829) foi
o primeiro matematico a observar que as integrais elipticas podem ser invertidas em
funcbes elipticas. Ele também reconheceu que, no caso complexo, tais fungdes sédo
duplamente periédicas. Com a morte prematura de Abel, Jacobi deu continuidade a
seus estudos, detalhando as integrais elipticas invertidas de primeira ordem e defi-
nindo a fungdo K (k), dada por

Y
K<k>_/o \/(1—kzsen2¢)_F(27k)'

Este estudo possibilitou a definicdo das fungcdes senoidal, cnoidal e dnoidal que séo

conhecidas como funcdes elipticas de Jacobi.

As funcoes elipticas de Jacobi tém sido muito aplicadas em estudos avan-
cados de fisica e de matematica. Apesar do grau de importancia, estas fungdes nao
séo estudadas nas disciplinas regulares dos cursos de licenciatura em matematica.
Pelo aspecto de novidade, este trabalho enfatizara este tema.
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2 FUNGOES CIRCULARES

Com a finalidade de compreender as Funcdes Elipticas de Jacobi, estu-
damos inicialmente o comportamento das fungdes circulares. As fungdes circulares,
conforme veremos a frente, caracterizam um tipo particular de Funcdes Elipticas de
Jacobi.

Seja a fungéo u(x) dada pela seguinte lei de formagéo:

Toodt
u(z) = /0 W,Vx € (—1,1). (4)

A funcdo u(z) esta bem definida no intervalo (—1,1). Com efeito, se ¢ €
(—1,1), temos que 1 — > > 0. Ou seja, t* < 1, e V1 —¢2 > 0 é verificada. Logo,
sete (—1,1), a expressdo

é valida no conjunto dos numeros reais. Se x €

t2
(—1,1), entéo, a integral esta bem definida. Com o auxilio do programa "Maple",
construimos o grafico da funcdo u(z).

LLET

1.5

Figura 1: Comportamento da fungéo u(x)
s

Observamos que a imagem da funcéo esta entre os pontos —g e 5
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Além disso, temos que:

im [ % T (5)
T—+1" 0o VvV 1 — t2 a 2
Jim . _ .7 (6)

z——11 0 \/]_ —t2 - 2

A seguir, passamos a estender a fun¢do « no intervalo de (—1,1) para o
intervalo de [—1, 1]. Assim, interpretamos que u(—1) = —g eu(l) = g
Verificamos que u(x) € estritamente crescente.

De fato,

1
u'(z) = >0;Vaoe(—1,1).
1 —a?

Segundo (LEITHOLD, [1994), como a funcéo u(z) é estritamente crescente,
temos que u(z) € invertivel. Assim, existe x(u) a inversa de u(x), onde

™ T
ez 2| — 1,1
v [ 2’ 2} =11
u— x(u)

A funcdo inversa de u(x) é denominada seno. Denotamos que z(u) =
sen(u).
Definimos a funcdo cosseno em termos da funcao seno. Se u € [—W W},

23
entendemos que:

cos(u) = /1 — sen?(u). (7)

Notemos que elevando ao quadrado em ambos os lados da igualdade (7),
podemos determinar a validade da seguinte identidade trigopnométrica

sen”(u) + cos?(u) = 1 (8)
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Vemos que a fungao cos(u) é par e que a fungao sen(u) € impar.

0.5

1.5

a5 i

15

Figura 2: Comportamento da fungéo sen(u).

A

/ AN
/ 0.8 \._\
/ \
/"‘"J. 0.6 Il \
""/‘ \
/ 041 \
/ 021 \
45 1 a5 05 i 135\

X

Figura 3: Comportamento da fungao cos(u).

Em seguida, estudaremos as funcées seno e cosseno em alguns pontos
especiais. Vejamos que se u = 0, entdo, x = 0. Temos que:

sen(0) = 0,

cos(0) =1,
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2.1 DERIVADAS DAS FUNCOES CIRCULARES

Na sequéncia, estudaremos as derivadas das funcdes circulares. Seja

Toodt
x € (—=1,1). Como u(x :/ , segundo (GUIDORIZzzI, 2001), o teorema funda-
(-1.1) (1) = | 7= sequndo ( )
mental do calculo garante que du _ ! Mas, u(z) é invertivel e sua inversa é
g q d;[j - /—1 — x2 - )

denotada por: z(u) = sen(u). Assim, pelo teorema da fungéo inversa, obtemos que:

dr  d(sen(u))

du du

Ou segja,

dr_ dsenl)) T2 = /1~ sen?(u) = cos(u). ©

Logo, a derivada da fungao seno resulta a fungdo cosseno.

Por outro lado, pela regra da cadeia,

d(cos(u))  d(y/1 —sen?(u))

du - du - % [<1 B sen2(u))

N

}:

sen(u)cos(u)  sen(u)cos(u)

1—sen?(u) ~ cos(u)

N

%(1 —sen®(u))"2 (—2)sen(u) cos(u) = — = —sen(u).(10)
Utilizando as propriedades acima, passamos a definir a expansao de seno

e cosseno na forma de uma série de Taylor.

Seja u € (—%,%) Notemos que se f(u) = sen(u), entdo, expandindo
sen(u) em uma série de Maclaurin,

sy
sen(u) = Zou"f(ng! )

Mas,

£(0) =sen(0), f(0) = cos(0), f"(0) = —sen(0), f”(0) = —cos(0), f*(0) = sen(0).(11)
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A partir da quarta derivada o ciclo acima se repete indefinidamente, onde
uma Série de Poténcia descreve a funcdo em seu intervalo de convergéncia. Dai,
(STEWART et al, 2006):

u Uu u u T
—U——+— ——+..=) (=1)" —Z.Z 12
sen(u) =u—grt g7t ;< Ve < 2’2) (12)
De forma analoga se deduz que:
w? o out b > u’n T T
=1l-—+——-——=4..= —1)"—V -, = . 1
cos(u) ST ;( Ve e ( 2’2) (13)

Onde que as Séries sao convergentes para todo u € R.

2.2 IDENTIDADES ASSOCIADAS AS FUNGOES CIRCULARES

As fungdes seno e cosseno satisfazem determinadas formulas associadas

a adicdo. Sejam u, v € (—g, g) taisque u+v €e [—g, g} Afirmamos a validade
das seguintes formulas:
sen(u + v) = sen(u) cos(v) + sen(v) cos(u) (14)
cos(u + v) = cos(u) cos(v) — sen(u) sen(v). (15)

Vamos mostrar a validade da identidade (14). Para isso, introduziremos a
varigvel z como sendo

z = sen(u) cos(v) + sen(v) cos(u).
Primeiramente, derivemos z com relacéo a variavel u.
0z  OJ(sen(u)cos(v) + sen(v) cos(u))

— = cos(u) cos(v) — sen(u) sen(v).

ou ou
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Em seguida, derivemos z com respeito a variavel v.

dz  O(sen(u) cos(v) + sen(v) cos(u)) — —sen(u) sen(v) + cos(u) cos(v).

o ov

Analisando as derivadas de z em relagdo a u e v, podemos notar que sao

iguais.

Como 0z _ 0=
ou  Ov
a existéncia de uma fungéo F, tal que = = F(u + v). Isto &,

, a teoria das equacgdes diferenciais parciais permite deduzir

F(u+v) = sen(u) cos(v) + sen(v) cos(u).

Facamos v = 0. Segue que
F(u) = F(u+0) = sen(u) cos(0) + sen(0) cos(u) = sen(u)
e, por consequéncia, se trocarmos u por u + v, resulta que,
F(u+v) = sen(u + v).

Isso, finalmente, conclui a validade da identidade (14).

Agora, vamos mostrar a validade da relagdo de soma dada em (15). Con-

sideremos a variavel t, introduzida pela relagéo

t = cos(u) cos(v) — sen(u) sen(v).

Calculando a derivada de ¢t com relagao a variavel u, deduzimos que

Ot O(cos(u) cos(v) — sen(u)sen(v))

5 = 5 = —sen(u) cos(v) — cos(u) sen(v).

Em seguida, derivando ¢t com relagéo a v, estabelecemos que:

ot O(cos(u) cos(v) — sen(u) sen(v))

5 = o = — cos(u) sen(v) — sen(u) cos(v).

Analisando as derivadas de ¢ em relagcéo a u e v, € possivel perceber a
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igualdade existente entre elas. Assim como na situacao anterior, existe uma funcéo G
tal que t = G(u +v).
Logo,

G(u + v) = cos(u) cos(v) — sen(u) sen(v).
Se v = 0, segue que
G(u) = G(u + 0) = cos(u) cos(0) — sen(u) sen(0) = cos(u).
Substituindo u por u + v, temos que G(u + v) = cos(u + v). Logo, a identidade é

verificada.

2.3 EXTENSAO DA FUNCAO SENO

Conforme a construcao apresentada, a funcao seno foi definida no inter-
valo [—g, g} Sua nocgao, entretanto, pode ser definida sobre toda a reta. Para isto,
usaremos as propriedades de adigdo mostradas na segao anterior em e e

assumiremos sua validade sobre toda a reta.

Considere a férmula dada em . Se considerarmos que u =1 € [0, g} e
v = g entendemos que
m m m
sen(u + v) = sen (l + 5) = sen(l) cos (5) + sen (§> cos(l), (16)
ou seja,
m
sen <l + 5) = cos(l). (17)

Aqui, a fungé@o seno tem seu comportamento compreendido no intervalo

[—g, w]. Pois, se u € [—g, g] a definicdo de seno ja foi explorada e se u € [+g, w} ,
entendemos que

sen(u) = cos (u — g) , (18)
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é valida.
Assumindo a validade da identidade sobre a reta determinamos, por
exemplo, que

cos(m) = cos <g + g) = cos (g) cos (g) — sen (g) sen <g> =0—-1=-1.

Agora, consideremos u = [ € [0,7] e v = 7. Supondo a validade de
sobre a reta, determinamos que

sen(u + v) = sen(l + 7) = sen(l) cos(m) + sen(m) cos(l) = —sen(l) + cos (g) cos(l),

iSso &,

sen(l + m) = —sen(!). (19)

A fungéo pode ser reescrita como sen(l) = —sen(l + 7). Assim, deter-
minamos como seno se comporta sobre o intervalo [—g, 27r].

Notemos também que

cos(2m) = cos(m) cos(m) — sen(m) sen(m) = (—1)(—1) — cos (g) Ccos <g> =1-0-0=1.

Finalmente, consideremos que u = [ € [0, 2] € v = 27. Determinamos que

sen(u+wv) = sen(l+2m) = sen(l) cos(2m) +sen(27) cos(l) = sen(l) —sen(m) cos(l) = sen(l).

Logo,
sen(l + 2m) = sen(l) (20)
é vélida.
Para definir a fungéo sen(u) sobre a reta, basta repetir periodicamente o

comportamento que esta fungdo admite no intervalo [0,2x]. Na figura |4 é possivel
observar o comportamento da fungéo sen(u) no intervalo de [—6m, 67].

Para determinar a extensdo da fung¢do cos(u) sobre a reta, o procedimento
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Figura 4: Comportamento da fungao sen(u),
com w variando sobre a reta.

é similar ao utilizado anteriormente para a caracterizagéo da fungdo sen(u). Na figura
é possivel observar o comportamento da fungéo cos(u) variando de [—6, 67,

Figura 5: Comportamento da fungdo cos(u),
com w variando sobre a reta.

As funcdes seno e cosseno, sobre a reta, sdo periédicas de periodo 27. As
propriedades de derivagdo continuam verificadas sobre a reta. Ou seja,

(sen)’(u) = cos(u)
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e

para todo u € R.

(cos) (u) = —sen(u),
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3 FUNCOES ELIPTICAS DE JACOBI

As Funcodes Elipticas de Jacobi foram introduzidas por Adrien Marie Legen-
dre e aprimoradas por Jacobi. Sua constru¢do é similar a constru¢cdo apresentada
para as funcgdes circulares.

Seja k € [0, 1) fixo.

Consideremos a Integral Eliptica de primeira ordem,

* dt
u(z) = u(z, k) = F(x, k) = /o NOEER ) xr € [-1,1]. (21)

A fungéo u(x) esta vinculada ao paramentro k.

Notemos que se t € (—1,1), a expressdo /(1 — k2¢2)(1 — ¢2) € um nimero
real positivo. Logo, u(x) esta bem definido para x, variando sobre o intervalo [—1, 1].

No caso em que z = 1, entendemos que:

! dt
(1) = F(1, k) = /O S = W (22)

e K (k) define a integral eliptica de primeiro tipo completa. Vejamos na figura [g| abaixo,
o comportamento grafico da funcdo K (k), com k variando sobre o intervalo de (0, 1).

Notemos que:

lim K (k)=

k—0+

lim K (k) = oo.

k—1—
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45

35

25

Figura 6: Comportamento da fungao K (k) com
k variando do intervalo de (0, 1)

Adicionalmente,

-1 dt
ul=h = /0 Ji_eR_8) —K®).

Como no capitulo anterior, notemos que se k € [0, 1) € fixado, entao,

u'(z) = ! >0, Vze(-11). (23)

VI—R)1-2)

u(z) €, portanto, uma fungéo estritamente crescente e invertivel sobre o

intervalo [—1, 1].

Vemos que o fato de u ser definido como:

u=u(.,k): [-1,1] — [-K(k), K(k)]
z dt
o o= | NIEEE

implica que sua inversa é definida como
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Definimos, para cada k € [0,1), sn(u, k) = z(u, k), onde sn é o simbolo que
denota a funcao eliptica senoidal. No caso em que k = 0,

sn(u, k) = sn(u,0) = sen(u).

Seja k € [0,1). Como sn(u, k) € [-1,1], Vu € [-K(k), K(k)], podemos
definir as fun¢des cnoidal (cn) e dnoidal (dn) em termos de sn. Fagamos:

en(u, k) = /1 —sn?(u, k) (24)

dn(u, k) = /1 — k2sn2(u, k), YV u € [~ K (k), K(k)]. (25)

Aqui, entendemos que se u € [—K(k), K(k)], 1 > /1 —sn(u,k)? > 0. Ou
seja, neste dominio, 0 < cn(u, k) < 1. Além disso, 1 > /1 — k2sn(u, k)2 > V1 — k2,
assim, neste dominio, v1 — k%2 < dn(u, k) < 1.

E importante salientar que, no caso em que k = 0, temos:

cn(u,0) = /1 —sn2(u,0) = /1 — sen2(u) = cos(u).

A seguir, observamos as figuras /{15, onde sdo apresentadas o comporta-
mento de algumas fungdes elipticas para valores de k£ (k = 0.25, k=0.5, k=0.9).
Notemos um comportamento similar entre as mesmas fungdes, a distinguir os domi-

nios.

: // T \\
Figura 7: Comportamento da funcao Figura 8: Comportamento da funcao
sn(u, 0.25). cn(u, 0.25).

Finalmente, é importante salientar que a fungdo senoidal é impar. Ja as
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Figura 9: Comportamento da funcao

dn(u, 0.25).

04

02

Figura 11: Comportamento da fungao

cn(u, 0.5).

— 4

Figura 10: Comportamento da funcao

sn(u, 0.5).
/N
/- \
A I
S \
\
4 B \

Figura 12: Comportamento da funcao
dn(u,0.5).

funcbes cnoidal e denoidal sdo pares. Quando nédo for preciso identificar o para-
metro k, as fungdes sdo representadas da forma sn(u),cn(u) € dn(u), em vez de

sn(u, k), cn(u, k) e dn(u, k).

3.1 RELACOES ENVOLVENDO FUNGOES ELIPTICAS

As funcdes elipticas de Jacobi podem apresentar alguns valores padroes
no intervalo de k € [0, 1), considerando que tais fungdes sejam definidas em determi-

nados valores de u. Considerando v = 0, u = K(k), e u = —K(k), estabelecemos a
seguinte tabela:
u sn(u, k) | en(u, k) dn(u, k)
0 0 1 1
K (k) 1 0 K =+/1—k2
—K(k)| -1 0 K =1—k2

Tabela 1: Valores particulares para as fungdes elipticas de Jacobi.

As figura mostram o comportamento de cada funcao eliptica de Ja-
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Figura 13: Comportamento da fungao
sn(u,0.9).

4+

/08

or

05

2 E] o 1 2

Figura 15: Comportamento da funcao
dn(u,0.9).

02

Figura 14:
cn(u, 0.9).

Comportamento da fungéao

cobi com k variando no intervalo (0,1) e u fixo em pontosde u =0 e u = 1.

5

Figura 16: Comportamento da fungao
sn(u) quando u = 0.

Figura 17:

Comportamento da fungéao

sn(u) quando u = 1.

Se k € [0,1), ¥ = V1 — k? denota 0 mdédulo complementar de k. Vemos

que

P+ E)?=KF+1-k=1.

Estudando as Funcdes Elipticas de Jacobi, podemos determinar identida-
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2

064

Figura 18: Comportamento da fungao Figura 19: Comportamento da fungao
cn(u) quando u = 0. cn(u) quando u = 1.

2

095

Figura 20: Comportamento da fung¢ao Figura 21: Comportamento da fung¢ao
dn(u) quando u = 0. dn(u) quando u = 1.

des, que se assemelham com as ldentidades Trigonométricas. Vejamos as seguintes
proposicoes:

Proposicao 1. sn*(u) + cn?(u) = 1.
Demonstragao. Pela definicéo (24), temos:

en(u) = /1 —sn?(u)

Elevando ambos os lados,

2

(en(u))? = ( 1-— sn2(u))
cn®(u) = 1 — sn’(u).

Somando ambos os lados por sn?(u), temos:

sn?(u) + en?(u) = 1.
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Proposicao 2. dn”(u) + k%sn?(u) = 1.
Demonstragao. Pela relagéo (25), temos:

dn(u) = /1 — k?sn?(u).

Elevando ambos os lados,

(dn(u))? = (VI &2 Sn2(u)>2

dn®(u) = 1 — k?sn?(u).

Somando ambos os lados por £? sn?(u), temos:

dn®(u) + k*sn®(u) = 1.

Proposicao 3. dn’(u) = k% cn?(u) + k.

Demonstracéo. Pela Proposi¢ao [2, temos:

dn®(u) = 1 — k?*sn?(u),

E?=1—Fk?

en?(u) = 1 — sn?(u).

Realizando substituicbes adequadas deduzimos que:

Een?(u) + k% = k*en?(u) + 1 — k* = k*(1 —sn?(u)) + 1 — k* = 1 — k?sn?(u)

Proposicao 4. cn?(u) + k™ sn?(u) = dn®(u).

Demonstragao. Pelas Proposigdes [f]e[2, temos:

en®(u) + k% sn?(u) = 1 —sn?(u) + (1 — k%) sn?(u) = 1 — k% sn?(u)

dn®(u).
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3.2 DERIVADAS DAS FUNGOES ELIPTICAS DE JACOBI

As derivadas das funcgdes elipticas de Jacobi sao definidas a partir da fun-
cao , com k € [0, 1) fixado. E possivel estabelecer a derivacdo das fungdes sn, cn
e dn com respeito a variavel u.

Proposicao 5. dii sn(u) = en(u) dn(u)

Por

du 1
Demonstracdo. Considerando a funcao (21), temos que: — = .
¢ ¢ e = V1 — k221 — 22

, . . . d d
outro lado, devido a invertibilidade envolvida, temos: d—z = @(sn(u)).

. AN
Agora, usando a inversa da funcgao, (ﬁ) =1 —22y/1— k?sn2(u). Pe-
las relagdes e (25), podemos concluir:

dii(sn(u)) = Z—z = V1 — 221 — k222 = /1 —sn2(u)\/1 — k2 sn2(u) = cn(u) dn(u).
[ |
Proposicao 6. % cn(u) = —sn(u) dn(u).
Demonstragdo. Considerando a relagdo (24), temos:
d d 5 _d 20, 1\
Z-(en(w) = = (V1 —sn?(u)) = —-[(1 - sn”(u))2].
Utilizando a regra da cadeia apresentada em (LEITHOLD, [1994), obtemos:
%(cn(u)) = %(1 - an(u))_%(—Z en(u) dn(u) sn(u)) = —(1 — sn2(u))_%(cn(u) dn(u) sn(u))
B _cn(u) dn(u) sn(u) _ _Cn(u) dn(u) sn(u) — en(w) dufu
B 1 —sn2(u) cn(u) () dnf).
[

- d
Proposicao 7. T dn(u) = —k?sn(u) cn(u).
u
Demonstragcdo. Consideremos a fungéo (25), temos:

L ) = L T = L - )

Utilizando a regra da cadeia dada em (LEITHOLD), [1994), obtemos:
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3.3 EXPANSAO EM SERIES DE POTENCIAS

A seguir, sera realizado um estudo sobre a expansédo em série da fungao
sn(u). Lembremos que:

- (sn(u)) = en(u) dn(u),

- (sn(u)) = — dn(wPsn(u) — K en(u)snfu).

du?

dd—;(sn(u)) = 4k*dn(u) sn(u)? en(u) — dn(u)? en(u) — k% en(u)® dn(uw)
e
%(SD(U)) = —4k" en(u)? sn(u)® + 14k% dn(u)? sn(u) cn(u)?

—4k*dn(u)?sn(u)® + dn(u)* sn(u) + k* en(u)* sn(u).

Apés realizar os célculos das derivadas de sn(u), notamos que ha uma
diferenca brutal com relagdo ao que se vé com a fungéo seno. Nao vemos o ciclo:
a quinta derivada da funcdo sn ndo coincide necessariamente com a sua primeira
derivada. Vemos que:
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& sn(u) = 16k*cn(u)sn(u)*dn(u) — 44k* en(u)? sn(u)? dn(u) 4+ 14k% dn(u)® en(u)?

dud
—44k* dn(u)? sn(u)? en(u) + k* dn(u)® en(u) + en(u)® dn(u).

Na tabela[l], temos que sn(0) = 0, cn(0) = 1 e dn(0) = 1. Assim, como nas
funcbes circulares, conseguimos escrever estas funcdes elipticas na forma de uma
série de Maclaurin, que nos leva a interpretar que:

1+ EHu® (1 + 14K + EYud
sn(u) = u— +3' oy . o (26)

en(u)=1— — + ———— — ... (27)

dn(u) =1— + - .. (28)

3.4 FORMULAS DE ADICAO
Sejam u,v € [—K(k), K(k)], tais que u +v € [—K(k), K(k)]. Em seguida
provaremos as férmulas da adicao para as fungdes elipticas de Jacobi.

Proposicao 8. i)

sn(u) en(v) dn(v) + sn(v) en(u) dn(w)

sufu+v) = 1 — k2 sn?(u) sn?(v)
ii)
~ cn(u)en(v) — sn(u) sn(v) dn(u) dn(v)
enu +v) = 1 — k2 sn?(u) sn?(v)
iif)
dn(u + v) = dn(u)dn(u) — k%sn(u) en(u) sn(v) cn(v)'

Demonstragdo. Agora, vamos realizar a prova da proposi¢ao (i)
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Para a demonstragao da proposigao (i), consideremos, A = 1—k?sn?(u) sn?(v),
e também a fungéo auxiliar:

sn(u) cn(v) dn(v) + sn(v) en(u) dn(u)
z = A . (29)

Derivemos =z com relagdo ao parametro .

% = Az [A en(u) dn(u) en(v) dn(v) + (sn(u) en(v) dn(v))(2k? sn(u) en(u) dn(u) sn?(v))
—A(k?* en®(u) sn(u) sn(v) + sn(v) dn®(u) sn(u))
+(cn(u) dn(u) sn(v))(2k? sn(u) en(u) dn(u) sn?(v))].
Assim, multiplicando ambos os lados por A?, obtemos:
%Az = Acn(u)dn(u) en(v) dn(v) + (sn(u) en(v) dn(v))(2k? sn(u) en(u) dn(u) sn?(v))

)
—A(K* en?(u) sn(u) sn(v) + sn(v) dn®(u) sn(u))
+(en(u) dn(u) sn(v)) (2K sn(u) en(u) dn(u) sn®(v))
) en(v)

n(u) sn(
= Alen(u) dn(u) en(v) dn(v) — (sn(u) sn(v))(dn*(u) + k* en®(u))]
) en(u)

A
[\
™
[\o}
w0
=
—~
S
o
=
— @)

u) dn(u) sn*(v))(sn(u) en(v) dn(v) + sn(v) en(u) dn(u))
v) dn(v)(A + 2k% sn®(u) sn®(v))
— sn(u) sn(v)[A(dn®(u) + & en®(u)) — 2k en® (u) dn® (u) sn*(v))]
(v) “(
(u)

I
/\
\_/
/—\

<
~

[}

=
—~

= cn(u)dn(u) en(v) dn(v)(A + k% sn?(u) sn®(v) + k?* sn?(u) sn?(v))
—sn(u) sn(v)[A(dn®(u) + k% ecn®(u)) — k% en?(u) dn?(u) sn?(v)
—k? cn?(u) dn?(u) sn?(v)).

Como, A = 1 —k?*sn?*(u) sn?(v), entdo, 1 = A + k? sn?(u) sn*(v). Substituindo
esta igualdade na formula imediatamente acima, temos que:

%Az = cn(u) dn(u) en(v) dn(v)(1 + k% sn*(u) sn?(v))

ou
—sn(u) sn(v)[dn®(u) (A — k? en?(u) sn?(v)) + k% en?(uw) (A — sn?(v) dn®(u)].

Além disso, passamos a compreender que:
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A —k*sn*(v)en?(u) = 1—Kk*sn*(u)sn’(v) — k*sn?(v) cn(u)

= 1—k*sn*(v)(sn®(u) + cn?(u)). (30)

Pela proposicao |1}, sn?(u) + cn?(u) = 1. Adicionalmente, segue da proposi-
¢do 2} que 1 — k?sn*(v) = dn?(v) e, portanto de (30), A — k2 sn?(v) cn?(u) = dn?(v).

Assim, podemos compreender que,

A —sn®(v)dn®(u) = 1—k?sn®(u)sn’(v) —sn?(v) dn®(u)
= 1 —sn?(v)(k*sn?(u) + dn®(u)) = cn?(v), (31)

uma vez que aplicamos novamente as Proposicées (1) e (2).

Apos realizar os calculos, usando as relagdes (30) e (31), determinamos:

—A? = cn(u)dn(u) cen(v) dn(v)(1 4 k% sn®(u) sn?(v)) — sn(u) sn(v)[dn?(u) dn?(v)
+k? en?(u) en’(v))].

. 0z . . .
Ao estudar a fungdo —, podemos perceber uma simetria existente entre

ou
os termos que dependem de u e v. Com calculos analogos, determinamos que:
%A2 = cn(v)dn(v) en(u) dn(u)(1 + k% sn?(v) sn?(u)) — sn(v) sn(u)[dn®(v) dn®(u)
v
+k? en?(v) en®(u)].
0z 0z . ~ . -
Como ETR T a teoria das equagoes diferenciais garante que z = f(u+v)

e, por consequéncia da férmula (29). Fagamos v = 0, obtemos

Flu) = sn(u) cn(0) dn(0) 4 sn(0) en(u) dn(u) _ sn(u)
1 — k?sn?(u)sn?(0) 1

= sn(u).

fu+v) =sn(u+v).

Agora, vamos realizar a prova da proposi¢ao (ii).
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Pela definicao (1) e pelo intem (i), passamos a compreender que

en*(u+v) = 1—sn’(u+v)
_ 1 (sn(u) en(v) dn(v) + sn(v) en(u) dn(u))?
A2 '
Isto e,
en(u + v) = A? — (sn(u) en(v) dn(v) + sn(v) en(u) dn(u))zl

AQ

No entanto, por (31), percebemos que pela simetria associada,
A? = (sn?(v) dn®(u) + en?(v))(sn?(u) dn®(v) + cn?(u)).

Isso implica que:

n’(v+u) = é[(ch(u) + sn?(u) dn®(v)) (en?(v) + sn?(v) dn®(u))
—(sn(u) en(v) dn(v) + sn(v) en(u) dn(u))?).

Ou seja,

2

n’(u+v)A%? = cn®(u)cen?(v) + en?(u) sn?(v) dn®(u
)

( )

dn?(u) dn?(v) — sn’(
~2sn(u) sn(v) en(u) en(v) dn(u) dn(v) —

= cn’(u) en’(v) +sn®(u) sn’(v) dn’(u)

( ) n(

—2sn(u) sn(v) en(u) en(v) dn(u) d

)
+ sn2(u) sn?(v

Essa informacao nos leva a determinar que

(en(u) en(v) — sn(u) sn(v) dn(u) dn(v))?
A? '

en’(u +v) =

Em seguida, extraindo a raiz em ambos os lados da igualdade, estabelece-
mos que:
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en(u) en(v) — sn(u) sn(v) dn(u) dn(v) .

cn(u +v) = A

Isso conclui a demonstragéo do item (ii).

Agora, realizaremos a prova do item (iii) da proposicdo. Para realizar a
prova, utilizaremos a férmula (2) e o item (i). Notemos que:

dn’(u+v) = 1—E*sn’(u+0)
(sn(u) cn(v) dn(v) 4+ sn(v) cn(u) dn(u))Z‘

2
= 1—k N

Simplificamos a expressdo como:

A? — E*(sn(u) en(v) dn(v) + sn(v) en(u) dn(u))?
A2

dn?(u 4 v) =

Como no caso anterior, em vista de (30), fagamos:

A? = (dn*(u) + k?sn?(u) ecn?(v))(dn?(v) + k% sn?(v) en®(u)).

Isso nos leva a estabelecer que:

dn®(u +v)A? = dn®(u)dn®(v) + k2 sn?(v) en?(u) dn®(u) + k? sn?(u) en?(v) dn?(v)
+k*sn?(u) en?(v) sn®(v) en?(u) — k% sn?(u) cn?(v) dn®(v)
—k?sn?(v) en?(u) dn®(u) — 2% sn(u) sn(v) en(u) en(v) dn(w) dn(v)
= dn®(u)dn®*(v) + k* sn®(u) sn(v) en? (u) ecn?(v)

—2k? sn(u) sn(v) en(u) cn(v) dn(u) dn(v).
Assim, temos:

(dn(u) dn(v) — k? sn(u) sn(v) en(u) en(v))?
A? '

dn®(u + v) =

Extraindo a raiz quadrada em ambos os lados da igualdade acima, estabe-
lecemos que:
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dn(u) dn(v) — k% sn(u) sn(v) en(u) cn(v)

dn(u +v) = A :

0 que prova ao item (iii), desta proposigao.
[ |

Agora se considerarmos as formulas da adigdo com £ = 0 em (29). Temos:

sn(u, 0) cn(v,0) dn(v, 0) 4+ sn(v, 0) cn(u, 0) dn(wu, 0)
1-0
= sn(u,0) cn(v, 0) dn(v, 0) + sn(v, 0) cn(wu, 0) dn(u, 0).

sn(u+0v,0) =

Lembrando que sn(u, 0) = sen(u), sn(v,0) = sen(v), cn(u,0) = cos(u), cn(v,0) =

cos(v), dn(u,0) = /1 —02sn(u,0) =1 e dn(v,0) = 1, observamos que:

sen(u +v) = sn(u,0)cn(v,0)dn(v,0) + sn(v,0) cn(u, 0) dn(u, 0)

= sen(u) cos(v) + sen(v) cos(u),

0 que prova a férmula de soma da fungéo seno.
Agora, de forma similar, notemos que

cn(u, 0) en(v, 0) — sn(u, 0) sn(v, 0) dn(u, 0) dn(v, 0)
1-0
= cos(u) cos(v) — sen(u)sen(v) - 1

cn(u+v) =

= cos(u) cos(v) — sen(u) sen(v).

Para finalizar, dn(u + v,0) = 1, 0 que é evidente.

3.5 EXTENSAO PERIODICA DE FUNGOES ELIPTICAS DE JACOBI

Na secao anterior, apresentamos férmulas associadas as Funcdes Elipticas
de Jacobi. Agora, associaremos a validade destas formulas sobre a reta, de modo a
conseguirmos estender periodicamente as fungdes elipticas de Jacobi. Seja k € [0, 1)
um parametro fixado.

Sejau e [-K(k),K(k)] ev= K(k). De modo a facilitar os calculos, escre-
vemos K em vez de K (k).
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Usando o fato de que sn(K) = 1,en(K) = 0 e dn(K) = kK = V1 —k?,

estabelecemos que

sn(u) cn(K)dn(K) +sn(K)cen(u)dn(u)  cn(u)dn(u)  cn(u) (32)

1 — k2sn?(u) sn?(K)  dn®(w) dn(uw)’

sn(u+ K) =

en(u) en(K) —sn(u) dn(K)sn(K)dn(u)  A'sn(u)dn(u) & sn(u)(33)

en(u+ K) = 1 — k2sn?(u) sn2(K) - dn(u)  do(w)
e
_ dn(w)dn(K) — K sn(u) en(u) sn(K) en(K) _ K dn(w) _ ¥
dn(u+ K) = 1 — k2sn2(u) sn2(K) - dHQ(U) N dn(u) (34)

Entendemos que as formulas acima nos levam a definir as fungdes sn, cn e

dn sobre o intervalo K, 2K].

Além disto,

_ sn(K) en(K) dn(K) + sn(K) en(K) dn(K) 0

sn(K + K) 1 — k?sn?(K)sn?(K) T 1 R2 =0

_n(K)en(K) —sn(K)dn(K)sn(K)dn(K) KK 1—-k
en(K + K) = 1 — k?sn?(K)sn?(K) T O1-k 1k !
e

_dn(K)dn(K) — k*sn(K)en(K)sn(K)en(K) KK 1—k
dn(& + K) = 1 — k?sn?(K)sn?(K) _1—k2_1—k2_1'

Portanto,

sn(2K) =0, cn(2K) =—1, dn(2K) = 1. (35)

Fagamos um procedimento andlogo ao visto em (32)-(35), com v = 2K.
Notemos que:

_ sn(u)en(2K) dn(2K) +sn(2K) en(u)dn(u) — sn(u)
su(u +2K) = 1 — k?sn?(u) sn?(2K) 1 sufu),  (36)
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en(u + 2K) = en(u) cn(2l1()_—k22511;)<3)118(j2l((2)[s(11)(2}() dn(u) _ cniu) ~ en(u) (37)
e
dn(u + 2K) = dn(u) dn(?Kl)_—:2 SS;(&))CgI;élééﬁl)(?K) cn(2K) _ dnl(u) dn(u). (38)

Estas informagdes sao suficientes para definir sn, cn e dn sobre o intervalo
[2K (k),4K (k)]. Mais do que isto, notemos que

sn(4K) =sn(2K + 2K) = —sn(2K) = 0 = sn(0)

cn(4K) =cn(2K +2K) = —cn(2K) = —(—1) = 1 = cn(0) (40)
Estendemos cn e sn periodicamente sobre a reta, de forma que estas fun-

cbes tenham periodo 4K. Ja a fungao dn, pelo mesmo procedimento, tera periodo 2K,
quando for estendida sobre a reta.

As propriedades referentes as derivadas das funcdes elipticas permane-
cem validas no caso em que consideramos a extensao periodica das mesmas.

Figura 22: Comportamento da funcao Figura 23: Comportamento da funcao
sn(u,0.5), com u variando sobre a reta. cn(u,0.5), com u variando sobre a reta.

E importante salientar que as fungdes elipticas de Jacobi também s&o de-
finidas no contexto de fungées complexas, o que nao é o foco deste trabalho e nao

apresentamos esta outra situacao. Para detalhes, ver (BYRD; FRIEDMAN,[1971) e (ABRA-
MOWITZ; STEGUN, (1972).
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3.6 OUTRAS FUNCOES ELIPTICAS DE JACOBI

Além das fungbes elipticas sn, cn e dn, sdo definidas outras fungbes elipti-
cas em termos destas trés. Segue abaixo, a definicdo de nove outras fungdes elipticas
de Jacobi:

1 “d(u) — sn(u) sely) — sn(u)
ns(u) = sn(lu) d(w) dngug (v) cn((u))
nc(u) = cn(lu) cs(u) = (31?18; cd(u) = gﬁézg (41)
nd(u) = dn(a) ds(u) = — de(u) = on(u)

A seguir, apresentaremos as represetacao grafica de cada funcao eliptica.
Considerando um intervalo de u variando de [—10, 10] com K fixado em 0.5.

;N

—=
L]

M 8 & 4 2 ] 4 3 [ ] J

Figura 24: Comportamento da funcao Figura 25: Comportamento da funcao
dn(u,0.5), com v variando sobre a reta. ns(u, 0.5), com u variando sobre a reta.

Figura 26: Comportamento da funcao Figura 27: Comportamento da funcao
nc(u,0.5), com u variando sobre a reta. nd(u, 0.5), com v variando sobre a reta.



3.6 Outras Fungoes Elipticas de Jacobi

39

Figura 28: Comportamento da funcao
sd(u, 0.5), com u variando sobre a reta.

Figura 30: Comportamento da funcao
sc(u, 0.5), com wu variando sobre a reta.

Figura 32: Comportamento da funcao
dc(u,0.5), com u variando sobre a reta.

Figura 29: Comportamento da funcao
cs(u, 0.5), com wu variando sobre a reta.

Figura 31: Comportamento da funcao
cd(u,0.5), com u variando sobre a reta.

Figura 33: Comportamento da funcao
ds(u, 0.5), com u variando sobre a reta.
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4 EXISTENCIA DE ONDAS PERIODICAS: EQUACAO DE SCHRODINGER

41 INTRODUCAO

No século XVIII, segundo (BOYCE; DIPRIMA, 2012), a equacédo da onda era
um dos principais problemas a serem pesquisados no ambito da fisica e da matema-
tica. O matematico D’Alembert foi o primeiro a estudar a equagcédo em 1746, o que por
sua vez, despertou o interesse de outros cientistas como Euler (1748), Daniel Bernoulli
(1753) e Lagrange (1759) em aperfeicoar a matematica conhecida.

O matematico Erwin Schrédinger (1887 —1961), publicou em 1926 a deducéo
de sua equacéo: a equacgao de Schrédinger,

iy + Ugy + G(u) = 0. (42)

onde G é uma funcéo conveniente.

A equacao de Schrddinger tem a aplicabilidade na fisica e na quimica, uma
vez que é usada para descrever situagdes da mecanica quantica. Vale salientar que
o foco deste trabalho nao é aprofundar o estudo da equacgéao de Schrédinger. Vamos
determinar uma solucao para a versao cubica desta equacao, usando as informacoes
tratadas nos capitulos anteriores.

4.2 EQUAGCAO DE ONDAS PERIODICAS

Uma solucéo da equacgao de Schrédinger é uma fungao equivalente a dedu-
ziruma fungédo v : R x R — C, de tal modo que u satisfagca identicamente a expresséo

(42).

Consideremos que V' = V(x, t) seja uma fungéo. A equacgao

iug(z,t) + Uy (2, t) + V(x, t)u(x,t) = 0, (43)



4.2 Equacao de ondas periddicas 41

€ uma equacédo que atende a proposta

No caso particular em que V' (z,t) = |u(z,t)|?, a equagao ¢ interpretada
como a Equacéao de Schrddinger Polinomial Cubica.

iy (2,1) + Uge (2, 1) + |u(z, 1) Pu(z, t) = 0. (44)

A equagéao descreve um modelo relacionado a pulsos eletromagnéticos
presentes em um cabo de fibra optica. Uma possivel solugao para a equagéo é en-
contrada na forma de onda estaciondria, ou seja, apresentada como u(x, t) = e™y(z),
onde w caracteriza-se como uma frequéncia da onda e o termo ¢ € uma fungéo real.

Vamos determinar um método de resolugcdo. Suponhamos que
u(z,t) = e p(x)

solucione a equagao de (44). Agora, derivando a fungao u(z,t) em relagéo a ¢, temos:
ui(z,t) = iwe™p(x). Derivando duas vezes u(z,t) em relagdo a z, apresentamos:
Uz (T, t) = ™" (x). Utilizando da férmula de Euler para os nimeros complexos, te-
mos:

™" = cos(wt) + isen(wt).

Vale lembrar que o médulo de um nimero complexo z € definido como

12| = \/Re(2)? + Im(z)2.

Desta maneira,

[e™"] = Jcos(wt) + 1 sen(wt)| = \/cos?(wt) + sen?(wt) = 1.

Na equag&o (44), substituamos u(z,t) por e™!p(z). Resulta em

iliwe™ o(x)] + ™" (2) + "o (@) [*u(z, 1) = 0,
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ou seja,

—we™p(z) + ™" (2) + [v/(cos2(wt) + sen(wt))]?p(z)e™ p(x) = 0.
Determinamos que
() + € (1) + (@) p(z) = O,

Manipulando as expressdes, podemos colocar o fator ! em evidéncia.
Resulta na seguinte expressao

e (—wep(z) + ¢"(2) + ¢ (x)) = 0,
0 que estabelece a seguinte equagéao diferencial ordinaria:
—wp(z) + ¢"(x) + ¢*(x) = 0.
Multiplicando ambos os lados da expressao acima por (—1), chegamos em
—¢"(2) +wep(z) — ¢*(z) = 0. (45)

Na equagdo (45), nos deparamos como uma equagao diferencial de se-
gunda ordem, apresentada na forma,

Plo@)] _ (m o dw(m)) ' (46)

dx? dx

O estudo do campo vetorial determinado por (45) sugere a existéncia de so-
lugcdes periodicas (ver anexo[A). No que sugere, buscaremos explicitamente solu¢des
dnoidais para a referida equagao.

Observando a equagéo (45), multipliguemos ambos os lados da mesma por
¢, e obtemos que:

—¢"(x)¢' (x) + wp(x)¢' (x) — *(2)¢' (z) = 0- ¢ () = 0. (47)

Vale destacar que a equacéo diferencial acima € homogénea.

Para encontrar uma solugédo particular da equacgéao (47), calcularemos a
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integral desta identidade, sobre o intervalo de [a, x]. Segue que

—/ gp"go’ds—i—/ wgpgo”ds—/ ©o'ds =0, (48)

onde ,
n_ e
ds?

P

ds’
.1d /2_///1d2_ /1d4 3,
Vemos que: 5 —[(¢)7] = ¢'¢", S [¢'] = vy’ e T[0T = ¢
Estas informagdes em (48), nos levam a determinar que:

L[ [ dy™? w [ [*dp? L[ [Tde*]
‘5{/& HWUG ds | T / o

T

= 0.

ou seja,

1 dy"™ N w d? B 1 dp*
2 ds 2 ds 4ds

Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo, (LEITHOLD), |1994), obtemos:

1, 1

1)+ ) o

570+ 0 + ) - ) - :

2 2 2

Portanto, podemos reinterpretar nossa equacgao original como:

-l + 5

onde
1 1
507 (a) = 3¢%(@) +

é caracterizado como a soma de constantes.

B =

Passamos a resolver a equacgao (49) como

1 (dy 2 w o, 1 4
_ (%) =% Ao B
> (m) 2P Ty T
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isto é,

dyp ? s 1y
— | =wp”— ¢ +2B. (50)
dx 2

Vamos tentar deduzir uma fungéo ¢ que satisfaga a equacao (90). Para
isto, assumiremos algumas informacdes como verdadeiras. Uma delas é que

1
we?® — 5904+QB > 0.

Aplicando a raiz quadrada em ambos os lados em (50), obtemos:

d 1 2wep? — p* + 4B
—¢:\/w@2——¢4+232\/w¢ iy (51)
dz 2 2

Constatamos que

dp V2we? — pt + 4B
dr V2 ’

€ uma equacao separavel. Assim, manipulando esta identidade, obtemos que

dy _dx
V2wp? — ot + 4B V2

(52)

Apliqguemos a primitiva em ambos os lados, na expresséo (52). Resulta que

/ 1o - @/mx
V2wp? — ot + 4B 2 '

Vamos, inicialmente, trabalhar com a integral

|
V 2wep? — o'+ 4B

Em seguida, iremos determinar esta integral por meio de fungdes elipticas.
Para isto, continuaremos a assumir que 2w¢? — p* + 4B tenha um comportamento
adequado.

Estamos interpretando que existem constantes reais 7, e 1., em de tal
forma que:

(¢ = 5l-p" + 2w +4B] = S(} ~ )& — ). (59
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Aqui, 1, 172, —11 € —1n2 S80 zeros da fungao polinomial

F,

L(t) = —t' + 2wt* + 4B.

Sem perda de generalidade, facamos 0 < 7, < n;. Vemos que

(i — ") (@ —m3) = mie’ —nmin; — ¢ + ¢,
=~ + (0 +m3)e” — i,
e, consequentemente, em vista e (54),

2w =3 + 3
4B = —1in3

(54)

Em seguida, passamos a definir algumas varidveis que serao Uteis nesta

2 .2
abordagem. Fagamos a = — e k? = M Substituindo os valores introduzidos

T m

na equagéo (53), resulta em

1
(a')?nf = 5(77? — o) (@n; —n3).

Agora,
1
(a')? = o (77 — o®n)) (®nt — m3)]
1
1 2
= — {nf(l — o) <a2 - 77—3)}
1 Un

Em outros termos, temos

@p = Bla-a (@=L 81

o)

[(1—a®)(®—1+k?)].

CI RSN RSN
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Finalmente,

()? = %% [(1-a®)(e® —1+K)]. (55)

Em seguida definimos uma variavel v de tal forma que ¢(0) = 0. E, exigimos
que ¢ satisfaca a seguinte relacéao

o® =1— k*sen’(v). (56)
A funcao é derivavel, de modo que, implicitamente,
200/ = —2k*sen(v)) cos(1)1'.

Isolando o/, obtemos a seguinte igualdade

o — —2k? sen(v)) cos(w)l/),'
2c0

Elevando ao quadrado ambos os lados na expressdo imediatamente acima,
deduzimos que

4k* sen’ () cos?(v))
402

(()/)2 _

().

Substituindo o? pela expressao dada em ([56)), nos leva a deduzirmos, que

k* sen? () cos?(v))

1 — k2sen?(¢) ()"

(a/)2 —

Agora, passamos a manipular a expressao (55), de modo a chegar em
uma outra expressao conveniente. Substituindo o resultado imediatamente acima na
expressao (55), obtemos que:

e o ) e = 2 (1= 1+ K s ()1 = s () — 1+ 9]

0 que resulta em
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k* sen? (1)) cos?(v))
1 — k2 sen?(1))

(W) = o [k sen’(¥)(k* — k*sen’(v)))]

NSNS

[k:4 sen?(1))(1 — senQ(@/)))} )

Pelas propriedades de identidades trigonométricas, temos que

k*sen’ (1) cos*(¥) , ., _ M (4 o 2
T — k2 sen?(0) (W) = 5 (k*sen® (1) cos?(v)) .

Isolando (¢')2, obtemos que

ni (K sen®() cos®(¢)) (1 — k* sen® )

n2 '
W) = 2 k4 sen? (1)) cos? (1)) ’
0 que resulta, apds simplificacoes, em
2 2 2
ne 15 (1 — k*sen® )
W) = . .

Aplicando a raiz quadrada em ambos os lados, segue que

w/ _ \/U%(l—kgseﬂ2¢)

1 — k2sen?
R A a—

ou seja,
v _m
V1—kZsen2y V2
Consideremos [ = % Aplicando a integral sobre o intervalo [0, ¢] em ambos

os lados da expresséo (57), estabelecemos que

(57)

€ w/ €
/ dx :/ ldx.
0 /1 —k%sen2¢ 0

Ou seja,

/ v dr = le. (58)
0 1—k2%sen?)
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Introduzindo t = (z) deduzimos que dt = ¢'(x)dx. Isto é suficiente para

garantir, em vista de (58), que

P(e) dt
| e
w0) V1—Fk?sen?t

Afirmamos que

sen(y(1)) dt (e) dt
/0 JA-2)1-k2e) /w(o) VI—K2sen?t

(59)

Com efeito, fazendo uma troca de variavel, temos que se, t = arcsen(y)

dy

\/1—y2 ’

entdo y = sen(t) e dt = Isto indica que

Y(e) dt ¥(e) dt
/ww) (I —Ksen’t) /wm) V1= k2

/Sen(d)(E)) dy 1
sen((0) /1 —y? /1 — k2y>

/Sen(¢(6)) dy
o VA=) (1= ky?)

Segue que,

sen((¢)) dy
/ = e
0 V(=) (1 —k2y?)

(60)

Pela definicdo de integral eliptica, estabelecemos que sen(¢)) = sn(le; k).

Ou seja,

ale) = /1 —k2sen(y)) = /1 — k2sn2(le, k) = dn(le, k).

Agora, voltamos a variavel inicial ¢ = n;«. Entendemos que

p(€) = (€ m1,m2) = ma = mdn (%e, k:) ,

onde identificamos, como ja comentado,

kz_n?—n§2 ) 2 0
- 2 ,w—7h+77277]1>772>-

m
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Como ja foi estudado no capitulo 3 as Funcdes Elipticas de Jacobi, sabe-
mos que a funcdo dn possui periodo de 2K, pois dn(u+2K; k) = dn(u, k) onde K (k) &
a representacao da integral eliptica de primeiro tipo. O periodo da onda dnoidal, dada
em (61), é representado por T,,, onde

2v/2
TwZTK( ),

depende do parametro & € (0, 1) a ser fixado.

Pela construcao detalhada, obtemos que a funcéao

u(z,t) = e™p(r) = ™'y dn (%, k:) (63)

caracteriza uma solugao para a equacao diferencial parcial (44)

iy + Ugy + [uPu = 0,

qgue é a equacao de Schrddinger de poténcia polinomial cubica. Em verdade, a funcao
é solugdo valida se 7, 12, w € k satisfizerem as relagdes propostas em (62). Sem
estas exigéncias, pode ndo solucionar a equagao (44).

Possivelmente, estas ndo séo as Unicas solugdes da equagdo (44). Este
método determinou apenas solugdes de ondas estacidénarias dnoidais. Outros méto-
dos, a serem aplicados, poderao determinar outras classes de solugdes para (44). Em
outros métodos, as solucdes obtidas podem nem ser dadas em termos de Funcdes
Elipticas de Jacobi.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foram abordados alguns assuntos relativos as fungdes elipti-
cas, bem como suas principais propriedades. Vimos também que uma das aplicacdes
deste tipo de funcéo esta associada a resolugéo de equacdes diferenciais parciais.

Cumprimos todos os objetivos que nds tinhamos proposto neste trabalho,
passando a compreender as fungdes elipticas de Jacobi, definindo suas proprieda-
des e comparando-as com as fungdes circulares, onde € possivel perceber algumas
semelhancgas.

Este trabalho foi muito significativo para o meu desenvolvimento, apreen-
dendo uma nova nogdo matematica. Além disto, com este trabalho, aprendi a utilizar
o Maple, um programa que facilita a visualizacao de graficos. Este trabalho expandiu
meus conhecimentos. Antes do Trabalho de Concluséo de Curso, nunca havia tratado
com estas classes de fungdes, o que mostra que ha muitos conceitos matematicos a
serem explorados.
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ANEXO A

Seja a equacao
—o" Fwp —¢* =0 (65)

no caso em que w = 1
Facaz = ¢(t) ey =¢/(t). Dai, & = ¢/ =y,

%: ”:wgo—gp3:1x—x3:x—x3
A equacéao (65) admite uma infinidade de solucdes e estabelece o seguinte

campo vetorial, apresentado na figura [34]
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Figura 34: Campo vetorial determinado por 1)

No caso em que ¢(0) = 1,2 e ¢/(0) = 0, a solugao se comporta da como na
figura35]

Notemos na figura [36| que, neste caso, a solugcéo € periddica e, lembra o
comportamento da fungcéo dnoidal
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Figura 35: Campo vetorial determinado por (65), onde ¢ (0) = 1,2 e
¢'(0) = 0.

r T T T T T T 1
-8 -6 -4 -2 0 2 E 6 8
¢

Figura 36: Grafico da fungéo (65) no caso em que ¢(0) = 1,2 e ¢/(0) =
0.



