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RESUMO

TABORDA, Renan Augusto. Analise de desempenho de controladores aplicados
ao sistema péndulo invertido. 2014. 57 folhas. Trabalho de Conclus&o de Curso
Bacharelado em Engenharia Eletrénica - Universidade Tecnoldgica Federal do
Paranéa. Toledo, 2014.

Este trabalho tem o objetivo de projetar diferentes topologias de controladores a fim
de analisar o desempenho comparativo aplicado ao sistema péndulo invertido.
Inicialmente, é apresentada a modelagem matematica do sistema em estudo
considerando duas situacdes: a primeira considera um modelo linearizado em torno
de um ponto de operacdo, o qual sera alvo de estudo na aplicacdo de duas
estratégias de controle linear moderno, sendo as técnicas de controle via LMI e
LQR; a segunda utiliza o modelo ndo-linear do sistema proposto, sendo aplicada a
técnica de controle ndo-linear SMC. Ao final, € realizado uma analise de
performance com relacdo a complexidade computacional envolvida no processo de
determinacdo do ganho de realimentacdo de estados e a eficiéncia que cada
controlador apresenta em relacdo as expectativas de projeto. Por fim, para a
execucdo dos algoritmos exigidos pelos controladores propostos utilizou-se
ferramentas computacionais existentes no MATLAB e, também, a linguagem de
programacao usual do software.

Palavras-chave: Péndulo invertido. LMI. LQR. SMC.
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ABSTRACT

TABORDA, Renan Augusto. Performance analysis of controllers applied on
inverted pendulum systems. 2014. 57 pages. Graduation assignment (Bachelor of
Electronic Engineering) — Federal Technology University - Parana, Toledo, 2014.

The main goal of this paper is to design different topologies of controllers for the
inverted pendulum system in order to analyze and compare “their performance”. At
first a mathematical modeling of the proposed system is presented taking two
situations into account the first one regards a linear model around of one point of
operation, which will be studied to be used in two strategies linear modern control,
that are control techniques via LMI and LQR; the second situation uses a non-linear
model of the proposed system, which will be applied a non-linear technique of control
called SMC. Moreover, it will be done a performance analysis concerning the
computational complexity that was used in the process to determine the state
feedback gain and the efficiency of each controller regarding the proposed
requirements for this project. In the end, with the reason to execute the algorithms
required by the proposed controllers were used computational tools that are available
in MATLAB and, also, its programming language.

Keywords: Inverted pendulum. LMI. LQR. SMC.
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1 INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, a crescente complexidade dos processos de producdo
e a demanda por alta eficiéncia em plantas industriais impuseram restricbes cada
vez maiores aos sistemas de controle associados. Neste contexto, foi estabelecida
firmemente uma moderna teoria de controle para sistemas continuos no tempo, o
que foi capaz de provocar uma verdadeira revolugcdo nos processos industriais,
possibilitando a humanidade a explorar o universo (ASSUNCAO, 2008).

Contudo, o ponto de partida para o presente estudo foram os programas
espaciais, no qual o controle do foguete na fase de lancamento € semelhante ao
controle do sistema péndulo invertido, que, por natureza, € um sistema nao linear e
instavel, sendo necessaria a acdo de uma lei de controle adequada para que a haste
se mantenha na posicdo de 90°, mesmo sofrendo qualquer tipo de perturbacéo
externa (OGATA, 2010). Para fins de estudo do sistema péndulo invertido, serédo
realizadas duas modelagens matematicas a fim de se obter um sistema linear e
outro ndo linear continuo e invariante no tempo.

A associacao existente entre os modelos matematicos propostos, ou seja,
linear e nao-linear, esta fortemente ligada ao processo de linearizacdo das
caracteristicas fisicas nao-lineares do sistema péndulo invertido. De um lado, a
vantagem de se considerar um sistema linearizado estd diretamente relacionada
com a utilizacdo de técnicas de controle em menor nivel de complexidade quando
comparado a projetos de controladores ndao-lineares. Por outro lado, muitos
processos sdao melhor modelados por equacdes algébricas diferenciais ndo-lineares
e 0 uso da descrigcao linear ocasiona perda de informacdes sobre os processos, 0
que justifica a analise de desempenho comparativa entre o0s controladores
propostos.

Tendo em vista o0 objetivo geral de analise de desempenho de controladores,
€ possivel verificar, ao longo dos anos, um crescente esforco de forma a aprimorar a
performance de sistemas de controle, através da proposicao de varias estratégias de
controle avancado, das quais recentemente destacam-se aquelas que utilizam
modelos matematicos a serem controlados.

Dessa forma, o objetivo deste trabalho € a analise de desempenho de

diferentes técnicas de controle linear, quais sejam: Desigualdades Matriciais



Lineares (do inglés, Linear Matrix Inequalities - LMI), que envolve a convexidade e
flexibilidade para tratar problemas mistos de performance e robustez (TROFINO,
2000) e o Regulador Linear Quadratico (do inglés, Linear Quadratic Regulator -
LQR), cuja principal caracteristica consiste em um método de controle simplificado,
com uma planta de facil interpretacdo e uma matriz de ganho de controle por
realimentacdo de estado (OGATA, 2010).

Analisam-se, também, técnicas de controle ndo-linear, tal como o Controle
em Modos Deslizantes (do inglés, Sliding Model Control - SMC), cuja principal
caracteristica envolve um controlador ndo-linear, sendo possivel considerar todas as
ndo-linearidades do sistema, ndo limitando a operacdo a uma regido especifica de

projeto.

1.1 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Este trabalho é dividido em sete secdes, sendo que a primeira se¢ao
corresponde a introducdo com as consideragdes acerca do ponto de partida para o
projeto e o objetivo geral.

Na segunda secdo sdo apresentadas as caracteristicas do sistema em
estudo, juntamente com a modelagem matemética e a linearizacdo do péndulo
invertido.

A terceira, quarta e quinta secfes é definida a teoria dos controladores em
estudo, sendo o controlador nédo-linear via Modos Deslizantes e os controladores
lineares via Desigualdades Matriciais Lineares e Regulador Linear Quadrado,
respectivamente, bem como as simulacdes do sistema controlado e conclusdes
parciais, mostrando o0s resultados das simulacbes para cada topologia de
controlador analisada.

Na sexta secao é realizada uma analise de desempenho dos controladores,
tendo como base os resultados parciais encontrados nas sec¢des anteriores, obtendo
uma analise comparativa dos resultados.

Por fim, a sétima se¢do é destinada a apresentar as consideracgfes finais,

concluindo o estudo.



2 SISTEMA EM ANALISE: PENDULO INVERTIDO

Esta secdo € destinada a apresentar uma descricAo matematica
bidimensional em representacdo por espaco de estados do sistema péndulo

invertido e suas aplicacoes.

2.1 DESCRICAO DO SISTEMA

Considere o diagrama esquematico apresentado na Figura 1.

i

Figura 1 — Modelo de estudo do péndulo invertido
Fonte: Autoria préopria

O sistema consiste em uma haste cilindrica de aluminio, livre em torno de
um ponto fixo, montada sobre um carrinho que se move horizontalmente por meio de
um motor, que tem a funcdo de manter a haste do péndulo em um angulo de 90°
com o eixo z. A haste possui massa constante m, comprimento 21 e seu movimento
é dado pela funcdo do angulo 6(t). O carrinho apresenta massa constante M, e se
move livremente na direcdo do eixo z, sendo este deslocamento representado pela

funcéo z(t).



2.2 MODELAGEM MATEMATICA DO SISTEMA

A partir do diagrama de corpo livre mostrado na Figura 2, podem-se

descrever as equacdes de movimento do péndulo invertido.

Figura 2 - Diagrama de corpo livre do Sistema
Fonte: Autoria prépria

Define-se, a priori, que x(t) € R* é o vetor de estados, cujas variaveis séo o
deslocamento do carrinho z, a velocidade do carrinho z, o deslocamento angular da
haste 8 e a velocidade angular da haste 0; y(t) € R?> é o vetor de saidas de

interesse, definido pelos parametros z e 0; e u(t) € R é o sinal de controle.

2.2.1 Formulacao nao-linear do sistema

Para obter a descricdo matematica, inicialmente, € necessario determinar o
centro de gravidade da haste do sistema. Admitindo-se que a haste possui tamanho
e peso uniforme, determina-se o centro de gravidade como o centro geométrico da

haste, no comprimento [. Apés, determinam-se as coordenadas z e y do centro de



gravidade, que serao representadas por (z;, y;). Assim, pode-se passar a andlise do

digrama de corpo livre do sistema e definir as equacdes necessarias.

De acordo com (OGATA, 2010), o movimento de rotacdo da haste do

péndulo em torno de seu centro de gravidade é dado por:

2

d
=50 = Fylsin@ — Fyl cos 6 (2.1)

sendo F, e Fyas forcas verticais e horizontais, respectivamente, e I o0 momento de

inércia da haste em relagdo ao seu centro de gravidade.

Ja o movimento horizontal e vertical da haste, em relacdo ao seu centro de
gravidade é, respectivamente,

2

d :
Fy = mﬁ(z + [sin @) (2.2)

F, = m;—; (lcos@) +mg (2.3)
Com relagéo ao carrinho responsavel por garantir o equilibrio da haste, seu
movimento horizontal pode ser descrito por,
d2

2.2.2 Linearizacao do sistema

Ao se analisar as equacbes (2.1) a (2.3), percebe-se que h& termos néo
lineares, que sao sin @ e cosf, dessa forma a etapa de linearizacdo é fundamental,
pois dois dos controladores que serdo analisados ndo admitem equacfes nédo-

lineares, por se tratarem de técnicas de controle lineares.

7

Assim, para efetuar a linearizacdo do sistema, € necessario determinar o
ponto de equilibrio em que se deseja operar, assim, escolhe-se o0 ponto em que o
angulo 6 seja uma grandeza muito pequena, aproximadamente zero, pois nesse

ponto a haste permanece na posicao totalmente vertical.
Para tanto, admite-se que, sin6 ~ 6, cos8 ~ 1, 862 = 0.

Da equagéo (2.1), obtém-se:



d2
1750 = Fylo — Fyl (2.5)
E, as equacbes (2.2) e (2.3),
2

d
FH = mﬁ(z + 19) (26)

F, =mg (2.7)

2.2.3 Representacao por variaveis de estados

Com as equacbes (2.4) a (2.7), pode-se determinar as equacdes no espaco
de estados, e por fim, reconhecer as matrizes A, B, C e D do sistema.

De forma a simplificar a notacéo, substitui-se C:Tf por 6 e Z—z por Z. Dessa
forma, reescrevendo as equacdes, obtém-se:
160 = F,16 — Fyl (2.8)
Fy=u— M3 (2.9)
Fy =m(Z+16) (2.10)
F, =mg (2.11)

Igualando as equacdes (2.9) e (2.10), define-se a primeira equacédo de
estados:

(M +m)Z+mlf =u (2.12)
que, substituindo as equacdes (2.10) e (2.11) na equacdao (2.8), obtém-se a segunda
equacdao de estados:

mgle —ml(l6 + %) =16 (2.13)

Definir, portanto, as variaveis de estado x;, x,, x3 € x, por: x; =60,x, =
0,x;=zex, = 2.

Salienta-se, que 6 e 6 corresponde a posicdo e a velocidade angular da

haste, respectivamente, assim como z e z corresponde a posi¢cao e a velocidade do

carrinho, respectivamente.



Definem-se, ainda, as saidas do sistema, sendo a posi¢cao angular da haste
.~ . X

e a posicao do carrinho, portanto, y = [i;] = [Z] = [x;]
O objetivo, agora, é separar as variaveis a partir das equacdes (2.12) e

(2.13), determinando as equacdes de estados, para ao fim modelar o sistema em

termos de equacdes vetoriais-matriciais, que séo representadas a partir do seguinte

modelo:
X1 X1
2| = 4,0 2+ Bupyue (2.14)
x-3 4x4 X3 4x1 .
.X:4 x4—
X1
Vi1 X2
a] = Cous | (2.15)
Xq

dessa forma, deve-se obter x;, x,, x5 e x,, € portanto,
5('1 = xz (216)
Agora, isolando § da equacéo (2.12) e igualando a x,, tem-se:

. u—(m+M)zZ
b= ( )% _

— X, (2.17)

Realizando o mesmo procedimento para x5 e x,, obtém-se:
5(3 = X4 (218)

E, isolando Z na equacéo (2.13) e igualando x,,

. mgle — (I +ml?)6
Z = =

— %4 (2.19)
Agora, substituindo (2.18) em (2.16), é possivel obter:
+ M l l
g, = A Mmgl - u (2.20)
(m + M)I + Mml? (m+ M)I + Mml?
Finalmente, substituindo a equacao (2.19) em (2.18),
—m?[? I +ml?
mLé (I +ml) (2.21)

. n
Xa (m + M)I + Mml? (m+ M)I + Mmiz®

Conclui-se, portanto, que a forma matricial das equagdes (2.15), (2.17), (2.19)

e (2.20), corresponde a seguinte representacdo em espaco de estados:



i 0 1 0 0 0
%y (m + M)mgl o o ol —ml
x| _|(m+ M) + Mmli? X5 (m+ M)I + Mml? 2 99
x| 0 0 0 1f|x3 t 0 *u  (2.22)
X4 -m?l%g 0 o0 ol (I +ml?)
L[(m + M)I + Mml? | L(m + M)I + Mml?2]
X1
yig_[1 0 0 07]|*
YZ] B [0 0 1 0] X3 (2.23)
X4

Portanto, para o projeto dos controladores serdo utilizadas as matrizes de
estados A, B, C e D:

0 1 0 0 0
(m+ M)mgl 0 0 0 -ml
A= (m + M)I + Mml? B= (m+ M)I + Mml? 2 94
= 0 0 0 1| = 0 (2.24)
-m?l%g 0 0 0 (I + ml?)
L((m + M)I + Mml? | L[(m + M)I + Mml?]
1.0 0 0 _
c_[o 0 1 of D=0 (2.25)

Por fim, a Tabela 1 corresponde aos valores numéricos para as variaveis
contidas nas equacodes (2.24) e (2.25).

Tabela 1 - Valor das constantes do péndulo invertido.
Fonte: (COSTA, 2012)

Constante Descricao Valor Unidade
M Massa do carrinho 1 kg
Massa da haste 0,6 kg
| Comprimento da haste 0,5 m
I Momento de inércia do carrinho 0,010 kgm?
g Aceleracdo da gravidade 9,81 m/s?

De acordo com a Tabela 1, as matrizes lineares do sistema sao:

0 10 0 0
2826 0 0 0 _|-1,807
a=|2%2 0 00 BT (2.26)
~5318 0 0 0 4,604
_[1 000 (2.27)
C—[o 0 1 0]



3 CONTROLADORES VIA SMC

3.1 INTRODUCAO

O controle por modos deslizantes foi estudado pela primeira vez na década
de 50 na Unido Soviética, em especial, por Utkin. E um método de controle muito
usado em sistemas dinamicos incertos, tendo suas raizes na teoria de controle de
relé e bang-bang (CAUN, 2007). Tal utilizacdo se da devido a sua principal
caracteristica: robustez. Afinal, o controlador objetiva manter os estados dentro de
uma regido estavel, sendo menos propicia a perturbacbes externas. (DAMAZO,
2008)

Em linhas gerais, o controlador por modos deslizantes é baseado na
necessidade de manter a trajetéria dos estados da planta a ser regulada em uma
superficie estavel, denominada superficie de deslizamento ou superficie de
chaveamento, especificada pelo projetista. E importante salientar que é necessario
um controle de realimentacdo com chaveamento de alta velocidade, sendo capaz de
guiar as trajetérias dos estados da planta ndo-linear para esta superficie, dessa
forma, quando os estados permanecem nessa superficie, as influéncias externas
que o sistema estd inserido serdo atenuadas, seguindo o objetivo de possuir maior

robustez. (RIBEIRO, 2006)
Por fim, o projeto pode ser dividido em duas etapas principais:

1. Projeto da superficie de deslizamento, em que a dindmica da planta
indicada siga a trajet6ria em que foi projetado o caminho;

2. Desenvolvimento de uma lei de controle que garanta a existéncia de um

modo deslizante.

3.1.1 Superficie deslizante

A superficie de deslizamento S(x) é designada de uma forma em que a
resposta do sistema seja restrita a S(x) = 0, ou seja, corresponde a um tubo de

dimensédo (n —m) no R" determinado pela intersec¢do das superficies deslizantes
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Si(x) =0 de dimensdo m(n—1) e possua o comportamento desejado, seja para

estabilidade ou rastreamento dos estados.

Existem diversas formas de projetar superficies deslizantes nao-lineares,
porém é comumente usado, por conveniéncia e simplicidade, regides lineares, como

a utilizada neste trabalho.

3.1.2 Modos deslizantes

Apo6s designar a superficie deslizante, o proximo passo € garantir a
existéncia de um modo deslizante. Em linhas gerais,

Um modo deslizante existe se na vizinhanca da superficie de

deslizamento, S (x(t)) = 0, a tangente ou vetor velocidade da trajetoria

de estado sempre esta direcionado para superficie de deslizamento.

Consequentemente, se a trajetdria do estado intercepta a superficie de

4

deslizamento, o valor da trajetéria de estado ou ‘ponto representativo’

se mantém dentro de uma vizinhanca (GARCIA, 2006).
Ou seja, um modo deslizante somente existira a partir do momento em que a
trajetéria dos estados da planta a ser controlada satisfazer a condicdo: S(x) =

0,V t =ty sendo factivel apenas se o chaveamento for essencialmente rapido.

A Figura 3 exemplifica uma superficie bidimensional com a trajetoria dos

estados, juntamente com o chaveamento.

A
X1

\ \é"""”iﬂrzrlrnhanca do ponto
I Limite de D

) Ponto Limite de D

: Xz

Figura 3 - llustracéo bidimensional do dominio do modo deslizante
Fonte: Garcia, 2006
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3.1.3 Condigdes para a existéncia de um modo deslizante

Dentre condi¢cdes para que um modo deslizante exista, € necessario que
haja estabilidade da trajetéria dentro da superficie, ou no minimo na vizinhanca £ de
S(x) = 0. Para investigar tal estabilidade, escolhe-se uma fungdo de Lyapunov
generalizada, V(t,x), positiva definida e com derivada no tempo V(t,x) negativa na
regido de atracao.

A escolha da funcdo adequada de Lyapunov é utilizada para designar os
ganhos de realimentacéo, pois a fungao V(t, x,S) determina o conforto nos célculos

de tais ganhos.

Assim, para sistemas com entrada simples, escolhe-se a seguinte estrutura
para a funcéo de Lyapunov (EDWARDS, 1998).

V(t,x) = %Sz(x) (3.1)
onde,

1. .
ESZ =55>0 (3.2)
3.2 PROJETO DE CONTROLADORES SMC EM TEMPO CONTINUO

Segundo (Garcia et al, 2005), para o projeto da superficie de deslizamento,

utiliza-se o sistema representado por:
x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)

(3.3)

onde u(t) € o controle do sistema, x(t) o vetor de estados, y(t) € o vetor de saida e
as matrizes A,B e C transcrevem as caracteristicas fisicas do processo, ou seja,
matrizes ou vetores de parametros do sistema em equac¢fes matematicas por
representacédo de espaco de estados. Assim, a superficie de deslizamento pode ser
obtida a partir de,

S@) = {x(@®)| Gx(¢) = 0} (3.4)

onde G € R™" é uma matriz constante concebida a partir do momento em que 0s

estados permanecem no interior da superficie de deslizamento.
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Assim, deve-se encontrar a matriz G utilizando o sistema na seguinte forma
regular:
%1(t) = A11x1(8) + Agax,(0) (3.5)
%o (1) = Az1x1(8) + A x5 (8) + Bu(t) (3.6)
sendo x; € R"1, x, € R, B e R! e as correspondentes matrizes descritas por:
A, € m(n—l)x(n—l)’ A, € gﬁ(n—l)xl, A, € R1x(n-1) o A,, € RIx1

Assim a superficie de deslizamento sera,

x1(0)] _

so=16 Gl g

0 (3.7)

onde as matrizes G,eG, sdo ndo nulas com dimensbes RV e R

respectivamente.

Isolando x,na equacéo (3.7), e aplicando em (3.5), tem-se:
%1 (t) = [A11 — A12G3 G ]xq (B) (3.8)
A equacdo (3.8) pode ser representada por meio de um mudanca de
variavel, no qual se adota F = —G; 1G,, portanto:
x1(t) = [A11 + A2 F ] (D) (3.9)
sendo A;; + A;,F a estrutura de realimentacao do sistema.

Apbs modelar a superficie de deslizamento, deve-se garantir que o sistema
permaneca em tal regido, para isso, encontra-se um modo deslizante para que a
equacdo (3.4) seja valida.

O propésito, portanto, é encontrar uma lei de controle adequada para que 0
sistema encontre e permaneca na regido de deslizamento, com o auxilio de uma
funcdo de Lyapunov candidata. De forma geral, a lei de controle deve seguir a
seguinte regra,

u (t,x) #0 paraS(t) <0

u(®) =< u(t,x) =0 paraS(t)=0 (3.10)
ut(t,x) # 0 paraS(t) >0

Podendo ser escrita como,

u(t) = ueq(6) + u*(t) (3.11)



13

sendo a primeira componente denominada de controle equivalente e a segunda

denominada de controle de chaveamento.

Na determinacdo da lei de controle equivalente, é imprescindivel atender a
condig&o expressa por,

S(t) = Gx(t) = GAx(t) + GBue,(t) = 0 (3.12)
Considerando que, u., = F4x(t), e isolando u,, da equacéo (3.12), obtém-
se por associagao que,
F,, = —(GB)™'GA (3.13)
desde que o termo GBseja ndo nulo.

O proximo passo € determinar a lei de controle chaveada, para tanto

considera-se,
S(t) =Gx(t), SEReG e R¥ (3.14)
Da equacdo (3.3) associada a lei de controle da equacéo (3.11), obtém-se
S(t) = G[Ax(£) + B(ueq(t) + ui (£))] (3.15)
Substituindo, enfim, a equacédo do controle equivalente, obtida em (3.13), é
possivel determinar, que:
S(t) = GBui(t) (3.16)
Assumindo GB = 1, obtém-se S(t) = ui(t), e assim,

ut(t) = SO oo (3.17)
= Pisor P '

Contudo, pode-se concluir que a lei de controle total em modos deslizantes

continuo no tempo é dada por:

u(t) = ueq (6) + uif (t) = — [(GB)*GAx(t) + p% (3.18)

3.3 PROJETO DA SUPERFICIE DESLIZANTE
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Considere a equacao (3.7), efetuando uma alteragdo de coordenadas,

definida por uma matriz ortogonal T,., tal que:
x(t) = T,x(t) (3.19)

Assim, o sistema apresentado pelas equacdes (3.5) e (3.6) podem ser

escritos em termos do par (A, B) as seguintes matrizes regulares:

4, A 0
T _ |11 12 _
LATT = |, Azz]’ T,B = [B] (3.20)

A superficie de deslizamento também é encontrada a partir da matriz
ortogonal T,, e tomando como base a equacédo (3.4), que é verdadeira a partir do

momento em que os estados permanecam na superficie, assim:
GT} =[Gy G] (3.21)

Agora, para encontrar as matrizes G, e G,, basta partir da mudanca de

variavel realizada em (3.9),
F =G71G, (3.22)
Portanto,
G, = G,F (3.23)
E, por fim, considerando G, = I,,,, tem-se:

GTT =[F 1I,,] (3.24)

Sendo, assim, essa aproximagcdo minimiza os calculos para encontrar a
superficie e reduz os erros. Como ja mencionado anteriormente, o termo F esta
presente na realimentacao de estados do sistema, dessa forma F nada mais é que o
ganho de realimentacdo, sendo facilmente encontrado, apenas realizando uma
alocacao de polos que atenda as especificacdes desejadas.

Contudo, a superficie de deslizamento é encontrada a partir da equacao
(3.24) e da lei de controle. Além disso, para que os estados permanecam em tal
superficie é necessario satisfazer a equacao de controle (3.18).

Porém existe uma maneira de tornar a resposta do controlador mais suave,
adicionando um coeficiente § junto coma lei de controle chaveada, tornando o
chaveamento mais suave (EDWARDS, 1998). Assim, a lei de controle (3.18) pode

ser escrita da seguinte forma,
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S(t)

u(t) = ueq(t) + uif (1) = — [(GB) ' GAx(t) + Plsor+s

(3.25)

3.4 SIMULACOES

Considerando o modelo ndo-linear do sistema mostrado nas equacdes (2.1),
(2.2), (2.3) e (2.4), deve-se trabalhar com essas equacdes a fim de isolar 6 e Z,
sendo, portanto:

. mglsin(6) mlcos(6) [(ml* + 1) (ml62 sin(8) + u) — m?1%sin(6)cos(6)
 oml2+1 ml? + 1 (M + m)(ml? +1) — m212 cos?(0) (3.26)

5 (ml? + D)(ml6? sin(8) + u) — m2gl%sin(8)cos(6)

(3.27)
(M +m)(ml? + 1) — m?1? cos?(0)

Os estados sdo obtidos da secdo 2, sendo: x; = 0,x, = 6,x3 =z € x, = Z.

Assim, tem-se:

X =x, =86 (3.28)

b mglsin(@) mlcos(9) [(ml? + I)(ml62 sin(8) + u) — m?1%sin(8)cos(6) (3.29)
T mi2+1] mlz + 1 (M + m)(ml2 + 1) — m212 cos2(0) '

gy == (ml? + D)(ml6? sin(6) + u) — m2gl%sin(8)cos(6) (3.31)

(M +m)(ml? + 1) — m?1? cos?(0)

Tais estados foram simulados a partir do Simulink, presente no MATLAB,

composto pelo seguinte diagrama de blocos apresentado na Figura 4.
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Figura 4 - diagrama de blocos do sistema néo-linear
Fonte: Autoria propria

Sendo as fun¢bes de Fnc a Fcn3 as equactes de cada derivada dos estados
descritos anteriormente. Os polos escolhidos para a alocagéo sdo: s = —5,16 +j6,32
e s=-—473, sendo as condicdes iniciais para o0s estados, escolhidas

arbitrariamente, dadas por:

xl = 9 = 1,
x, =60 =0,001;
(3.32)
x3 =2z=0,01;
Xg4 = zZ = 0,01

Tais condi¢cdes iniciais serdo utilizadas para todas as topologias de

controladores analisadas.

3.5 RESULTADOS PARCIAIS

O tempo de simulagéo para o sistema encontrar a regidao S e, efetuar os

modos deslizantes foi de t = 1,257 s, 0 que era de se esperar, pois o0 modelo
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envolve todas as nao-linearidades, e portanto, a complexidade computacional é
maior.

Desta forma, como um resultado parcial a ser apresentado, segue a lei de
controle do SMC mostrada na Figura 5.

Lei de controle
90 T T T T T

80| -
70| -

60 - -

30[ -
20

10

— T — 1

210 I I I I I
0 5 10 15 20 25 30

Figura 5 - Forma da lei de controle resultante do Sistema
Fonte: Autoria préopria

A partir da Figura 5, pode-se comprovar a veracidade da equacgéo (3.10),
cuja lei de controle é diferente de zero quando os estados ndo estdo na regido de

deslizamento e apés atingir tal regido, a lei de controle € nula, ou seja, u(t) = 0.
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4 CONTROLADOR VIA LMI

4.1 INTRODUCAO

A histéria sobre o estudo e surgimento da LMI se divide em seis eventos,
partindo a mais de 100 anos atras com Aleksandr Mikhailovich Lyapunov, a partir da
sua estrutura classica conhecida como desigualdade de Lyapunov (STEPHEN,
1994). Apds os estudos de Lyapunov, por volta de 1940, houve a primeira aplicagdo
do método para resolugcédo de problemas em engenharia, através das pesquisas de
Lur'e e Postnikov, porém para sistemas menos complexos. No entanto, no inicio da
década de 60, os pesquisadores Yakubovich, Popov e Kalman propuseram um novo
lema, chamado de lema PR (do inglés, positive-real - PR), a partir do qual foi
possivel resolver problemas de ordens superiores. No fim da mesma década,
encontrou-se uma nova forma de se calcular uma LMI, a partir da equacédo de
Riccati. Contudo, até esse momento as solu¢cbes eram encontradas sem nenhum
pacote computacional, sendo possivel apenas no fim da década de 80 apls sua
proposicéo e aperfeicoamento ao longo dos anos.

Dentre as principais vantagens do controle via LMI tem-se a linearidade e a
convexidade (associadas a condicdo de funcbes afins), pois se uma determinada

funcao é afim implica que também sera convexa.

Observacao 1:Vale a pena salientar que tais caracteristicas sdo importantes, pois

facilita o estudo de sistemas incertos.
4.2 DEFINICAO

Em linhas gerais, a teoria de LMI pode ser definida, conforme (TROFINO,
2000), por:

m
F(X) £ FO + Z xiFi >0 (41)
i=0

sendox = {xq, x,, X3, ..., X;u} O vetor de varidveis de decisdo e F; € R™" para i =

0, ...,m as matrizes simétricas definidas positivas dadas.
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De forma mais especifica, uma LMI considera a forma matricial da
desigualdade apresentada em (4.1), por exemplo, a desigualdade de Lyapunov para

verificacdo da estabilidade de sistemas lineares, é obtida por,

F(P)=A"TP+PA<0 (4.2)
onde verifica-se quex; = {Py}, ..., Byn}. Assim o objetivo fundamental das equactes

apresentadas é a determinacao dos valores F;.
Pode-se, portanto, entender o conceito a multiplas restricdes, sendo obtidas

a partir de uma unica LMI, na forma,
diag(Fl(x), ...,Fn(x)) >0 (4.3)

SendoF;(x) >0, ..., E,(x) > 0.

E importante salientar que a equacao (4.1) apresenta a forma linear de uma
LMI, sendo que para os casos nao-lineares utiliza-se ferramentas matematicas como
o complemento de Schur, necessario para a obtencdo de desigualdades lineares
(SCHERER, 2004).

4.3 CONCEITOS PRELIMINARES
4.3.1 Estabilidade de Lyapunov

Com o teorema de Lyapunov € possivel investigar a estabilidade de um
sistema, ou seja, verificar se € estavel ou instavel, a partir do modelo linear ou
linearizado em espaco de estados.

Segundo o teorema de Lyapunov, se todos os autovalores da matriz A do
sistema (3.3) possuir parte real negativa, implica na existéncia de uma matriz
definida positiva Q tal que,

ATP + PA < —Q (4.4)

onde P = PT > 0 é a solucgéo para a equacéo (4.4) (OGATA, 2010).

Prova: Vide Apéndice B.
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4.3.2 Complemento de Schur

Desigualdades quadraticas e convexas sao convertidas em LMIs usando a
ferramenta matematica denominada complemento de Schur. Para exemplificar a
aplicacdo de tal ferramenta, considere a seguinte estrutura dependente de forma
afim em g, sendo Q(g) e R(g) simétricas, assim,

R(g) —S"(9)Q'(9)S(@) >0 Q(g)>0 (4.5)

O complemento de Schur sera:

[Q(g) S(9)
ST(g) R(g9)

Dessa forma, observa-se que as variaveis sdo matrizes e que a inequacgao

=0 (4.6)

(4.5) é, portanto, ndo-linear e ndo pode ser designado como uma LMI. Entretanto, a
inequacao (4.6) corresponde a versao linear, a qual pode ser controlada através de
técnicas de sintese de controladores via LMI (TROFINO et al, 2003).

4.3.3 D-Estabilidade

Considerando o dominio da frequéncia, pode-se dizer que um sistema é
considerado estavel se todos os autovalores estiverem do lado esquerdo do plano-s.
Assim, uma forma de garantir que o sistema tenha todos os seus autovalores
negativos, e, ainda, permaneca em uma determinada regido do plano-s aplica-se a
D-estabilidade sob a forma de LMI.

Um fator relevante da D-estabilidade é a possibilidade de se obter um
comportamento transitério desejado ao sistema, pois tal comportamento esta
diretamente ligado a posicdo dos autovalores da matriz A da representacdo em
espacos de estados (TROFINO et al, 2003). Assim, sera descrito as principais
definicdes e teoremas necessarios para a formulagdo da D-estabilidade em termos

de LMIs, cujas provas podem ser consultadas em (CHILALI et al,1996).

Definigcdo 4.1: Um subconjunto D do plano complex € denominado de uma regido

LMI se existem matrizes L = LT € R™" e M € R™" tais que:
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D={seC:L+sM+sMT <0} 4.7)
ondes =0+ jw.
Teorema 4.1: O sistema x = Ax é D-estavel se e somente se existe uma matriz
simétrica definida positiva P tal que:

LRP + MR(PA) + MT®(ATP) <0 (4.8)

onde o operador @ € chamado de produto de Kronecker de duas matrizes.

Assim, segundo os estudos de (Chilali e Gahinet, 1996) pode-se determinar
aD-estabilidade para algumas regides do semi-plano esquerdo do plano-s. Portanto,

para atender uma regido a esquerda de —a, tem-se,
PA+A™P +2aP <0 (4.9)

Se D for um circulo com raio r, tem-se

(—rX PA

Jras —rX) <0 (4.10)

Agora, se D corresponde a um cone definido por um angulo ¢, a LMI sera,

(sen((b) (PA+A"P) cos(¢p)(PA— ATP)) <0 (4.11)

cos(¢)(ATP — PA) sen(¢)(PA+ ATP)

As regides mostradas pelas equacdes (4.9), (4.10) e (4.11) estdo

exemplificadas na Figura 6.

Figura 6 - Regifes para a D-estabilidade
Fonte: Autoria propria
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Verifica-se que os indices de desempenho podem ser facilmente
incorporados sob a forma de restricdes LMIs de forma a obter um ganho de controle
gue seja capaz de posicionar os pélos do sistema realimentado na regido desejada

de operacéo.

4.4 RESULTADOS OBTIDOS

Para o projeto do controlador via LMI por realimentacdo de estados,
considere a lei de controle na forma:
u= —Kx (4.12)
Assim, associando a lei de controle ao sistema descrito em (3.3), tem-se
x = (A—-BK)x (4.13)
Dessa forma, substituindo a relagdo obtida em (4.13) na inequagao (4.4),

resulta na seguinte LMI:
(A-—BK)'TP + P(A—-BK) <0 (4.14)
Multiplicando P~1 a direita e a esquerda da equacdo (4.14) e efetuando a
operacao distributiva, tem-se:
P1AT — PIKTBT + AP"1 - BKP 1 <0 (4.15)
Por fim, efetuando as mudancas de variaveis, dada por, P~1 = Q, Y = KP71,
obtém-se:
QAT +AQ —Y"BT —BY <0 (4.16)
O mesmo se aplica para a condi¢cao da matriz de Lyapunov, sendo:
Q>0 (4.17)
Da mesma forma, obtém-se a versdo Dual do problema de otimizacdo para

as regibes de estabilidade, e desse modo, as LMIs (4.9), (4.10) e (4.11) seréo

reescritas, respectivamente, como:

AQ + QAT —Y'BT —BY +2aQ <0 (4.18)
-rQ AQ — BY
QAT _ YTBT _rQ <0 (419)

(AQ + QAT —YTBT — BY)sin(0) (AQ — QAT + Y'BT — BY)cos(0)

(AQ + QAT — Y"BT 4+ BY)cos(0) (AQ + QAT —YTBT — BY)sin(0) <0 (4.20)
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4.4.1 Exemplo numérico

Para a avaliacdo do controlador via LMI, considere a representacdo por

espaco de estados do péndulo invertido, descrita pelas equacdes matematicas,

0 10 0 0
12826 0 0 0 _|-1,807
e e PR T (4.21)
~5318 0 0 0 4,604
(1o oo 4.22)
C‘[o 01 0

Admita que a regido especificada de projeto para a atuacdo do controlador
seja um circulo de raio igual a 10centrada na origem do plano-s associada a ao

semi-plano a esquerda de —4, conforme apresentado na Figura 7.

Figura 7 - Regido de D-estabilidade sob requisito de projeto
Fonte: Autoria préopria

Assim, o algoritmo computacional necessario para obter o ganho de

realimentacdo de estados que atenda os requisitos de projeto, sera:

1. Meca ou estime o estado inicial x(0);

2. Determine a matriz Q e Y que satisfaga as restricdes de LMIs (4.18)-(4.19);
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3. Determine os elementos da matriz K através YQ ™! e aplique u(t) = Kx(t).

Sendo assim, o resultado obtido através do programa é dado a seguir, no qual

se verifica a existéncia de uma solugéo factivel P, dada por:

341.32 6698 47.36 20.99
66.98 13.16 9.29 4.12
4736 929 741 3.02
2099 412 3.02 131

P =

e, a matriz de ganho K,
K =[-151.41 -29.22 -1257 -7.17]
Através dos resultados obtidos, pode-se tracar os autovalores do sistema em
malha fechada conforme Figura 8, o qual observa-se que os pdlos do sistema estao

alocados na regido pré-definida de projeto.

Posigdo dos Polos de A-BK
201 Im(s)

Re(s)

ool L I I I L I I I L
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Figura 8 - Alocacédo dos pélos do sistema controle via LMI
Fonte: Autoria propria

Outros dados também podem ser analisados, envolvendo a complexidade
computacional envolvido no processo de determinacdo da matriz de ganho de

realimentacdo, como por exemplo, o tempo em que o programa foi executado e o
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namero de iteracdes necessarias para encontrar a matriz P factivel, sendo

respectivamente, Texecycio = 0,955 € N{iemcaes =09.
4.5 CONCLUSOES PARCIAIS

Dada a condicdo da ndo existéncia da matriz constante, real e simétrica P,
que nao satisfaz as condicbes da equacéo (4.4), pode-se afirmar que o sistema
dindmico ndo € quadraticamente estavel. Assim, as LMIs descritas na referida
equacao propdem condicdes suficientes para a analise de estabilidade de sistemas
considerando as fun¢cdes na forma quadratica. Além disso, nota-se que os pélos em

malha aberta do sistema néo controlado, confirmam a afirmativa:

0
eig(4) = l 5.032 ‘

—-5.32
Ou seja, existe um polo a direita do plano-s, que torna o sistema instavel. No
entanto, ao aplicar a lei de controle u = —Kx, com o ganho obtido via LMI, os pdlos

de malha aberta serdo alocados em:

—5.16 + j6.32
—5.16 — j6.32
—4.73 + j0.602
—4.73 — j0.602

eig(A — BK) =

tornando o sistema estavel.

Na determinacao da matriz de ganho encontrada para o sistema nao-forcado,
utilizou-se uma linearizacdo da desigualdade matricial na forma Dual que considera
a existéncia de uma matriz Y, cuja solucado leva a uma estabilizacdo menos restritiva
qgue na forma Primal. O resultado do programa apresenta uma solucéo factivel, o

que pode ser comprovado através dos autovalores do sistema em malha fechada.

Além disso, a matriz de ganho encontrada é satisfatoria, pois ndo apresenta
um ganho impraticavel em sistemas reais, sendo assim de facil aplicagdo. Outro
fator a ser analisado € a complexidade computacional, em que o controle via LMI
mostrou-se eficiente, encontrando o resultado com poucas iteracdes e com tempo

baixo.
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5 CONTROLADOR VIA LQR

5.1 INTRODUCAO

O controle 6timo é uma das técnicas de controle moderno que consiste em
elaborar uma lei de controle capaz de estabilizar o sistema tendo a preocupacéo de
encontrar a melhor solucdo para que essa estabilidade ocorra por isso a

nomenclatura de Controle Otimo.

Métodos baseados na teoria de controle 6timo possibilitam estabilizar o
sistema com o menor esforgo de controle possivel, obtendo boas margens de ganho
e de fase.

Neste contexto, em plena década de 60, surge a técnica de controle étimo
denominada de Regulador Linear-Quadréatico (LQR), o qual sera alvo dos estudos

desta secdao.

5.2 DEFINICAO

Considere o sistema descrito na equacdo (3.3). Uma lei de controle
apropriada para estabilizar o sistema é dada por:
u=—-Kx (5.1)
gue, associando a equacéo (3.3), produz,
x=(A—-BK)x (5.2)
A partir do ganho K é esperado que os autovalores de (A — BK) devam estar
alocados no semi-plano esquerdo do plano-s e, portanto, tornar o sistema estavel
para qualquer condicao inicial x(0), ou seja, a resposta dos estados do sistema,
quando t - oo, tendera a zero (CHEN, 1993). E importante lembrar que para a
aplicacdo da lei de controle definida em (5.1) deve-se verificar se o0 sistema é
controlavel, baseado nas matrizes das equacdes de estado do sistema.

Para o sistema em andlise deste trabalho, o diagrama de blocos que

sintetiza o controle por realimentacéo de estados € apresentado na Figura 9.
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_ o
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Figura 9 - Diagrama de blocos do controle por realimentacéo de estados
Fonte: Autoria préopria

Define-se, assim, o objetivo do controle via LQR, a determinagéo da matriz

de ganho K, chamada de matriz 6tima, expressa na forma vetorial, por:
K=1[ky ky k3 k4 (5.3)
O método mais comum para encontrar K € a partir da minimizacao do indice
de desempenho (OGATA, 2010), dado por:

] = f (x"Qx + u"Ru) dt (5.4)
0

onde Q e R sao matrizes hermitianas positivas definidas. De acordo com (CHEN,
1993), uma boa aproximagéo para Q é C'C e para R é 1/q, sendo g uma constante

qualquer.

Um fato que se pode observar da equacdo (5.4) € que o indice de
desempenho mede ao mesmo tempo a performance do transitério, representado
pelo termo x"Qx, e o custo de controle, representado pelo termo u” Ru. Portanto,
caso 0 objetivo seja modificar o transitério (como, por exemplo, o tempo de
assentamento, tempo de subida, maximo sobressinal, etc.) deve-se manipular a
matriz Q, e se o problema estiver relacionado a ganhos muito elevados, deve-se
modificar a matriz R (LOPES et al, 2010).

Voltando a equacéo (5.2) e substituindo-a em (5.4) (OGATA, 2010), tem-se:
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] = f wa(Q + KTRK)x dt (5.5)
0
sendo,
xT(Q+ KTRK)x = —%(xTPx) (5.6)
com P sendo uma matriz hermitiana definida positiva. Assim, desenvolvendo a
equacéo (5.6), tem-se:
xT(Q+ KTRK)x = —xPx — x"Px = —x"[(A— BK)"P+ P(A— BK)]x  (5.7)
Comparando os dois lados da equacéo (5.7), obtém-se,
(A— BK)"P + P(A - BK) = (Q + KTRK) (5.8)
Por fim, para encontrar a resolucéo da equacéao (5.8), considera-se que,
R=T'T (5.9)

com T sendo uma matriz ndo singular. Dessa forma a equacdo (5.8) pode ser

reescrita, como:
(AT —B"K")P + P(A—BK) + Q+ K'TTTK = 0 (5.10)
que, rearranjando, determina-se:
ATP + PA+ [TK — (TT)"BTP]"[TK — (TT)"'BTP] - PBR™1+Q =0 (5.11)

A partir da equacao (5.11) deve-se minimizar o seguinte termo, em relagdo a

xT[TK — (TT)"1BTP]T[TK — (TT) BT P]x (5.12)
Apés, analisando a equacéao (5.12), verifica-se que 0 minimo ocorre quando,
TK = (TT)"1BTP. Portanto, tem-se,
K=TY(T")"'B"P =R 1B"P (5.13)
Contudo, o sistema (3.3) pode ser controlado a partir da matriz de ganho

otima definida em (5.13), onde P é uma matriz simétrica definida positiva.
Assim, substituindo a equacéo (5.13) em (5.1), a lei de controle 6tima sera:
u=—-RB"Px (5.14)

Por fim, € importante definir a seguinte equacéo,
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ATP + PA— PBR1BTP +C'C =0 (5.15)

sendo Q = CTC. A equacédo (5.15) é denominada de equagéo de Riccati e, portanto,
para se projetar o controlador via LQR, deve-se resolver a equacao de Riccati a fim
de encontrar uma solucédo factivel para a matriz P, e apos, aplicar o resultado

encontrado em (5.13), gerando, assim, o vetor de ganho 6timo do controlador.
5.2.1 Resolucéo da equacao de Riccati via otimizacao LMI

Uma forma comum para se resolver um sistema de controle via LQR é
aplicar a otimizacdo LMI, ou seja, partir da equacédo de Riccati que possui uma néo
linearidade em P, transformando-a em uma LMI. Para isso, deve-se utilizar o

complemento de Schur.
Para tanto, considere a equacéao (5.15). Multiplicando a esquerda e a direita
porP~1, obtém-se,
P 1(A"TP+ PA—PBR'BTP + CTO)P™1 <0 (5.16)

Deve-se observar que o termo quadratico em P esta negativo e para efetuar
o complemento de Schur tal termo deve ser positivo. Dessa forma, rearranjando o

sinal da equacéo (5.16), tem-se:
—P AT — AP~ '+ BR1BT — P 1C"cP1 >0 (5.17)
Aplicando o complemento de Schur, define-se,

—p71AT - Al:l + BRB" P—lcT] >0 (5.18)
CP 1

Assim, para a resolucao do problema, basta resolver a LMI acima através de

um pacote computacional (como, por exemplo, o Imilab ou Imitool do Matlab ou

Imitool do Scilab) e aplicar a solugédo encontrada para a matriz P na equacao (5.13),

resultando na matriz 6tima de realimentacao de estados que estabiliza o sistema.

Assim, o algoritmo computacional necessario para obter o ganho de

realimentacdo de estados que atenda os requisitos de projeto, sera:

1. Meca ou estime o estado inicial x(0);
2. Resolva minyq ¢, sujeito as restrigdes (5.19), (5.21), (4.18) e (4.19);
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3. Substituir a matriz P = Q! encontrada na equacéo (5.14). A matriz resultante

é a Otima.
5.3 RESULTADOS OBTIDOS

Conforme apresentado na secédo anterior, a solugdo para o problema LQR é
obtida resolvendo a Equacdo Algébrica de Riccati, e, uma alternativa para este
problema é utilizar a técnica de LMI. Portanto, o problema LQR via LMI pode ser
reformulado como um problema de otimizacdo em termos de Q e Y (BOYD et al,
1994), sendo:

min x"(0)Q™*x(0)

sujeito a
AQ + QAT — By — YTBT Q 'd
Q Qo' 0 [<0,@>0, (5.19)
Y 0 _R—l

ondeY=KQ,Q=P1le Q.pe = I. Em muitas situagdes o objetivo da minimizagéo é
que:

x"(0)Q'x(0) < ¢ (5.20)
onde ¢ é um limitante superior escolhido pelo projetista. Dessa forma, pode-se
expressar a minimizagéo por:

[X({O) xTéO)] > 0 (5.21)

Sendo assim, as LMIs programadas seréo: (5.20) e (5.21).

Deseja-se, ainda, determinar a regido de especificacdo para alocacao dos
pélos de malha fechada, portanto, adiciona-se as restricbes em forma de LMIs
(4.18),coma = 4 e (4.19) com r = 10.

Contudo, o problema é factivel e a matriz P encontrada é:

6.66 1.21 1.398 0.43
1.21 0.221 0.253 0.078
1.39 0.253 0.297 0.09
0.43 0.078 0.09 0.027

E a matriz de ganho 6tima,

K = [-425.44 —-80.85 —59.48 —24.25]

P = 1x107 *
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A partir dos resultados obtidos para o ganho de realimentacédo de estados,
obtém-se os polos:

Puosicdo dos Pdlos de A-BK

20r Im(s)

il / N\

Regifio D

Re(s)

Eh]= T

15+

opl L ! ! ! r 1 1 1 L
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Figura 10 - Pélos para o controle via LQR com otimiza¢&o LMI
Fonte: Autoria propria

Outros fatores importantes a serem analisados, € o tempo busca da solucdo
factivel e, também o numero de iteracBes necessarias para tal condicdo, sendo

(o]

respectivamente, Texecucio = 1,149 s € Nitergeses = 30.

5.4 CONCLUSOES PARCIAIS

A partir dos resultados obtidos na secéo (5.3) pode-se notar que a lei de
controle utilizada, u = —Kx, leva o sistema a estabilidade, aloca os pélos na regiao
especificada no lado direito do plano-s.

—8.47 + j4.47
—8.47 — j4.47
—8.73 +j1.38
—8.73 — j1.38

eig(A— BK) =

Por fim, pode-se concluir que a medida que se aumenta a estabilidade relativa
(pblos mais distantes do eixo imaginario do plano complexo-s) ocorrem significativas
melhoras nas respostas transitorias (conforme sera apresentado na secdo de
analise comparativa de desempenho entre os controladores) com a reducdo dos de

alguns dos indices de desempenho, tais como: tempo de estabelecimento, nivel de
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oscilagdo ou amplitude do sinal de saida, o que permite definir o grau de oscilacéo
desejado para atender determinadas especificacbes de projeto ao sistema em

estudo.

Além disso, verifica-se que a matriz de ganho encontrada possui uma ordem
maior, 0 que, muitas vezes, pode ser considerado uma caracteristica ruim, dada a
condicdo de altos ganhos serem impraticaveis a circuitos eletrénicos atuadores em

sistemas reais.

Outro fator importante é a rapidez em que o controle encontra a solucéo
factivel, sendo que o controlador via LQR levou um tempo maior, e para sistemas
com matrizes de estados mais complexas, tal controle pode ser inviavel, devido ao

seu tempo de processamento.
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6 ANALISE DE DESEMPENHO

No exemplo discutido ao longo deste trabalho, o pacote computacional LMI
Solver em ambiente Matlab foi usado para computar a solugdo do problema min-
max, em um computador com processador AMD Turion(tm) X2 Dual-Core Mobile
RM-72 2.10 GHz e 4 GByte de RAM.

6.1 TESTE DE FACTIBILIDADE ENTRE AS TECNICAS DE CONTROLE LMI E LQR

Esta secado tem por finalidade verificar, dentre as técnicas de controle linear,
gual a metodologia apresenta a condicdo mais relaxada na busca de uma solugéo
factivel. Assim, considere os procedimentos apresentados na secao 4.4.1 para LMl e
na secdo 5.3 para LQR, considerando como especificacdo de projeto da interseccao
das regides de estabilidade de um circulo com raio 6 a esquerda de —4 no plano-s.

Apos a simulacéo, verificou-se que o controle via LMI encontra uma resposta

factivel em 0,65s por 11 iteracdes, cujos polos em malha fechada sao alocados em,

—4.22 +j3.77
—4.22 —j3.77
—4.51 + j0.54
—4.51 — j0.54

eig(A— BK) =

A Figura 11 mostra os autovalores do sistema em malha fechada dentro da
regido especificada.
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Posicdo dos Polos de A-BK

20 Im{s)

ST Regido D /--_- -
. AN

ok e | Re(s)

gl 1 1 I I I L 1 1 1
-25 -20 -15 -10 -5 ] 2 10 15 20 25

Figura 11 - Localizac&o dos pélos para a regido determinada
Fonte: Autoria propria

Dessa forma, nota-se que para uma regido mais limitada o controlador é
capaz de estabilizar o sistema em estudo neste trabalho. Porém, aplicando a regidao
descrita anteriormente ao controlador via LQR, o programa efetua 74 iteracbes em
4,06 s e ndo encontra uma solucao factivel, ou seja, o controle via LMI possui uma
forma de encontrar a solucéo factivel mais relaxada, com um custo computacional

menor e mais eficiente.
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6.2 ANALISE DAS RESPOSTAS TEMPORAIS DOS ESTADOS A CONDICAO
INICIAL

Nesta secdo serdo apresentadas analises comparativas quanto as respostas

dos estados dado as condic¢des iniciais apresentadas em (3.32).

6.2.1 Estado x;

A Figura 12 mostra a resposta do sistema para o estado x;, que seria 0

angulo da haste com a horizontal, representado por 6.

Controle via LQR
\ Controle via LMI
08| Controle via SMC

06} |

1 | | | I | |
0 1 2 3 4 5 6

Figura 12 - Resposta a condicao inicial para o estado x1
Fonte: Autoria propria

Analisando a Figura 12, pode-se observar que o controlador que possui

menor sobressinal e menor oscilagdo € o controlador via SMC, pois todos os
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estados partem da mesma condicdo inicial, expressa em (3.32), porém, o controle

via SMC atenua o estado x; de uma forma mais suave.

No entanto, o tempo de assentamento dos controladores lineares séo
inferiores ao tempo do controlador ndo-linear. E, dentre os controladores lineares, o
controle via LMI possui maiores vantagens, pois ele possui uma caracteristica mais

mais rapida, porém com maior sobressinal em relacdo ao controle LMI.

6.2.2 Estado x,

A Figura 13 mostra a resposta a condicao inicial do estado x,, que seria a

velocidade angular da haste do péndulo invertido, representada pela variavel 6.

10
Controle via LOR
Controle via LMI
Controle via SMC
5 -
0F P e
.""\_/;
5
A0
_'] 5 L
20 | | | | | |
0 1 2 3 4 5 5

Figura 13 - Resposta a condicao inicial para o estado x2
Fonte: Autoria propria
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Com a Figura 13, percebe-se que o fato se repete, pois o controle via SMC

se mostrou mais eficiente, com menos oscilagées, porém atenuando o estado mais
rapidamente. E, em relacdo aos controladores lineares, o controle LQR teve maior

rapidez e suavidade.

6.2.3 Estado x5

A Figura 14 mostra a resposta temporal do estado x;, caracterizado pela

posicdo do carrinho, sendo z.

Respaosta a condigéo inicial Estado x3

Controle via LQR
Controle via LMI

—
/ \
Controle via SMC

1 1
8 10 12 14

Figura 14 - Resposta a condicéo inicial para o estado x3
Fonte: Autoria propria
A partir da Figura 14, nota-se que o controlador via SMC é menos eficiente
para atenuar o estado representado pela posi¢cdo do carrinho, pois ele possui um
sobressinal muito elevado e o tempo de assentamento é aproximadamente 8 vezes
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maior, quando comparado aos demais controladores. Neste caso o controle via LMI
possui um percentual de sobressinal maior do que LQR e com um tempo de

assentamento é ligeiramente menor.

Pode-se notar que o controle via SMC apresentou uma resposta lenta para a
posicdo do carrinho, estado x;, devido ao fato de que ele prioriza o controle do
angulo da haste, estado x;, dessa forma o carrinho possui mais movimento, a fim de

produzir uma menor oscilagédo na haste.

6.2.4 Estado x,

A Figura 15 mostra a resposta temporal do ultimo estado, sendo a

velocidade do carrinho, representada por z.

Resposta & condicéo iniclal Estado x4

50
Controle via LOR
Controle via LMI
Controle via SMC
40 i+
30
20 -
10~
. \\R
= — —
_'] [} -
20 | | | | [ | |
0 2 4 & 8 10 12 14

Figura 15 - Resposta a condicéo inicial para o estado x4
Fonte: Autoria propria

Neste caso, a resposta via SMC foi muito superior aos demais quando

comparado ao nivel de sobressinal, pois ficou bem abaixo dos demais controladores
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em analise. Porém, o tempo de assentamento é maior, sendo um controlador mais

lento.

Dentre os controladores lineares o LMI possui a vantagem de menor

sobressinal e apresentando tempo de assentamento ligeiramente maior.

6.3 COMPLEXIDADE COMPUTACIONAL

Outro fator a ser destacado é a complexidade computacional envolvida no
desenvolvimento dos controladores, cujas diferencas podem ser descritas por: 0
controlador mais complexo foi o0 SMC, pois o tempo de compilacdo foi de 1,257 s, ja
o controle via LQR obteve um tempo de 1,149 s e o controle via LMI um tempo de
0,95 s.

O motivo pelo qual o controle via SMC foi mais demorado, € devido as suas
naturezas nao-lineares, que sdo mais dificeis de serem interpretadas em relacéo as
equacoes lineares.

J4 a LMI pode ser considerada o controle menos complexo, pois 0 seu
tempo foi menor, pois este € um método de controle simples e possui uma

abrangéncia de convergéncia maior.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

A partir de todos os resultados coletados e analisados, pode-se eleger o
controle via SMC como o que mostrou melhor resposta ao sistema em relacdo ao
sobressinal, pois atenuou a maioria dos estados com um menor percentual de
oscilagao.

Isso se deve a sua natureza nao-linear, que, por sua vez, se adapta ao
problema com maior exatiddo, trabalhando com o sistema em qualquer regido, néo,

somente em torno de uma regiao determinada.

Agora, em relacdo a efetividade da busca pela solugdo do controle do
sistema, o controle via SMC ndo pode ser considerada a melhor opcéo, pois sua
complexidade computacional é alta, tanto na determinacéo da lei de controle, quanto
nas aplicacdes do controle ao sistema a ser controlado. E importante salientar, que a
velocidade com que o controlador leva os estados ao ponto de equilibrio esta
diretamente associada ao parametro p do controle chaveado, sendo uma alternativa

de melhora para os indices nos quais o controlador ndo obteve bons resultados.

Sendo assim, se o intuito é utilizar um controle menos complexo e que
possua respostas satisfatorias, a melhor opcdo seria LMI, que se mostrou o
controlador que possui menor tempo de simulacdo e respostas consideradas

adequadas.

.Ja o controle via LQR foi 0 que mostrou respostas mais rapidas com relacao
ao tempo de estabelecimento, tanto nas respostas dos estados. Entretanto,
apresenta maior indice de sobressinal e tempo de compilacdo. Outro fator negativo é
a existéncia de uma regido em que o controle nao converge, tornando a técnica de
controle mais limitada quando se requer algum ajuste mais especificos nos indices
de desempenho. E importante observar que é possivel trabalhar com os parametros
Q e R no controlador de forma a obter melhorias nas respostas transitorias e de
controle.

Contudo, pode-se elencar que para uma aplicacao pratica real o controle via
SMC apresenta vantagens significativas, principalmente no que tange a saturacao

nos sensores e nos ganhos do controlador.
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APENDICE A
ESTABILIDADE SEGUNDO LYAPUNOV

Teorema A: Seja v(t, x): [0, ) X B, — R uma fun¢do continuamente diferenciavel e

sejam ¢1(*), ¢. (), ¢3(-) funcbes de classe K tais que as seguintes condicbes sejam
satisfeitas paratodo t > t, e x € B,.

$1(llxlD) < v(t,x) < ¢ (llxI)

(A1)
v(x) < =p3(llxl)

Logo, as seguintes sentencas sao verdadeiras:
e A origem do sistema é Uniformemente Assintoticamente Estavel,

e Se existirem constantes positivasa;, a,, as, tal que B¢, (llx]) = ayllx||?,

o, (I1xID < azllxll® e ¢s(lIx]) = asllx]|?, entdo a origem do sistema é
exponencialmente estavel.

Analisando o Teorema A, verifica-se que se todas as condi¢cdes forem

satisfeitas e ¢, (||x||) for radialmente ilimitada a estabilidade sera global.

7

Portanto, o maior desafio do Teorema A €& encontrar uma funcdo de
Lyapunov adequada de modo a determinar a estabilidade de sistemas dinamicos,
sendo importante ressaltar que as condi¢cdes do Teorema sdo somente suficientes,
dessa forma, se ndo existir uma fungcédov(x)que atenda as condi¢cdes do Teorema A

ndo implica que o sistema seja instavel.
Desta forma, escolhe-se uma funcdo quadratica para fungdo v(x), como
sendo:
v(x) = xTPx (A2)

onde P é uma matriz constante, real e simétrica positiva definida, ou seja, P = PT >
0. Portanto, encontrando uma matrizPque satisfaca o Teorema A, o sistema sera

considerado quadraticamente estavel ev(x) sera a funcao quadratica de Lyapunov.
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APENDICE B

ANALISE DE ESTABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES E INVARIANTES NO
TEMPO

Considere o seguinte sistema LTI,
X = Ax (B1)
sendo x o vetor de estados e A uma matriz constante.

Dessa forma, considerando a funcdo quadratica v(x) = xT Px, a expressio

para v(x), sera:
v = xTPx + xTPx (B2)
Agora, substituindo o sistema da equagéo (B1) em (B2), tem-se:
v =xT(ATP + PA)x (B3)

Assim,v(x) >0 ©3P=PT >0e v(x) <0  (ATP + PA) < 0. Contudo, a

condicao necesséria e suficiente para que o sistema seja globalmente estavel é:
AP=PT>0: ATP+PA<O (B4)

sendo conhecida como desigualdade de Lyapunov.



