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RESUMO

DEPIZOLI, Carlos Antonio. MATEMATICA E MUSICA E O ENSINO DE FUNCOES TRI-
GONOMETRICAS. 87 f. Dissertacio — Programa de Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2015.

Utilizando-se da relac¢ao entre a Matemadtica e a Fisica e tendo a musica como fonte de recursos
associados a conceitos matemadticos, este trabalho objetiva contribuir com o desenvolvimento
de habilidades nos estudantes na aprendizagem de contetidos mateméticos como as fungdes
trigonométricas. Conceitos importantes relacionados a acustica sdo apresentados, mostrando
a importancia da Série de Fourier Continua no desenvolvimento de sintetizadores analdgicos
aditivos e seu uso no ensino de trigonometria.

Palavras-chave: Func¢des trigonométricas, Série de Fourier Continua, trigonometria, sintetiza-
dores analdgicos aditivos.



ABSTRACT

DEPIZOLI, Carlos Antonio. DISSERTATION TITLE. 87 f. Dissertacdo — Programa de Mes-
trado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica
Federal do Parana. Curitiba, 2015.

Using the relationship between Mathematics and Physics and having music as a source of fea-
tures associated with mathematical concepts, this work aims to contribute to the development
of skills in students who are learning mathematical subjects such as trigonometric functions.
Important concepts related to acoustics are presented, showing the importance of Continuous
Fourier Series (CFS) in the development of Additive Synthesizer and its use in trigonometry.

Keywords: Trigonometric functions, Continuous Fourier Series, trigonometry, additive synthe-
sizer.
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1 INTRODUCAO

Desde a antiguidade a matematica e a musica fazem parte da vida do ser humano. No
inicio a musica constituia apenas da emissdo de sons através da voz ou batidas entre objetos
e, com o passar do tempo, foram desenvolvidos instrumentos que emitiam diversos sons, mas

ainda ndo existia uma relacdo harmoniosa entre eles.

Segundo (ABDOUNUR, 2006), por volta do século V a.C. Pitdgoras percebeu uma
relacdo entre a matemadtica e a musica e como os diferentes sons emitidos simultaneamente po-
diam se tornar agraddveis ao ouvido humano. No Renascimento houve um aumento substancial
na complexidade musical, e a escala pitagdrica ja ndo era mais capaz de atender as necessida-
des dos musicos da época. Foi entdo necessario o temperamento da escala musical, baseada em

numeros irracionais, que culminou com a escala temperada.

Muitos matematicos desenvolveram estudos procurando a plena compreensao do som
e as relacoes existentes. Com os estudos de Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) tornou-se
possivel a compreensdo do som e do timbre que faz com que diferentes instrumentos tocando

uma mesma nota possam ser distinguidos pelo ouvinte.
1.1 A ESCOLHA DO TEMA

A grande maioria das pessoas aprecia a musica, mas muitas vezes ndo se percebe
que por tras dos sons e de suas combinacgdes existe uma teoria matematica que define regras
para uma relacdo harmoniosa, ou seja, uma musica agradavel para quem ouve. Diante disso
escolheu-se esse assunto que envolve a Matematica, a Fisica e a Arte interdisciplinarmente para

este trabalho.

1.2 OBJETIVOS
1.2.1 OBIJETIVO GERAL

Apresentar o conceito de som e suas principais propriedades fisicas na relacio entre a

matematica e a musica.
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1.2.2 OBIJETIVOS ESPECIFICOS

Apresentar a histéria da musica e sua relacdo com a matematica.
* Descrever as propriedades fisicas dos sons através de conceitos matematicos.
» Apresentar as principais escalas musicais e descrever como elas sdo construidas.

* Descrever a Série de Fourier Continua (CFS) e o seu uso em sintetizadores analdgicos

aditivos.

* Propor oficinas didéticas visando contribuir para o ensino de fungdes trigonométricas.

1.3 JUSTIFICATIVA

Todo professor de matematica ja deve ter passado pela situacdo em que seu aluno
RT3 . 9 2 .
pergunta: “Para que serve isso?”. A pergunta € natural pois quando se aprende algo novo
espera-se que isso tenha alguma utilidade. A musica pode ser usada com este intuito ja que
muitos alunos gostam dela mas poucos sabem que a mesma se desenvolveu tendo como base

conceitos matematicos.

Mesmo entre os professores de matemdtica ha aqueles que desconhecem a relagao
entre a Matematica, a Fisica e a Musica, relagdo que pode trazer muitas idéias para enriquecer

as aulas de matematica e despertar o interesse dos alunos.

Atualmente existe uma quantidade consideravel de trabalhos que associam a Matemati-
ca, a Fisica e a Musica, mas poucos se utilizam da Série de Fourier. Por esse motivo este
trabalho tem como um dos focos o estudo da Série de Fourier Continua no ensino de fungdes

trigonométricas.

A interdisciplinaridade estd cada vez mais presente em nossas escolas, ainda que de
uma forma timida. Os Parametros Currriculares Nacionais (PCNs) destacam a constru¢cdo de um
projeto curricular interdisciplinar para a melhoria do ensino e a musica pode ser o instrumento

a contribuir para este fim.

Assentados sobre a base ético-politica do projeto escolar, e sobre o principio
da interdisciplinaridade, acredita-se que o curriculo, como dimensdo especifi-
camente epistemoldgica e metodoldgica deste projeto, pode mobilizar intensa-
mente os alunos, assim como os diversos recursos didaticos disponiveis e/ou
construidos coletivamente. (MEC, 2010)
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Fatos do cotidiano das pessoas ndo podem ser compreendidos com base em um tinico

dominio do conhecimento, entdo € necessario que exista um didlogo entre as diversas disciplinas

para que os estudantes tenham uma visao clara dos acontecimentos que os cercam.

O dialogo interdisciplinar entre a Matematica e a Fisica tendo como elo a miisica,

permite ensinar conteddos matematicos de forma lidica, podendo despertar o interesse dos

alunos no aprendizado da Matematica.

De acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (LDB) (LDB,

2008), a musica utilizada na pratica interdisciplinar promove a facilitacio da aprendizagem

e a socializagdo:

Inimeros estudos e pesquisas apontam para a relevancia da musica para o de-
senvolvimento das habilidades cognitivas, psicomotoras, emocionais, afetivas
de criancas, jovens e adultos. Como atividade desenvolvida essencialmente
em grupo nas escolas, a musica possui um apelo irresistivel a socializacao.
Além disso, se conduzido por professores qualificados, o ensino de miusica é
um convite a interdisciplinariedade (p. 5).

Ainda, sobre a musica, a mesma lei cita:

E possivel estudar os elementos musicais (timbre, dindmica, tempo, ritmo,
forma) nas pecas escutadas, inclusive seu contexto histdrico e cultural, sem
menosprezar as emocgoes e as impressdes provocadas nos estudantes (p. 5).

Assim, a Matemadtica pode ser empregada no estudo dos elementos que definem o

som através de conteidos como fracdes, progressdes geométricas, logaritmos e fungdes trigo-

nométricas.

Sabe-se que a interdisciplinariedade nao € facil de ser definida. Para (FAZENDA,

1993),

o pensar interdisciplinar parte do principio de que nenhuma forma de conhe-
cimento € em si mesma racional. Tenta, pois, o didlogo com outras formas de
conhecimento, deixando-se interpenetrar por elas. Assim, por exemplo, aceita
o conhecimento do senso comum como valido, pois € através do cotidiano que
damos sentido as nossas vidas. Ampliado através do didlogo com o conheci-
mento cientifico, tende a ser uma dimensao utdpica e libertadora, pois permite
enriquecer nossa relacdo com o outro € com o mundo (p.15).

Ainda, é de suma importancia que as vdrias disciplinas ministradas em nossas Escolas

mantenham um didlogo permanente, pois € preciso que o ensino abra a visdo dos aprendizes e

transforme estes em seres pensantes e capazes de atuar em nossa sociedade de forma ativa.

De forma complementar, tem-se a seguinte definicdo de interdisciplinaridade (FER-

REIRA, 1993):



14

Apesar de ndo possuir defini¢do estanque, a interdisciplinaridade precisa ser
compreendida para ndo haver desvio na sua pratica. A ideia é norteada por
eixos bdsicos como: a intencdo, a humildade, a totalidade, o respeito pelo
outro etc. O que se caracteriza uma prética interdisciplinar é o sentimento
intencional que ela carrega. Nao h4 interdisciplinaridade se ndo ha intencdo
consciente, clara e objetiva por parte daqueles que a praticam. Nao havendo
inteng¢do de um projeto, podemos dialogar, inter-relacionar e integrar sem, no
entanto, estarmos trabalhando interdisciplinarmente (p. 33).

E importante que exista respeito entre as disciplinas de um projeto interdisciplinar e

para o sucesso dessa pratica ndo pode haver uma hierarquia entre elas.
1.4 ESTRUTURA DE TRABALHO

No Capitulo 1 fez-se uma pesquisa bibliografica em livros, artigos cientificos, dissertacoes

e sites que apresentavam informacdes relevantes sobre o assunto definido.

No Capitulo 2 é apresentada a evolu¢ao da musica desde a pré-historia, passando pelos
tempos de Pitdgoras com o seu estudo do monocordio e a descoberta da relacdo matemética nos

sons harmoniosos, até os tempos atuais como o emprego da Série de Fourier Continua.

O Capitulo 3 traz uma introducio a acustica, que € o estudo da fisica do som, e a

Matematica envolvida no desenvolvimento dessa ciéncia.

No Capitulo 4 € apresentado o desenvolvimento da Série de Fourier Continua e sua

aplicag@o no desenvolvimento de sintetizadores analdgicos aditivos.

O Capitulo 5 apresenta uma sequéncia de oficinas que os profesores podem usar como
ferramenta auxiliar no ensino de funcdes trigonométricas. Ainda oficinas que promovam a

interdisciplinaridade com a Fisica e a Historia através de atividades relacionadas ao assunto.

E, por fim, tem-se no Capitulo 6 as Considera¢des Finais.
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2 HISTORIA DA MUSICA: DA PRE-HISTORIA AOS DIAS ATUAIS

Este capitulo apresenta a histéria da evolucdo da miusica desde os tempos mais remotos

até os dias atuais, destacando a criagdo do monocérdio de Pitdgoras.

2.1 A MUSICA PRE-PITAGORICA

Segundo (BURNS, 1974), conhecer o desenvolvimento da musica € o mesmo que co-
nhecer a evolu¢do do homem na Terra. Mesmo antes da criacdo dos primeiros instrumentos

musicais, j4 se fazia musica imitando os sons da natureza.

Existem indicios de que, mesmo antes do periodo Neolitico, a musica era usada em
cerimdnias. No comeco eram usados apenas a voz e os sons do corpo; com a evolugdo, foi-se

construindo instrumentos para acompanhar as musicas e as dangas, tornando-as mais ricas.

Segundo (ABDOUNUR, 2006), desde os tempos mais remotos é possivel observar
a relacdo existente entre a matemadtica e a musica. Em 1995, foi encontrado nos Alpes da
Eslovaquia um osso de urso, Figura 1, com idade entre 43000 e 82000 anos e que possuia uma
configuracao de buracos capaz de produzir os elementos das notas musicais da escala diatonica
moderna. Devido a distancia em que os furos foram feitos € possivel constatar matematica na

construgdo do instrumento.

Figura 1: Flauta de osso de urso.

(RIBAS, 2013)
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Em (PRIMORDIOS, 2012) destaca-se a descoberta de duas flautas em uma caverna no
sul da Alemanha, uma feita de presa de marfim de mamute, Figura 2, e a outra feita com 0sso

de passaro, Figura 3.

Figura 2: Flauta de marfim de mamute.
(WIKINOTICIA, 2012)

Figura 3: Flauta de osso de passaro.
(ELDORADO, 2009)

Burns (BURNS, 1974) relata que na antiga civilizagcdo egipcia, 3200 a.C. a 32 a.C,,
foram encontradas evidéncias de musica em vdrios aspectos da vida cotidiana e também em
todas as classes sociais. O canto e a musica eram atividades de elevado nivel e havia escolas

especializadas para o ensino de musica.

Para (ABDOUNUR, 2006) a organizacdo das escalas musicais apresentou distintas
formas em cada civiliza¢do, mas com elementos em comum: os gregos desenvolveram primeiro
a escala com quatro tons e depois com sete; na China desenvolveu as sequéncias pentatonicas;

os arabes fizeram escalas com 17 notas e os indus com 22 ou 27 notas musicais.

2.2 A ESCOLA PITAGORICA E O EXPERIMENTO DO MONOCORDIO

No século VI a.C. surgem os primeiros registros da relacao entre matematica e musica,

o experimento do monocordio realizado por Pitdgoras, Figura 4.
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Figura 4: Pitagoras e o registro da musica.

(QUEIROZ, 2012)

Os seguidores de Pitdgoras, conhecidos como pitagoricos, foram os primeiros a funda-
mentar cientificamente a musica e acredita-se que o monocoérdio tenha sido criado por Pitdgoras
para o estudo das notas musicais. O monocérdio € composto de uma corda esticada entre dois

cavaletes, que pode ter o seu tamanho variado através de um anteparo, Figura 5.

Figura 5: Monocoérdio de Pitagoras.

(R.CAMARGOS, 2010)
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De acordo com a visdo da escola pitagorica era possivel notar uma relacio entre as
notas musicais e o tamanho da corda ligada a razdo entre inteiros que emitia determinada nota.
Essa lei descoberta por Pitdgoras € a primeira lei empirica que se tem noticia na histéria da
ciéncia.

Pitdgoras notou que ao reduzir a corda a 3/4 do tamanho original e pressiond-la, o
som emitido pela corda era uma quarta acima do som emitido pela corda inteira; ao reduzir o
tamanho da corda para 2/3 do tamanho original e pressiona-la, o som emitido pela corda era uma
quinta acima do som emitido pela corda inteira; para 1/2 do tamanho original, o som percebido
estava uma oitava acima. Tais intervalos, Figura 6, ficaram conhecidos como consondncias
pitagoricas. Considerando como 12 o tamanho da corda original e reduzindo o seu tamanho

para 9, 8 e 6, ouve-se a quarta, a quinta e a oitava respectivamente.
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Figura 6: Relacoes entre o tencionamento de uma corda e os intervalos harmonicos.

(COMUNE, 2014)

A justificativa encontrada para as razdes de pequenos numeros inteiros 1, 2, 3 e 4

deve-se ao fato de acreditarem que eles geravam toda a perfeicao.

Através do experimento do monocdérdio, ocorre a criagdo de um sistema musical ba-
seado na relacdo simples de ndmeros inteiros. Os intervalos musicais obtidos através dessas

relacdes eram considerados consonantes porque eles soavam agraddveis para quem os ouvisse.

Os pitagdricos consideravam a oitava como sendo o intervalo fundamental. Assim a
tomaram como universo de escala, porém era necessario determinar todas as notas possiveis

existentes em cada intervalo fundamental.
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A partir do conceito de oitava € possivel definir notas equivalentes como sendo notas
que possuem um intervalo entre elas igual a um ndmero inteiro de oitavas. Dessa forma, oita-
vas distintas se reduziriam a apenas uma unica. Como exemplo de constru¢ao de uma escala

pitagérica, pode-se ver em (ABDOUNUR, 2006):

Para efeito da andlise em questdo, quando se atinge uma nota qualquer na
construcdo de escalas, seu significado é a sua posicdo relativa a nota mais
grave (no caso, o do) da oitava em que se encontra. Portanto, comecando,
por exemplo, em um f4, apds uma quinta, obtém-se um do, que por sua vez
acrescido de uma quinta torna-se um sol, depois ré (oitava acima), seguido de
14, mi (oitava acima) e si. Portanto, forma-se a sequéncia f4-do-sol-ré-1a-mi-si,
que remanejada a oitava inicial, apresenta-se como dd-ré-mi-fa-sol-14-si-do6.
Tal sequéncia construida por quintas puras — relagdo de comprimentos 2/3 —
denomina-se gama pitagorica (p.9).

O processo descrito anteriormente para se obter a escala diatonica € chamado de per-
curso das quintas. A escala assim obtida possuia intervalos estdveis e tornou-se progressiva-

mente a escala de referéncia da musica ocidental.

A relacdo entre as frequéncias construidas pelos pitagéricos tinha como base a propor-
cdo de nimeros inteiros. Tomando-se como 1 o comprimento da corda de um monocérdio (que
emite como nota fundamental a nota D) e fazendo o percurso das quintas obtém-se as notas
Ré, com comprimento 8/9, Mi com 64/81, F4 com 3/4, Sol com 2/3, La com 16/27, Si com
128/243 e D6 uma oitava acima com 1/2, como apresentado na Figura 7. A partir desta é
possivel constatar que a relacdo das frequéncias de uma nota com a anterior é respectivamente
9/8,9/8, 256/243, 9/8, 9/8, 9/8 e 256/243, o que corresponde aproximadamente no atual

sistema temperado: um tom, um tom, um semitom, um tom, um tom, um tom € um semitom.

P ety 1
PSSy 8/9
P— =SSN c4/81
e sy 3/4
SN 2/3
9 e =l 16/27
—— b —=e§i28/243

G ———— 1/2

Figura 7: Relacao das frequéncias de uma nota.
(WIKIPEDIAZ2, 2015)
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Um fato interessante e que foi o principal motivo para a criagdo da escala tempe-
rada igual na Idade Média, € que apds percorrer-se n quintas puras tem-se uma nota com uma
frequéncia que sera multiplicada por (3/2)". Porém nio existe um inteiro m tal que quando
percorre-se m oitavas puras, tem-se a igualdade (3/2)" = 2™. Tal desajuste é conhecido por

coma pitagorica.

2.3 OS PRIMORDIOS DO SOM COMO ONDA

Arquitas de Tarento (430 - 360 a.C.), Figura 8, que no periodo cldssico grego foi um
dos mais importantes tedricos musicais, teve grande importancia no desenvolvimento da musica
e no desenvolvimento de suas bases racionais. Seus trabalhos cientificos estavam ligados, em
sua maioria, ao estudo das propor¢des musicais. Segundo (ABDOUNUR, 2006), acredita-se
que possivelmente tenha sido Arquitas quem trocou a denominac¢do de média subcontraria para

média harmoOnica.

Figura 8: Arquitas de Tarento.
(WIKIPEDIAZ2, 2015)

Para Arquitas, a harmonia entre dois ou mais sons ocorria quando havia a fusdo desses
sons € os mesmos eram ouvidos como se fossem um Unico. Provavelmente tenha sido o pri-
meiro a assinalar que o som era produzido devido a pulsacdes de ar: pulsagcdes rapidas de ar
produziriam um som agudo e pulsacdes lentas um som grave. Esses sdo os primeiros indicios
da relagdo da frequéncia com a altura musical e dessa forma, a compreensao do som como onda

que se propaga no ar passa a ser o elemento basico de estudo da acustica.
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Enquanto Pitdgoras obtinha suas notas musicais apenas utilizando o percurso das quin-
tas, Arquitas usava como recurso na geracao de suas notas musicais as médias aritméticas e
harmonicas. Com seu método Arquitas obteve fracdes diferentes, tal como 4/5 era associado

por Pitagoras ao intervalo 64/81.

Durante os processos utilizados por Arquitas ocorre o aparecimento de razdes que
tendem a razdes irracionais, o que é um prentncio do femperamento igual', que ird aparecer

somente na Idade Média.

2.4 A MUSICA NA IDADE MEDIA

Segundo (BERGONOSO, 2013), para o cidaddao romano e escritor Boécio (480-524
d.C.), que tinha suas ideias apoiadas fortemente na doutrina pitagoérica das consonancias, a
musica era sindnimo de harmonia e uma relagdo adequada entre nimeros. Dividiu-a em trés

tipos distintos: musica césmica, misica humana e musica instrumental.

» Miuisica cosmica ou mundana é a harmonia que ocorre nos corpos celestes, nos elemen-

tos naturais em combinacdo e o que decorre dessas variagdes.
e Muisica humana é a harmonia que ocorre no homem, entre o seu corpo e a sua alma.

* Miuisica instrumental ¢ aquela produzida por instrumentos que acompanham determina-

das cancoes.

Em (ABDOUNUR, 2006) tem-se que durante a Idade Média, de aproximadamente 800
d.C. até o inicio do Renascimento, a musica ocidental passa por profundas mudangas, passando
de um caréter exclusivamente melddico para uma percep¢ao harmonica. Durante os séculos VI
e IX a forma musical utilizada era o cantochdo, que se constituia de uma tnica melodia limitada

pelo intervalo de uma oitava.

As primeiras musicas polifonicas comegaram a aparecer por volta do século IX. Co-
nhecidas como Organum Paralelo, consistiam basicamente na duplicagdo de um cantochdo.
Entre os séculos IX e XI d.C. o canto evolui para o organum livre, forma que se liberta da tra-
jetdra paralela permitindo movimento de notas contrérias, obliquas e diretas. Destaca-se nesse

periodo D’ Arezzo (955-1055), que constitui a atual teoria musical e também nomeou as notas

'O temperamento igual é um sistema de afinagciio musical encontrado atualmente no ocidente, em que a oitava
¢ dividida em 12 semitons exatamente iguais, ou seja, cada semitom corresponde a um intervalo de 212. Neste
método de afinacdo, apenas as oitavas sao perfeitamente afinadas; cada quinta € reduzida de uma mesma quantidade
de forma a espalhar de maneira uniforme o coma pitagérica.
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musicais conhecidas até hoje baseado em um escrito sagrado em latim a Sao Jodo Batista, Fi-
gura 9. A traducdo desse escrito é: “Para que teus grandes servos possam ressoar claramente a

maravilha dos teus feitos, limpe nossos 1dbios impuros, 6 Sao Jodo.”

_1'= s !. "'_I '.'l'ﬁ'J

Ut qué-ant laxis re-sona-re fibris

L;T._Fr.-l?'..ﬁ._.-

Mi-ra gesto-rum famu-li tu-6-rum,

% {gl—'—l—-'{
_1.= .h_l.l‘ - '.._.'n—.‘ 8

Sol-ve polla-ti labi- i re-4-tum, Séncte Jo-annes.

Figura 9: Escrito sagrado em latim a Sao Joao Batista.
(ARTESEMPRE, 2012)

O Organum Livre se mantém dominante até o século XII, quando € substituido pelo
Organum Melismdtico. Este traz uma maior diversifiacio ritmica para a musica com a presenca

de uma voz principal chamada tenor.

Virios exemplos de melismas sdo encontrados no Periodo Barroco, principalmente nas

musicas de Bach.

2.5 O DESENVOLVIMENTO DA MUSICA A PARTIR DO RENASCIMENTO

O Renascimento foi um periodo marcado por intenso processo de matematizagao,
experimentacao e mecanizagdo; os processos naturais deveriam ser explicados através de formu-
las e teorias matemdticas. Neste novo ambiente, a ci€éncia matematica-musica passa a buscar

explicacOes racionais para seus fendmenos.

A partir de entdo se tem o inicio da fisica da musica como é conhecida atualmente,
a busca pela compreensiao dos harmonicos musicais e consequente explicacdo quantitativa de
timbre. E o inicio da actstica musical e do surgimento de uma diivida quanto aos harménicos do
som: como poderia um mesmo comprimento de corda produzir mais de uma altura a0 mesmo

tempo?

Outros estudiosos que se destacaram nessa época: Taylor (1685-1731), Jean-Pilippe
Rameau (1683-1764), Leonhard Euler (1707-1783), Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783) e
Daniel Bernoulli (1700-1782).
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No século XVIII, um dos principais objetivos era calcular uma altura fundamental
e seus harmonicos. D’Alembert afirmou que um som ndo era puro, mas a superposicao de
diversos harmonicos, ou seja, a vibragdo de um corpo sonoro poderia ser observada como
superposicao de seus modos simples com distintas amplitudes. Para demonstrar teoricamente
suas afirmagdes, D’ Alembert utilizou o Teorema de Fourier, que se transformou no fundamento
para andlise de harmonicos, consonancia/dissonancia, batimentos dissonantes, além de outros
conceitos musicais aparentemente dissociados da matematica. O Teorema de Fourier ficou
conhecido como a Lei de Ohm da Acustica, servindo como ferramenta fundamental para os

estudos do cientista alemao Hermann Helmholtz (1819-1880) sobre sons parciais.

Em 1849 foi registrada com relativa precisdo a vibracdo de uma onda sonora pelo
cientista Guillaume Wertheim e em 1908 Dayton C. Miller verificou que o som esta associado a
movimentos periddicos. Atualmente, a natureza do som pode ser verificada através de recursos

mais elaborados como o osciloscépio.

Segundo (IAZZETA, 2009), os avangos tecnolégicos, como o gramofone inventado
por Emil Berliner em 1887 e o telefone inventado por Alexander Graham Bell em 1876, fizeram
com que a relagdo do homem com o som sofresse profundas mudancgas. A partir de 1900 foram
criados os primeiros pré-sintetizadores como o Theremin, Figura 10, o Trautonium e o Ondes

Martenot, utilizados na producgao de efeitos sonoros.

Figura 10: Modelo de pré-sintetizador: E Theremin for 10S.
(KIRN, 2013)

No periodo de 1948 a 1959 uma nova arte sOnica chamada de musica eletroacustica
comecgou a ser desenvolvida. Esta s6 podia ser produzida através de meios eletronicos. O
primeiro programa de computador para sintese sonora, criado por Max Mathews (1926-2011),
Figura 11, era de alto custo e seu uso estava restrito a estudios de radios, universidades e centros

de pesquisas.
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Figura 11: Max Mathews.
(HAVEN, 2011)

Em 1963 foi criado o BUCHLA primeiro sintetizador comercial e em 1964 os sin-
tetizadores Moog, Figura 12. Assim a musica eletronica comegou a ser divulgada para o
mundo através de albuns gravados com sintetizadores. Na década de 70, o sintetizador torna-
se um dos principais instrumentos a ser utilizado para apresentacdes multimidia com gran-
des platéias e surge a industria dos instrumentos eletronicos com a criagdo de sintetizadores

portateis analégicos.

Figura 12: Sintetizador MOOG.
(WIKIPEDIA3, 2015)
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Na década de 80 sdo criados os primeiros sintetizadores digitais, Figura 13. Estes
passam a ser polifonicos (até entdo eram monof6nicos) e sensiveis ao toque e tornam-se muito
utilizados em publicidades e trilhas sonoras de cinemas. Na década de 90 sdo desenvolvidos os
sintetizadores comerciais com novas técnicas de sintese que simulam instrumentos acusticos.
Ja no século XXI, com os sintetizadores virtuais € os computadores, todo o processo de criacao

das musicas eletronicas pode ser feito através de softwares.

KURIWEIL

bbb

Figura 13: Sintetizador Digital.
(WIKIPEDIA4, 2015)

Através da criacdo dos sintetizadores e da musica eletronica a relacio que existia entre

a musica e a matematica desde a época de Pitdgoras se torna ainda mais forte.
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3 MATEMATICA E FiSICA: MUSICA E SOM

Como a musica € a sobreposi¢do harmoniosa de sons € o som € um ente fisico cujo
estudo € realizado através da matematica, este capitulo serd dedicado ao estudo do som, dos

elementos envolvidos em sua producdo e a integracao que ocorre entre a matematica e a fisica.

3.1 SOM

Para (NUSSENZVEIG, 2011), o som faz parte do cotidiano das pessoas e para que ele

possa atingir os ouvidos € necessario um meio material para a sua propagacao.

O som ¢ definido como a propagacdo tridimensional em meios materiais (solidos,

liquidos, gases) de uma frente de compressdao mecanica ou onda longitudinal.

3.2 ONDAS SONORAS E O MOVIMENTO ONDULATORIO

Em (RAMALHO et al., 2014), as ondas sonoras sdo ondas mecanicas longitudinais
associadas a uma variacdo de pressdo ou seja compressoes e rarefacoes, Figura 14. Elas se ori-
ginam a partir de vibragdes do ar que sdo detectadas pelo timpano com frequéncia e amplitude
definidas. Por exemplo, quando uma bomba explode em um determinado ponto, as moléculas
que estdo no local sdo comprimidas e vao se propagando ao longo dos meios materiais, origi-
nando uma onda sonora que atinge o ouvido. Este converte em estimulo nervoso e ao alcangar

o cérebro produz a sensagao auditiva, o som.

1]
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Compressao

Figura 14: Representaciao de ondas: (a) transversais; (b) ondas longitudinais.
(BORGES, 2013)
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A frequéncia sonora é medida em hertz (Hz), que é o nimero de oscilagcdes comple-
tas no intervalo de tempo de um segundo. As ondas que possuem frequéncia inferior a 20
hertz (20 Hz) sao denominadas infrassom, ja as que possuem frequéncia superior a 20 kilohertz

(20 kHz) sdao chamadas de ultrassom. Ambas sdao imperceptiveis ao ouvido humano.

3.2.1 PROPAGACAO DO SOM

As ondas sdo pertubagdes que se propagam em varios meios: materiais, caso da onda
sonora; as ondas eletromagnéticas, que nao precisam de um meio material para se propagarem,

caso da luz e do Raio-X.

Para (WISNIK, 2014), o fato do som ser uma onda significa que ele € periédico, ou
seja, ha uma frequéncia que se repete por um determinado intervalo de tempo. A frequéncia
nesse caso ¢ o nimero de compressoes e rarefagdes ocorridas com o passar de um intervalo de

tempo de um segundo.

As ondas mecanicas podem ser classificadas, de acordo com a dire¢ao da vibracdo, em
transversais e longitudinais. As ondas transversais sao aquelas em que o meio de propagacao
tem movimento perpendicular a propagacdo da onda, Figura 14(a); nas ondas longitudinais,
o meio de propagacdo tem movimento na mesma direcdo do deslocamento da onda, como na
Figura 14(b).

As ondas possuem certas caracteristicas como:
* frequéncia (f): representa o grau de oscilagdo dos pontos do meio no qual a onda se
propaga, ou seja, o nimero de oscilagdes completas por segundo. A frequéncia de uma

onda é medida em hertz (Hz). Se a frequéncia € de 75 Hz, isto significa que a onda oscila

75 vezes por segundo;

e periodo (T'): é o tempo minimo que a fonte precisa pra gerar uma onda completa, relacio-

nando a frequéncia (f) com o periodo (7):

T=—;
f

» comprimento da onda (A): é o tamanho da onda e esse comprimento pode ser medido de

crista a crista (parte mais alta da onda), ou de vale a vale (parte mais baixa da onda);

* velocidade (v): € a velocidade de propagagdo da onda conhecida por velocidade de fase:

VITZJ%; ey
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* amplitude (A): € a metade da distancia entre a parte mais baixa (vale) e a parte mais alta

(crista) da onda, ou seja, € a “altura” da onda.

As ondas ainda podem ser classificadas em relacdo a direcao de propagacdo em unidi-

mensionais, bidimensionais ou tridiminensionais.

Para (SERWAY; JEWETT, 2004) uma onda pode ser formada agitando-se a extremi-
dade de uma corda, Figura 15, costruida no Winplot (PARRIS, 2009). Esta ainda é chamada de

senoidal e nela destacam-se o comprimento de onda, a frequéncia e o periodo.

crista

~

N

depressao

Figura 15: Crista e depressao (vale) de uma onda.

3.2.2 ONDAS SENOIDAIS

As ondas senoidais, Figura 16, sdo produzidas por uma fonte que oscila em movimento
harmonico simples (MHS) que € o movimento oscilatério ocorrido quando a aceleracao e a forca
resultante sdo proporcionais e opdoem ao deslocamento. A func¢io € uma senoidal simples e a

equacdo da curva € dada por
= Asin (27”)
y - 2’ )
onde y € o deslocamento em uma posi¢ao qualquer x, A é a amplitude da curva e T ¢ o nimero

de onda.

Se a curva que representa a onda no instante ¢ € deslocada para tras da distancia —vt,

ela ird coincidir com a do instante zero. Assim, a equacao da curva no instante ¢ €

27

y = Asin <T(x— w)). 2)

Como o periodo T € o tempo que a onda leva para se deslocar a distdncia de um

comprimento de onda e o periodo e a velocidade sdo relacionados na equacgdo (1), pode-se
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reescrever (2), como
y:ASin<2ﬂ<%—%>>. 3)

Através da equagdo (3) € possivel constatar a natureza periddica de y no espaco.

=0 =t

Figura 16: Grafico representando uma onda senoidal progressiva.

Exemplo 3.1. (RESNICK et al., 2003) Uma onda senoidal transversal é gerada em uma das
extremidades de uma longa corda horizontal através de uma barra, cuja extremidade é movi-
mentada para cima e para baixo dentro de um percurso de 1,30 cm. O movimento é continuo e
repetido regularmente 125 vezes por segundo.

(a) Se a distancia observada entre duas cristas de onda adjacentes é de 15,6 cm, encontre a
amplitude, a frequéncia, a velocidade e o comprimento de onda do movimento ondulatorio.

(b) Admitindo-se que a onda se mova no sentido positivo de x e que, em t = 0, o elemento
da corda em x = 0 estd na posicdo de equilibrio y = 0 e se movendo para baixo, encontre a

equagdo de onda.

Solugao:
(a) Quando a barra se move 1,30 cm, a extremidade da corda se move de 1,30/2 = 0,65 cm

para fora do ponto de equilibrio, primeiro para cima e depois para baixo. Logo, a amplitude é

de 0,65 cm.

O movimento completo é repetido 125 vezes a cada segundo, ou seja, a frequéncia é
de 125 Hz. A distancia entre duas cristas de onda adjacentes, que é dada como 15,6 cm, é o

proprio comprimento de onda. Assim A = 15,6 cm = 0,156 m.
A velocidade da onda é dada pela equacdo (1):

v=A.f =(0,156)(125) = 19,5m/s. (b) Substituindo os dados em (2), obtém-se:



30

y= (0,65)sin | =~ (x— 19,5:)],

0,156

2 2119, 5t
y = (0,65)sin 7r z1, ]

0,156" 0,156

500
y = (0,65)sin gnx — 2507tt] )

Assim, a equacdo que define a funcdo onda é dada por:

500
y = (0,65)sin [§n<x— 19,5t>].

3.2.3 QUALIDADES FISIOLOGICAS DO SOM

A altura sonora estd relacionada com a frequéncia da onda: quanto maior a frequéncia,
mais alto serd o som (mais agudo); quanto menor a frequéncia, mais baixo serd o som (mais

grave), Figura 17.

<Grave / Baixo

— {:: Agudo [ Alto

Figura 17: Som grave (baixa frequéncia) e som agudo (alta frequéncia).
(SANTOS, 2013)

Para (FERENCE, 1971), a altura € a principal caracteristica que diferencia sons musi-

cais da mistura heterogénea chamada ruido.

A intensidade € a qualidade sonora que permite a distingao entre sons fortes e fracos e
este fendmeno esta ligado a amplitude da onda: quanto maior a amplitude do som, mais forte

ele é; quanto menor a amplitude do som, mais fraco ele é, Figura 18.

Quando ocorre a producao simultanea de vérios sons com diferentes frequéncias, diz-
se que é produzido um som de amplitude varidvel periodicamente. Este fendmeno é denomi-

nado batimento.
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Som forte (maior amplitude)

/

J

Som fraco (menor amplitude)

Figura 18: Som forte (grande amplitude) e som fraco (baixa amplitude).
(SANTOS, 2013)

A intensidade (/) do som € a quantidade de energia que atravessa uma unidade de area

em um segundo, ou seja, € a poténcia sonora (P) por unidade de area (A):

Sabendo que a poténcia € definida pela relagdo entre energia (E) e unidade de tempo

(At), tem-se que

E
P=—_.
At ©)
Substituindo (5) em (4), obtém-se:
I— E
AAL

As unidades de medidas mais comumente utilizadas para a intensidade do som sdo

J/ m2) e (w / m?), ou seja, utilizando as unidades Joule e Watts, respectivamente.

O menor valor para a intensidade sonora em que ainda é possivel ouvir o som € deno-
minado limiar de audibilidade, sendo seu valor Iy = 10*12w/ m?2; o maior valor para a intensi-
dade sonora que € suportdvel para o ser humano € denominado de limiar de dor e seu valor é

Lpax = 1 w/m?.

E possivel notar que ao se afastar de uma fonte sonora ocorre uma diminui¢do lo-
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garitmica da intensidade sonora e o nivel sonoro (N) é calculado por:

1
N = IOIOgE. (6)

Em (NUSSENZVEIG, 2011), a unidade de nivel sonoro € o bel, sendo que dois sons
diferem de 1 bel quando a intensidade de um € 10 vezes maior que a do outro. Por praticidade

adotou-se como unidade padrdo o decibel.

A Figura 19 apresenta alguns sons que fazem parte do cotidiano e suas respectivas

intensidades em decibéis (dB).

AESCALA DO BARULHO
| BT dB - respiragdo

EEEm  20dB - sussurro
BN 3048 -biblioteca
Bmmm  50dB - drea residencial muito calma

BEEN  50dB-chuva

BEmm 60dB-conversa em tom baixo

BN 70 dB - conversa em tom normal

85 dB - trifego de bairro
residencial de 530 Paulo

90 dB - motor de caminh&o

95 dB - marginal
= = Pinheiros ds14h
BN 110dB - som de danceteria
EnEE 120dB - sirene de ambulancia

BmEm 140dB-estouro derojao

Figura 19: Escala com o nivel de pressao sonora.
(SILVEIRA, 2010)
Exemplo 3.2. (SOFISICA, 2015) A legislacdo brasileira proibe o uso de buzinas em regioes
proximas a hospitais, escolas e dentro de tiineis. Se um motorista buzinar dentro de um tiinel
com um nivel de intensidade sonora igual a 90 dB, considerando que a intensidade padrdo do
tinel é o Limiar da Sensacdo Audivel (LSA). Se 10 motoristas buzinarem dentro de um tiinel,
simultaneamente, com a mesma intensidade sonora, qual serd o nivel de intensidade sonora

dentro do tinel?
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Solucdo: Para resolver este problema deve-se considerar a equacdo (6) que descreve

a intensidade do nivel sonoro.

Sendo que a intensidade sonora equivalente ao limiar da sensacdo audivel (LSA) é

igual a Iy = 10712 w/m?, calcula-se a intensidade sonora de cada buzina:

1
90 = 1010g W,

0_ 1
10 21012’

log 9,

1012~
log
10 10712 =1¢°
I
10-12
1=10°.10""2,

Y

—10°

=103 w/m?.

Conhecendo a intensidade de cada buzina é possivel descobrir a intensidade resultante

das 10 buzinas funcionando simultaneamente:
1=1073.10,
1=10"%w/m?.

Calculando o nivel da intensidade sonora para as 10 buzinas, tem-se:
1072
N = 1010gw,
N =10log10',
N =10.10,

N =100 dB.

O timbre é o que permite distinguir uma mesma nota emitida por instrumentos diferen-
tes; € a composi¢ao das frequéncias que constituem uma onda sonora. Um som serd agradavel
se as frequéncias que constituem o som sdo multiplas uma das outras; caso contrario, o som ¢

considerado desagraddvel.

Ao se tocar um determinado instrumento, segundo (RAMALHO et al., 2014), uma
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nota € emitida e ela € composta da superposicao de multiplos sons de frequéncias diferentes. O
som de menor frequéncia € o som fundamental; os outros, que sdo multiplos do fundamental,
sdo os harmonicos, Figura 20. O segundo harmonico tem frequéncia duas vezes maior que o

fundamental e o terceiro harmonico trés vezes maior que o fundamental e assim sucessivamente.

y=sin(x) -Fundamental

y=0,5sin(2x) - 2° Harmoénico
y=0,3sin(3x) - 3° Harmonico
y=0,2sin(4x) - 4° Harménico
y=0,1sin(5x) - 5° Harmoénico
Y=Yy +yty, - Resultante =

Y
Y
-
2 3, /J g

Figura 20: Composicao de uma nota: superposicao de miltiplos sons.

A frequéncia do som emitido € determinada pelo som fundamental (primeiro harmoni-
co) e os harmodnicos que acompanham o som fundamental variam de um instrumento para outro.
A representacdo da forma da onda resultante em um aparelho como um osciloscépio seré dife-

rente apesar dos sons terem uma mesma frequéncia, como € apresentado na Figura 21.

%ﬂ - A T /\\\_/

Diapasdo
Pl W e D il
' /W\ Vi \J L Nl

Violino

€
B — s e

Voz (letra a)

| — e [ran L fr\'“"ﬂ' M
\ qu:\)l lvf"‘" L,._.r\'\f“[

: [
Clarineta A

Flauta

Figura 21: Representacao do timbre de varios instrumentos sonoros.

(COSTA, 2013)
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Em (FERENCE, 1971), nota-se que € possivel criar tons musicais através de instru-
mentos eletronicos denominados sintetizadores: um tom complexo pode ser decomposto em
tons fundamentais; da mesma forma um tom complexo pode ser criado a partir de certo nimero
de tons simples, mas € necessario que as amplitudes e as frequéncias dos tons parciais sejam as

mesmas existentes no som original.

3.3 ESCALAS MUSICAIS

No Capitulo 2 foi exposta uma breve descri¢ao da escala pitagérica e a escala tempe-
rada igual que agora serd descrita em detalhes. Em (ACADEMIAMUSICAL, 2012), define-se

escala musical como:

Uma escala musical € um conjunto de notas musicais ordenadas em sequéncia
da nota mais grave para a mais aguda. Cada escala musical tem a sua prépria
sonoridade caracteristica. Quando se compde uma musica, ap6s escolher uma
escala musical, utilizam-se as notas que pertencem a essa escala, se tocar uma
nota fora da escala notard um som “desafinado”.

3.3.1 A ESCALA PITAGORICA

De acordo com (MENEZES, 2014), com a divisdo da corda de um monocoérdio, Pitdgoras
concluiu que as combinagdes “consonantes” eram o que se denomina hoje por oitava, quinta,

quarta e unissono, Figura 22, que estdo nas respectivas propor¢des 2: 1,3:2.4:3,1: 1.

! T

= :
Oitava Eﬁ.,“::\\:, /f’)TLFﬁ;
g 2 ) ’
Ea
¥ —

% i° 1
4
¥ —
\Il '.~ /
A
}u_ ., il r.r
Quarta & ?‘\ J\'%L}'[
i & J
¥ 7

Figura 22: Representacio das porc¢oes de uma corda de um monocordio.
(LIMA, 2014)
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A construcdo da escala pitagoérica tem como base a oitava e a quinta e através da

inducgdo de suas propor¢des obtém-se os intervalos consonantes.

Existem duas defini¢des distintas para o intervalo entre duas notas: uma musical que
¢ definida, por exemplo, pelo espaco entre os dois pontos de um teclado e a outra fisica, dada

pela razdo entre as frequéncias.

Utilizando a definicdo fisica de intervalo musical, ou seja, somar dois intervalos musi-
cais corresponde fisicamente a multiplicar suas razdes, ao se considerar quatro notas de frequén-
cias fi =50 Hz, f, =25 Hz, f3 =5000 Hz e f4 = 2500 Hz, calculando a distancia entre f1 e f>
tem-se 50 Hz/25 Hz =2/1 e entre f3 e f4 tem-se 5000 Hz/2500 Hz = 2/1, assim a distancia

entre f] e f, € igual a distancia entre f3 e f;.

Diferente do estudo de fracdes conhecido na matematica, quando se calcula a distancia
entre duas notas obtém-se como resultado uma razdo em que as ordens do numerador e do
denominador sao irrelevantes, ou seja, uma quinta pode ser expressa tanto pela razao 3 : 2
quanto pela razao 2 : 3. Dessa forma, para se obter uma quinta acima (uma frequéncia maior)
multiplica-se a frequéncia por 3 : 2 e para se obter uma quinta abaixo (uma frequéncia menor)
multiplica-se por 2 : 3; para se obter uma quarta acima multiplica-se f por 4 : 3 e para se obter
uma quarta abaixo multiplica-se por 3 : 4; para se obter uma oitava acima multiplica-se por 2 : 1
e para obter-se uma oitava abaixo multiplica-se por 1 : 2. Ao considerar uma frequéncia f e
obter uma quinta acima, ou seja, (3 : 2) f e logo apds obter uma quarta acima (4 : 3) f da nota
resultante, tem-se (4 : 3)(3:2)f = 2f, isto é, uma oitava acima de f. Neste caso, os intervalos

da quinta e da quarta sdo uma inversdo da outra.

Nas escalas musicais, somar dois intervalos corresponde a multiplicar suas razoes.

Logo, somar uma quinta com uma quarta resulta em uma oitava:

quarta+ quinta = oitava < (4:3).(3:2) =12/6 = 2.

A partir disso, Pitdgoras foi capaz de construir a sua escala diatonica através dos se-

guintes passos:

1. da frequéncia f (Do), tem-se a oitava acima (Dd2);
2. da quinta abaixo de 2f (ou da quarta acima de f), tem-se Fd, ou (4/3)f;
3. da quinta acima de f (Dd), tem-se (3/2)f (= Sol);

4. da quarta abaixo de Sol, tem-se Ré, narazdo (3/4).(3/2)f = (9/8)f;
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5. da quinta acima de Ré, tem-se Ld, na razdo (3/2).(9/8)f = (27/16)f;
6. da quarta abaixo de Ld, tem-se Mi, na razdo (3/4).(27/16)f = 81/64f;
7. da quinta acima de Mi, tem-se Si, na razdo (3/2).(81/64)f =243/128f.
Considerando f =264 Hz a frequéncia da nota D6, tem-se a razdo entre as frequéncias

em uma oitava da escala musical, a razdo entre as notas e a fundamental, e o intervalo entre cada

nota e a anterior, na escala do D6 maior, Figura 23.

MNota Frequéncia Razdo Intervalo

264 17 9/8

Reé ) 297 of /8 /8

B 341 817764 256/243

Fa ' 352 4f /3 9/
4455 271116
501.2 243/1128  256/243
528 2f

Figura 23: Frequéncias das notas.
(LIMA, 2014)

Ainda, as razdes entre duas notas consecutivas foram obtidas pela razao entre a fracao
maior e a menor. Por exemplo, a razdo entre a nota Ré¢ (9/8) e a nota Mi (81/64) é (81/64) :
(9/8) =9/8; 0 mesmo ocorre ente as notas DJ e Ré, Sol e Ld e Ld e Si. A razdo entre a nota
Mi (81/64) e anota Fd (4/3) é (4/3) : (81/64) = 256/243; o mesmo ocorre entre as notas Si

e Do. Logo, existem duas razdes de intervalos:

* 9/8 = 1,125 (tom inteiro pitagdrico);

* 256/243 = 1,05349794238 (semitom diatdnico pitagdrico).

Continuando com a propagacdo de quartas e quintas pode-se concluir a escala pi-
tagdrica com base no menor intervalo até entdo encontrado (o semitom pitagérico). Fazendo
uma quarta abaixo de Si (243/128) obtém-se (3/4).(243/128) = 729/512 que é o Fd# (Fd
sustenido). O intervalo entre a nota Fd# (729/512) e anota Sol (3/2) serd (3/2) : (729/512) =
256/243, que corresponde exatamente a um semitom diatdnico pitagérico. Mas quando se cal-
cula o intervalo entre a nota Fd (4/3) e a nota Fa# (729/512), obtém-se (729/512) : (4/3) =

2187/2048 que é outro resultado para o semitom chamado de semitom cromético pitagdrico.
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Prosseguindo com os célculos utilizando o tom-inteiro pitagérico (9/8), obtém-se a

nota Si#, enarmonica' de Dé uma oitava acima, através dos seguintes passos:

* o intervalo entre as notas DJ (1) e Ré (9/8) é (9/8) : (1) =9/8;

* o intervalo entre as notas Ré (9/8) e Mi (81/64) é (81/64):(9/8) =9/8;

o intervalo entre as notas D6 (1) e Mi (81/64) é (9/8).(9/8) = (81/64) = (9/8)?;

o intervalo entre as notas Dé (1) e Fa# (729/512) é (9/8).(9/8).(9/8) = 729/512 =
(9/8)%

* prosseguir até que o intervalo entre as notas D (1) e Si# (531441/262144) seja (9/8)% /2 =
(531441/262144)/2 = 531441/524288 = 1,01364326477.

Logo, o resultado ndo serd um como esperado, pois as notas Si# e D62 (uma oitava
acima) deveriam ser a mesma nota, o que ndo ocorre. Essa pequena diferenga, mostrada na
Figura 24, é chamada de coma pitagorico e € a mesma que ocorre entre 0s semitons cromaticos
e diaténicos pitagdricos, ou seja, (2187/2048) : (256/243) = 531441/524288.

531441/524288 -coma pitagorica
Si# Do 9/8
9/8 _
Ré
La#
9/8 9/8
Sol# Mi
9/8 9/8
Fa#

Figura 24: Representacio do coma pitagérico.

Ao fazer seis vezes a sobreposicdo do tom inteiro sobre si mesmo ou seis vezes a
sobreposicao da diferenca entre os dois tipos de semitons da escala pitagdrica, o resultado serd
o mesmo, ou seja, (9/8)° = [(256/243).(2187/2048)]° = 2,02728652954.

'Enarménica: notas distintas que produzem o mesmo som.
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O coma pitagdrico também pode ser interpretado como a diferencga entre a sobreposi¢ao

de 12 quintas e 7 oitavas, que deveria resultar em um, o que ndo ocorre porque

=1,01364326477.

A razdo do coma pitagérico é aproximadamente igual a 74/73 = 1,0137 e ela foi

responsavel pelas limitagdes que a escala pitagdrica apresentou ao longo do tempo.

3.3.2 A ESCALA TEMPERADA IGUAL

Segundo (MENEZES, 2014), o temperamento igual consiste em dividir a oitava em
partes iguais. Assim o coma pitagorico era distribuido entre todas as notas da escala temperada.
Para determinar o intervalo a em que seria dividida a escala era preciso que, apés 12 passos

intervalares, fosse atingido a oitava seguinte, que corresponderia a razao 2 : 1 de sua frequéncia.

Considerando f a frequéncia de uma determinada nota da escala temperada e g a razao
entre duas notas consecutivas, pode-se obter a seguinte relacdo entre elas, na (Tabela 1), uma

frequéncia qualquer serd a frequéncia anterior multiplicada por uma constante g.

Tabela 1: As notas musicais da escala temperada.

D6 | D&# | Ré | Ré# | Mi| Fa| Fa# | Sol | Sol# | La| La#| Si | Dol
f| af|2f | fldflCr|CrldflEr|Cr]d% ] qdtr]|q%f

Como o Dol tem uma frequéncia duas vezes maior que a frequéncia do primeiro Dg,

tem-se que
2f =q"f,
2 =g
q= V2,

q ~1,05946309436.

O intervalo 1,0594 de frequéncia € usado para se obter o semitom temperado acima
ou abaixo de qualquer nota. Multiplicando-se uma frequéncia por 1,0594, obtém-se o semitom

superior; dividindo-se uma frequéncia por 1,0594, obtém-se o semitom superior.

Como exemplo seja a nota Ld, comumente utilizada na afinacao de instrumentos musi-

cais. Essa nota possui uma frequéncia universalmente definida como sendo de 440 Hz. Entdo,
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para se obter a frequéncia da nota D6 imediatamente anterior a ela, basta fazer os seguintes

calculos:
La=q’.f,

440 ~ (1,059)°.1,
440
T oo

f~262 Hz.

Como a nota D6 possui uma frequéncia aproximada de 262 Hz, empregando-se g =

1,0594, e f = 262 Hz da Tabela 1, pode-se obter as frequéncias das demais notas da escala

temperada.
Exemplos:
1)
Do# =q.f,
Do# ~ 1,059.262,
Do# ~ 277 HZ.
2)
Ré=¢f,

Ré ~ (1,059)%.262,
Ré ~ 294 Hz.

Os resultados anteriores podem ser generalizados: sejam fy e f, as frequéncias final e

inicial, respectivamente entdo pode-se escrever a seguinte relacao:
12 n
fo=f-(V2)",
onde n € a quantidade de semitons.

Ao comecar com uma frequéncia de 440textrmHz para se obter um semitom acima,

tem-se a frequéncia da nota Ld: 440( 1\2/5)] ~ 466,164 Hz. Usando a frequéncia de 440 Hz, e
~ 415,305 Hz.

descendo um semitom, obtém-se a frequéncia da nota Sol: ]

v2)
De maneira analoga € possivel determinar a frequéncia de qualquer nota no sistema
temperado. Por exemplo, considerando-se como ponto inicial a frequéncia de 1435 Hz para

calcular a frequéncia de uma nota a 15 semitons temperados abaixo, deve-se fazer o seguinte



calculo:

(

1435
12 2) 15

~ 603,343 Hz.

41
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4 FOURIER E A MUSICA

Neste capitulo sera apresentada a Série de Fourier Continua e o seu uso em sintetiza-

dores musicais, utilizados na composi¢ao de musicas.

4.1 JEAN-BAPTISTE JOSEPH FOURIER

Jean-Baptiste Joseph Fourier (WIKIPEDIA1, 2010), Figura 25, nasceu em Auxerre,

Franga, em 21 de margo de 1768 e foi um dos mais notdveis matematicos de sua época.

Figura 25: Jean-Baptiste Joseph Fourier.
(WIKIPEDIAL, 2010)

Educado em uma escola de monges beneditinos, sobressaiu-se nos estudos matematicos.
Participou de forma ativa na Revolu¢ao Francesa de 1798 e, ao término dela, iniciou seus estu-

dos na Escola Politécnica de Paris.

Em 1798 acompanhou Napoledo Bonaparte na sua expedi¢ao ao Egito e se interessou

pela investigacido arqueoldgica da civilizacdo faradnica. Transformou-se em um reconhecido
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egiptdlogo e ocupou o cargo de secretdrio do Instituto do Egito, fundado por Napoledo no
Cairo. Em seu regresso a Franca recebeu o titulo de Barao em 1809. Com a queda de Napoledo,
desligou-se da politica e desfrutou da vida académica em Paris, sendo eleito membro de vérias
sociedades cientificas em virtude de seu prestigio como pesquisador. Fourier faleceu em Paris
no dia 16 de maio de 1830.

4.2 A SERIE TRIGONOMETRICA DE FOURIER

A série de Fourier continua é a ferramenta matemética que permite a composi¢cao de
fungdes trigonométricas e € usada para se obter a representacdo grafica aproximada de um
determinado timbre sonoro. Faz parte do estudo da Andlise de Fourier, também conhecida
como Andlise Harmonica, que € a representagdo de sinais através de uma combinagdo linear de

sinais bdsicos como senos e cossenos ou exponenciais complexas.

4.2.1 FUNCOES ORTOGONAIS

Em matemaética avancada (ZILL; CULLEN, 2001), uma fun¢do é considerada como
uma generalizacdo de um vetor e conceitos como produto interno e ortogonalidade podem ser

estendidos as fungdes.

Considerando u e v vetores no espago tridimensional, o produto interno (u,v) de dois

vetores, também denotado por u.v, apresenta as seguintes propriedades:

(i) () = (v,u0);

(i) (ku,v) = k(v,u);

(iii) (u,u) =0seu=0e (u,u) > 0seu0;
(V) (u+v,w) = (u,w) + (v, w).

Quando o produto interno € nulo, os vetores sdo ditos ortogonais.

Definicao 4.1. O produto interno de duas fungoes f| e f» em um intervalo [a,b] é o niimero

(fi,f2) = /abfl (x) f2(x)dx

Defini¢ao 4.2. Duas fungées fi e f> sdo ortogonais em um intervalo [a,b] se

()= [ 7 e =0 @
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Em Analise Vetorial, a palavra orfogonal € sinbnimo de “perpendicular”. No ambito

das fungdes, o termo ortogonal e a igualdade (7) ndo possuem qualquer significado geométrico.

Exemplo 4.3. Mostre que as funcoes fi(x) = x> e fr(x) = x°

~1,1].

sdo ortogonais no intervalo

Solucao:
1
(F1£) = [ 110w,

1
1 1

(f1,/2) :/ x> xXdx = 6x6
-1

Y

-1

_ 1 6 6
(fl?fZ) - 8 [1 - (_1) }7
(f1,/£2) =0.
Logo, as fungdes f e f» sdo ortogonais no intervalo [—1,1].

Defini¢ao 4.4. Diz-se que um conjunto de funcoes {Po(x), ¢1(x), d2(x),...} com valores reais é

ortogonal em um intervalo |a,b] se

(O, On) = /ab Om(x) @, (x)dx =0, m # n.

A norma de um vetor u, ||u||, pode ser expressa em termos do produto interno como

(,u) = JJul|?

ou

lull = v/ (u, ).

A norma de uma fungdo ¢, é definida como ||¢,(x)|| = \/(dn, 9»), isto é,

b
9l =1/ [ 9701
a
Ja norma quadratica, quadrado da norma de ¢,, € dada por
2 by
19: ()1 = [ 62 ). ®)
a

Se ¢,(x) é um conjunto ortogonal de fun¢des no intervalo [a,b] com a propriedade
|9, (x)|| =1 paran =0,1,2,..., entdo {¢,(x)} é chamado um conjunto ortonormal no inter-

valo.



45

Exemplo 4.5. Mostrar que o conjunto {1,cosx,cos2x, ...} é ortogonal no intervalo [—m, 7|
Solucao:

Deve-se mostrar que

(S RES /_7; Om(x)dn(x)dx =0, se m # n (Denificdo 4.4.).

(@90 = [ gu(2)n ()

T

(¢m7¢n):/ cos mx cos nxdx,

—T

(O, On) = %/_i[cos(m#—n)x#—cos(m—n)x]dx,

inlm+n)x sin(m—n

(P, @n) = % )x] =0,m#n

m-—+n m—n

Exemplo 4.6. Calcular a norma de cada funcdo do conjuto ortogonal dado no exemplo 4.5.
Solucao:

Para ¢,(x) = cosnx, n > 0, decorre que

T
100 ()| :/_ncosznxdx,

1 (7
1 ()] = 5/,;[1 + cos 2nx]dx,

16u(2) ]2 = 1

O

2n

T
in(2nm
x—}—M] dx=Tm.
-

Assim, paran > 0, ||¢o(x)|| = /7.

Qualquer conjunto ortogonal de fun¢des ndo-nulas ¢,(x), n =0,1,2, ..., pode ser nor-
malizado, 1sto é, transformado em um conjunto ortonormal. Para tanto basta dividir cada funcao

PpoOr sua norma.

2
Observacao: Dos exemplos 4.5 e 4.6 decorre que o conjunto { coSX Cosx }

Var' V' Vm

é ortonormal em [—7, 7|

Em um espaco V3, os vetores v; = (1,0,0), vo = (0,1,0) e v3 = (0,0, 1) formam um

conjunto ortogonal que pode ser usado como uma base para esse espago, ou seja, qualquer vetor
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tridimensional u pode ser escrito como uma combinacao linear de vy, v, € v3, ou seja,
u=cyvy+cava+c3va, )

onde os coeficientes c;, i = 1,2,3, sdo escalares denominados componentes do vetor. Cada
componente ¢; pode ser expressa em termos de u e do vetor correspondente v;, ou seja, do

produto interno de (9) com v;.
Para i =1 tem-se:
(u,v1) = c1(vi,vi) +c2(va,vi) +c3(vs,vi),
(u,v1) = c1|[vi]]* +¢2-04¢3-0.
Logo,

(I"?vl)
v

Ccl1 =

De maneira andloga, obtém-se as componentes ¢; € ¢3:

Dessa forma, a equagao (9) pode ser expressa como

_ (M,V1) . (”7v2) ) (M,V3)
[[vi[? [[va|? [v3|>

V. (10)

422 A SERIE DE FOURIER GENERALIZADA

Supondo-se que ¢, (x) seja um conjunto ortogonal infinito de fun¢des em um intervalo
[a,Db] e que y = f(x) seja uma fungdo definida no intervalo [a,b], entdo existe um conjunto de

coeficientes ¢,, n =0,1,2,..., tais que

f(x) =copo(x)+c101(x) + ... + cnPu(x) +... = Z CnPn(x). (1D
n=0

Para determinar os coeficientes c¢;, basta multiplicar (11) por ¢,,(x) e integrar no inter-

valo [a,b]:
b b b b
/a F(6) () dx = o / 00 (X) O (X)dx + 1 / 01 (X) B (X)dx+ .. + / 0 () B (X)dx+ ...,

b
/a FX)@m(x)dx = co(90, om) +c1(91,Om) + -+ Cn(Pn, Om) + .. (12)



47

Pela ortogonalidade, cada termo do lado direito da equagdo (12) € zero, exceto quando

m = n. Neste caso, tem-se que

[ 1oy =e, [ 620
[ [ oo

¢, - n=01,2,.... 13
/4, TG (13)

Com a notacao de produto interno, escreve-se (11) como:

sendo

f(x) —nZO pr’;‘l’;ﬁz%( ). (14)

Dessa forma, (14) € o andlogo funcional do resultado obtido em (10).

Defini¢ao 4.7. Diz-se que um conjunto de funcéoes ¢,(x), n=0,1,2, ..., é ortogonal em relacio

a uma funcao peso w(x) em um intervalo [a,b] se
b
/ w(x) @ (x)dx = 0,m # n.
a

A hipétese usual € que w(x) > 0 no intervalo de ortogonalidade [a, b].

Exemplo 4.8. O conjunto {1,cosx,cos2x,...} é ortogonal em relagdo a fungdo peso constante

w(x) = 1 no intervalo |—n, 7.

Se @, (x) é ortogonal em relagdo a uma fungdo peso w(x) em [a, b], entdo, multiplicando

(11) por w(x)¢(x) e integrando, tem-se

[ 1w
o

(15)

Cn:

onde

s = [ w0 ). a6

A série representada por (11), com os coeficientes dados por (13), é chamada Série de

Fourier Generalizada.
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423 SERIES DE FOURIER

O conjunto de fungdes
T 21 b4 27 3w
1,cos —x,cos —x, ..., sin —x, sin —x, sin —x, . 17)
p p p p 4

é ortogonal no intervalo [—p, p].

Se f é uma fung¢do definida no intervalo [—p, p| e que pode ser desenvolvida na série

trigonométrica

flx) = % 4 ) (ancos Ex-i—bnsingx) (18)
2 1 p p

entdo pode-se determinar os coeficientes ag,ap,as,...,b1,bs,... de forma andloga a Subsecdo
4.2.2.

Integrando ambos os membros de (18) de —p a p, obtém-se

p p oo P P
/ F(x)dx = “2—0 / dx+ Y (an / cos "F xdx + b, sin@xdx). (19)
—-p p

-p -p n=1 -p p

Como cada fungdo cos(nmx/p), sin(nmx/p), n > 1, é ortogonal aos elementos do con-

junto (17) no intervalo, o segundo membro de (19) se reduz a um Unico termo e, consequente-

14 _a_o p _a_o p _
/_pf(x)dx— > /_pdx— 2x)_p—pa0. (20)

Isolando (ap) na igualdade 20, obtém-se

mente,

ap = l/p f(x)dx. 201

Multiplicando (18) por cos(mmx/p) e integrando de —p a p, obtém-se

/ f(x)cos —xdx— —/ cos —xdx+

Z <an / cos —x cos —xdx ~+ by, / cos —x sin Exdx) (22)
n=1 p

Por ortogonalidade, tem-se que

p T
/ cos m—xdx =0, m>0,
-p p
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/P mrm nw 0, m#n
COS —XCOS —xdx
-p p p p,m=n

e
p T T
/ cos m—x sin n—xdx =0.
-p p p
Assim, (22) reduz-se a
p T
/ f(x)cos "% vdx = anp,
-p p
onde

1 1P
4y = — / F(x)cos “Z xdx. 23)
pPJ-p p

Multiplicando (18) por sin(mzx/p) e integrando de —p a p, obtém-se

P omn
/ sin - xdx = 0, m > 0,
4 p

P mn nmw
/ sin —xcos —xdx = 0,
-r p p

/P . mm . nmw 0, m#n
sin —xsin —xdx = .
-p p p p,m=n

Dessa maneira, pode-se reescrever (22) como
1 [P T
by = — / £(x)sin " xdkx. (24)
PJ-p p

Definicao 4.9. A Série de Fourier de uma funcdo f definida no intervalo (—p, p), é dada por

Ay nw . nm
fx)=—+ a,cos—x-+b s1n—x>,
() =5+ X (ancos” St bysin™
com
1 [P
a=- [ fixax 25)
pPJ-p
1 [P
4y = — / F(x)cos Eax, (26)
PJ-p p
e

1 [P
by = — / F(x) sin Z xdx. 27)
PJ-p p



Exemplo 4.10. Desenvolver

, fx+27) = f(x)

ﬂ@z{ 0, —-T<x<0

T—x,0<x<m
em série de Fourier.
Solucao:

A Figura 26 mostra o grdfico de f.

Figura 26: Grafico da funcao f.

Com p = w, tem-se, de (25) e (26), que

aoz%/_if(x)dx:%[/_OEde-l—/oﬂ(n'—x)dx],

1 r7 1 0 T
ay = —/ f(x)cosnxdx = — / 0dx+/ (1 — x) cosnxdx |,
TJ)-x T|J-=m 0

T
1 sinnx 1 (7
an:—[(ﬂ:—x) —|——/ sinnxdx],
b4 n nJo
0
/[
1 cosnx
ap = ——— ;
nT n
0
—cosnmw+1
n=—""5"
n°m
1_(_1)n (—1)n+1—|—1
a, = 5 = 3 .
n‘w n‘w

De maneira andloga, obtém-se de (27), que

50
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1 /7 ) 1
b, = —/ (m —x)sinnxdx = —
nJo n

Portanto,

1.
~——————cosnx+ —sinnx|.
n

L

Exemplo 4.11. (BOYCE; DIPRIMA, 2009) Supde-se que existe uma série de Fourier conver-
gindo para a funcdo f definida por

4>|a

£ ={ OIS0 ) = ).

x, 0<x <2
Determinar os coeficientes dessa série de Fourier.
Solucgao:

Esta funcdo representa uma onda triangular, Figura 27, periddica de periodo igual a

-4 =3 -2 =1 1 2 8 4

Figura 27: Onda triangular.

Entdo, nesse caso, p =2 e a série de Fourier tem a forma

fW=3+%

a4, COS %x 4 by sin %x] , (28)

onde os coeficientes sdo calculados por (25), (26) e (27) com p = 2.

Substituindo f(x) em (25), tem-se

1 /0 1 /2
aoz—/ (—x)dx+—/ xdx=1+1=2.
) 2 Jo
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Para n > 0 em (26), obtém-se

2/ cos —xdx+2/ XCOS —xdx

Essas integrais podem ser calculadas integrando-se por partes. Assim:
0 2
n 1] 2 sin nw n 2 cos nw
— | —xsin—x —Xx
) 2| nm 2 nm 2
2 2 2
1 [ 2\2 (2 2 2
a, = = —(—) + | — | cosnT+ | — cosnn’—( ,
2 nw nw nw nw

2

Y

0

(mr)z(cosmr— 1),n=1,2,..,

anznz—lnz[(—l)”—l],

—8/(nm)?, nimpar
an = :
0, n par

Finalmente, segue de (27), de maneira andloga, que

Substituindo os coeficientes ay, a, e b, em (28), obtém-se a série de Fourier de f

flx)=1 8 cosjr—l-lcos?m—l—1 571'+
x)=1—— —X+ == COS —Xx+ —=Ccos—x+ ...
72 2 32 2 52 2 ’
ou (
4 =2 (-1)"—-1 nwx
f(x)=1+;n§’1 cos( 5 )

4.2.4 SERIE DE FOURIER DE COSSENOS E DE SENOS

Definicao 4.12. Uma fungdo f é par se f(—x) = f(x) e impar se f(—x) = —f(x).

Propriedades das Funcoes Pares e das Funcoes fmpares

1. O produto de duas funcdes pares € par.

2. O produto de duas func¢des impares € par.

3. O produto de uma fun¢do par e uma fungdo impar € impar.
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4. A soma (diferenca) de duas fungdes pares € par.
5. A soma (diferenca) de duas fun¢des impares € impar.
6. Se f € par, entao

_i, F0)dx =2 /O " F)dx

7. Se f é impar, entdo

f(x)dx=0.

—a
Séries de Cossenos e de Senos

Se f é uma fungdo par no intervalo (—p,p), entdo, com base nas propriedades de

funcdes pares e das fungdes impares, os coeficientes ag, a, € b, podem ser escritos como:
| 2 [P
a=- [ fear=" [ f@wax
P J—p~~ pJo
par

/f cos—xdx— /f cos—xdx

par

P T
—— [ fr)sinZxax=o.
4 14
impar

Analogamente, quando f é impar no intervalo (—p, p),

1 rpP
ao=—/ J(x) dx=0,
PJ—p~~

impar

1 [P
an:—/ f(x)cosﬂxdxzo,
PJ—p P
—_———

impar

/f s1n—xdx— /f s1n—xdx
par

Definicao 4.13. A série de Fourier de uma funcdo par no intervalo (—p, p), 2p-periédica é a

série de cossenos

f()

a < nw
= —+ Z a, cos —x,
2 n=1 p

onde
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2 [P
ao:];/o f(x)dx

2 [P
an = —/ f(x)cos 7 dx.
0 p

Definicao 4.14. A série de Fourier de uma fungdo impar no intervalo (—p, p) € a série de senos

F) =Y bysin ",
n=1 p

onde

2 [P
by = = / £(x)sin " xdx, (29)
pPJo p
Exemplo 4.15. A funcdo
—1,—-t<x<0
fx) = , fx42m) = f(x)
1, 0<x<m

exibida na Figura 28 é impar no intervalo (— 1, ).

Figura 28: Grafico da funcao f(x).

Com p = w, tem-se, por (29):

& 2
an/ ()sinaxdx = ————— = — :
0 T

e assim N il
flx) = % ) e+l sinzx. (30)

n=1 n
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Definicao 4.16. Uma fungdo f é dita seccionalmente continua em um intervalo a < x < b se o
intervalo pode ser dividido por um niimero finito de pontos a = xo < x1 < --- < X, = b de modo

que
1. f é continua em cada intervalo aberto x;_1 < x < Xx;,

2. f tende a um limite finito nas extremidades de cada intervalo, quando aproximada

do interior do intervalo.

Teorema 4.17. Suponha que f e f' sejam seccionalmente continuas no intervalo L < x < L.
Suponha, além disso, que f estd definida fora do intervalo —L < x < L de modo a ser periddica

com periodo 2L. Entdo hd uma série de Fourier que converge para f em todos os pontos onde

[fet) + ()]
2

ela é continua e converge para em todos os pontos onde f é descontinua.

Sequéncia de Somas Parciais

E possivel notar como uma sequéncia de somas parciais de uma série de Fourier tende
para uma funcdo. Nas Figuras 29, 30 e 31 faz-se uma comparagao do grafico da funcao f do

Exemplo 4.15 com os graficos das trés primeiras somas parciais de (30). Usando o Teorema

O TF0-)] 1+ (-1) _
2 2

4.17, é possivel verificar que na origem a fungdo converge para
0.

S| = —sinx,
T

sin3x

Sy = 3

sinx +

Ql s

sin3x n sinSx
3 5

4
S3 = —|sinx+
/4

4

Figura 29: Grifico da fungio S| = 7 sin[x].



56

Figura 30: Grafico da funcio S; = % sin[x] + Si“?)f] .

sin[3x] | sin[5x]

Figura 31: Grifico da funciio S5 = % [sin[x] +—=—+—|

Como € possivel observar na Figura 32, o grafico da soma parcial S;5 tem “picos”
pronunciados na vizinhanca das descontinuidades em x = 0, x = &, x = —7, etc. Esse distan-
ciamento das somas parciais Sy dos valores funcionais na vizinhanga de um ponto de descon-
tinuidade nao se suaviza, permanece praticamente constante, mesmo quando N é grande. Esse
comportamento de uma série de Fourier na vizinhanca de um ponto em que f é descontinua é

chamado Fenomeno de Gibbs.

Figura 32: Grafico da fungfo S5 = % [sin[x] +...+ sin£155x]] .



57

4.2.5 SINTETIZADORES ELETRONICOS E A SERIE DE FOURIER

Em (RATTON, 2002), sintetizadores sonoros sao instrumentos eletronicos criados para

producdo de timbres de instrumentos musicais conhecidos ou outros tipos de timbre.

Segundo (MACHADO; INDRUSIAK, 2014), timbre ¢ definido como:

Quando um instrumento musical é tocado ou algum ser vivo emite algum som,
varios harmonicos sdo produzidos simultaneamente pelo instrumento ou pelas
pregas vocais. Considerando-se o principio da superposi¢ao, desenvolvido por
Fourier, a presenga de vdrias ondas, sendo propagadas simultaneamente no
mesmo meio, resultard em uma onda que serd descrita pela soma algébrica das
ondas relativas aos harmonicos produzidos pela fonte sonora (FOURIER apud
SERWAY; JEWETT, 2011). Essa configuracdo da onda resultante é chamada
de timbre (OLSON, 1967). Eo timbre, ou seja, uma soma de intimeras ondas,
que nos faz diferenciar o som produzido por um piano do som de uma flauta
ou da voz de uma determinada pessoa de outra (p. 10).

Uma das formas de implementagdo dos sintetizadores € a sintese aditiva. O funciona-
mento dos sintetizadores aditivos tem como base o teorema de Fourier, segundo o qual a fungdo

pode ser expressa como a soma de uma série de ondas senoidais chamada de série de Fourier.

Em (JR, 2012), para se obter o timbre graficamente soma-se as ondas senoidais (ou
cossenoidais) que representam os sons puros, chamados de harmonicos. A soma das ondas

senoidais (ou cossenoidais) é obtida através da série de Fourier.

Para a criag@o de timbres usados nos sintetizadores aditivos procede-se, por exemplo,

da seguinte forma:

1. produz-se o primeiro harmonico, Figura 33, com uma amplitude méxima, que corresponde

a 100% e uma frequéncia de 500 Hz;

2. produz-se o terceiro harmonico, Figura 34, com uma amplitude que corresponde a 33%

da amplitude méxima e possui uma frequéncia de 1500 Hz, ou seja, f3 = 3.f1;

3. produz-se o quinto harmonico, Figura 35, com uma amplitude que corresponde a 20% da

amplitude maxima e possui uma frequéncia de 2500 Hz, ou seja, fs = 5.f1;

4. produz-se o sétimo harmonico, Figura 36, com uma amplitude que corresponde a 14% da

amplitude maxima e possui uma frequéncia de 3500 Hz, ou seja, f7 =7.f1;

5. produz-se o nono harmoénico, Figura 37, com uma amplitude que corresponde a 11% da

amplitude maxima e possui uma frequéncia de 4500 Hz, ou seja, fo =9.f1;

6. na Figura 38 tem-se a superposicao de harmdnicos destacada em vermelho. Como foi

usou-se apenas o primeiro harmonico para a soma, esta corresponde a ele mesmo (primeiro
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harmonico);

. na Figura 39 tem-se a superposi¢cao de harmonicos destacado em vermelho, que corres-

ponde a soma do primeiro e do terceiro harmonicos. Observa-se que a amplitude e a

frequéncia da onda resultante sdo iguais ao do primeiro harmonico;

. na Figura 40 tem-se a superposicdo de harmonicos destacada em vermelho, que corres-

ponde A soma do primeiro, do terceiro € do quinto harmonicos. Observa-se que a ampli-

tude e a frequéncia da onda resultante sao iguais ao do primeiro harmdnico;

na Figura 41 tem-se a superposi¢do de harmonicos destacada em vermelho, que corres-
ponde a soma do primeiro, do terceiro , do quinto e do sétimo harmoénicos. Observa-se

que a amplitude e a frequéncia da onda resultante sdo iguais ao do primeiro harmonico;

na Figura 42 tem-se a superposicdo de harmonicos destacada em vermelho, que corres-
ponde a soma do primeiro, do terceiro, do quinto, do sétimo e do nono harmonicos e se
aproxima de uma onda quadrada. Observa-se que a amplitude e a frequéncia da onda

resultante sdo iguais ao do primeiro harmonico.

Y

Figura 33: Grafico da funcéo f;(x) = sin(x), x € [—7, 7], um ciclo completo.
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Figura 34: Grafico da funcao f3(x) = 0.33sin(3x), trés ciclos completos.

¥

Figura 35: Grafico da funcao f5(x) = 0.20sin(5x), cinco ciclos completos.
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2__Y
1 4
X
-3 -2 -1 1 2 3
-1t
-2+
Figura 36: Grafico da funcio f7(x) = 0.14sin(7x), sete ciclos completos.
2__}/
1 F.
N LN N N P . U
‘_3/ \./_2 oS :‘1_/ oS 1\./ \2' o 3
,1 +
et

Figura 37: Grafico da funcio fo(x) = 0.11sin(9x), nove ciclos completos.
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%)

Figura 38: Grafico da funcio f(x) = sin(x) ou f(x) = fi(x), em vermelho, superposi¢cio do primeiro
harmonico, que corresponde a ele mesmo.

Figura 39: Grafico da funcéo f(x) = sin(x) 4+ 0.33sin(3x) ou f(x) = fi(x) + f3(x), em vermelho, que
corresponde a soma do primeiro e do terceiro harmonicos.
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Figura 40: Gréfico da funcio f(x) = sin(x) + 0.33sin(3x) 4+ 0.20sin(5x) ou f(x) = fi(x) + f3(x) +
f5(x), em vermelho, que corresponde a soma dos trés primeiros harmonicos.

Ly

A
/\/\/\
Q ~ .~ A\ ¥

‘Vl* 7 —"—

L 3

Figura 41: Grafico da funcio f(x) = sin(x) + 0.33sin(3x) + 0.20sin(5x) + 0.14sin(7x) ou f(x) =
f1(x) + f3(x) + f5(x) + f7(x), em vermelho, que corresponde a soma do primeiro, do terceiro, do
quinto e do sétimo harmonicos.
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Figura 42: Grifico da funcdo f(x) = sin(x) +0.33 sin(3x) +0.20sin(5x) + 0.14 sin(7x) +0.11 sin(9x)
ou f(x) = fi(x) + f3(x) + fs(x) + f7(x) + fo(x), em vermelho, que corresponde a soma do primeiro,
do terceiro, do quinto, do sétimo e do nono harmonicos.

A onda resultante da soma corresponde a uma determinada nota musical e possui um
timbre caracteristico que depende da soma dos harmonicos escolhidos. Os harmodnicos e suas
respectivas amplitudes podem ser escolhidos de formas diversas, obtendo-se assim os mais
variados timbres. Cada diferente timbre obtido € relacionado a uma determinada tecla do sinte-

tizador, que quando, acionada ird tocar o timbre musical.

Em (MACHADO; INDRUSIAK, 2014), pode-se observar que existem dois tipos de
sinais que podem ser captados por um sintetizador: os sinais de tempo continuo e os sinais de

tempo discreto, Figura 43.

Os sinais de tempo continuo sdo definidos para todo e qualquer instante de
tempo. Um exemplo de sinal de tempo continuo pode ser visto em uma musica
gravada em um disco de vinil, pois o disco pléstico possui uma ranhura espi-
ralada que € varrida continuamente por uma pequena agulha. As vibragdes
mecanicas sofridas por essa agulha sdo transformadas em sinais elétricos, am-
plificados e transformados em ondas sonoras. Os sinais de tempo discreto
sdo definidos apenas para alguns instantes de tempo. Um exemplo de sinal
de tempo discreto pode ser visto em uma musica gravada em um CD, pois o
sinal de tempo continuo € decodificado, gerando um sinal bindrio, e depois
convertido em sinais digitais de tempo discreto (p. 10).

Segundo (HAYKIN; VEEN, 2001), ao se fazer a aquisicao de um sinal é usada uma

frequéncia de aquisi¢do que € o intervalo de tempo entre as medicdes feitas por um instrumento
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Figura 43: Exemplos de sinais de tempo continuo e discreto.
(HAYKIN; VEEN, 2001)

de captagcdo do som que sera transformado em sinal.

Para (PROAKIS; MANOLAKIS, 1996), existem varias possibilidades de se obter a
amostra de um sinal de tempo discreto. Uma delas seria tomar as amostras de sinais em periodos
de tempo uniformes, que é a coleta do sinal a cada T segundos. E necessério que a frequéncia
de amostragem seja maior ou igual ao dobro da frequéncia maxima existente no sinal a ser
amostrado. Caso a frequéncia de amostragem seja menor que o dobro da frequéncia méxima do

sinal, a caracteristica do sinal € perdida, como mostra a Figura 44.

Sinal de 110Hz amostrado a 120Hz
|'|

Sinal Original ."ll /JI’ I\ﬂ\ |I|'||
|

.l ~—~Sinal Amostrado | || / | il I
|-|||||', |.f!|| 15 .

=8
| | | | ll || ‘ | J_-""
| | | | | | | " |
Iii!‘ |/ T RiR
| = || I = o s R
| - LA ¥ 0 | |
|| .l \lI | |«’ | | li !I [ | |||'
!I I| |r\ |I I| ﬂ ||I II| || |I || |J
u ¥ —_.. i ) ¥ A Y (.
0 0.02 0.04 0.06 0.08
t (segundos)

Figura 44: Frequéncia de amostragem menor que duas vezes a frequéncia maxima do sinal.
(PROAKIS; MANOLAKIS, 1996)

Entdo, na pratica um sintetizador ndo usa a Série de Fourier continua nos reais, mas
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uma versao quantizada da série de Fourier. Segundo (SOUZA et al., 2005), uma forma de
quantizar a série de Fourier € a utilizacdo das férmulas de quantizacao da base de Riesz-Fourier,
em que em um determinado intervalo é tomado apenas uma quantidade finita de sinais, ndo

muito grande, para que nao ocupe muita memoria do computador.

Uma comparacao dos gréficos do sinal continuo e da série de Fourier quantizada, de um
trecho de aproximadamente um segundo da quinta sinfonia de Beethoven, pode ser observada
na Figura 45: (a) aproximacao classica da série Fourier que corresponde a 21.495 amostras,
aproximacdes por sintese classica de Fourier (trago); (b) sintese com a série de Fourier quan-
tizada em que foram tomados apenas 128 amostras, sintese com série de Fourier Quantizada
(ponto) e por consequéncia é computacionalmente muito mais interessante pois apesar de uma
quantidade bem menor de amostras € possivel ver que € uma boa aproximagdo e, para fins

praticos na produ¢ao do som a diferencga é praticamente imperceptivel para o ser humano.

Sinal Seties: Fourier e Fourier Quantizada
DDB T T T T T T DDE T T T T T T

0.04 - B

002 - B

-0.02 B

-0.04 - B -0.04

Er————

005 1 1 1 1 1 1 005 1 1 1 1 1
0 20 40 B0 a0 100 120 140 0 20 40 B0 80 100 120 140

Figura 45: Comparacao de sinais: (a) Trecho de 1,0 segundo da Quinta Sinfonia de Beethoven,
correspondente a 21.495 amostras; (b) Trecho inicial do sinal original (N=128 amostras).
(SOUZA et al., 2005)
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5 A MUSICA E AS FUNCOES TRIGONOMETRICAS NO ENSINO MEDIO

Neste capitulo serd apresentada uma sequéncia de oficinas que podem ser aplicadas nas
turmas de ensino médio. As oficinas sdo interdisciplinares e utilizam recursos computacionais

como o GeoGebra. Ao final de cada oficina, organiza-se uma lista de exercicios aplicados.
5.1 OFICINA 1: COEFICIENTES DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

O software livre GeoGebra (HOHENWARTER, 2013) é um aplicativo que dispde de
diversos recursos para serem usados nas aulas de matematica, como o estudo dos coeficientes
de uma fungao trigonométrica. No GeoGebra os alunos visualizam dinamicamente o efeito que

a mudancga dos coeficientes provoca no grafico das funcoes.
Os alunos devem ter como conhecimento prévio no¢des das fungdes seno e cosseno.

As fungdes trigonométricas sdo fungdes do tipo y = a + b.sin(c.x+d), y =a+b.
cos(c.x+d)ey=a-+b.tan(c.x+d), sendo a, b, ¢ e d constantes reais. Em (JUNIOR, 2013),

estdo descritos os passos para a constru¢do dessas fungdes, transcritas a seguir:

1. Na “Janela de Visualiza¢do”, clique com o botdo direito; vd em “Propriedades-Eixo x”,

habilite “Distancia” e selecione 7/2; clique em “Fechar”.

2. Em “Entrada” digite a=ControleDeslizante[-10,10,1,1,72 false,true,false, false]; dé “En-
ter”; clique com o botdo direito do mouse sobre o objeto; em “Bésico” habilite a op¢ao
“Exibir Rétulo”; em “Propriedades-Avangado”, na janela que abrird, digite no campo

“Vermelho” a < 0, no campo “Verde” a = 0 e no campo “Azul” a > 0.

3. Em “Entrada” digite b=ControleDeslizante[-10,10,1,1,72,false,true,false, false]; dé “En-
ter”’; clique com o botao direito do mouse sobre o objeto; habilite a op¢ao “Exibir Rétulo”;
em “PropriedadesAvancado”, na janela que abrird digite no campo “Vermelho” b < 0; no

campo “Verde” b = 0 e no campo “Azul” b > 0.

4. Em “Entrada” digite c=ControleDeslizante[-10,10,1,1,72,false,true,false, false]; dé “En-
ter”’; clique com o botao direito do mouse sobre 0 objeto; habilite a op¢ao “Exibir Rétulo”;
em “PropriedadesAvancado”, na janela que abrird, digite no campo “Vermelho” ¢ < 0; no

campo “Verde” ¢ = 0 e no campo “Azul” ¢ > 0.
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. Em “Entrada” digite d=ControleDeslizante[-27,27,7/12,1,72,false,true, false,false]; dé

“Enter”; clique com o botdo direito do mouse sobre o objeto; habilite a op¢ao “Exibir
Rétulo”; em “PropriedadesAvancado”, na janela que abrird, digite no campo “Vermelho”

d < 0; no campo “Verde” d = 0 e no campo “Azul” d > 0.

Em “Entrada” digite f_s(x) = a+ bsin(cx+d); dé “Enter”; clique com o botdo direito do

mouse sobre a funcdo criada; formate-a aumentando a espessura e escolhendo uma cor.

. Em “Entrada” digite f_c(x) = a+ bcos(cx+d); dé “Enter”; clique com o botdo direito

do mouse sobre a func¢do criada; formate-a aumentando a espessura e escolhendo uma cor

diferente da fun¢ao seno.

. Em “Entrada” digite f_t(x) = a+ btan(cx +d); dé “Enter”; clique com o botdo direito

do mouse sobre a funcdo criada; formate-a aumentando a espessura e escolhendo uma cor

diferente das anteriores.

Em “Entrada” digite f_1 = Fungdo[f_s,0,2n/abs(c)]; dé “Enter”; clique com o botdo
direito do mouse sobre a funcdo criada; formate-a aumentando a espessura e escolhendo

uma cor diferente da funcao fs.

Em “Entrada” digite f 2 = Funcdo[f_c,0,2mn/abs(c)]; dé “Enter”; clique com o botdo
direito do mouse sobre a funcdo criada; formate-a aumentando a espessura e escolhendo

uma cor diferente da funcao fc.

Em “Entrada” digite n=ControleDeslizante[-10,10,1,1,72,false,true,false, false]; dé “En-
ter”’; clique com o botdo direito do mouse sobre o objeto; em “Bdasico” habilite a opcao
“Exibir Rétulo”; em “PropriedadesAvangado”, na janela que abrird, digite no campo “Ver-

melho” a < 0, no campo “Verde” a = 0 e no campo “Azul” a > 0.

Em “Entrada” digite x = (n/2 4+ nn —d)/c; dé “Enter”; clique com o botdo direito do
mouse sobre a funcao criada; habilite a linha; formate-a aumentando a espessura e esco-

lhendo “Estilo Pontilhado” por se tratar de uma assintota.

Clique no icone “Caixa para Exibir/Esconder Objetos”; clique na “Janela de Visualizacdo”;
na janela que abrird, em “Legenda”, digite Funcdo Seno; selecione as funcdes f e f] cli-
que em “Aplicar”; clique com o botdo direito do mouse sobre o objeto criado; formate-o

com o mesmo formato do item 6.

Clique no icone “Caixa para Exibir/Esconder Objetos”; clique na “Janela de Visualizacdo™;
na janela que abrird, em “Legenda”, digite Funcao Cosseno; selecione as funcdes f. e f> e
clique em “Aplicar’; clique com o botao direito do mouse sobre o objeto criado; formate-o

da mesma maneira que no item 7.
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15. Clique no icone “Caixa para Exibir/Esconder Objetos™; clique na “Janela de Visualizagdo™;
na janela que abrird, em “Legenda”, digite Fun¢cdo Tangente; selecione a funcao f;, o va-
lor n e a reta e; clique em “Aplicar”; clique com o botdo direito do mouse sobre o objeto

criado e formate-o.

Na janela de apresentacdo do GeoGebra, quando a opcao de gréfico escolhido for a

func¢ao seno, tem-se o grafico apresentado na Figura 46.

|£: Fung@es Trigonométricas.ggh EI@
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Entrada: 1)

Figura 46: Grafico da funcgio f(x) =0+ 1.sin(1.x+0).

Nessa janela é possivel ver o grafico da func¢do f(x) = a+ bsin(cx+d) quando a = 0,
b=1,c=1ed=0. Ao alterar os valores dos coeficientes a, b, c e d, o grafico da funcao muda
automaticamente. Se for escolhido a = 2, o grafico da funcio se deslocara de duas unidades no

sentido positivo do eixo y como na Figura 47.
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Figura 47: Grafico da funcgio f(x) =2+ 1.sin(1.x+0).

Ao alterar o coeficiente b = 1 para b = 3, € possivel observar que a amplitude do gréfico

da funcao aumentou, Figura 48.
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Figura 48: Grafico da funcao f(x) =2+ 3.sin(1.x+0).

Mudando o valor do coeficiente ¢ de 1 para 4, é possivel ver na Figura 49 que a

frequéncia do grafico da fung¢ao aumentou.
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Figura 49: Grafico da funcio f(x) =

2+3.sin(4.x+0).
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Ao alterar o coeficiente d = 0 para d = 3, 14, é possivel ver na Figura 50 que o grafico

da func¢do se deslocou para a esquerda.
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Figura 50: Grafico da fun¢ao f(x) =

2+3.sin(4.x+3.14).

O GeoGebra devera ser previamente programado para que os alunos possam desen-
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volver as atividades que serdo propostas. Na Figura 51, apresenta-se um fluxograma com as

sugestoes para esta oficina.

CONHECEND O 05 AMBIENTAGAD D OS
COEFICIENTES DAS ALUNOS FARA D

ATIVIDADES
REALIZADAS EM
EQUIPE

APRESENTAGAD DAS

FUNGOES CONHECIMENTO DO
TRIGONOMETRICAS GEOGEBRA

ATIVIDADES

Figura 51: Fluxograma da Oficina 1.

1? etapa: apresentar o grafico da Figura 46 e os alunos utilizardo os computadores para

se familiarizar com o aplicativo e seu funcionamento. E interessante que os alunos trabalhem

em duplas para que discutam os resultados obtidos.

22 etapa: fornecer algumas questdes sobre as fungdes seno e cosseno para que possam

ser respondidas com a utilizacdo do GeoGebra.

a)

b)

c)

d)

Questoes sugeridas:

O que acontece com os grificos das fungdes seno e cosseno quando o coeficiente “a”
tem seu valor alterado? HA4 diferenca entre os resultados obtidos para as funcdes seno e

cosseno?

O que acontece com os graficos das fungdes seno e cosseno quando o coeficiente “b”
tem seu valor alterado? Ha4 diferenca entre os resultados obtidos para as funcdes seno e

cosseno?

O que acontece com os grificos das fungdes seno e cosseno quando o coeficiente “c”
tem seu valor alterado? Ha diferenca entre os resultados obtidos para as funcdes seno e

cosseno?
O que acontece com os graficos das fungdes seno e cosseno quando o coeficiente “d”
tem seu valor alterado? Ha4 diferenca entre os resultados obtidos para as funcdes seno e
cosseno?

3?2 etapa: debate e exposi¢ao das conclusdes para o grupo.

E importante observar se as ideias dos alunos sdo corretas e empregar a linguagem

matematica.

ApO6s o final dessa oficina, espera-se que os alunos sejam capazes de compreender o

papel de cada coeficiente de uma funcao trigonométrica.
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5.1.1 LISTA DE QUESTOES APLICADAS

1. (UFPEL, 2004) Em um certo lugar, as marés altas ocorrem a 0 4 e as 12 h, com altitude
de 0,9 m, enquanto que as marés baixas ocorrem as 6 s e as 18 &, com altitude de 0, 1 m.
Nessas condicdes, qual a fun¢do que descreve a altitude do mar em relagdo ao hordrio ¢,

em horas?

2. (KRUSE, 2014) Nossa respiragao ¢ um fendmeno ciclico, com periodos alternados de
inspiracdo e expiragdo. Em um determinado adulto, a velocidade do ar nos pulmdes em
funcdo do tempo, em segundos, decorrido a partir do inicio de uma inspiragdo, é dada pela

equagdo v(t) = 0,5.sin(2.7¢/5) . Calcule o ciclo respiratério completo desse adulto.

3. (COSER, 2014) Usando o GeoGebra, etermine o periodo e a imagem de cada uma das
funcdes:

a) f(x) =3.sin(x);

b) f(x) =cos(4.x);

(x)

¢) f(x) =1—sin(3.x);

d) f(x)= os(x+2)

e) f(X) = 2.cos(x);
f(x)=—1+2.sin(0,5.x —3).

4. Se y = 3.cos(x)-1, entdo y varia no intervalo:

a) [2,4].
b) [-1,1].
c) [-1,3].
d) [-3,1].
e) [-4,2].

5. (COSER, 2014) O gréfico, Figura 52, é da funcao f. Usando o GeoGebra a lei de f é:
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¥4

Figura 52: Grafico da funcéo f.

6. (COSER, 2014) Usando o GeoGebra, determine quantas solu¢des a equacao sin2x = cosx

possui:
a) sex € [—2m,2n];

b) se x € [—107x,107].
5.2 OFICINA 2: RELACAO ENTRE A MATEMATICA E A MUSICA
A Figura 53 é um fluxograma representativo da Oficina 2, que inicia com a apresentacao

de um video mostrando o desenvolvimento da musica e a sua relagdo com a fisica e a matematica

através dos tempos.

DISCUSSAD
SOBRE A
HISTORIA DA

APRESENTACAO

DO VIDEO"A S

APLICATIVO

MUSICA E SUA
RELACAO COM A
MATEMATICA

MATEMATICA

DA MUSICA" S0M

Figura 53: Fluxograma da Oficina 2.
Procedimento:

1) Apresentar o video “A matemdtica da musica”, disponivel em (MATEMATICA, 2015).

2) Ap6s a apresentacdo do video, recordar conceitos importantes sobre o som e suas relacoes
com a matemdtica. Algumas perguntas que podem ser feitas pelo professor para que os

alunos possam debater sobre o assunto:
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Quem foi Pitagoras de Samos?
* O que é um monocodrdio?
* O que é um intervalo musical?

* O que é som?

O que € frequéncia sonora?
* O que ¢ intensidade sonora?
* Como representar um som através das funcdes seno e cosseno?

* O que sdo harmo6nicos de uma onda sonora?

E interessante usar o aplicativo “Som”, (PHET, 2013), para explicar os conceitos de

frequéncia e amplitude sonora.

Na Figura 54, tem-se a tela inicial do aplicativo “Som”. A barra de ferramentas tem
cinco opg¢des: ouvir uma unica fonte, medir, interferéncia entre duas fontes, interferéncia por
reflexdo e ouvir com pressao do ar varidvel. A opcdo “ouvir uma unica fonte” pode ser usada
para mostrar aos alunos a relagiio do som com sua frequéncia e sua intensidade. E interessante
notar que € possivel ouvir a diferengca que ocorre com o som simultaneamente as alteracoes

feitas na amplitude e na frequéncia do som.

(] 5om 219)

Arquivo  Ajuda

Ouvir uma
unica fonte

@@ Ajudal

Figura 54: Tela inicial do aplicativo Som.

(PHET, 2013)



75

Esta segunda oficina explora os conceitos basicos de acustica e a relagdo existente entre

a Matematica, a Fisica e a Musica.

5.2.1 LISTA DE QUESTOES APLICADAS

1. (PUCRS - 2010/2) O comprimento de uma corda de guitarra é 64,0 cm. Esta corda €
afinada para produzir uma nota com frequéncia igual a 246 Hz quando estiver vibrando no
modo fundamental. Se o comprimento da corda for reduzido a metade, a nova frequéncia

fundamental do som emitido seré:
a) 123 Hz.
b) 4246 Hz.
c) 310 Hz.
d) 369 Hz.

e) 492 Hz.

2. (UFPR-adaptado) A velocidade de propagagdo do som em um gés é de 300 m/s. Um
diapasdo vibrando neste gis gera uma onda de comprimento de onda de 2,00 ¢m. E

correto afirmar que:
01) A frequéncia do diapasao é de 60,0 Hz.
02) A onda emitida pelo diapasdo corresponde a um infra-som.

04) Um observador em movimento, aproximando-se do diapasdo detectaria uma onda com

frequéncia maior que a frequéncia de vibra¢do do diapasao.

08) Um outro diapasdo que vibrasse com frequéncia de 5,00 kHz emitiria um som cujo com-

primento de onda seria de 6,00 cm nesse gas.
16) Se o diapasdo vibrasse no vacuo, nao seriam produzidas ondas sonoras.

32) Aumentando-se a amplitude de oscilaciao do diapasdo e mantendo-se a mesma frequéncia,

havera uma diminui¢do do comprimento de onda da onda sonora emitida no gés.

64) Mudando o meio de propagacgdo do gés para um sélido, somente a velocidade de propagacao

aumentard, permanecendo inalterada a frequéncia e o comprimento de onda inicial.

3. (UFPR) E correto afirmar:
01) Uma onda sonora ao passar do ar para a 4gua aumenta seu comprimento de onda.

02) A distancia entre duas cristas consecutivas € chamado periodo.
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04) E possivel variar amplitude de uma onda sem alterar sua frequéncia.
08) A luz amarela ao passar do ar para a 4gua aumenta seu comprimento de onda.

16) Ao notarmos um relampago em uma tempestade, verificamos primeiro o clardo da luz e

depois o som.
32) As ondas transversais transportam energia e as longitudinais transportam matéria.

64) A luz necessita de meio material para se propagar.

4. (UFMG/97) Uma perfuratriz cavou um pogo para explorar petréleo. Para medir o com-
primento do mesmo foi utilizado um vibrador sonoro de frequéncia de 200 Hz com um
comprimento de onda de 2 metros. Sabendo que o pulso emitido pelo vibrador demorou

20 segundos para retornar até a superficie, qual € o comprimento do pogo?

5. (UFEMG/98) O som € um exemplo de uma onda longitudinal. Uma onda produzida em
uma corda esticada € um exemplo de uma onda transversal. O que difere ondas mecénicas

longitudinais de ondas mecanicas transversais é
a) afrequéncia.
b) a direcdo de vibra¢do do meio de propagacao.
¢) o comprimento de onda.

d) a direcdo de propagacao.

6. A figura abaixo, Figura 55, representa uma onda periédica propagando-se na dgua (a onda
estd representada de perfil). A velocidade de propagagdo desta onda € de 40 m/s, e cada

quadradinho possui 1 m de lado.

=

Figura 55: Onda periddica propagando-se na agua.

Determine:
a) O comprimento de onda (A) desta onda;

b) A amplitude (A) desta onda;
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c) A frequéncia (f) da onda;

d) O periodo (T') de oscilagdo do barquinho sobre a onda.

5.3 OFICINA 3: COEFICIENTES DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Na Figura 56 € apresentado um diagrama simplificado da Oficina 3. Nesta oficina sera
necessario o uso de um aparelho multimidia para a apresentacdo de slides, com o objetivo de

relembrar e aprofundar o conhecimento de conceitos fisicos sobre o som.

TRABALHO EM
EQUIPE COM
UsO DO
APLICATIVO
"FAZENDO
ONDAS"

sl b APRESENTACAO

DE CONCEITOS

FISICOS DO SOM R

Figura 56: Fluxograma da Oficina 3.

A Oficina 3 comeca com uma breve discussao sobre as caracteristicas do som: altura,
intensidade e timbre. A altura e a intensidade sonora ja foram discutidas na Oficina 2, Figuras
57 e 58.

Som forte - grande amplitude °7

Som fraco - pequena amplitude

Figura 57: Representacio grafica da amplitude sonora.
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Som agudo - frequéncia alta 3+
Som grave - frequéncia baixa

ad

Figura 58: Representacao grafica da frequéncia sonora.

E importante ressaltar para os alunos que os graficos apresentados sdo representacoes

matematicas de propriedades das ondas e ndo a onda propriamente dita.

Para apresentar o conceito de timbre pode-se iniciar com a apresentacdo da Figura
59, na qual € possivel identificar que trés ondas puras sao multiplas da fundamental (de menor
frequéncia) a composi¢do resulta em uma onda complexa que possui a mesma frequéncia da

onda fundamental.

|em componts

Figura 59: Superposicao de 3 sons musicais simples (/d3, [d4 e [d5) resultando num som composto.
(FATOSMATEMATICOS, 2013)

Deve-se explicar que cada onda pura pode ser representada por uma fun¢do seno ou
cosseno, onde os coeficientes diferenciam, como visto na Oficina 1. A soma dessas trés ondas

puras forma uma onda complexa que representa um timbre. Este possibilita a distin¢cao de notas
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iguais emitidas por fontes distintas. Como exemplo de graficos que representam uma mesma
nota (mesma frequéncia), mas sdo emitidas por diferentes instrumentos (diferentes timbres),
pode-se mostrar a Figura 21. Nela é possivel observar que, apesar dos graficos que representam
as ondas emitidas por fontes diferentes terem uma mesma frequéncia (mesma nota), as ondas
tem formatos bem distintos. Isso faz com que um ouvinte possa distinguir as fontes emissoras

dos sons.

A partir desse momento, torna-se possivel enunciar o teorema de Fourier: “Toda
fun¢do seccionalmente continua (diferencidvel) e periddica de periodo T, pode ser represen-
tada como a soma infinita de fungdes senos e cossenos”, € comentar que as ondas representadas

na Figura 21 podem ser obtidas através da soma de funcdes seno e cosseno.

Ap6s isso, propde-se uma atividade no aplicativo “Séries de Fourier: Fazendo Ondas”,
(PHET, 2013).

O aplicativo “Fazendo ondas” possui trés ambientes distintos: Discreto, Jogo das On-
das e Discreto para Continuo. Nessa atividade serd usado o ambiente “Discreto” e a turma sera
dividida em equipes de trés ou quatro alunos para que haja tempo disponivel a apresentagdo das

atividades realizadas pelas equipes para o restante da turma.

Atividades a serem realizadas por equipe:

1°) no ambiente “Discreto” do aplicativo, os alunos deverdo escolher o niimero de harmonicos

que terd a onda complexa (dé preferéncia a um nimero superior a sete);
2°) escolher se a série serd representada pela soma de fun¢des seno ou cosseno;

3°) obter a expressao matematica da onda resultante (para posteriormente apresenta-la ao res-

tante da turma);
4°) ouvir o som emitido pela composi¢do dos harmonicos escolhidos pelos alunos;

5°) apresentar o trabalho desenvolvido para o restante da turma.

Ao final desta atividade, espera-se que os alunos tenham compreendido o conceito de
timbre e como ele pode ser representado graficamente como uma soma de funcdes seno ou

COSSeno.

5.3.1 LISTA DE QUESTOES APLICADAS

1. (Unesp,2001) O nivel de intensidade sonora (N) € expresso em decibéis (dB) por

1
N =10.log;, =
0



b)

c)
d)

a)
b)
c)
d)
e)
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onde:
I € a intensidade sonora fornecida pela caixa de som;

Iy = intensidade-padrao, correspondente ao limiar da audi¢do (para o qual N = 0).

Para o nivel de intensidade N = 120 dB, a intensidade sonora, fornecida pela caixa de

som, devera ser de:
10183 15.

10'2.1.

1200.1y.

120.1p.

12.1y.

(Unitau 95) O ouvido humano pode detectar intensidades sonoras que vio de 10~ W /m?
a1 W/m? . Usando como intensidade de referéncia 10~12 W /m?, determine os niveis de

intensidade sonora em decibéis.

(Cesgranrio 2000) Quando o ouvido humano é submetido continuamente a ruidos de nivel
sonoro superior a 85dB, sofre lesdes irreversiveis. Por isso, o Ministério do Trabalho
estabelece o tempo méaximo didrio que um trabalhador pode ficar exposto a sons muito

intensos. Esses dados sdo apresentados a seguir:

Nivel sonoro (dB): 85; Tempo maximo de exposi¢ao (h): 8.
Nivel sonoro (dB): 90; Tempo méximo de exposicao (h): 4.
Nivel sonoro (dB): 95; Tempo méximo de exposicao (h): 2.
Nivel sonoro (dB): 100; Tempo maximo de exposi¢ao (h): 1.

Observe-se, portanto, que a cada aumento de 5 dB no nivel sonoro, o tempo méaximo de
exposicao cai para a metade. Sabe-se ainda que, ao assistir a um show de rock, especta-
dores proximos as caixas de som estdo expostos a um nivel sonoro de 110 dB. De acordo
com as informacdes anteriores, a duracdo maxima aceitdvel de um show de rock, para os

espectadores proximos as caixas de som, deveria de ser de:
30 min.

20 min.

15 min.

7 min e 30 s.

3 min e 45 s.
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(Puccamp 2001) Quando se ouve uma orquestra tocando uma sonata de Bach, consegue-se
distinguir diversos instrumentos, mesmo que estejam tocando a mesma nota musical. A

qualidade fisiol6gica do som que permite essa distingao é:
a altura.

a intensidade.

a poténcia.

a frequéncia.

o timbre.

. (PUC MG 98-2) Quando um violino e um oboé emitem a mesma nota, o som de um ¢é

perfeitamente distinguivel do outro. A propriedade do som que permite essa distingao é:
a frequéncia.

a velocidade de propagacao.

a altura.

o timbre.

a intensidade.

(UFSC,2003) Dois musicos se apresentam tocando seus instrumentos: uma flauta e um
violino. A flauta e o violino estdo emitindo sons de mesma altura, mas de intensidades
diferentes — a intensidade do som do violino é maior do que a intensidade do som da flauta.
Uma pessoa cega encontra-se a uma mesma distancia dos dois instrumentos, estando a
flauta a sua direita e o violino a sua esquerda. A pessoa é capaz de distinguir os sons de
um violino e de uma flauta. Considerando a situacao descrita, assinale a(s) proposi¢ao(des)
CORRETA(S).

E possivel perceber que o violino estd a sua esquerda e que a flauta estd a sua direita,

devido aos timbres diferentes dos sons emitidos pelos dois instrumentos.

A pessoa € capaz de perceber que o violino estd a sua esquerda e que a flauta esta a sua
direita, porque o som que esta sendo emitido pelo violino é mais agudo e o som da flauta

¢ mais grave.

E possivel a pessoa perceber que os dois instrumentos estdo emitindo a mesma nota musi-

cal, porque uma nota musical € caracterizada pela sua frequéncia.

O som que estd sendo emitido pelo violino tem a mesma frequéncia do som que esta sendo

emitido pela flauta; por isso, a pessoa percebe que sdo de mesma altura.
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16) A forma da onda sonora do violino € diferente da forma da onda sonora da flauta; por isso,

os sons desses instrumentos apresentam timbres diferentes.

32) O som que estd sendo emitido pelo violino € mais alto do que o som que esta sendo emitido

pela flauta.

64) Na linguagem vulgar, dizemos que a pessoa percebe o som do violino “mais forte” do que

o som da flauta.

7. (UFLA/2001) Varios instrumentos musicais emitem a mesma nota. Um espectador con-

segue distinguir a nota emitida pelos diferentes instrumentos por causa
a) das frequéncias diferentes.
b) das alturas diferentes.
¢) dos timbres diferentes.
d) dos comprimentos de onda diferentes.

e) dos periodos diferentes.

5.4 OFICINA 4: CAMPEONATO “JOGO DAS ONDAS”

Esta Oficina pode ser aplicada em forma de um campeonato. Para isso é necessdrio

que cada aluno tenha um computador e o professor serd o coordenador do jogo.

Regra Geral: A turma serd dividida em duas: metade dos alunos irdo jogar e a outra
metade ird observar. Cada um dos estudantes do segundo grupo sera juiz de um colega que esta
jogando; abre-se o aplicativo “Fazendo Ondas” (PHET, 2013) no ambiente “Jogo das Ondas”.

Os alunos que nao concluirem as etapas no tempo estipulado serdo eliminados.
Procedimento:

1°) Seré escolhido o nivel 1 (facil). Mexendo na janela “Amplitudes” o aluno devera
conseguir obter a onda que aparece na janela “Soma”. Quando isso ocorrer, o aluno recebera
uma mensagem que concluiu a tarefa, Figura 60. O aluno-juiz faz a conferéncia anotando o

tempo;

2°) Ap6s a conclusdo da primeira etapa, o aluno-juiz selecionara o nivel 2 e o aluno-
jogador terd um tempo de 40 segundos para concluir a etapa. Novamente o aluno-juiz anotara

o tempo.

Assim, as etapas devem prosseguir até que restem os finalistas. Logo apos, serd feito o
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rodizio e os alunos-juizes jogardo. Os finalistas deste novo jogo irdo jogar com os finalistas do

primeiro grupo para definir o grande vencedor (ou vencedores).

|/ Séries de Fourier: Fazendo Ondas (3.06) o |3 =]
Arquivo Opcies Ajuda
Jogo das Ondas VPHET |
My Confroles. de jogo
4hil Nivel. 1 (Facil) >
F—
g Preconfiguracio) seno
S 05
E
S
£ n
< U Sugestées
.
g a Vencedor! @
o
T 05 | Parabéns! Vocé ajustou a funcio!
=]
g * Cligue em OK para iniciar novo jogo.
E -0,5
K
-0,39 0 0,39
a Tente ajustar a funcéo rosa!
1,5 T T
1 I | ]
©
8 i X (m)
-0,5} 1 |
1,5
-0,39 (] 0,39

Figura 60: Tela do “Jogo das Ondas”.

Esta ¢ uma forma descontraida de compreender o conceito de harmdnicos, que o timbre

resulta da soma desses harmonicos e pode ser representado através das séries de Fourier.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A musica tem um caréter lidico, possibilitando o seu uso no ensino de matematica em
um trabalho interdisciplinar envolvendo a Fisica. A musica pode despertar o interesse dos estu-
dantes na aprendizagem de contetidos matematicos tais como fragdes, progressoes aritméticas,

fungdes trigonométricas, entre outros.

Conceitos como ortogonalidade e produto interno foram abordados com o intuito de
apresentar fundamentagdo teorica sobre as séries de Fourier para o professor do Ensino Basico,

fornecendo um suporte para as aulas de trigonometria.

Ainda, constatou-se que a série de Fourier, mais especificamente a Série de Fourier
Continua, € uma ferramenta matemdtica envolvida na construcdo de sintetizadores musicais
analdgicos aditivos e pode ser usada no ensino das funcdes seno e cosseno com o emprego de
recursos como o aplicativo “Série de Fourier: Fazendo Ondas”. Este ¢ um material acessivel

aos alunos e também instigante, facilitando a compreens@o de conceitos como timbre.

A exposi¢ao didatica por meio de sugestdes de oficinas € uma selec¢ao de ideias para a
abordagem de determinados contetdos relacionando a matematica e a musica. Ressalta-se que
para se obter sucesso em uma oficina é importante a organizag¢do antecipada dos materiais bem

como um roteiro de trabalho bem definido.

Finalizando, hd um campo vasto a ser desbravado pelo professor na interdisciplinari-
dade, buscando envolver os estudantes na descoberta da verdadeira beleza da ciéncia que € a

matematica.
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