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RESUMO

GASPAR, V. Andlise de técnicas de refino h-adaptativo em MEF utilizando estimativas de
erro a posteriori em problemas de elasticidade unidimensional. Trabalho de Conclusao de
Curso - Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Londrina, 2018.

Encontrar solucdes exatas para problemas de valores no contorno, na modelagem de sistemas
fisicos em problemas de engenharia, pode ser muito complexo ou mesmo impossivel. Entao,
o Método de Elementos Finitos (MEF) € uma alternativa disponivel para a obtencao de so-
lucdes aproximadas. Primeiramente, este trabalho pretende estudar erros de discretizacdo em
andlises por elementos finitos usando estimativas de erro a posteriori baseadas em métodos de
recuperagdo de tensdo: a Média Nodal Simples (MNS), o procedimento de Zienkiewicz-Zhu
(ZZ), e a técnica de Recuperacdo Super-convergente em Subdominios (SPR). Para isto, o pro-
blema unidimensional de elasticidade linear € considerado. Outro aspecto de interesse € estudar
o comportamento de duas estratégias de refinamento h-adaptativo, o método cldssico Ch” e a
recém apresentada técnica de Recuperacdo Isotrépica da Densidade de Erro (RQE), conside-
rando estes trés estimadores de erros. Verificando a performance dos estimadores € possivel
notar como cada técnica de recuperacdo se comporta, no caso de refino regular aninhado, para
alguns graus de fun¢des de forma, sendo esta etapa executada objetivando verificagdao de c6-
digo. Estes primeiros resultados mostram que as estimativas sao diretamente influenciadas pelo
grau do elemento e pelo nimero de elementos na malha. Além disso, para os processos adapta-
tivos, foram identificadas situagdes particulares nas quais a nova metodologia RQE intensifica
o refinamento de malha, conduzindo a um consumo maior de graus de liberdade. Para outro
caso particular, o método Ch” fornece malhas com mais elementos se comparado a metodo-
logia RQE. Tais situacdes dependem de caracteristicas do campo de tensdes recuperado e da
aproximagdo original em tensdo num dado elemento. Além disso, a imposi¢do adicional de res-
tricdes sobre o novo tamanho elementar parece influenciar positivamente ambas metodologias,
reduzindo alguns refinamentos de malha proibitivos.

Palavras-chaves: Método de Elementos Finitos. Métodos de Recuperacdo. Refinamento h-
adaptativo.



ABSTRACT

GASPAR, V. Analysis of adaptive h-refinement techniques in FEM using a posteriori error
estimators for one-dimensional elasticity. Course Conclusion Work - Federal Technology
University - Parana. Londrina, 2018.

Finding the exact solution for boundary value problems, in physical systems modeling for engi-
neering purposes, can be complex or even imposible. Then, the Finite Element Method (FEM)
is an available alternative to obtain aproximating solutions. Primarily, this work aims to study
discretization error in FEM analysis using a posteriori error estimates based on stress recovery
methods: the Simple Nodal Stress Averaging, the Zienkiewicz-Zhu (ZZ), and the Superconver-
gent Patch Recovery (SPR) techniques. For this, the one-dimensional problem of linear elastic-
ity is considered. Other aspect of concern is to study the behavior of two adaptive h-refinement
strategies, the classical Ch” and the novel Isotropic Error Density Recovery (IEDR) technique,
considering these three errors estimators. By verifying the error estimators performance it is
possible to note how each recovery technique behaves in case of regular nested h-refinement,
for some degrees of shape functions, being this step carried out aiming for code verification.
These first results show that the estimates are directly influenced by the element degree and the
number of elements in the mesh. Further, for the adaptive h-refinement processes, it was found
an especific situation in which the novel IEDR methodology intensify the mesh refinement,
leading to more degrees of freedom. For other particular case, the Ch” provides meshes with
more elements if compared to the IEDR methodology. Such situations depend on the features
of the recovered stress field and the original stress approximation in a given element. Moreover,
imposing some additional restrictions on the new element size seems to influence positively the
both approaches, reducing some prohibitive mesh refinements.

Key-words: Finite Elements Method. Recovery Methods. h-adaptive refinement.
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1 INTRODUCAO

Problemas de engenharia sdo governados por sistemas fisicos, e tais sistemas podem,
geralmente, ser modelados matematicamente como equacdes diferenciais ordindrias ou siste-
mas de equagdes diferenciais parciais. E comum que a solucio desses modelos envolvam grande
complexidade. Em alguns casos, é até mesmo impossivel a obtencao de uma solucio exata, de-
pendendo da geometria do dominio de anélise, das condi¢des de contorno e carregamentos, das
propriedades materiais envolvidas, etc. Frente a isso, fez-se necessdria a utilizagdo de métodos

numéricos para se obter uma solug¢do aproximada para estes problemas.

Os métodos de aproximagdo desenvolvidos para a solu¢@o de problemas de engenharia
se mostraram vantajosos, em termos de velocidade na obtenc@o das aproximagdes, demons-
trando também boa precisdo nos resultados e possibilidade de automatizacdo do processo de
célculo. Existem alguns métodos tradicionais, tais como: Método de Elementos Finitos (MEF),
Método de Elementos Finitos Generalizados (MEFG), Método das Diferencas Finitas, Métodos
Sem Malha, etc. Neste trabalho, o método abordado sera o MEF.

Segundo Reddy (2006), o MEF envolve 3 etapas. Primeiro, o dominio do problema,
que pode ser relativamente complexo, € subdividido em subdominios geometricamente simples
chamados de elementos finitos. Esse subdominio € a regido geométrica sobre a qual as equa-
¢coes que regem o problema serdo resolvidas. Segundo, equagdes algébricas que fornecem a
quantidade de interesse sdo desenvolvidas sobre cada elemento utilizando as equagdes gover-
nantes do problema. Terceiro, realiza-se a compatibilizacao de todos os elementos do dominio
original utilizando relagdes inter elementares, afim de se obter uma solu¢do aproximada global.
Como algumas referéncias bésicas sobre o MEF, vale citar: Zienkiewicz e Taylor (2000), Reddy
(2006) e Fish e Belytschko (2007).

Contudo, por se tratar de uma solu¢do numérica, existem erros associados a aproxi-
macao obtida pelo método. Dentre os tipos de erros que podem ocorrer na aplicagdo do MEEF,
destacam-se: erros de discretizacdo, erros de aproximagdo do dominio, erros de quadratura e
os erros da solucdo do sistema de equacdes algébricas. O foco deste trabalho € a avaliacdo de
erros de discretizacao. No que se refere a erros de discretizagdo, na segunda etapa do MEF que
foi descrita no pardgrafo anterior, supde-se em cada elemento algumas fun¢des aproximadoras
para a representacdo dos campos incégnitos. Portanto, a grosso modo, pode-se dizer que erros
de discretizagdo sdo erros associados a incapacidade destas fungdes escolhidas de representarem

fielmente a variacdo espacial das grandezas que se pretende calcular.

Uma boa avaliacido do erro apresentado por uma solucdo de elementos finitos € de
extrema importancia para as tomadas de decisdo em uma situagdo de projeto. Devido a isso,
grandes esforcos foram concentrados na pesquisa e desenvolvimento de metodologias de esti-
mativa de erros e também em técnicas de manipulagdo da malha de elementos finitos afim de

se possibilitar uma contabilizacao confidvel do erro e da mesma forma permitindo a melhora da
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qualidade da aproximacao.

No que se refere a estimativa de erro, classificam-se em duas vertentes: estimativas
de erro a priori e estimativas de erro a posteriori. As estimativas a priori permitem que, antes
mesmo de se obter a solu¢cao numérica, se tenha informacao acerca do comportamento assint6-
tico do erro de discretizacdo, em contrapartida ndo fornece o valor verdadeiro do erro (Grétsch
e Bathe, 2005). As estimativas a posteriori, por sua vez, utilizam a propria solu¢cdo aproximada
para estimar o valor verdadeiro do erro de discretizacdo (Gritsch e Bathe, 2005). Este trabalho
se dedica, entre outros aspectos de avaliacdo e melhoramento da qualidade das aproximacgdes,
as estimativas de erro a posteriori utilizando metodologias de recuperacdo do gradiente da so-

lucdo de elementos finitos.

Em termos de projeto, o erro de solucao estimado pode se mostrar insatisfatério quanto
aos requisitos do projetista. Existem diversas causas para isso, tais como a utilizacdo de uma
malha inadequada ou a utilizagdo de func¢des de aproximacdo muito simples. Dessa forma,
pode-se aprimorar o valor de erro obtido através de modificagdes na discretiza¢do do problema.
Esse tipo de modificagdo ¢ chamado de refino. Contudo, € interessante que o processo de refino
seja otimizado, tomando como base algum critério de avaliacdo da qualidade da aproximacao
para que nao sejam realizadas modificacdes desnecessdrias, e permita sua automatizacio. Para
isso desenvolveu-se o processo de refino adaptativo. Nele, os parametros de discretizagdao sao
modificados com base na comparagao entre o erro estimado da solu¢@o aproximada e um valor

de erro permitido pelo projetista (Zienkiewicz e Zhu, 1987).

Segundo Zienkiewicz e Taylor (2000), existem vérios tipos de refino adaptativo, podendo-
se citar alguns dos mais comuns: o refino h, em que se realizam modificacdes na quantidade e
tamanho dos elementos e da malha como um todo; refino p, em que se realizam modifica¢des
no grau das funcdes de aproximacgdo elementares, e refino r, em que se realiza uma variacao
na posi¢do e tamanho dos elementos sem alterar sua quantidade. E possivel ainda combinar
dois ou mais tipos de refino adaptativo. Neste trabalho, a abordagem sera sobre o refino h ou
refino h-adaptativo, no qual se busca uma malha 6tima através da modificagdo dos tamanhos e
quantidade dos elementos. Um exemplo de refino h-adaptativo utilizando estimativa de erro a

posteriori pode ser observado na Fig. ]
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(x)

X C

Figura 1 — Exemplo de refino h-adaptativo em um problema de elasticidade onde se busca
obter a distribuicao de tensao no dominio. Tem-se malha inicial com 3 elemen-
tos (a), primeiro refino gerando 39 elementos na malha (b) e a malha 6tima
para o problema com 60 elementos (c).

Fonte: Proéprio autor (2018).

Levando em consideragdo esse contexto, este trabalho tem como meta avaliar o com-
portamento de técnicas de refino h-adaptativo mediante a utiliza¢do de metodologias de estima-
tiva de erros de discretizacao a posteriori. Isto, para um problema de elasticidade unidimensio-

nal em barra deformavel.
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2 OBJETIVO

2.1 OBIJETIVO GERAL

O objetivo geral deste trabalho é realizar um estudo acerca da influéncia de diferen-
tes metodologias de recuperagdo na qualidade da estimativa do erro de discretizagdo de uma
solucdo de elementos finitos para um problema de elasticidade unidimensional em barra defor-
madvel. Da mesma forma, objetiva-se verificar a influéncia da estimativa de erro das diferentes

metodologias de recuperacdo no comportamento de diferentes técnicas de refino h-adaptativo.

2.2 OBIJETIVOS ESPECIFICOS

Pode-se especificar o objetivo geral em algumas etapas:

* Implementagdo de uma rotina computacional para a solu¢do de um problema de elastici-

dade unidimensional em barra deformavel através do MEF.

* Implementar trés metodologias de recuperacdo de gradiente de solug@o a fim de se estimar
o erro de discretizagdo em termos de energia. Sao elas: Média Nodal Simples (MNS),
Zienkiewicz e Zhu (ZZ) e Superconvergent Patch Recovery ou Recuperacdo por Super

Convergéncia em Subdominios (SPR).

* Avaliar a efetividade das estimativas realizadas por cada metodologia para casos em que
a solucdo analitica do problema é conhecida. Isso € feito com o intuito de se observar as

particularidades de cada uma das metodologias de recuperacao.

* Implementar duas técnicas de refino h-adaptativo: uma baseada na convergéncia assint6-
tica do erro, técnica Ch” (Zienkiewicz e Zhu, 1987), e a outra baseada na recuperagdo
quadratica do erro em energia, IEDR (Pereira et al. (2016)). Na segunda técnica, o termo
quadratico parte da premissa de uma funcio densidade do erro em energia, que € resultado

da utilizacao de funcdes de forma lineares na aproximacao por MEF.

* Comparar a influéncia de cada metodologia de recuperacdo no desempenho de cada uma
das técnicas de refino.

* Comparar o desempenho entre as duas técnicas de refino h-adaptativo submetidas a uma

estimativa de erro proveniente da mesma metodologia de recuperagao.

* No que se refere a técnica IEDR, avaliacdo de dois casos particulares que podem ser
identificados através da observacao da influéncia dos diferentes coeficientes da equacado

caracteristica que fornece o novo tamanho 6timo de elemento (secdo 5.8.2).
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3 JUSTIFICATIVA

A fim de se realizar qualquer tomada de decisdo em um projeto de engenharia é neces-
sario que a informacao na qual o projetista se baseia seja confidvel. Em uma situacdo em que
nao se dispde da capacidade de se obter a solugdo exata de um problema, uma estimativa precisa
do erro que uma solug¢do aproximada possui fornece a confiabilidade requerida. Dentro deste
contexto, o estudo de metodologias de recuperacio para estimativa de erros de discretizacdo a
posteriori se mostra relevante uma vez que procura avaliar qual método consegue fornecer uma
estimativa mais adequada e préxima do valor real. Da mesma forma, o estudo acerca de téc-
nicas de refino h-adaptativo ndo s6 possibilita a melhora de uma solu¢@o de elementos finitos,
como também promove a automatizacdo do processo de calculo de maneira otimizada. Uma
boa estimativa associada a capacidade de aumento da precisdao da solucdo aproximada de ma-
neira automatizada, tende a fornecer resultados cada vez melhores minimizando a necessidade

de interven¢ao humana.
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4 REVISAO BIBLIOGRAFICA

4.1 METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Uma vasta gama de fendmenos fisicos podem ser modelados matematicamente como
equagoes diferenciais parciais. Por conta disso, a solucdo analitica desse tipo de problema pode
se mostrar extremamente complexa. O método de elementos finitos (MEF) € um método de so-
lucao desses problemas utilizando uma metodologia de aproximacdo. No escopo da engenharia,
esse método € uma ferramenta para resolver problemas como andlise de tensdes, transferéncia
de calor, escoamento de fluidos ou eletromagnetismo, com auxilio de simulagdo computacional
(Fish e Belytschko, 2007).

Para Reddy (2006), um sistema fisico pode ser modelado matematicamente na forma
de um problema de valor de contorno contendo as equagdes governantes do problema e as
condic¢des de contorno. Esse problema, por sua vez, tem a existéncia da solu¢do garantida, sendo
esta tnica e continuamente dependente dos dados (Oden e Reddy, 1976). Na Fig. 2(a) tem-se
a representacdo de um problema de elasticidade unidimensional em que uma barra deformavel,
com movimento restringido por um engaste em uma extremidade e livre na outra, estd submetida
a um carregamento distribuido axialmente em todo o comprimento. Como descrito na Fig. [2(b),
em problemas deste tipo, normalmente o objetivo € conhecer o quanto a sec¢do transversal em
um determinado ponto x da barra se desloca mediante a aplica¢do do carregamento ou quanto
duas seccdes transversais quaisquer separadas por Ax se deslocaram em relacdo uma a outra,

caracterizando uma deformacdo axial.

AX
X:O b(X) X=1 Uo Ug
= > > > i :
y ()J A(x) =cte
E(x) =cte
> a b

Figura 2 — (a) Problema de elasticidade unidimensional em barra deformavel e (b) confi-
guracio deformada do sistema.

Fonte: Proéprio autor (2018).

O sistema fisico descrito na figura pode ser modelado matematicamente como uma

equacao diferencial ordindria da forma

% (A(x)E(x)%) +b(x) =0, com xeQ=[0,1], 4.1)
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em que Q representa o dominio no qual o problema est4 definido, neste caso € o comprimento
da barra que varia de 0 até 1 m, u,(x) é a fungdo que caracteriza o deslocamento de cada secdo
transversal da barra em cada ponto do dominio, b(x) é a fungdo que representa o carregamento
axial ao qual a barra estd submetida, A(x) € uma fun¢do que representa o valor da drea da seccao
transversal da barra em uma posi¢do do dominio e E(x) € funcdo que determina o valor do
modulo de elasticidade do material da barra em um ponto do dominio. Devido a configuragdo do
sistema fisico tomado como exemplo, € possivel definir as condi¢des de contorno do problema,

que sao
du,(1)

dx
A condig@o u,(0) = 0 representa um deslocamento nulo na posi¢do x = 0, isso ocorre devido a

u,(0) =0 e =0. (4.2)

restricdo de movimento imposta pelo engaste na extremidade esquerda da barra. Ja a condi¢ao

d”;l’—)(cl) = 0 representa a derivada da solucdo nula na extremidade livre da barra.

O conjunto formado pela equacdo diferencial e as condi¢des de contorno con-

figura um problema de valor de contorno chamado de forma forte, sendo que a solugdo u,(x)

buscada deve satisfazer a equacgao diferencial em todo o ponto x do dominio. Em anédlises estru-

turais de engenharia, € comum o desejo de se conhecer as tensdes e as deformagdes presentes no

solido. A deformacao €, em um ponto x do dominio pode ser calculada pela relacdo cinemaética,
 duy(x)

&(x) = P 4.3)

ja a tensdo o, pode € obtida pela lei de Hooke, dada por

0o (x) = E(x)&(%). (4.4)

Através de um método variacional, como por exemplo residuos ponderados, introduz-
se uma fun¢@o ponderagdo w,(x) e realiza-se a transformag@o da forma forte para uma forma
integral equivalente que contém informacdes tanto das equacdes governantes quanto das con-
dicoes de contorno do problema. Apds isso, realiza-se o enfraquecimento dessa forma integral
reduzindo os requisitos de continuidade da solug@o u,(x), esse formato é denominado forma
fraca. A formulacao da forma fraca pode ser enunciada da seguinte maneira:

Encontrar u, € %,, tal que
B(up,wo) =F (Wo), Yw, €W, 4.5)

onde %, e #, sdo espacos de Hilbert, espaco vetorial das funcdes que juntamente com suas
primeiras derivadas sdo quadraticamente integraveis no sentido de Lebeseve (Oden e Reddy,
1976), definidos no dominio de andlise Q € R!(R! no caso de um problema unidimensional).

Ademais, % é a forma bilinear continua definida no espago %, x #, onde
dw,(x)

B (U, W) = . dx A(x)E(x)

duy(x)
dx

dx, (4.6)
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w, € uma funcdo arbitrdria cinematicamente admissivel e .%# é um funcional linear continuo

definido no espago #,, sendo

F (o) = /Q o (X)b(x)dx. 4.7)

Uma vez definida a forma fraca, realiza-se a discretizag@o espacial substituindo a funcio que
define a solucdo analitica u, por uma func¢do u discretizada na forma de uma combinacdo linear
de fungdes de base, tais como o somatério de Galerkin. Dessa maneira o problema variacional
pode ser escrito como:

Encontrar u € % , tal que

Bu,w) =F(w), YweW C¥, (4.8)
sendo .
u=Y Ngig = [Ni(x) Ma(x)---Np(0)] [ty -] " = NTU (4.9)
k=1
w= Nwy, = [N1<X) Nz(x)---Nk(x)} [Wl WQ-HW/(}TZNTW (4.10)
k=1

onde n € o nimero de nés na malha, IN € o vetor de fun¢des de interpolacdo que obedecem
aos requisitos de continuidade do problema, U € o vetor de coeficientes nodais associados a
variavel de interesse do problema, que no caso € o deslocamento nos nés, e W € o vetor de
coeficientes nodais arbitrarios associadas a funcdo pondera¢do w. Como as mesmas funcdes de
aproximagdo Ny (x) podem ser utilizadas para u e w, é comum definir w;, = 8u;. Tais varia¢des

podem ser associadas a quantidades virtuais, como deslocamento, por exemplo (Brebbia, 1984).

Em MEF, % e % sdo os subespagos de fun¢des, geralmente, polinomiais por partes de
ordem p (grau polinomial da classe do elemento finito utilizado), contidos em %, e #,. % é o

subespaco das fun¢des de aproximagao e # € o subespaco das funcdes de variagdo admissiveis.

Aplicando a forma variacional discretizada (4.8)) a cada elemento finito e/, pode-se

obter uma matriz de rigidez local, K¢, e um vetor de carregamento local, F¢/, dados por

K = / BITAXEX)Bdx e  F= [ N9Tb(x)dx., 4.11)
Qel Qd

onde

dNel
dx ’

em que N;;(x) representa a j-ésima fungdo de forma associada ao j-ésimo né do i-ésimo ele-

N = [Nyj(x) Nijs1(x) - Nipy1(x)] e B'= (4.12)

mento da malha, p é o grau polinomial das fun¢des de forma, no caso de fun¢des de forma

lagrangeanas, de um elemento i contendo p 4 1 nos.

Por exemplo, para um elemento finito linear, as fun¢des de forma sao conforme a Fig.

Bl
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N11(X) Nu(X)

elemento 1

@
2
Qel

Figura 3 — Elemento finito linear contendo dois nés, cada um deles associado a uma funcao
de forma de aproximacao linear, definida no dominio elementar Q..

Fonte: Proéprio autor (2018).

Usando (4.12)) em (#.11])), tem-se a matriz de rigidez e o vetor de carregamento elemen-

tar na forma matricial como

dN]](x)A(x)E(x> lel(x) dN]](X)A(x)E(x) lez(x)

dx dx dx dx
K¢ :/ dx (4.13)
Q,
] A A () E () D) N g () () 220

N1 1(X)b(x)

F = dx. (4.14)
Q,
"1 Nia(x)b(x)

O esquema de numeracéo utilizado em e segue 0 mesmo padrdo do usado em
@.12).

Superpondo os resultados de todos os elementos da malha, constréi-se uma matriz
de rigidez global, K, e um vetor de carregamento global, F', irrestritos (Babuska et al. 2011)
através da compatibilizacdo dos elementos conforme largamente discutido na literatura (Reddy,
2006; Fish e Belytschko, 2007; Szabo e Babuska, 2011). Apds isso, aplica-se as restri¢des
associadas as condi¢des de contorno do problema a matriz e ao vetor, permitindo a obtencao
do vetor global de varidveis primdrias U através da solucdo do sistema linear de equagdes

algébricas, da forma
U=K'F. (4.15)

Uma vez conhecido U, € possivel determinar a energia de deformacao global do sis-
tema, ||ul|:

1
Jul| = QUTKU, (4.16)
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neste caso a matriz de rigidez global K é empregada sem a aplicacdo das restricdes associadas

as condig¢des de contorno.

Na sequéncia, se apresentam os tipos de erros de solu¢do que podem ser encontrados.

Aqui vamos estimar somente os erros de discretizagdo.

4.2 ERROS DE SOLUCAO

Solugdes obtidas através de métodos de aproximacdo podem estar associadas a erros
em relacdo a solugdo real do problema. Segundo Reddy (2006), existem trés tipos basicos de

CITOS:

1. Erros de aproximacao de dominio: uma malha mais refinada tende a representar melhor o
dominio do problema, gerando menores erros desse tipo. Em problemas unidimensionais
os dominios sdo representados por linhas retas, dessa forma os erros de aproximacao de
dominio ndo sdo inseridos na solucao de elementos finitos. Por outro lado, em problemas

2D e 3D esses erros podem tornar-se relevantes.

2. Erros numéricos e de quadratura: erros numéricos sao erros de arredondamento ou trun-
camento em operacdes elementares, cometidos quando se esgota o nimero limite de al-
garismos para se armazenar um numero no computador. Os erros numéricos também se
manifestam na solucdo do sistema de equacdes. O tamanho do sistema e seu condicio-
namento sao fatores que interferem neste erro. O condicionamento de um sistema esta
associado ao nimero de condi¢cdo de uma matriz, razao entre 0 maior € 0 menor autova-
lor, e se essa razao € elevada a matriz é dita mal condicionada. O mal condicionamento
acarreta na propagac¢do dos erros numéricos. Os erros de quadratura, por sua vez, estao

associados a integracdo numérica e dependem do tipo de funcdo que se pretende integrar.

3. Erros de discretizacdo: sdo erros provenientes da substituicao da funcido que representa a
solugdo exata do problema por uma funcdo de aproximac¢do. No MEF essa fun¢do geral-

mente € polinomial por partes.

A indisponibilidade de uma solu¢do analitica para um problema requer que a avaliacdo
da qualidade da solucio aproximada seja realizada através de uma estimativa do erro que ela
apresenta. No ambito do MEF, tem-se divido as estimativas em dois grupos: as estimativas a

priori e as a posteriori.

Segundo Gritsch e Brathe (2005), a estimativa a priori traz a informacdo de como o
erro se comporta, antes mesmo se ter em maos uma solug@o aproximada, frente a alteragdes nos
parametros do problema, tais como quantidade de elementos na malha ou grau polinomial das
fungdes de aproximacao utilizadas, porém nao fornece verdadeiramente um valor para o erro,

permitindo somente uma andlise qualitativa. Por outro lado, uma estimativa a posteriori parte
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de uma solucdo aproximada conhecida e permite a obtencao de um valor para o erro, ou seja,

trata-se de uma andlise quantitativa.

Ainsworth e Oden (1997) afirmam que os estimadores a posteriori podem ser subdi-
vididos em dois grupos: estimadores baseados em residuos e estimadores baseados em recu-
peracdo. Dentro dos estimadores baseados em residuos existem os estimadores explicitos e os

estimadores implicitos.

Segundo Gritsch e Bathe (2005), os estimadores explicitos baseiam-se no calculo dos
residuos no interior de um elemento para realizar a estimativa da norma em energia do erro.
Como alguns destaques no assunto, tem-se: Babuska e Rheinboldt (1978a, 1978b) e Babuska
e Miller (1987). Diferentemente, os estimadores implicitos partem de problemas de valor de
contorno auxiliares, avaliados localmente em um elemento ou em subdominio formado por um

conjunto de elementos, cuja solu¢do permite uma aproximacao do erro (Gritsch e Bathe, 2005).

Os estimadores por recuperacdo abordam uma estimativa de erro a partir de uma so-
lucdo de elementos finitos conhecida. O objetivo desse tipo de estimador € realizar um pJs-
processamento do gradiente da solugdo pelo MEF a fim de se elevar seu grau de continuidade.
Por fim, estima-se o erro comparando a diferenca entre a solucdo pds-processada e a primeira
solucdo (Ainsworth e Oden, 1997).

Na sequéncia, serd dada énfase nos estimadores baseados em recuperacio, visto que

sdo objetivo do trabalho.

4.3 ESTIMATIVAS DE ERRO POR RECUPERACAO

Tratando-se de estimativas de erro a posteriori por recuperagdo, Zienkiewicz e Zhu
(1987) sao pioneiros no assunto. Em seu trabalho, a dupla apresentou duas metodologias para a
recuperacgao do gradiente da solucdo de elementos finitos em um problema mecanico, a Média
Nodal Simples (MNS) e a Zienkiewicz e Zhu (ZZ), que em esséncia pode ser interpretada como
uma média ponderada na drea dos elementos (num caso 2D por exemplo), com as quais era
possivel obter os valores recuperados nodais de tensao e construir um novo campo de tensoes.
Os autores propuseram que a estimativa deve ser realizada comparando a solucio recuperada

com a solucdo aproximada original.

Anos depois, Zienkiewicz e Zhu (1992) propuseram uma nova metodologia para recu-
peracdo do gradiente da solucao se baseando na teoria dos pontos super convergentes, chamada
de Recuperag@o por Super Convergéncia em Subdominios (SPR). A ideia desse estimador é
construir um subdominio formado pelo n6 de andlise e por pontos super convergentes nos ele-
mentos adjacentes , onde a taxa de convergéncia do gradiente da solu¢c@o aproximada é superior
a taxa de convergéncia global do método. Sobre cada subdominio € realizada uma suavizagdo

do gradiente da solug¢do aproximada por minimos quadrados a fim de se obter um valor do
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gradiente recuperado no né de andlise (Zienkiewicz e Zhu, 1992).

Wiberg e Abdulwahab (1992), propuseram uma variagdo para o estimador SPR. O apri-
moramento da metodologia foi feita considerando que o SPR comum néo considera a satisfacao
da equagdo governante ou a equacao de equilibrio do problema. Dessa maneira, uma formula-
cdo foi proposta de forma que a estimativa fosse feita considerando as condi¢des de equilibrio,
de forma que elas sejam satisfeitas no sentido de minimos quadrados. Essa modifica¢ao deu ori-
gem a estimativa baseada em Recuperagdo por Super Convergéncia de Subdominios utilizando
Condicdes de Equilibrio (SPRE).

Zienkiewicz et al. (1993) propuseram algumas modificacdes para o estimador SPR
apos detectarem a dificuldade de aplicd-lo em problemas que utilizam fun¢des de forma de
elevado grau, devido a singularidade do sistema de equacdes resultante do minimos quadrados,
aeq. (5.32)). Como alternativa, introduziu-se um procedimento que utiliza coordenadas espaciais
localmente normalizadas no subdominio capazes de melhorar o condicionamento da matriz e

superar a dificuldade mencionada.

Segundo Wiberg et al. (1994), tanto a estimativa SPR como a SPRE tem melhor de-
sempenho no interior do dominio de andlise do que em regides proéximas aos contornos. Tendo
isso em vista, propuseram uma variagdo ao SPRE que considera a satisfacao das condicdes de
contorno do problema, tanto essenciais como naturais, que ficou conhecida como estimativa
Recuperacio por Super Convergéncia em Subdominios utilizando Condigdes de Equilibrio e
Contorno (SPREB)

Partindo da premissa de uma aplicacdo em que pontos super convergentes nao existam,
Boroomand e Zienkiewicz (1997) desenvolveram a Recuperag@o por Equilibrio em Subdomi-
nios (REP). Essa metodologia para estimativa de erro € andloga a SPR, uma vez que parte do
principio de se realizar uma suavizac¢ao do gradiente da soluc@o de elementos finitos conhecida
dentro de um subdominio. Contudo, a REP baseia-se em atender a restricao de que a solucdo re-
cuperada deve satisfazer as mesmas condi¢des de equilibrio que a solug@o por elementos finitos

em um subdominio.

Ubertini (2004) desenvolveu uma técnica de estimativa de erro andloga a SPR e a
REP chamada de RCP, baseada na obtencao das tensdes recuperadas em um subdominio para
construir um campo de tensdes recuperado interpolando-as com as fun¢des de forma de apro-
ximag¢do do problema. Na RCP, os subdominios sdo formados pelos elementos adjacentes ao
no de andlise. O campo de tensdes recuperado local € calculado através da minimizacdo ener-
gia complementar associada ao subdominio considerado como um sistema diferente juntamente

com o deslocamento aproximado calculado pela andlise de elementos finitos.

Diez et al. (2007) introduziram um novo estimador de erro por recuperagdo baseado no
equilibrio local do campo de tensdes, produzindo um limite superior para o erro. O equilibrio é
obtido subdominio a subdominio e a continuidade € refor¢cada por um pds processamento base-
ado no principio da parti¢cdo da unidade. Com o pds processamento, espera-se que as caracterfs-

ticas locais de equilibrio do campo de tensdo se preservem. No entanto, os autores verificaram
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que essa etapa de pés processamento modifica o equilibrio, ndo sendo mais obtido de maneira
exata. A nova metodologia leva em conta essa falta de equilibrio para realizar a estimativa do

limite superior do erro.

Um melhoramento da estimativa SPR foi proposta por Rédenas et al. (2007). Tal mo-
dificagdo na técnica, que ficou conhecida por SPR-C ou Constrained SPR, baseia-se em utilizar
equagoes de restricdo com o intuito de se obter polindmios de interpolacao de tensao no subdo-
minio, permitindo que o equilibrio interno no subdominio e nos contornos do dominio global
possam ser atingidos. A SPR-C mostrou ainda um melhor desempenho na estimativa do que a
técnica SPREB (Rdédenas et al. 2007).

4.4 REFINO ADAPTATIVO DE MALHA

As estimativas de erro podem ser utilizadas para se avaliar se uma solu¢do de MEF ¢é
adequada ou nao de acordo com a necessidade do projetista. Caso ndo seja, modificacdes na
discretizacdo espacial, chamadas de refino, baseadas no erro estimado podem ser implementa-
das de forma a atingir a adequagdo numa nova andlise do problema. Esse tipo procedimento é
chamado de Método de Elementos Finitos Adaptativo. O foco deste trabalho € a adaptatividade
de malha ou h-adaptatividade, onde se utiliza o erro estimado para se realizar o refino de malha

de um problema de maneira otimizada.

Zienkiewicz e Zhu (1987) foram uns dos pioneiros no desenvolvimento de metodolo-
gias de refino h-adaptativo. A estratégia de refino proposta proposta pelos autores baseia-se no
célculo de um parametro de refinamento elementar dado pela razdo entre a norma em energia
do erro, obtida pela eq. (4.16) porém substituindo deslocamento pelo correspondente erro pre-
visto na eq. (5.I), em um elemento da malha corrente e um erro admissivel dado pela energia
total do sistema igualmente distribuida por todos os elementos da malha e associada a um valor
percentual minimo admissivel para o problema especificado pelo projetista. Caso a norma em
energia do erro e o erro admissivel sejam iguais admite-se que o tamanho do elemento de ana-
lise possui um tamanho 6timo, caso contrario deve-se realizar uma redu¢@o ou uma expansao
do tamanho do elemento de acordo com o valor do parametro de refinamento. Essa metodologia

ficou conhecida como Ch” e € uma das quais serdo estudas neste trabalho.

Até entdo, o novo tamanho de um elemento era calculado como fun¢do do pardmetro
de refinamento e do grau polinomial das fun¢des de forma utilizadas na aproximagao, contudo,
notando que a premissa na qual essa formulac@o se baseia ndo era vdlida para regides do do-
minio préximas a singularidades, agora no sentido de gradientes infinitos, Zienkiewicz e Zhu
(1988) propuseram uma nova maneira para se calcular o novo tamanho do elemento conside-
rando um valor associado a taxa de convergéncia a priori da solu¢do de elementos finitos para

o problema com singularidades ao invés do grau polinomial das fun¢des de forma.

Em seu trabalho, Onate e Bugeda (1993) propds um critério de otimalidade de malha
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alternativo ao proposto por Zienkiewicz e Zhu (1987): o critério de otimalidade de malha ba-
seado na equidistribuicdo do erro especifico. Esse critério assume que uma malha € 6tima se o
quadrado do erro por unidade de 4rea (2D) ou volume (3D) for o mesmo sobre toda a malha.
Dessa forma, foi formulada uma nova expressao para o parametro de refino que depende ndo s6
da norma em energia do erro em relacdo energia total do sistema como também da geometria

de um elemento em relagdo a malha.

Li e Bettes (1995), considerando que uma malha € dita 6tima quando a distribui¢io da
norma em energia do erro € igual entre cada elemento existente, desenvolveram um problema de
otimizagao capaz de calcular o nimero minimo de elementos necessdrios em uma nova malha
para que o critério fosse atendido. Esse conhecimento permitiu que Li et al. (1995) apresen-
tassem uma nova formulagdo para o calculo do novo tamanho do elemento que, segundo os
autores, apresentou um melhor desempenho na adaptatividade e taxas de convergéncia de erro

mais altas se comparada com a estratégia de refino proposta por Zienkiewicz e Zhu (1987).

Bugeda (2006) apresentou uma formulacdo para uma estimativa de erro baseado na
metodologia SPR. A partir dessa formulagdo, Budega propos uma nova estratégia de refino
h-adaptativo. Apds alguns testes, notou-se que a nova estratégia é capaz de produzir malhas

simples e que possibilitam o calculo de valores precisos das tensdes em pontos especificos.

Castellazzi et al. (2010), em seu trabalho, verificou como a metodologia de estimativa
de erro por recuperacdo RCP, de Ubertini (2004), se comportava em conjunto a estratégia de
refino Ch” em problemas planos. Os resultados mostraram que a a metodologia RCP permi-
tiu uma boa estimativa do erro para os casos testados e sua utilizacdo no refino h-adaptativo

mostrou-se muito eficiente.

No trabalho de Silva et al. (2014), propds-se uma andlise comparando os estimadores
de erro MNS, ZZ e SPR em uma situagao de refino h-adaptativo. A estratégia de refino foi pau-
tada no critério da equidistribuicao do erro entre os elementos de uma malha 6tima proposto
por Zienkiewicz e Zhu (1987) com a adi¢do de um fator de amortecimento a fim de se controlar
o crescimento desordenado dos elementos. Resultados do trabalho mostraram um bom desem-
penho para as trés estimativas, podendo ser observado um méaximo de dois remalhamentos para
que se alcancasse o erro prescrito para os casos testados. O presente trabalho busca realizar um
estudo similar ao proposto por Silva et al. (2014), no sentido de se realizar as andlises em um

problema 1D.

Pereira et al. (2016) apresenta uma nova técnica para projecao isotropica do tamanho
elementar (IEDR) baseada na recuperacao quadratica do erro (RQE). Essa técnica busca encon-
trar o tamanho 6timo de cada elemento para que um valor limite do erro ndos seja ultrapassado.
Neste trabalho, pretende-se comparar o desempenho da técnica RQE com a técnica Ch” em
uma situacao de refino h-adaptativo.

Nesta secdo se encerra o referencial bibliografico no qual o trabalho se baseia. No
capitulo seguinte, serd apresentada a formulacdo dos métodos de recuperacdo de tensdo para

estimativas de erro e das técnicas de refino h-adaptativo que serdo analisadas.
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5 FORMULACAO DOS ESTIMADORES DE ERRO E DAS TECNICAS DE REFINO
H-ADAPTATIVO

5.1 ESTIMATIVA DO ERRO BASEADA NA NORMA EM ENERGIA

Por defini¢do, o erro local da discretizagdo, no sentido de campo, ou seja, que pode ser
conhecido para cada posi¢ao x de Q, pode ser calculado pela diferenca entre a solucio exata
Uo(x) (solugdo da forma forte, eq.(.1))) e a solucio aproximada u(x) (solu¢do da forma fraca
discretizada, eq.(4.8)) (Zienkiewicz e Taylor, 2000).

eu(x) = up(x) —u(x). (5.1)

Da mesma forma, pode-se calcular o erro local em deformagdo eg(x) ou em tensdo eq(x)
(Ainsworth; Oden, 2000), conforme:

es(x) = 0,(x) —o(x) e ee(x) = g(x) —€(x). (5.2)

A avaliagdo de erros locais, como o da eq. (5.I), no sentido que poderiam ser calcu-
lados em qualquer posicdo x do dominio de andlise, permitem a verificacdo pontual do erro
no dominio. Daqui em diante, a notagc@o serd simplificada removendo a dependéncia explicita
em X. Na presenc¢a de descontinuidade material, descontinuidade de drea de secdo transversal e
ainda na presenca de singularidades, como as oriundas de uma for¢a externa pontual, podem-
se apresentar descontinuidades ou singularidades de tensdes e deformacgdes. Além disso, nos
pontos em que as singularidades se manifestam, geram-se valores de erro infinitos que nio tem
contribui¢do pratica. . Frente a isso, estabeleceram-se normas que pudessem representar o erro

no dominio como um todo, através de um valor escalar global.

Segundo Zienkiewicz e Zhu (1987), em problemas de elasticidade é comum repre-
sentar o erro através da norma energia. A norma energia do erro mostra o quanto a solucdo
aproximada se distancia da solu¢do exata em termos de energia de deformacgado. Por definicao

ela € dada por:

= AE
lealle [ Q dx dx

Em termos de erro em deformacao e em tensdo, a norma do erro em energia pode ser reescrita

1/2
dey , pdeu dx] . (5.3)

da seguinte maneira

1/2 1/2 1/2
lleulle = [/ es AE eg dx] = [/ es A eg dx] = {/ e AE" ! eg dx] ) (5.4)
Q Q Q

Ainda, a norma energia do erro pode ser avaliada para qualquer por¢cao do dominio. Da mesma

maneira, o somatério dos quadrados das normas em energia do erro calculadas em cada ele-
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mento fornece o quadrado da norma energia do erro global. Assim, pode-se escrever

le2= Y (||eu||%) / 5:5)

el=1
onde el refere-se individualmente a um elemento que compde o dominio Q e m refere-se ao

namero total de elementos na malha.

Pode-se se avaliar o comportamento do erro da solu¢do aproximada de um problema de
andlise de tensdes, através da andlise do quanto a norma energia do erro representa, em termos
percentuais, a norma energia de deformacdo exata do sistema. Esse valor é definido como um

parametro 1), denominado erro relativo global, dado pela relacao

leulle

n=-—-100%, (5.6)
]|
onde 12
du, . _du,
oll = AE—d ) 5.7
ol = | [ GeapSax 5)

Segundo Oden e Reddy (1976), a norma energia exata obedece a uma propriedade de

ortogonalidade que pode ser escrita como:

1
2 2\2
leto|l = (lleell + llewll) - (5.8)
Na sequéncia, serd apresentada a formulacdo para a realizacdo de estimativa de erro

utilizando um solucdo recuperada em tensdo.

5.2 ESTIMATIVAS DE ERRO POR RECUPERACAO

Como geralmente a solu¢do exata ndo € conhecida, algumas alternativas foram desen-
volvidas a fim de possibilitar a avaliacdo dos erros da solu¢@o aproximada. Uma alternativa é
0 pos-processamento da solugdo por elementos finitos de forma a se realizar uma suavizacao
dessa solucdo, quer seja da varidvel primdria (deslocamento), no sentido de aumentar o grau po-
linomial da aproximacgdo, quer seja das varidveis secunddrias (deformacdo e tensdo), no sentido
de aumentar a continuidade do gradiente da aproximacao. Nesse caso, a solu¢ao suavizada pos-
sui uma taxa de convergéncia mais acentuada , no sentido de representar melhor a solucio exata
do que a solu¢do aproximada obtida via MEF ¢é capaz. Esse tipo de tratamento € classificado
como recuperagdo e € utilizado em estimadores de erro a posteriori baseados em recuperacao
(Zienkiewicz e Zhu, 1987).

Segundo Zienkiewicz e Zhu (1992b), a norma energia do erro pode ser estimada sim-
plesmente substituindo a solu¢ao analitica, u,, pela solug¢do recuperada, u*, nas equagdes ante-

riores, dessa maneira a norma do erro pode ser escrita como

leulle ~ lleulle = [lu” —ull&- (5.9)
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Entdo, a norma energia do erro pode ser aproximada pela norma energia associada aos campos

de tensdo ou deformacao recuperados conforme

1/2 1/2 1/2
le;lle = Uge:jAE et dQ} . Uge;Ae;; dQ} . [/Qe*GAE_l ¢ dQ} (5.10)

onde ¢ = (e*—¢)eesy = (0" —0).
Ainda, pode-se definir a norma energia com base na propriedade da ortogonalidade do

erro de maneira semelhante a apresentada em (5.8)), dada por:

uo| = (|ul|* + lleslIF) 2 (5.11)

Sendo que (5.8)) se difere de (5.11)) somente pelo ~.
5.3 INDICE DE EFETIVIDADE

No que se refere a avaliacdo do estimador, o primeiro passo da verificacdo consiste
da sua aplicacdo em problemas com solucdo exata da forma forte conhecida. Deste modo, é
possivel mensurar a confiabilidade do estimador através de um valor denominado indice de
efetividade, 0.

Esse indice € definido pela razdo entre a norma energia do erro calculada com base na
solucdo recuperada e a norma energia do erro calculada com base na solucao exata (Zienkiewicz

e Zhu, 1992b)
o lalle (5.12)
leull e

O estimador de erro € dito assintoticamente exato se 6 se aproxima da unidade quando a norma

energia do erro exato ||e,||r tende a zero, da mesma forma quando o tamanho de elemento
tende a zero ou quando o grau polinomial da fun¢do de forma de aproximacao tende ao infinito
(Zienkiewicz e Zhu, 1992b). Isso significa que o erro estimado ird sempre convergir ao erro
exato a medida que este diminui perante a reducao do tamanho dos elementos. Em seu trabalho,
Zienkiewicz e Zhu (1992b) desenvolveram um teorema que demonstra como um estimador de
erro assintoticamente exato pode ser obtido:

Teorema 1.

! Z ~
Suponha que |le,||g = ||u, — u*|| é a norma do erro da solugio recuperada em compa-
racdo com a solucdo exata, entdo a norma energia do erro recuperado, que neste caso € o erro

estimado, ||e||g € assintoticamente exato se

lelle _, (5.13)
lleul|

quando ||e,||lz — 0

Prova.
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A norma energia do erro recuperado é definida como
lewlle = llu —ull = [ (o —u) = (uo — u?)]| (5.14)
Utilizando a propriedade da desigualdade triangular (Zienkiewicz e Zhu, 1992b), tem-se
o = ul| = o — " [| < [ley |2 < o — ul] + [|uo — w7 (5.15)

ou
! /
leullz = lleulle < llexlle < lleulle +lleull (5.16)

Pode-se inserir 6 na inequacio reescrevendo a eq. da seguinte maneira:

el g g lelle: (5.17)
eullE leull e

A eq. mostra que o indice de efetividade 8 se aproxima da unidade quando a

el
lleulle

. ! . g~ . L.
taxa maior que ||e,||g. De forma que, se ||e, || for super convergente, a exatiddo assintética do

~ .~ / .
razao tende a zero. Para que a condi¢@o do Teorema 1 ocorra, ||e, ||z deve convergir a uma

estimador é assegurada.

Ainda, assumindo que o erro verdadeiro da aproximacdo de elementos finitos converge
obedecendo (Oden e Reddy, 1976)

leullE = O(h), (5.18)

onde a norma energia do erro € da ordem de /”, sendo /& o tamanho dos elementos na malha e p
o grau polinomial das func¢des de forma utilizadas, e o erro da solu¢do recuperada como, sendo
o >0,

leulls = 0", (5.19)

entdo pode-se escrever um coroldrio direto do Teorema 1 (Zienkiewicz e Zhu, 1992b), tal que
1—OhPt*) < |lei||g < 14+ O(hPT%), (5.20)

sendo que 8 — 1 quando h — 0.

Na secodes seguintes serd dada énfase a formulagdo do métodos de recuperacido de

solucdo e das técnicas de refino avaliadas neste trabalho.

5.4 RECUPERACAO BASEADA NA MEDIA NODAL SIMPLES (MNS)

A MNS € o método de recuperacdo do campo de tensdes aproximado mais simples
entre os trés escolhidos. Dado um campo gradiente da solu¢do de elementos finitos, podendo

ser definido como um campo de tensdes O, sabe-se que em um né compartilhado por Nel
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elementos, de maneira geral, existem Nel diferentes valores de o quando as funcdes de forma

sdo seccionalmente lineares, como visto na Fig. ]

1000
—UD
800 | =g
Bregrg oo I T >
'-“"""'-... i
600 | RS |
5 Rt i
T St
400 *'\\.
i N
i ."‘\t
200 s s
U Il Il 1 Il
0 0.2 04 0.6 0.8 1

X

Figura 4 — Exemplo da recuperacio de gradiente utilizando a MINS para uma malha com
dois elementos lineares.

Fonte: Proéprio autor (2018).

A ﬁguraE] mostra, especificamente, o caso de deslocamento seccionalmente linear, ou
seja, usando fungdes como as mostradas na Fig. [3] Vale enfatizar que mesmo usando fungdes
de forma de grau superior, escolhidas de maneira que deva existir uma funcao correspondente a
cada n6 da malha sendo que cada fun¢ao assume o valor 1 no seu n6 correspondente e 0 em todos
os outros nds (Fish e Belytschko, 2007), como estas func¢des sao lagrangeanas (pelo menos as
que foram usadas neste trabalho) a descontinuidade em ¢ também ird ocorrer, podendo ser

percebida na figura através da linha vermelha onde existe a interface entre os dois elementos.

Dessa forma, € possivel calcular uma média das tensdes em um dado né com base na
quantidade de elementos conectados a ele e nos valores de tensdo associados a esses elementos,

dessa maneira (COOK, 2002):
1 Nel

* .

c, = miZI(G), (5.21)
onde Nel é o nimero de elementos adjacentes ao ndé em questdo. No caso de problemas 1D
assume o valor de 2 em todos os nés com excessdo da fronteira. Logo, um campo de tensoes
suavizado ¢* pode ser construido interpolando o vetor de tensdes recuperadas, Gy, obtido
através dos valores de tensdes médios o, de todos os nés da malha com as mesmas fungdes
de forma utilizadas para se obter a solu¢@o aproximada u, eq. (¢.9). Assim, campo de tensdes
recuperado é definido como:

0" = NOy. (5.22)
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5.5 RECUPERACAO SEGUNDO ZIENKIEWICZ E ZHU

O segundo método de recuperacdo escolhido foi proposto por Zienkiewicz e Zhu
(1987) e é comumente conhecido como ZZ. Esse método € similar a metodologia MNS, contudo
ndo realiza somente uma média aritimética entre os valores de tensdo nos elementos adjacen-
tes ao nd de andlise afim de se obter um valor de tensdo recuperada. O método leva em conta,
também, a influéncia do tamanho de cada elemento adjacente. A Fig. [5|mostra um exemplo de

recuperagdo ZZ para uma malha contendo dois elementos lineares de tamanhos distintos.
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Figura 5 — Exemplo da recuperacao de gradiente utilizando a recuperacao ZZ para uma
malha com dois elementos lineares de tamanhos distintos.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Pode-se perceber na ilustragdo que o valor de tensao recuperada no n6é em x = 0,7 esta

mais proxima do valor de tensdo no elemento maior.

A formulagao do método consiste em se definir uma matriz M' ¢l comumente conhecida

como matriz de massa, que contém a informacao do tamanho de um elemento e/, dada por

M = / NN (5.23)
Q

el

e por um vetor S¢ que contém a informacdo da tensio no elemento e/, sendo
el elT
S = / N o(x)dx . (5.24)
Qel

A critério de exemplo, na forma matricial e considerando um problema utilizando elementos
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lineares, as eq.[5.23|e[5.24]sdo da forma

N11(X)N11(x) N11()C)N12(x)
M = dx (5.25)

NN () Nia ()N (x)
c
Nll(x)O'(x)
Fel — A dx (5.26)
| Np(x)o(x)

sendo N;; a fungdo de forma correspondente ao j-€simo n6 do i-€simo elemento da malha.

Realizando uma sobreposicao da contribuicdo de cada um dos elementos da malha,
constréi-se por meio da compatibilidade de elementos uma matriz de massa global M e um
vetor S global. Dessa forma, calcula-se o vetor global de tensdes recuperadas nos nds através

da solugdo do sistema linear de equacdes dado por

Croe =M~'S . (5.27)

O campo de tensoes recuperadas pode ser construido utilizando a eq. [5.22]
5.6 RECUPERACAO BASEADA EM SUPER CONVERGENCIA EM SUBDOMINIOS

O dltimo método de recuperacdo considerado aqui foi proposto por Zienkiewicz e
Zhu(1992a), ficando conhecido como método SPR. No SPR, assume-se que o vetor de tensoes
recuperadas O,.. € compostos por valores de tensdo obtidos através de uma expansao polinomial
0, de mesmo grau p das fungdes de forma IN utilizadas para aproximar o campo deslocamen-
tos, conforme eq. {.9)), expansdo esta que é considerada vélida num subdominio formado pelos
elementos adjacentes a um dado né. Entdo, por consequéncia, em principio se calcula uma

fungdo o, para cada n6. A expans@o polinomial para um subdominio pode ser escrita como

c, = Pa, (5.28)

onde P contém os termos polinomiais apropriados € a € um conjunto de parametros, em prin-

cipio, desconhecidos. Para o caso unidimensional com elementos de grau p, pode-se escrever

P= [l,x,xz,-n ,x”} e a= [al,az,--- ,ap+1] (5.29)

sendo que os termos do vetor P se referem a posicao global do n6 de anélise. O vetor € calculado
a partir da minimizacdo da distincia quadratica [](«) entre a solugdo aproximada por elementos

finitos 0 e a expansdo polinomial o, avaliadas no conjunto de pontos super convergentesﬂ

' Pontos super convergentes sio pontos no dominio em que a tensio aproximada por elementos finitos possui

maior taxa de convergéncia se comparada a qualquer outro ponto. No caso de problemas 1D, esses pontos
coincidem com os pontos de quadratura de Gauss iguais em nimero a p (Zienkiewicz e Zhu, 1992c).
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existentes no subdominio considerado. Desse modo, escreve-se

[() = :gpjw(xo o) = lﬁ(o(xk) _ P(x)a). (5.30)

onde x; € a coordenada global do k-ésimo ponto super convergente no subdominio, nps € o
nimero total de pontos super convergentes no subdominio. A minimizagao de []J(a) implica

que a satisfaz

nps nps
Z PL(x)P(xp)a = Z Pl (x;)o(xz). (5.31)
k=1 k=1
Essa equacdo pode ser escrita na forma matricial como
a=A"'b (5.32)
onde
nps nps
A=Y P"(x)P(x) e b=Y P (x)o(x). (5.33)
k=1 k=1

A critério de exemplo, considera-se o subdominio apresentado na Fig. [6| formado por
dois elementos lineares dois quais o n6 de andlise faz parte e cada elemento apresenta um ponto
super convergente. Em cada subdominio realiza-se a expansdo polinomial para se obter um
campo de tensdes recuperado linear, com o qual € possivel se obter o valor de tensao recuperada

no no de anélise.

Tensao recuperada no
no de analise

no de analise )

pontos super
convergentes

Figura 6 — Exemplo da expansao polinomial em um subdominio formado por elementos
lineares.

Fonte: Proéprio autor (2018).

E importante observar que, originalmente, o campo de tensdes aproximado seria des-

continuo, em se tradando de dois elementos lineares, como é o caso da figura. Dessa maneira, a
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matriz A e o vetor b podem ser construidos da forma:

nps Y2
A= (5.34)

nps nps 2
Zkilxk Zkilxk

ZZiﬁ G(xk)
b= . (5.35)

nps
Zkzlxkc(xk)

Caso o n6 de andlise se encontre em um dos extremos do dominio, ndo é possivel

se construir o subdominio para realizar a expansao polinomial e, consequentemente, nao se

consegue obter o vetor a. Nessa situacdo, extrapola-se o vetor de coeficientes do né vizinho

afim de se calcular a tensdo recuperada no né da fronteira (Zienkiewicz e Zhu, 1992b).

Por fim, o campo de tensdes recuperado pode ser calculado através da eq. [5.22]
5.7 DEFINICAO DO CRITERIO DE REFINAMENTO E DE OTIMALIDADE DE MALHA

Zienkiewicz e Zhu (1987) propuseram um critério de refinamento baseado na avaliagc@o
da norma energia do erro global e localmente.
Globalmente, pode-se definir que uma solucdo qualquer € satisfatéria quando obedece
a inequacao
n<n (5.36)
em que 7 representa o erro relativo global dado pela eq. e n, representa um valor maximo
de erro percentual prescrito para a solu¢do normalmente definido pelo projetista.

Localmente, Zinkiewicz e Zhu (1987) definiram que, em uma malha 6tima, o erro é
igualmente distribuido entre todos os elementos. Dessa maneira, pode-se traduzir a restricao

da eq. [5.36] através da imposi¢do de uma valor limite para o erro em cada elemento da malha.

old /||M0||2 1/2
(leae) - <n'(12) " e, 537
el m
old 4

em que (||e,||£)2" é a norma energia do erro em um elemento qualquer de uma malha corrente,

Logo,

m € o nimero de elementos na malha corrente € ¢,, € 0 maximo erro admissivel em termos
energéticos para qualquer elemento da malha. Uma vez que ndo se conhece a norma energia
global da soluciio exata, pode-se substituir o termo ||u,||> por outro aproximadamente equiva-

lente obedecendo ao critério de ortogonalidade presente na eq.[5.11] Dessa maneira e,, pode ser

) 2 w12\ 1/2

m

€sCcrito como
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onde ||lu||? é a norma energia global da solugio aproximada que se dispde e ||e|| é a norma

energia global do erro estimado.

5.8 ESTRATEGIAS DE REFINO ADAPTATIVO DE MALHA

Nesta secao serd apresentada a formulacdo para as duas técnicas de refino h-adaptativo

que serdo comparadas neste trabalho: Ch” e IEDR

5.8.1 Metodologia Ch?

A fim de se definir o novo tamanho do elemento, Zienkiewicz e Zhu (1987) desen-
volveram uma técnica de refinamento assumindo um comportamento assintético da taxa de
convergéncia do erro, previsto na eq. [5.18 em que o erro converge obedecendo uma fungio
composta por uma constante atrelada ao problema em especifico, C, e o tamanho dos elementos

utilizados na malha, &, elevado ao grau polinomial, p, da funcdo de forma utilizada na anélise.

Inicialmente, define-se um parametro de refinamento elementar &,

old
CullE),
Cel = —(H | )l ) (5.39)

€m

onde o numerador representa a norma energia do erro em um elemento qualquer de uma malha
corrente € o denominador representa o maximo erro admissivel em termos energéticos para
qualquer elemento da malha. Com base na restricdo imposta na eq. deve-se refinar o
elemento quando &, > 1 e aumentar o tamanho do elemento quando &, < 1. Caso &, = 1,

tem-se que o tamanho do elemento € 6timo (Zienkiewicz e Zhu, 1987).

Dessa maneira, o novo tamanho do elemento € calculado por (Zienkiewicz e Zhu,

1987)

h
hnew = —22, (5.40)

P
el

sendo /,,.,, 0 novo tamanho para o elemento el e h,;; € o tamanho elemento corrente el.

5.8.2 Metodologia IEDR

A segunda metodologia de refino escolhida para ser empregada neste trabalho, a IEDR,
proposta por Pereira et al. (2016), é fundamentada no conceito da recuperacdo quadraitica do
erro em termos de densidade de energia de deformacdo, com solucdo auxiliada por técnicas de

otimizacao.
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Por se tratar de uma metodologia recentemente desenvolvida, a sua utilizacao restringe-

se, a principio, a somente elementos finitos lineares (Pereira et al, 2016).

A formulagao do método parte da anélise de um elemento finito linear em um problema
de elasticidade 1D, conforme a Fig.

&

|
|
|
|
|
|
1 @
|
[

Figura 7 — Construcao de uma funciao deformacao recuperada em um elemento linear.

Fonte: Proprio autor (2018).

Na figura €/ e & sdo as deformacdes recuperadas nos nés locais 1 e 2, respec-

ho
2

tivamente, definidos no dominio elementar Q,; = ( ,%), sendo h, a dimensdo original do
elemento finito, num sistema de coordenadas normalizado X. Uma func¢ado recuperada que des-
creve o comportamento da derivada da solugdo no elemento pode ser escrita como uma funcao
linear dada por:

£*(x) = B, + B1x, (5.41)
onde os coeficientes B, € B; sdo definidos por B, = (¢ +&)/2 ¢ By = (& — €;) /h,. Entdo,
uma fungéo erro em deformac@o, eg(x), é definida como

ee(Xx)=¢"(x)—¢
= (B,—€) +Bix
— B, + B|x.

(5.42)

onde B, = B, — € e B = Bj. Dessa forma é possivel definir uma funcdo densidade do erro em
energia
AU(X) = eg(X)AEeg(X)
— AE(B, + B1X)? = AE (B> +2B,B % + B3%°) (5.43)
= AUS 4 g+ HF
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onde Aué = AEB2, g¢¢ = AE2B,B; e H° = AEB?, sendo Au(X) quadrética em X. Logo, o qua-
drado do erro total em energia pode ser definido em um elemento de dimensdo genérica:

ho
o Hé
EX(h) = /h2 AL (X)dx = Aush+ EhS (5.44)
T0
E importante notar na eq. que o coeficiente g¢ associado ao termo linear na eq.
[5.43] desaparece e isso se deve ao intervalo de integracdo utilizado no sistema de coordenadas
assumido. Outro ponto importante é notar que a medida E(h) é definida ao quadrado para se

fazer associacdo direta a norma energia do erro em (5.3).

Frente ao objetivo de se determinar um novo tamanho de elemento, que seja 0 maior
possivel, mas que contenha uma quantidade limitada de erro, e, € possivel definir um problema

de otimizag¢do, posto como:

minimizar : —hyey
P= . (5.45)
sujeito a:E?2,, < e

new

quando escrito em termos de uma fung¢do restricdo do erro no elemento, g, € uma funcao obje-

tivo, f, o problema de otimizacao P, torna-se:

minimizar : f(hpew) = —hpew
P= . (5.46)
sujeito a: g(hpew) = E2,, —e2, <0

Com base na equagdo [5.44] pode-se definir o erro quadratico total em um elemento da
nova malha, da forma:

H¢
Er%ew = Aﬂshnew + Ehfww‘ (547)

Segundo Bertsekas (1995), P pode ser resolvido através da teoria dos multiplicadores

*

de Lagrange. Dessa maneira, se h;,,,

¢ o minimo tamanho de elemento que satisfaz a restri¢ao,

entdo a seguinte relagdo € vélida:

k
V(o) + Y, AV gi(h,) =0, (5.48)
i=1

onde Vf e Vg sdo os gradientes das fungdes objetivo e restricdo respectivamente, e A; corres-
ponde ao i-ésimo multiplicador de Lagrange correspondente a i-ésima funcao de restri¢ao capaz

de satisfazer a condigéo necessdria de otimalidade representada pela eq. [5.48]

Convenientemente, pode-se escrever P através de uma tnica funcdo equivalente deno-

minada fun¢do Lagrangeano, definida por

k
L(hnevw)v) = f(hnew) + Z A«igi(hnew)- (549)
i=1
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Logo, a condi¢do necessdria de primeira ordem € atendida se
Vi L(Myers A*) =0 e V) L(hy,,,,A") = 0. (5.50)
Dessa maneira, a funcao lagrangeano € definida por

L(hpew, M) = —hpew + A {Auohnew +— hfww ,%1} . (5.51)

Aplicando as condi¢des necessdrias de primeira ordem presentes na eq.[5.50] tem-se

dL(h},,,, A H¢
M =0=—-14+A7 A,u0+—(h,’:ew) (5.52)
dhnew

d h* Y A’ * He * *
% =0= Anuehnew (hnew) (hnew) (553)
Dessa forma, sabendo-se que os coeficientes Aué e H¢ sdo positivos, tem-se A* > 0

dado por
—1

AT |:A‘LL0 + T(h;:ew) :| : (5.54)

Portanto, o tamanho de elemento 6timo 4

new © obtido a partir da solucdo real positiva
da eq.[5.53] da forma

He
12 1!
incorporando entao o erro prescrito ey,.

h;klew) +Anu'§h;:ew m =0, (5.55)
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6 METODOLOGIA

Este capitulo tem por finalidade elaborar e organizar os procedimentos experimentais

que serdo realizados para se alcangar os objetivos propostos neste trabalho.

A avaliacdo de cada objetivo especifico serd realizada separadamente. As simulagcdes
se desenvolverdo sobre um problema de elasticidade unidimensional em barra deformével, o
mesmo presente na figura (2), modelado matematicamente através da eq. (4.I)), reproduzida

aqui:
d duy(x)

- (A(x)E(x)T) +b(x) =0, (6.1)

onde u,(x) é a fungdo exata em deslocamento que se busca aproximar e b(x) é uma fungio
duplamente integravel no dominio de andlise que representa o carregamento externo sob o qual

a barra esta submetida.

Serdo avaliados 4 casos distintos. Em cada caso, serdo avaliados diferentes carrega-
mentos e condi¢des de contorno, posteriormente especificados no capitulo 7. Para cada um dos
casos serd analisado o desempenho das metodologias de recuperacao de solucao para estimativa

de erro e das técnicas de refino h-adaptativo.

A obtenc¢do dos resultados serd realizada com o auxilio de uma rotina computacional
capaz de resolver o problema proposto através do MEF. Serd implementada na rotina a formula-
¢do do MEF capaz de realizar a aproximacao utilizando funcdes de forma de até grau polinomial
cubico, os métodos de estimativa de erro por recuperacdo (MNS, ZZ e SPR) e as metodologias
de refino adaptativo (Ch” e IEDR).

A justificativa de se implementar o método de elementos finitos para a obtencdo de
solugdes aproximadas utilizando elementos de até grau trés se deve, inicialmente, a necessi-
dade da validacdo da implementagao da formulag@o, uma vez que nao hé janela para discussao
da formulacdo ja consagrada como o MEF. Para a validagdo, serdo comparadas as taxas de
convergéncia do erro relativo em energia com valores tipicos definidos na literatura para cada
grau polinomial das fun¢des de forma utilizadas submetidas a um refino aninhado. Na presenca
de diferentes graus de refinamento, serdo realizadas simula¢des utilizando elementos de grau
um, dois e trés. Para a malha inicial, serdo utilizados 3 elementos de tamanhos iguais, para a
segunda malha dividem-se os elementos da primeira pela metade e, da mesma maneira, para

terceira dividem-se os elementos da segunda ao meio.

A necessidade de se verificar o desempenho das estimativas de erro por recuperacao
€ outro fator que justifica a implementacdo de aproximacdes utilizando elementos de até grau
trés. A fim de se analisar como cada método de recuperacido de solucdo se comporta, serdo
realizadas simula¢des com o intuito de verificar a influéncia do tipo de elemento utilizado na
aproximacdo da solucdo e a influéncia da quantidade de elementos utilizados na malha, ou seja,

deseja-se verificar como as estimativas se comportam perante refino h e p. Para isso, para cada
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um dos tipos de elemento disponiveis serdo calculados os indices de efetividade das estimativas
de erro considerando cada um dos trés métodos de recuperacao de solu¢do propostos (MNS, ZZ
e SPR). A mesma estratégia de refino aninhado utilizada na validac¢ao da rotina computacional
serd reproduzida nesta etapa, comparando o comportamento dos valores do indice de efetividade
calculados mediante ao aumento do nimero de elementos na malha, utilizando um mesmo tipo

de elemento em todo o dominio.

Por fim, seré realizada uma comparacao entre o desempenho das duas técnicas de re-
fino adaptativo de malha. Nesta etapa, as simulacdes serdo feitas utilizando somente malhas
contendo elementos lineares devido a limitacdo imposta pela constru¢dao da metodologia IEDR.
Serd avaliado o comportamento de cada uma das técnicas frente as estimativas de erro proveni-
entes de cada um dos métodos de recuperagdo e também a diferentes valores de erros prescritos.
De maneira geral, pretende-se identificar com esses ultimos experimentos se 0 método de recu-
peracdo do campo de tensdes utilizado na estimativa de erro exerce influéncia significativa no
desempenho do processo de refino h-adaptativo. Paralelamente, busca-se definir qual método
melhor se adéqua a cada técnica de refino avaliada, visando um processo adaptativo que utiliza

o menor nimero de elementos possiveis para atingir a convergéncia.
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7 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta capitulo serdo apresentados os experimentos numéricos realizados para as veri-

ficagOes previstas nos objetivos deste trabalho.

Serdo avaliados 4 casos. Os casos analisados se diferem entre si em termos do carre-
gamento externo axial empregado e das condi¢des de contorno que derivam do tipo de sistema
fisico. Para cada um dos casos, os experimentos serdo realizados em 3 etapas de baterias de
simulagdo.

A primeira etapa consiste na verificacdo da implementacao da formulagdo MEF. Nesta
etapa, o objetivo € avaliar se a formulacdo MEF foi implementada corretamente na rotina com-
putacional. Para isso, serdo realizadas simula¢des utilizando elementos de grau 1, 2 e 3. Para
cada grau elementar, serdo realizadas 3 simulacdes num regime de refino aninhado de malha,
ou seja, € empregado um refino padronizado: a primeira malha contendo 3 elementos de tama-
nhos iguais, a segunda malha, com 6 elementos, é gerada dividindo os elementos da primeira
pela metade e, por fim, a dltima malha, com 12 elementos, € criada dividindo os elementos da
segunda malha pela metade. Feito isso, serdo construidas curvas que mostram o comportamento
do erro relativo exato da solu¢io aproximada em funcao do nimero de elementos da malha para
cada um dos tipos de elemento utilizados com o intuito de comparar os valores de inclinacao da

curva obtida com valores tipicos presentes na literatura.

A segunda etapa consiste na verifica¢do do indice de efetividade das estimativas prove-
nientes dos 3 métodos de recuperacdo de solugdo abordados neste trabalho (MNS, ZZ e SPR). O
procedimento das simulagdes que serdo realizadas nesta etapa € idéntico ao que seré realizado
na etapa anterior. A diferenca € que o objetivo aqui € extrair curvas que evidenciem o compor-
tamento de como as estimativas realizadas com base nos diferentes estimadores se comportam

frente ao refino p ao refino A.

A ultima etapa engloba a comparagdo entre as técnicas de refino h-adaptativo. As si-
mulagdes desta etapa se restringirdo ao uso de elementos lineares devido a natureza da técnica
IEDR, daqui em diante serd mencionada como RQE por conveniéncia. Serdo extraidas curvas
de erro relativo estimado da solu¢@o aproximada em funcdo do nimero de elementos na ma-
lha. Essa andlise serd efetuada para estimativas feitas a partir dos 3 métodos de recuperacdo de
solucgdo.

Atribuindo um mesmo valor de erro prescrito € uma mesma malha inicial, extrairam-
se valores de erro relativo em energia estimado 1*, o nimero de elementos na malha utilizada
para a aproximacao, o indice de efetividade 6 para a estimativa e um parametro definido como
escalamento que se refere ao quanto a malha adaptada precisa ser ajustada para que seu compri-
mento total seja igual ao comprimento do dominio do problema. A fig. (8) contém um exemplo
de um processo h-adaptativo utilizando uma malha inicial contendo 2 elementos que ajuda a

exemplificar como se dd a geracdo da malha adaptada e o que é o escalamento.



46

0,5

0 1
I I
I | I

L] " C ] malha original

0,5 0,8 1,1

0
I I
I | I

. " . . malha adaptada

gerada

0,4545 0,7272
| |

I I malha adaptada

0 1
| I
I I
¢ O L] @ escalada

Figura 8 — Exemplificacdo do escalamento presente na geracio da nova malha adaptada.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Considerando que uma técnica de refino adaptativo qualquer determinou, através de
um critério de otimalidade de malha, que o novo tamanho do elemento em vermelho, com ta-
manho original &,y = 0,5, devera ser h,,., = 0,3. Entretanto, como existe uma sobra de 0,2
em relacdo ao tamanho do elemento original, é preciso que o espago seja preenchido com um
novo elemento. Para realizar isso, o gerador de malha utilizado calcula a razao % Se o re-
sultado dessa razdo ndo for um nimero inteiro, o resultado é arredondado para cima e o valor
final representa quantos novos elementos de tamanho #,,,, deverdo ser introduzidos no lugar do
elemento original de tamanho 4,,;,;. Na figura, o tamanho 6timo para o elemento em vermelho
de tamanho h,;; = 0,5 foi definido como Ay, = 0,3. O gerador de malha determinou que a
razao % € igual a aproximadamente 1,66. Dessa forma, arredondando para cima, tem-se que
dois novos elementos de tamanho #,,,, = 0,3 devem ser introduzidos no lugar do elemento ori-
ginal de tamanho 4,;; = 0,5. Contudo, nota-se que a soma do tamanho de todos os elementos
da malha adaptada gerada excede o comprimento do dominio, resultando na necessidade de um
ajuste. Esse ajuste € realizado pelo parametro de escalamento que foi definido anteriormente.
Para o exemplo da figura, ele € calculado pela razio entre o comprimento de malha original, 1, e
o comprimento da malha adaptada gerada, 1,1, resultando em um valor aproximadamente igual
a 0,9090. Desse modo, cada elemento da malha adaptada escalada, mesmo o elemento em preto
que nao precisou ser refinado, é multiplicado pelo parametro de escalamento, gerando uma

malha adaptada escalada com comprimento idéntico ao comprimento do dominio do problema.

Devido a esta natureza do gerador de malha adaptada, jugou-se necessdrio avaliar tam-
bém se um controle do refino tem influencia significativa na adaptatividade. Para isso, alguns
testes estabelecendo restri¢des de crescimento e redu¢do do tamanho de elemento serdo reali-

zados.
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De maneira geral, esta etapa busca determinar qual das duas técnicas de refino apre-
senta o melhor desempenho para um determinado carregamento e qual dos métodos de recupe-

racdo maximizam esse desempenho.

7.1 CASO 1 - CARREGAMENTO LINEAR

No primeiro caso a ser tratado, a barra tem movimento de corpo rigido restrito por um
engaste em uma das extremidades enquanto a outra € livre. Ao longo do comprimento, existe

um carregamento externo axial distribuido. O sistema fisico descrito pode ser visualizado na

Fig. [0

e e oni- o s |

JARLRRE RN

Figura 9 — Barra engastada em uma extremidade e livre na outra, submetida a um carre-
gamento axial distribuido ao longo do comprimento.

Fonte: Proprio autor (2018).

Para este caso, o carregamento € modelado como uma fun¢ao polinomial linear defi-

nida no dominio de andlise do problema e estd representado na Fig. [10]

15

1071

b(x)

X

Figura 10 — Carregamento linear.

Fonte: Proprio autor (2018).

A curva é gerada através da funcdo b(x) e fornece valores em unidades de forca [N],

da forma
b(x) = 10x+5, (7.1)
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onde x = [0,L], sendo L o comprimento da barra igual a 1 m. A 4rea da secdo transversal, A, da
barra é igual a 0,01 m? e modulo de elasticidade do material, E, igual a 100 Pa. Da configuracio

do sistema fisico, pode-se definir as condi¢cdes de contorno do problema como sendo

o dus(x=L)
w(x=0=0 o Lo (7.2)

Definidas as condi¢des de contorno do problema, pode-se calcular a solucao exata em

deslocamento, u,(x), e a solugdo em tensdo associada, o, (x), dadas por

5
Up(x) = sz’ - Exz +10x e (7.3)

G, (x) = —500x> — 500x + 1000. (7.4)

Na sequéncia, serdo apresentados e discutidos os experimentos numéricos utilizados
para a realizacdo dos objetivos propostos neste trabalho, especificamente para o caso do carre-

gamento linear.
7.1.1 Verificacdo da formula¢ao implementada

Tendo conhecimento da solugéo exata do problema, eq.[7.3]e é possivel calcular o
erro relativo exato da solugdo aproximada, em termos de energia, a fim de se verificar as taxas

de convergéncia do erro relativo em energia em fun¢do do nimero de elementos na malha.

As solugdes em deslocamento e em tensdo para o grupo utilizando elementos lineares

podem ser observadas nas Fig. [IT]e[T2]
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Figura 11 - Comparacio entre as solu¢oes exata e aproximada em deslocamento para ma-

lhas com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (¢)12 elementos, com p = 1 para
um carregamento linear.

Fonte: Proéprio autor (2018).

E possivel notar na Fig. [l1| que a condi¢io de contorno essencial, dada por u, (x =

0) = 0, é atendida. Na formulagdo posta na eq. (4.8)) deslocamento é a varidvel primdria que

¢ discretizada conforme (4.9). Portanto os pardmetros nodais representam deslocamentos nos

nos, visto que as fungdes de aproximagdo usadas sao interpoladoras.
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Figura 12 — Comparacio entre as solucoes exata e aproximada em tensao para malhas
com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (c)12 elementos, com p = 1 para um
carregamento linear.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Na Fig. nota-se que a condi¢cdo de contorno natural, % = 0 ndo € atendida.
Isso ocorre pois tensdo € uma varidvel secunddria. A tensdo € obtida pela lei de Hooke, na qual
tem-se a deformacdo. A deformacdo por sua vez é obtida através da relacdo cinematica com o
deslocamento. Portanto, tensdo e deformagao ndo sao varidveis nodais e ndo é possivel garantir
que elas se adequem as condi¢des de contorno.

Como as funcdes de forma sdo seccionalmente lineares, suas derivadas sdo constantes
em cada elemento. Isso acarreta em uma solu¢@o em tensdo constante no elemento e descontinua
entre dois elementos. Percebe-se também uma caracteristica dessas descontinuidades quando
os elementos sdo todos do mesmo tamanho: a diferenca entre os valores de tensdo em um né é

maior quando a inclinac¢ao da curva da solu¢do em tensao exata é maior.

As solugdes em deslocamento e em tensdo para o grupo utilizando elementos quadra-
ticos podem ser observadas nas Fig[I3|e
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Figura 13 — Comparacio entre as solu¢oes exata e aproximada em deslocamento para ma-

lhas com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (¢)12 elementos, com p = 2 para
um carregamento linear.

Fonte: Proéprio autor (2018).

A utilizacdo de elementos quadraticos proporcionou uma aproximac¢do melhor da so-
lucdo exata se comparada com a aproximacgdo utilizando elementos lineares, pode-se perceber

jé na Fig. que a curva em vermelho estd bem mais proxima da curva preta se comparado
com a Fig.[TTh.

Nota-se, também, que a condicdo de contorno essencial permanece garantida com a
utilizacdo das funcdes de forma quadriticas.
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Figura 14 — Comparacio entre as solucoes exata e aproximada em tensao para malhas
com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (c)12 elementos, com p = 2 para um

carregamento linear.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Na aproximagdo em tensdo, presente na Fig. [I4] pode-se notar uma melhora significa-
tiva se comparada com a aproximacao utilizando elementos lineares. Quando p = 1, a tensdo
nos elementos € constante e descontinua, enquanto que para p = 2 a tensao € linear e, particu-
larmente para este caso de carregamento linear, continua, ou seja, ndo existem saltos entre os
valores de tensdes nos nds de conexdo entre os elementos. Deve-se enfatizar que esta continui-
dade aqui verificada ndo é imposta, sendo somente casualidade. De maneira geral, as tensoes

seriam descontinuas visto que as fung¢des de aproximacio sdo de classe CO(Q).

As solucdes em deslocamento e em tensdo utilizando elementos cubicos podem ser

observadas nas Fig|[I5]e
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Figura 15 — Comparacio entre as solu¢oes exata e aproximada em deslocamento para ma-

lhas com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (c)12 elementos, com p = 3 para
um carregamento linear.

Fonte: Proéprio autor (2018).
Conforme o esperado, a malha contendo elementos ctibicos forneceu a melhor apro-
ximac¢do uma vez que é capaz de reproduzir exatamente a solucdo real do problema, também

cubica.

Dessa forma, ndo sé a condi¢do de contorno essencial é assegurada, como também se
garantird a condi¢@o de contorno natural na extremidade direita.
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Figura 16 — Comparacio entre as solucoes exata e aproximada em tensao para malhas
com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (¢)12 elementos, com p = 3 para um
carregamento linear.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Uma vez conhecida a solug@o exata deste problema, foi possivel calcular o erro relativo

em energia para cada uma das simula¢des. Na Fig.[T7] estdo presentes as curvas de erro relativo

em energia em funcdo do nimero de elementos na malha para simulagdes utilizando elementos

lineares, quadraticos e cubicos.
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Figura 17 — Comparacio entre as curvas de convergéncia do erro relativo em energia para
as malhas contendo elementos lineares, quadraticos e cibicos obedecendo a
um refino aninhado para um carregamento linear.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Nesta figura percebe-se que a curva p = 3 apresenta valores de erro relativo muito
baixos se comparados aos valores apresentados para p =1 e p = 2. Esse comportamento se deve
ao fato de que, para carregamentos lineares, uma aproximagado utilizando elementos cubicos
€ capaz de aproximar exatamente a solucdo exata do problema. Portanto, os valores de erro
relativo apresentados, da ordem 107!, representam erro associado 2 méaquina, por exemplo,
erros de arredondamento ou truncamento e ndo erro de discretizagdo do problema. Contudo,
ainda pode-se observar na curva p = 3 que o valor do erro aumenta conforme o nimero de
elementos na malha aumenta. Isso ocorre, possivelmente, porque tendo mais elementos, mais
operacdes sao realizadas, tais como: mais elementos para integrar matriz de rigidez e vetor de
forca, maior sistema de equacgdes para resolver, mais contribui¢cdes elementares de erro para

integrar, etc.

No que se refere as curvas p = 1 e p = 2, nota-se que a taxa de convergéncia do erro
relativo em energia, ou seja a inclina¢do da curva, € constante. Segundo Szabo e Bhabuska
(2011), para problemas unidimensionais sem singularidades e em um refino aninhado, as taxas
de convergéncia do erro relativo em fun¢@o do nimero de graus de liberdade na malha € igual
ao grau polinomial das fun¢des de forma que foram utilizadas na aproximacdo. Portanto, para
acurva p = 1, espera-se que a taxa de convergéncia do erro seja igual a 1, e para a curva p = 2,
espera-se que a taxa de convergéncia do erro seja igual a 2. O valores de taxa de convergéncia
do erro relativo calculados a partir das curvas presentes na Fig.|[1/|sd@o 0,997 e 2,001, para p =1
e p = 2 respectivamente. E importante notar que a figura|17| apresenta uma curva do erro rela-
tivo exato em energia em funcdo do nimero de elementos na malha, enquanto que na literatura
a taxa de convergéncia do erro tipica conhecida € extraida de uma curva do erro relativo em
fun¢do do numero de graus de liberdade. No caso de um problema unidimensional de barra en-
gastada em uma extremidade e livre na outra, o nimero de graus de liberdade € igual ao nimero

de elementos na malha multiplicado pelo tipo p do elemento utilizado. Consequentemente, a



56

inclinacdo da curva calculada em funcdo do nimero de elementos, na escala logaritimica, é

idéntica a calculada em fun¢do do nimero de graus de liberdade.

A avaliagdo da taxa de convergéncia do erro relativo mostraram que os valores obtidos
se aproximam dos valores propostos no trabalho de Szabo e Bhabuska (2011), dessa forma é
seguro dizer que para o carregamento em questdo a formulagdo foi implementada apropriada-

mente.

7.1.2 Estimativa de erro a posteriori

As Fig.[18]20]apresentam uma comparagdo entre as solugdes exata, aproximada e recu-
perada em termos de tensdo, para os métodos de recuperacio MNS, ZZ e SPR respectivamente.
Nas figuras, a curva em preto representa a solucdo exata conhecida, a curva em vermelho trace-
jado com marcador circular representa a solu¢do aproximada e a curva em azul tracejado com

marcador triangular representa a soluc¢do recuperada em tensao.
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Figura 18 — Comparacio entre as solucoes exata, recuperada e aproximada em tensiao
para malhas com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (c)12 elementos, com p = 1
e recuperacao via MNS para um carregamento linear.

Fonte: Proéprio autor (2018).
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Na Fig. [I8] observa-se de maneira clara a suavizagido do campo de tensdes através do
método de recuperagdo, uma vez que o campo de tensdes recuperado é continuo. No caso do
MNS, as tensoes recuperadas foram calculadas realizando uma média entre os valores nodais
das tensoes aproximadas peloMEF. No caso dos nds do contorno, o valor da tensdo recuperada
se iguala ao da tensdo aproximada uma vez que associado a estes nds s6 existe um valor de

tensdo correspondente ao elemento do qual ele faz parte.
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Figura 19 — Comparacio entre as solucoes exata, recuperada e aproximada em tensiao
para malhas com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (c)12 elementos, com p = 1
e recuperacao via ZZ para um carregamento linear.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Na Fig.[I9] observa-se a comparagao entre as solugdes exata, recuperada e aproximada
utilizando o método ZZ. Ao se avaliar a solucdo suavizada em tensdo se percebe que o mé-
todo de recuperacdo fornece um campo de tensdes que obedece a um padrao de simetria local.
Os valores de tensdo recuperada em um elemento apresentam um padrao de oposicao, isto €,
esses valores de tensdo recuperada se distanciam da tensdo aproximada na mesma propor¢ao,
tomando-se como ponto de origem a metade do elemento. Dessa maneira, a diferenca entre a
tensdo recuperada e a tensdo aproximada € igual para cada n6 de um mesmo elemento, no caso
de p=1.

Nota-se que isso exerce influéncia também na caracteristica de ponderacao relacionada
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a matriz de massa, eq. (5.23). Isso fica evidente na Fig.[I%, onde o valor de tensdo recuperado
no segundo ng, x=0,3333 € mais proximo do valor de tensdo do elemento da esquerda, muito

embora ambos os elementos adjacentes ao né tenham o mesmo tamanho.

1200 1200
—{TO —{J’0
-oug 10008, o -oug
By B —o By
800 N
3 N
< 600 N

\ 400 \\

200 200 \

0 1 0 3
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X a X b
1200
—{TO
1000, .
-t
800
%
Z 600 -
&
400 ®
& o
200 Mo
ONo®
0
0 0.2 0.4 06 08 1
X c

Figura 20 — Comparacio entre as solucoes exata, recuperada e aproximada em tensiao
para malhas com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (c)12 elementos, com p = 1
e recuperacao via SPR para um carregamento linear.

Fonte: Proéprio autor (2018).

A Fig. [20] apresenta a comparagio entre as solugdes exata, aproximada e recuperada
utilizando o método SPR. Pelas figuras, nota-se que a solu¢do recuperada se aproxima bastante

da solugdo exata ja na primeira malha.

Realizando uma andlise entre os trés métodos de recuperagdo, na malha com 3 ele-
mentos se observa a diferenca entre as suavizagdes nos elementos dos extremos e o elemento
interno. Para o elemento interno, os trés métodos forneceram um campo de tensdes recuperadas
que se aproxima bem da solucdo exata. Porém, nos elementos dos extremos pode-se avaliar o
qudo bem a recuperacdo é realizada. Nestes elementos, a recuperacdo MNS € a que mais se
distancia da solugdo exata, seguida pela recuperagdo ZZ e por fim, com a melhor aproximacao
das trés, tem-se a recuperacdo SPR.

A avaliacdo dos métodos de recuperacgdo foi realizada também para malhas contendo

elementos quadraticos e cuibicos, porém optou-se pela ndo apresentacao das curvas comparando
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as solugdes exata, aproximada e recuperada uma vez que as mesma caracteristicas observadas

para p = 1 podem ser observadas parap =2¢e p = 3.
Na Fig. 21| tem-se a comparagdo entre o comportamento do indice de efetividade, eq.
(5.12), de cada método de recuperacdo para malhas utilizando elementos lineares, quadraticos

e cubicos em uma situagdo de refino aninhado.
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Figura 21 — Comparacio entre o desenvolvimento dos indices de efetividade na situacao de
refino aninhado e diferentes graus elementares para as estimativas baseadas
na recuperacao (a) MNS, (b) ZZ e (c) SPR para um carregamento linear.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Na Fig. 21 tem-se a avaliacdo do indice de efetividade para a recuperagdo MNS. Neste
caso, as malhas utilizando elementos lineares apresentaram uma boa estimativa do erro relativo
exato. Nota-se que para p = 1 o indice permaneceu muito proximo da unidade em todas as eta-
pas de refino, na situacdo em que o indice de efetividade se iguala a 1 o erro estimado se iguala
ao erro verdadeiro. J4 para malhas utilizando elementos quadréticos e cubicos, observam-se
indices de efetividade muito distantes do valor 6timo. Particularmente, para p = 3 o comporta-
mento apresentado na figura é esperado uma vez que o erro relativo exato calculado € da ordem
10~ * enquanto que o erro relativo estimado com base na recuperacio é de ordem 103, ou seja,
a recuperagao de tensao realizada para este caso resultou em uma superestimacao consideravel

do erro da solugdo exata. Ja para o caso em que p = 2 a situagao se inverte, a ordem de grandeza
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do erro relativo exato é de 10~! enquanto que para o erro relativo recuperado é 10~ !4, portanto
também ocorreu um distanciamento entre a recupera¢do € a solugdo exata. Nesse caso, pode-
se dizer que o método de recuperacdo ndo € capaz de realizar uma boa estimativa utilizando

elementos quadréticos.

No caso da recuperacio via ZZ, assim como no caso MNS, o método nao foi capaz de
produzir boas estimativas de erro para os casos p =2 e p = 3, enquanto que p = 1 o indice de

efetividade manteve-se constantemente proximo ao valor 6timo.

No caso da recuperagdao SPR, as melhores estimativas foram produzidas usando ele-
mentos lineares e quadréticos. Para elementos cubicos, por outro lado, a estimativa ja na pri-
meira malha € ruim e tende a piorar com o refino h. Contudo, levando-se em consideragdo a
particularidade da utilizacdo de elementos ctibicos para o caso de carregamento linear, em que
o erro ¢ aproximadamente nulo devido a capacidade de se obter uma aproximacao igual a solu-
¢do a exata, entdo qualquer erro que seja estimado gera um indice de efetividade muito grande,

pode-se concluir que o método SPR foi o que apresentou o melhor desempenho.

7.1.3 h-Adaptatividade

Na fig. (22) tem-se a comparagao entre as curvas de erro relativo estimado em funcdo
do nimero de elementos na malha para as duas técnicas de refino, Ch” em vermelho e RQE
em preto, e na tab. (I)) estdo presentes os valores numéricos dos pardmetros extraidos para
a andlise de comparacdo de desempenho. Neste caso, nenhuma restri¢do foi imposta sobre o

refino adaptativo e um erro prescrito de 2% foi estabelecido.
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Figura 22 — Comparacao entre as metodologias de refino h-adaptativo Ch” e RQE com
estimativa de erro via recuperacao (a)MNS, (b)ZZ e (¢)SPR sem quaisquer
restricoes de modificacdo de tamanho de elemento e com erro relativo pres-
crito igual a 2% para um carregamento linear.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Para a estimativa de erro via MNS, fig. @a), ambas as técnicas de refino necessitaram
de apenas 1 refino para atingir um erro relativo menor que 2%. Contudo, observando a inclina-
cdo das curvas fica claro que a taxa de convergéncia do erro para a técnica Ch” € mais elevada

do que para a técnica RQE.

Analisando a fig. (22b) nota-se que duas etapas de refino foram necessdrias em ambas
as técnicas quando se utilizou a estimativa via ZZ. Contudo, em termos de taxa de convergéncia
do erro, ndo se observa grande diferenca entre a inclinacdo das curvas em nenhuma das etapas
de refino. Ainda para este caso, € possivel observar uma caracteristica marcante do refino adap-
tativo: um aumento da taxa de convergéncia de uma etapa de refino em relagdo a uma etapa

anterior.

Para o caso utilizando estimativa via SPR, (22c), nota-se que somente uma etapa de
refino foi necessdria para atingir a convergéncia para a técnica Ch” enquanto que duas etapas
foram necessdrias para a técnica RQE. Porém, comparando as duas curvas, percebe-se que as

taxas presentes nos refinos RQE sdo muito préximas da apresentada pela Ch?.
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Tabela 1 — Comparacio entre as metodologias de refino h-adaptativo C/” e RQE com es-
timativa de erro via recuperacio MNS, ZZ e SPR sem quaisquer restricoes de
modificacdo de tamanho de elemento e com erro relativo prescrito igual a 2%
para um carregamento linear para um carregamento linear.

MNS
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
15,8289 3 0,9861 0,9305 15,8289 3 0,9861 0,9413
1,8393 24 0,9998 1,3817 92  0,9702
77
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento

14,5022 3 0,9460 0,9048 14,5022 3 0,9460 0,9262
2,7381 21 0,9890 0,6308 4,4021 11 1,0020 0,7140

1,5494 34 0,9503 1,8214 24 1,0002
SPR
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
15,3114 3 0,9861 0,9305 15,3114 3 0,9861 0,8472
1,8400 24 11,0007 2,9821 16  1,0009 0,7455

1,6835 26 1,0015
Fonte: Proéprio autor (2018).

Analisando os dados da tab. (I]), nota-se que, para a estimativa MNS, emboram am-
bas as técnicas permitiram atingir a convergéncia com apenas um refino, a RQE mostrou-se
mais agressiva em relacdo ao refinamento, resultando em uma malha com aproximadamente
3,8 vezes mais elementos que a técnica Ch”. Em termos de indice de efetividade, todas as apro-
ximacgoes resultaram em uma estimativa de erro com 6 préximo a unidade. Neste caso, para
ambas as técnicas o parametro de escalamento calculado foi menor que 1, indicando que o
comprimento do dominio distorcido € maior que o original. Contudo, nota-se que a distor¢ao

gerada pela Ch” foi maior que gerada pela RQE.

Ao contririo do que foi observado na estimativa via MNS, para a estimativa via ZZ
resultou em uma malha com o nimero de elementos necessdrio para a convergéncia menor
para a técnica RQE do que para a Ch”. Porém, a diferenca nesse caso ndo foi tdo significativa.
Em termos de qualidade de estimativa, as aproximagdes realizadas utilizando malhas adaptadas
utilizando a técnica RQE apresentaram um indice de efetividade mais préximo a unidade que as
utilizando adaptatividade via Ch”. A distor¢ao no dominio na primeira etapa de refino foi maior,
em ambos os casos, se comparada a estimativa via MNS. Na segunda etapa de refino percebe-
se um parametro de escalamento ainda mais distante de 1 do que na primeira, indicando uma
distor¢do grande. E importante citar que grandes distor¢des empobrecem a qualidade da malha
adaptada. O motivo disso € que no processo de construcdo da malha adaptada, cada elemento, ja

com tamanho otimizado pelo critério de otimalidade de malha, é multiplicado pelo pardmetro
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de escalamento para que o comprimento da malha adaptada seja 0 mesmo comprimento do
dominio. No fim, a malha final ndo é mais a malha 6tima calculada pela técnica de refino com

base numa estimativa via recuperacdo, mas sim uma malha adaptada e escalado.

Impondo uma restricdo no aumento dos elementos da forma h,,,, < h,;4, notou-se
que o parametro de escalamento calculado para a segunda malha foi mais préximo de um se
comparado com o caso sem restri¢des, sendo 0,8119 para a técnica Ch? e 0,7140 para a técnica
RQE. Ainda, notou-se para ambas as técnicas que a quantidade de elementos em cada etapa de

refino permaneceu a mesma, assim como os valores de erro calculados e indices de efetividade.

Na Fig. (23) e na Tab. (2) a comparagdo entre as duas técnicas de refino h-adaptativo
utilizando uma restricao imposta da forma 0,54,;;5 < hpenw < hyjq € erro relativo prescrito igual
a2%.
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Figura 23 — Comparacao entre as metodologias de refino h-adaptativo Ch” e RQE com
estimativa de erro via recuperacao (a)MNS, (b)ZZ e (¢)SPR, aplicando as res-
tricoes 0,5/,;5 < hpew < hy1q € com erro relativo prescrito igual a 2% para um
carregamento linear.

Fonte: Proéprio autor (2018).

A figura mostra que a curva relacionada a técnica RQE sobrepde a curva relacionada
a técnica Ch”, indicando que a taxa de convergéncia do erro foi a mesma em todas as etapas

de refino em ambos os casos. Ainda, ndo € possivel notar um aumento significativo da taxa de
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convergéncia entre uma etapa de refino e a etapa anterior. Isso mostra que o refino de malha

empregado ndo foi otimizado.

Tabela 2 — Comparacio entre as metodologias de refino h-adaptativo Ch” e RQE com
estimativa de erro via recuperacao MNS, ZZ e SPR, aplicando as restricoes
0,5h,10 < hpew < hy1q € com erro relativo prescrito igual a 2% para um carre-
gamento linear.

MNS
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
15,8289 3 0,9861 1,0000 15,8289 3 0,9861 1,0000
7,7611 6 0,9965 1,0000 7,7611 6 0,9965 1,0000
3,8520 12 09991 0,8071 3,8520 12 09991 0,7268
1,8314 24 1,0007 1,8266 24 1,0005
77
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
14,5021 3 0,9460 1,0000 14,5021 3 0,9460 0,9688
7,6487 6 0,9965 1,0000 7,5229 6 0,9964 0,9920
3,8366 12 09991 0,8014 3,7587 12 09991 0,7231
1,8343 24 0,9997 1,8219 24 0,9997
SPR
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
15,3114 3 0,9861 1,0000 15,3114 3 0,9861 1,0000
7,6997 6 0,9965 1,0000 7,6997 6 0,9965 0,9840
3,8444 12 09991 0,8071 3,8081 12 0,9998 0,7246
1,8327 24 1,0022 1,8248 24 1,0016

Fonte: Proprio autor (2018).

A andlise da tabela mostra que, para a estimativa de erro via MNS, ambos os métodos
apresentaram as mesmas malhas, mesmos valores de erro estimados, mesmos indices de efeti-
vidade e mesmos parametros de escalamento para as duas primeiras etapas de refino. Somente
na ultima etapa de refino foi observado uma pequena diferenca entre as duas em termos de pa-
rametro de escalamento, isso resultou em uma pequena diferenca na qualidade das estimativas

mesmo as malhas finais geradas pelas duas técnicas conterem o mesmo nimero de elementos.

No caso da estimativa via ZZ, embora em ambas as técnicas as malhas adaptadas ge-
radas possuam o mesmo nimero de elementos, nota-se uma diferenca entre os valores de erro
calculados desde a primeira etapa de refino. A qualidade das estimativas, determinada pelo in-
dice de efetividade, nas duas primeiras malhas foi a mesma para ambas as técnicas, enquanto
que para as duas etapas finais mostraram-se bem proximas em termos do valor de 6. Os valores
do parametro de escalamento para a técnica Ch”, que se referem a construcio a duas primeiras

malhas adaptadas, sendo iguais a 1 sugerem que o refino se deveu completamente a restri¢ao im-
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posta. Por outro lado, pode-se perceber para a técnica RQE que a constru¢do das mesmas duas

malhas teve influéncia dos critérios de tamanho 6timo de elemento, uma vez que os parametros

de escalamento sao diferentes de 1.

Para a adaptatividade utilizando estimativas via SPR, notou-se um comportamento se-

melhante ao apresentado no caso via ZZ com a diferenca de que o valor do parametro de esca-

lamento igual a 1 referente a primeira etapa de refino na técnica RQE, sugere que o tamanho

dos novos elementos foram calculados somente com base na restricdo imposta.

Outro teste foi realizado com uma restricdo mais abrangente para o aumento do ta-

manho de elemento, da forma: 0,54,;5 < hyeyw < 1,5h,;4. Contudo, nao foi possivel observar

qualquer diferenca entre os resultados obtidos para este caso em comparacao ao caso anterior.

A Fig. (24) e a Tab. (3) a comparacao entre as técnicas de refino utilizando uma restri-

cdo imposta da forma: 0,34, < hyey < 1,7h,;4. O erro relativo prescrito € de 2%.
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Figura 24 — Comparacao entre as metodologias de refino h-adaptativo Ch” e RQE com

estimativa de erro via recuperacao (a)MNS, (b)ZZ e (¢)SPR, aplicando as res-
tricoes 0,3/,;5 < hpey < 1,7h,;4 € com erro relativo prescrito igual a 2%.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Pela figura € possivel notar que a utilizagdo de uma restricdo com um intervalo maior

para o novo tamanho de elemento possibilitou a manifestacdo de uma diferenca maior entre
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as duas técnicas de refino. Contudo, nota-se que a taxas de convergéncia de refino na primeira
etapa de refino € praticamente a mesma em ambas as técnicas, isso sugere que o refino foi regido
somente pela restricdo imposta. A partir da segunda etapa de refino, nota-se uma diferenca de
desempenho entre as duas técnicas. Para as estimativas via MNS e SPR, fig. (24p) e (24k)
respectivamente, duas etapas de refino foram necessdrias para atingir a convergéncia em ambas
as técnicas de refino. Contudo, nota-se para o caso MNS que a inclinacio da curva referente a
técnica RQE € menor que a inclinagdo da curva referente a técnica ChP. Isto indica que a taxa
de convergéncia do erro para a técnica RQE foi menor do que a da técnica Ch”. J4 para o caso
SPR, se observa o inverso: a taxa de convergéncia da técnica RQE é maior que a da técnica Ch”

na segunda etapa de refino.

Para o caso da estimativa de erro via ZZ, nota-se que a técnica de RQE necessitou
de uma etapa de refino a mais que a Ch”. Isso sugere o refino foi regido também pela técnica

adaptativa a partir da primeira etapa.

Tabela 3 — Comparaciao entre as metodologias de refino h-adaptativo Ch” e RQE com
estimativa de erro via recuperacio MNS, ZZ e SPR, aplicando as restricoes
0,3hp10 < hyew < 1,7h,;4 € com erro relativo prescrito igual a 2% para um car-
regamento linear.

MNS
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
15,8289 3 0,9861 0,8333 15,8289 3 0,9861 0,8333
3,8520 12 09991 0,7389 3,8520 12 09991 0,7181

1,5328 29 1,0008 1,7450 26 0,9991
77
Ch? RQE
n* n°ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento

14,5021 3 0,9460 0,8291 14,5021 3 0,9460 0,8579
4,0133 11 09935 0,7660 4,4945 10 09984 0,7962

1,6024 28 0,9999 2,0838 21 0,9982 0,6243
1,2501 35 09997
SPR
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento

15,3114 3 0,9861 0,8333 15,3114 3 0,9861 0,8333
3,8444 12 0,9991 0,7389 3,8444 12 0,9991 0,7203
1,5344 29 1,0024 1,8250 24 1,0016

Fonte: Proprio autor (2018).

A andlise dos dados presentes na tabela permitiram validar o que foi observado nas
figuras. Para os casos MNS e SPR, nota-se pelo parametro de escalamento igual a 0,8333 que
a primeira etapa de refino, em ambas as técnicas, baseia-se completamente na na restricdo im-

posta. Ja para o caso utilizando estimativa via ZZ, ndo se observa a manifestacao da dominancia
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da restri¢do no processo de refino em nenhuma das etapas, independente da técnica. Contudo,
nota-se uma reducdo gradativa nos valores do pardmetro de escalamento calculados para a téc-
nica RQE. Isso indica um empobrecimento cada vez maior do processo adaptativo conforme os

refinos de malha se sucedem.

Na Fig. (25)) e na Tab. estd presente a comparagdo entre as técnicas de refino uti-
lizando uma restri¢do da forma: 0, 14,5 < hpey < 1,9h,;4 para um erro relativo prescrito de
2%.
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Figura 25 — Comparacio entre as metodologias de refino h-adaptativo Ch” e RQE com
estimativa de erro via recuperacao (a)MNS, (b)ZZ e (¢)SPR, aplicando as res-
tricoes 0, 14,5 < hpey < 1,9h,;, € com erro relativo prescrito igual a 2%.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Analisando a figura, nota-se que o comportamento das curvas comparando as duas
técnicas nos trés casos de método de recuperacdo apresentado para este caso se assemelham
ao comportamento apresentado por elas no caso sem restricoes, Fig. (22)) e Tab.(T)). A principal
diferenca entre os dois casos € na estimativa via MNS. No caso sem restri¢des, a diferencga entre
as taxas de convergéncia do erro apresentadas pelas técnicas de refino foram bem maiores do
que a apresentada neste caso. Para os casos ZZ e SPR, ndo se percebem diferencas significativas

do casos sem restri¢cdes para este.
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Tabela 4 — Comparaciao entre as metodologias de refino h-adaptativo Ch” e RQE com
estimativa de erro via recuperacio MNS, ZZ e SPR, aplicando as restricoes
0,1hp10 < hyew < 1,9h,;4 € com erro relativo prescrito igual a 2% para um car-
regamento linear.

MNS
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
15,8289 3 0,9861 0,9305 15,8289 3 0,9861 0,9495
1,8393 24 0,9998 1,8354 27 0,9946
77
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento

14,5021 3 0,9460 0,9048 14,5021 3 0,9460 0,9262
2,7380 21 0,9890 0,6943 4,4021 11 1,0020 0,7140

1,3950 34 0,9932 1,8214 24 1,0002
SPR
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
15,3114 3 0,9861 0,9305 15,3114 3 0,9861 0,8472
1,8400 24 11,0007 2,9821 16  1,0009 0,7455

1,6835 26 1,0015
Fonte: Proéprio autor (2018).

A andlise dos dados da tabela permitiram constatar que a utilizac¢do da restri¢ao 0, 14,4 <
hpew < 1,9h,14 resultou em um desempenho das técnicas de refino muito semelhante ao apre-
sentado no caso sem restricdes para o caso da estimativa de erro via ZZ. Neste caso, nota-se
que somente na segunda etapa de refino pela técnica Ch” uma malha diferente da malha gerada
no caso sem restricoes foi gerada neste caso, embora ambas contenham o mesmo nimero de
elementos. Por outro lado, para a estimativa via SPR o desempenho das duas técnicas de refino

neste caso foi idéntico ao apresentado no caso sem restricoes.

J& para o caso utilizando estimativa via MNS, nota-se que a técnica Ch? obteve desem-
penho idéntico ao apresentado na comparacdo sem restricdes. Ja para a técnica RQE, nota-se
que o nimero de elementos necessarios para atingir a convergéncia nesse caso foi 27, enquanto
que no caso sem restrigdes foi 92. Isso indica que a imposi¢do da restri¢ao favoreceu o processo
de refino uma vez que menos elementos foram utilizados na aproximagdo, consequente um

menor custo computacional foi necessdrio para se obter uma solugdo aproximada satisfatoria.

Foram realizados testes utilizando restricdes 0,3, < hpeyy < 1,7hp1q € 0,1hy1q <
hpew < 1,9h,;4, porém com um valor de erro prescrito de 0,1%. Os resultados obtidos apre-
sentaram um comportamento semelhante para ambos os casos. Como foi utilizado um valor
de erro prescrito menor, mais etapas de refino foram necessérias para a convergéncia se com-
parado aos casos com as mesmas restri¢des, porém com um valor de erro prescrito de 2%. No

entanto, o que se observou, para ambas as técnicas de refino, foi um comportamento semelhante
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ao apresentado pelo caso 0,34, < hyew < 1,7h,;4 anterior. Nas primeiras etapas de refino, a
critério dominante no calculo do novo tamanho dos elementos foi a restricdo imposta. Enquanto
que a manifestacdo da influéncia técnicas Ch” e RQE no refino sdo mais facilmente percebidas
somente quando o nimero de elementos na malha corrente € alto o suficiente. Isso indica que
a utilizacdo de restricdes impostas neste caso tendem a inibir o processo de refino otimizado

quando o numero de elementos na malha e o erro prescrito sdo baixos.

7.2 CASO 2 - CARREGAMENTO QUADRATICO

O segundo caso a ser tratado é um problema unidimensional de elasticidade em barra
deformadvel, igual a aquele avaliado no Caso 1: uma barra engastada em uma extremidade e

livre na outra, submetida a um carregamento distribuido axialmente conforme Fig. [0

Para este caso, o carregamento ao qual a barra estd submetida é modelado como uma

funcdo polinomial quadratica definida no dominio de anélise do problema, como
b(x) = —8x* 4 8x—1, (7.5)

onde x = [0,L], sendo L. o comprimento da barra igual a 1 m. Essa funcao € representada grafi-

camente conforme a Fig. [26]

0.5

bi(x)
(=]

-0.5

X

Figura 26 — Carregamento quadratico.

Fonte: Préprio autor (2018).

Da configuragdo do sistema fisico, similar ao considerado na se¢ao 7.1, pode-se definir

as condig¢des de contorno do problema como sendo

o dus(x=L)
Uy(x=0)=0 e — - 0. (7.6)

Dessa maneira, pode-se calcular a solu¢do exata em deslocamento, u,, € a solugdo em

tensao associada, 0, (x), dadas por

2, 4,5 1, 1
o (x) = §x4 - §x3 + 5x2 +3x e (7.7)
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100

800
= 23 —400x2 + 100x+7. (7.8)

O,(x)
7.2.1 Verificagcdo da formulacao implementada

A fim de assegurar a validade da formulacdo empregada na rotina computacional, fo-
ram realizados os mesmos grupos de simulagdes utilizadas na verificagdo para o caso do carre-
gamento linear. Dessa forma, tendo conhecimento das solu¢des exatas em deslocamento e em
tensdo para o carregamento quadrético, eq. e foram calculados os valores de erro rela-
tivo em energia para malhas contendo elementos com grau polinomial p=1,p=2ep=3e
sujeitas a um refino aninhado. A partir disso, uma comparag@o entre as taxas de convergéncia
do erro relativo calculada e as taxas de convergéncia do erro relativo teoricamente conhecidas

presentes na literatura € realizada.

Na Fig.[27|tem-se a comparacdo entre as solugdes exata (linha continua preta) e apro-

ximada (linha tracejada em vermelho), para o caso de p = 1 em um refino aninhado de malha.
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Figura 27 — Comparacio entre as solu¢oes exata e aproximada em deslocamento para ma-
lhas com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (¢)12 elementos, com p = 1 para
um carregamento quadratico.

Fonte: Proéprio autor (2018).
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Conforme esperado, como a solucdo exata do problema ¢ um polindmio de grau 4,
uma malha utilizando elementos p = 1 ndo foi capaz de aproximé-la exatamente. Entretanto, é
notavel que a qualidade da aproximagao aumenta conforme o nimero de elementos na malha

aumenta e, mais uma vez, a condicdo de contorno essencial é assegurada na aproximacao.

Na Fig. tem-se a comparagdo entre a solucdo exata em tensao e a solu¢ao aproxi-

mada em tensdo utilizando elementos p = 1 em um refino aninhado de malha.

50 50

401 -0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

50

X C

Figura 28 — Comparacio entre as solucoes exata e aproximada em tensao para malhas
com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (¢)12 elementos, com p = 1 para um
carregamento quadratico.

Fonte: Préprio autor (2018).

Conforme pode ser observado na Fig. [28] para aproximagdes utilizando elementos li-
neares, a solu¢do em tensdo assume um valor constante no elemento e € descontinua nas jungdes
elementares. Pode-se destacar que as derivadas das solugdes apresentam um erro pontual muito
maior se comparadas com as préprias solugdes, isso fica nitido se for observado o quao mais
distante a soluc@o aproximada se encontra da solugdo exata na Fig. 28] em compara¢do com a

Fig.[2"/|para uma malha com o mesmo nimero de elementos.

Algumas questdes apontadas no caso do carregamento linear se reproduziram neste
caso, como o tamanho da descontinuidade dos valores de tensdao de um elemento para o outro
ser influenciado pela inclinacio da curva da solucdo exata naquela regido quando elementos de

tamanhos iguais sdo utilizados. Na Fig. [28b, por exemplo, é possivel notar a diferenga entre os
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valores de tensdo nos dois primeiros elementos nas extremidades € bem pequena. Isso ocorre
porque o ng, x=0,1666, em que a descontinuidade se encontra estd em uma posi¢ao do dominio
na qual a inclinagdo da curva da solucdo exata € proxima de zero. Em contrapartida, a descon-
tinuidade de tensd@o € bem maior entre os dois elementos centrais uma vez que a inclinagdo da

curva que representa a solucdo exata é grande.

As solugdes em deslocamento e em tensdo utilizando elementos quadraticos podem
ser observadas nas Fig[29]e 30|

0.2 02
- D D

0.15 0.15

X 01 ¥ o1

0.05 0.05

—_—U, —Uy
-0y -0 u
0 0
0 02 0.4 0.6 08 1 0 0.2 04 06 08 1
X a X b
02
]
0.15
%
X o1
0.05
_UD
-0 u
0
0 0.2 04 06 08 1
X c

Figura 29 — Comparacao entre as solucoes exata e aproximada em deslocamento para ma-
lhas com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (¢)12 elementos, com p = 2 para
um carregamento quadratico.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Conforme o esperado, a solu¢do aproximada utilizando elementos p = 2 conseguiu
representar a solucdo exata melhor do que a aproximacdo obtida utilizando elementos p = 1

para um mesmo nimero de elementos.
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Figura 30 — Comparacio entre as solucoes exata e aproximada em tensao para malhas
com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (¢)12 elementos, com p = 2 para um
carregamento quadratico.

Fonte: Préprio autor (2018).

No caso da solu¢do em tensdo, conforme Fig. 30} nota-se que para p =2 a solugio
aproximada em tensio varia linearmente dentro do elemento. E possivel observar uma melhora
significativa na aproximacao se comparada com a Fig. porém ainda existe descontinuidade
de tensdes entre os elementos embora nio tdo acentuada se comparada com a aproximacao
p=1

As solugdes em deslocamento e em tensdo para o grupo utilizando elementos cubicos

podem ser observadas nas Fig[31]e[32]
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Figura 31 - Comparacio entre as solu¢oes exata e aproximada em deslocamento para ma-
lhas com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (c)12 elementos, com p = 3 para
um carregamento quadratico.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Na Fig. [31] tem-se a comparacdo entre a solucdo exata e a solugdo aproximada utili-
zando elementos com p = 3. Conforme o esperado, este € o caso em que a solucao por MEF

melhor aproxima a solucdo exata.
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Figura 32 — Comparacio entre as solucoes exata e aproximada em tensao para malhas
com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (¢)12 elementos, com p = 3 para um
carregamento quadratico.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Na Fig.[32] compara-se a solu¢do exata em tensdo com a correspondente solugdo apro-
ximada, neste caso € uma funcao polinomial quadratica. Nota-se ainda descontinuidade de ten-
sao na interface dos elementos. Porém, para a primeira malha, Fig. 32h, a descontinuidade

observada, x=0,3333, ja € a menor dentre os trés o tipos de elementos avaliados.

A Fig. 33] mostra o comportamento do erro relativo em energia exato em func¢do do

numero de elementos na malha utilizando elementos p =1, p=2¢e p =3.
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10'
N° elementos na malha

Figura 33 — Comparacio entre as curvas de convergéncia do erro relativo em energia para
os malhas contendo elementos lineares, quadraticos e cibicos obedecendo a
um refino aninhado para um carregamento quadratico.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Umas vez conhecido o comportamento do erro relativo em energia exato para cada um
dos casos, calculou-se a taxa de convergéncia do erro relativo obtendo os seguintes resultados:
0,895 para p =1, 1,963 para p = 2 e 3,000 para p = 3. Segundo Szabo e Babhuska (2011), os
valores esperados para a taxa de convergéncia do erro relativo em problemas unidimensionais
sem singularidades devem ser iguais ao grau polinomial p referente ao tipo de elemento utili-
zando na aproximac¢do. Comparando os resultados esperados com os calculados, nota-se que a
diferenca entre eles é da ordem de 10% para p =1 e de 1% a 2% para p =2 e p = 3. E impor-
tante notar ainda que a discrepancia de 10%, aparentemente grande, pode indicar que os valores
de erro encontrados ainda se encontrem num chamado regime pré-assintético. Realizar o expe-
rimento com p = 1 usando mais que 12 elementos pode ajudar a verificar tal hipétese. Ainda
assim, com base nos valores obtidos € seguro validar a implementa¢do adequada da formulacao

MEEF na rotina compuitacional.

7.2.2 Estimativa de erro a posteriori

As Fig. 34136] apresentam a comparacdo entre a solugdo exata em tensdo, por MEF e
recuperada utilizando recuperacdo via MNS, ZZ e SPR, respectivamente. Optou-se por apre-
sentar somente 0s casos para p = 1 pois para os outros graus fica dificil realizar a distincao

entre as curvas.



77

_o..o.
-5;.0_'

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X C

Figura 34 — Comparacio entre as solucoes exata, recuperada e aproximada em tensiao
para malhas com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (c)12 elementos, com p = 1
e recuperacao via MINS para um carregamento quadratico.

Fonte: Proéprio autor (2018).

A Fig. [34 mostra a recuperagio via MNS utilizando um refino aninhado comecando
com uma malha de 3 elementos, em seguida 6 elementos e, finalmente, 12 elementos. Pode-se
notar claramente que os valores de tensdo recuperada nos nds encontram-se no ponto médio

entre os valores de tensao.
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Figura 35 — Comparacio entre as solucoes exata, recuperada e aproximada em tensiao
para malhas com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (c)12 elementos, com p = 1
e recuperacao via ZZ para um carregamento quadratico.

Fonte: Proéprio autor (2018).

A Fig. 35| mostra a recuperagdo via ZZ utilizando o mesmo padréo de refino aninhado
que foi utilizado no caso anterior. As mesmas caracteristicas apresentadas pelos valores de ten-
sdo recuperadas que foram discutidas no caso do carregamento linear se reproduziram neste
caso. Pode-se observar um padriao de simetria entre os valores de tensao no interior de cada ele-
mento. E notével que, para as malhas com 6 e 12 elementos, a tensdo recuperadas nos extremos

se aproxima bastante dos valores exatos.
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Figura 36 — Comparacio entre as solucoes exata, recuperada e aproximada em tensiao
para malhas com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (c)12 elementos, com p = 1
e recuperacao via SPR para um carregamento quadratico.

Fonte: Proéprio autor (2018).

A Fig.[36] mostra a recuperacdo via SPR. Ao contrario do que pode ser observado nas
figuras para carregamento linear, a recuperacdo SPR nio mostra ser a que mais se aproxima
da solugdo exata no caso do carregamento quadratico. Comparando as curvas, nas fig. (34p) e

(35p) nota-se que a recuperagdo ZZ consegue representar melhor a solugio exata.

Na Fig. [37|estdo apresentadas as curvas do indice de efetividade em fungio do nimero

de elementos da malha. Foram avaliadas malhas com elementos p =1, p=2¢e p = 3.
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Figura 37 — Comparacio entre o desenvolvimento dos indices de efetividade na situacao de
refino aninhado e diferentes graus elementares para as estimativas baseadas
na recuperacao (a) MNS, (b) ZZ e (c) SPR para um carregamento quadratico.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Através da avaliacdo dos resultados presentes nas Fig. nota-se que para os trés
métodos de recuperacgdo a utilizagdo de elementos lineares forneceu estimativas acuradas, cujos

indices de efetividade se aproximam da unidade, independentemente do modo de recuperacgdo.

Particularmente para malhas utilizando elementos p = 2, a recuperagao via MNS apre-
sentou o pior desempenho. A efetividade se distancia do valor 6timo conforme se aumenta a
quantidade de elementos na malha. J4 para a recuperacdo ZZ, o indice de efetividade mantém-
se aproximadamente constante em 0,8 conforme realiza-se o refino, subestimando o erro exato.
No caso da recuperacdo SPR, foi a que apresentou o melhor desempenho entre as trés, subesti-
mando o erro na malha inicial, porém alcan¢ando efetividade préxima a unidade a medida que

o refino h se desenvolve.

De maneira geral, os trés métodos de recuperagdo apresentaram um bom desempenho
para p = 3. No caso MNS, inicialmente a recuperacdo forneceu uma estimativa que subestima o
erro exato, contudo o indice de efetividade se aproxima da unidade conforme se refina a malha.
Para a recuperacdo ZZ, o indice de efetividade se desenvolve de maneira semelhante, a malha

com trés elementos forneceu uma estimativa que superestimou o erro enquanto que o refino
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acarreta em uma convergéncia a unidade. Por fim, a recuperacdo SPR forneceu uma estimativa

cujo indice de efetividade manteve-se constante préximo de 1 para todas as malhas testadas.

No que se refere exclusivamente a recuperacio MNS, o comportamento do indice de
efetividade frente ao grau de elemento utilizado sugere o que Babuska e Strouboulis (?) chamam
de dicotomia, ou seja, existe diferenca entre o comportamento do erro para aproximagdes de
grau par e fmpar. Outra caracteristica que pode ser observada é que os Indices de efetividade
para p =1 e p =3 tendem a ficar mais préximos de 1 com o refino de malha. O que é chamado

de robustez-h.

Quanto a estimativa via ZZ, € possivel notar também indicios de robustez-h quando
elementos cubicos foram utilizados e também de dicotomia uma vez que ndo se percebe ten-

dencia de melhora nas estimativas quando p = 2.

Por sua vez, a recuperacdo SPR produziu estimativas que apresentaram robustez-h
para todos os graus. Também pode-se notar dicotomia, principalmente na primeira malha onde

o indice de efetividade para p = 2 estd mais distante da unidade se comparado com p =1 e

p=3.

7.2.3 h-Adaptatividade

Na Fig. (38) e Tab. (5)) tem-se a comparacao entre as técnicas de refino adaptativo, Ch”
e RQE, considerando estimativas de erro baseadas nos trés métodos de recuperacao de solugao.
Para este caso, ndo foram impostas restricoes de aumento ou diminui¢do dos novos tamanhos

de elemento e um erro relativo prescrito de 2% foi estabelecido.
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Figura 38 — Comparacao entre as metodologias de refino h-adaptativo C/” e RQE com
estimativa de erro via recuperacao (a)MNS, (b)ZZ e (¢)SPR sem quaisquer
restricoes de modificacdo de tamanho de elemento e com erro relativo pres-
crito igual a 2% para um carregamento quadratico.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Pelas figuras, nota-se que o caso utilizando estimativa via MNS foi o que apresentou

uma maior diferenga no desempenho entre as duas técnicas de refino. A fig. (38p) mostra que

ambas as técnicas efetuaram duas etapas de refino para atingir a convergéncia. Contudo, na

técnica Ch?” ndo se observa grandes alteragcdes entre as taxas de convergéncia das duas etapas

de refino, enquanto que na técnica RQE se percebe um aumento significativa da inclinagcdo da
curva na segunda etapa em relacdo a primeira.

Para os casos com estimativa de erro via ZZ e SPR, por outro lado, ndo se observou

grandes diferencas entre as taxas de convergéncias das duas técnicas.
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Tabela 5 — Comparacio entre as metodologias de refino h-adaptativo C/” ¢ RQE com es-
timativa de erro via recuperacio MNS, ZZ e SPR sem quaisquer restricoes de
modificacdo de tamanho de elemento e com erro relativo prescrito igual a 2%
para um carregamento quadratico.

MNS
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
28,2082 3 1,0753 0,9449 28,2082 3 1,0753 0,9549
2,0567 39  0,9986 0,5068 3,7851 234 0,9766 0,1367
1,4303 60  1,0636 0,7365 312 0,9556
77
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n°ele. 0 escalamento
23,2411 3 1,0138 0,9302 23,2411 3 1,0138 0,8477
2,2384 35 0,9991 0,6335 4,4383 17 09977 0,7511
1,8909 47 1,0874 2,0060 36 1,0251 0,7054
1,4727 48 1,0285
SPR
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n°ele. 0 escalamento
24,5681 3 1,0753 0,9449 24,5681 3 1,0753 0,8873
2,0583 39 0,9986 0,5068 4,4566 18  0,9949 0,7704
1,5485 60  1,1488 1,9163 38 1,0160

Fonte: Proprio autor (2018).

Através da andlise da tabela, observa-se que para o caso com estimativa via MNS a
diferenca entre as malhas geradas pela técnica Ch? e RQE, em termos de nimero de elementos,
€ bem grande. Como investiga¢do sobre os motivos que levaram a essa diferenca, foram analisa-
dos os campos de tensdo, aproximado e recuperado, gerados pelas malhas adaptadas e algumas
caracteristicas foram observadas. A fig. (34p) mostra a comparagdo entre os campos de tensdo
exato, aproximado e recuperado para o carregamento quadrético, para a malha inicial contendo
3 elementos. Nessa figura é possivel notar que nos elementos dos dois extremos do dominio, x
=[0;0,3333] e x = [0,6666;1], que o valor de tensdo aproximada em um dos nés € idéntico ao
valor de tensdo recuperada no mesmo nd. Uma analise dos campos de tensdo nas malhas adapta-
das subsequentes permitiu observar que, nos referidos elementos, a técnica RQE proporcionou
um refino muito mais intenso se comparado com qualquer outro elemento que nao apresenta
essa caracteristica. Ainda, a comparagao entres as duas técnicas para os mesmos elementos dos
extremos do dominio mostrou que o refino proporcionado pela Ch” foi bem menos intenso do

que o observado na RQE.

Em contrapartida, a comparacao entre o nimero de elementos nas malhas adaptadas
geradas pelas duas técnicas evidencia que os refinos baseados na RQE foram menos intensos

que os baseados na Ch?”, em estimativas de erro via ZZ e SPR. No caso ZZ, além de a técnica
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RQE ter efetuado uma etapa de refinamento a mais, pode-se notar que o aumento do nimero
de elementos de uma etapa para a subsequente € menor se comparado com a da técnica Ch”. O

mesmo se observa no caso SPR, porém ambas as técnicas realizaram a mesma quantidade de
etapas de refino.

A Fig. (39) e a Tab. (6] apresentam uma comparagao entre as técnicas, porém utilizando
a restricao My, < h,q € um erro relativo prescrito de 2%.
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Figura 39 — Comparacao entre as metodologias de refino h-adaptativo C/” e RQE com
estimativa de erro via recuperacao (a)MNS, (b)ZZ e (¢)SPR, aplicando as res-

tricoes /., < h,;; € com erro relativo prescrito igual a 2% para um carrega-
mento quadratico.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Através da andlise da Fig. (39), ndo é possivel notar diferengas significativas entre as

taxas de convergéncia das técnicas de refino apresentadas neste caso com o caso anterior, sem
restricoes.
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Tabela 6 — Comparaciao entre as metodologias de refino h-adaptativo Ch” e RQE com
estimativa de erro via recuperacio MNS, ZZ e SPR, aplicando as restricoes
hpew < hoiq € com erro relativo prescrito igual a 2% para um carregamento
quadratico.

MNS
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
28,2082 3 1,0753 0,9449 28,2082 3 1,0753 0,9549
2,0567 39 0,9986 0,7603 3,7851 234 0,9766 0,9752

1,2382 60 1,0003 0,6043 312 0,9939
77
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n°ele. 0 escalamento

23,2411 3 1,0138 0,9302 23,2411 3 1,0138 0,8477
2,2384 35 0,9991 0,8901 4,4383 17 09977 0,7610

1,5105 47  1,0025 1,9844 36 1,0165
SPR
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento

24,5681 3 1,0753 0,9449 24,5681 3 1,0753 0,8873
2,0583 39 0,9986 0,7603 4,4566 18 0,9949 0,7808
1,2410 60 1,0020 1,9217 38 1,0106

Fonte: Préprio autor (2018).

A Tab. (6) permite observar que o desempenho demonstrado pelas técnicas de refino,
em termos de nimero de elementos necessdrios para atingir menor ou igual ao permitido, no
caso de estimativa via MNS, foi idéntico ao apresentado no caso sem restricdes. Contudo, uma
diferenca que se destaca sdo os valores de escalamento calculados neste caso com os calculados
naquele, para ambas as técnicas de refino. Enquanto que os parametros de escalamento calcula-
dos referentes a terceira malha foram 0,5068 e 0,1367, respectivamente, para Ch” e RQE. Por
outro lado, os valores calculado para o caso em que se restringe o crescimento dos elementos
foram 0,7603 para Ch? e 0,9752 para RQE. Isto evidencia de que o processo adaptativo no caso
anterior foi bem mais empobrecido devido a grande distor¢do que o comprimento da malha
adaptada apresentou em relacdo ao comprimento do dominio. Ainda, nota-se que isso também
influenciou na qualidade da estimativa de erro na tltima malha. O caso sem restri¢des apresen-
tou uma estimativa pior, com 6 = 1,0636 para Ch” e 6 = 0,9556 para RQE, se comparado com
este ultimo, com 6 = 1,0003 para Ch” e 0 = 0,9939 para RQE.

Ao contrério do que foi observado no caso sem restri¢coes, a adaptatividade baseada
na estimativa via ZZ necessitou menos elementos para convergéncia na técnica RQE do que na
Ch?, quando impondo restricao ao crescimento dos novos elementos. O mesmo comportamento
€ observado para a estimativa via SPR e se repete em todas as etapas de refino. Isso € um

indicativo de que a técnica RQE tende a refinar menos que a técnica de Ch”.
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Uma andlise tedrica da formulagdo da técnica RQE mostrou que esse indicativo se
confirma. Partindo da eq. (5.55)), tem-se

e

H
Rpew (A.ng + Ehnewz) = eyzn- (7.9)

Dividindo a equagdo por ALLS, obtém-se

Hehnew2 ez
h 1+ = 7.10
new( 12 ¢ ) \ ¢ ( )

Nas figuras (35p) e (36p), tem-se a comparagao entre os campos de tensdo exato, apro-
ximado e recuperado para uma malha com 3 elementos. Em ambas as figuras, nota-se que para
os elementos centrais, x=[0,3333;0,6666], a mesma caracteristica do campo de tensdes se ma-
nifesta. Primeiro, o valor de tensao recuperada € igual ao valor tensdo aproximada no ponto
x=0,5, que corresponde ao meio do elemento. Segundo, a diferenca entre os valores de tensdo
recuperada e aproximada, AG = ¢* — 0, no n6 a esquerda do elemento possui a mesma magni-

tude porém sinal oposto a diferenca de tensdo no n6 a direita do elemento. Quando isso ocorre,

tem-se na eq. (7.10) que

Hehnew2
12A1¢

logo pode-se considerar que o termo cubico é o governante da eq. (7.10), dessa forma:

12¢2\ '
hew = ( Hem> . (712)

>> 1, (7.11)

Considerando o erro obtido na malha corrente sendo

2 1/3
hotd = (UEH—(eh"”)> . (7.13)

Comparando com o erro na malha corrente, tem-se

2/3
hnew :( €m > _ L (714)
hoia E(hoia) £2/3

A figura (#0) mostra a comparacdo entre as técnicas de refino adaptativo em termos

de intensidade de refinamento de tamanho de elemento, dada pela razdo };l”—j:[' em funcdo do

pardmetro de refinamento &.
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Figura 40 — Comparacio entre as técnicas de refino adaptativo em termos de intensidade
de refinamento de tamanho de elemento, dada pela razao };l”—z; em funcao do

pariametro de refinamento .

Fonte: Préprio autor (2018).

A andlise da Fig. confirma o que foi indicado pelos valores da Tab. (6)). Quando
se deve diminuir o tamanho de elemento, ou seja, intervalo em que £ > 1, para um mesmo
parametro de refinamento, a técnica Ch” tende a calcular um tamanho de elemento 6timo menor

que a técnica RQE.
A Fig. e a Tab. (7)) apresentam a comparagio entre as técnicas Ch” e RQE utili-

zando uma restri¢cao agora também quanto a redug¢do do tamanho do elemento, tal que 0,5k,;; <

hpew < h,1q € mantendo o erro relativo prescrito igual 2%.
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Figura 41 - Comparacao entre as metodologias de refino h-adaptativo Ch” e RQE com
estimativa de erro via recuperacao (a)MNS, (b)ZZ e (¢)SPR, aplicando as res-
tricoes 0,5/, < hpew < hyq € com erro relativo prescrito igual a 2% para um
carregamento quadratico.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Através da andlise da Fig. (1) se percebe que, para os trés métodos de recuperagio
utilizados nas estimativas, malhas adaptadas com o mesmo nimero de elementos foram geradas
nas primeiras etapas de refino. Ja para as ultimas etapas, ndo se percebem diferencgas significa-
tivas entre as técnicas no caso de estimativa via ZZ. Por outro lado, para os dois outros métodos
de recuperacdo, nas dltimas etapas nota-se um comportamento instdvel da taxa de refino no sen-
tido de que existe um aumento e uma diminui¢do da inclinagdo da curva de maneira alternada

conforme se sucedem as etapas de refino.
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Tabela 7 — Comparaciao entre as metodologias de refino h-adaptativo Ch” e RQE com
estimativa de erro via recuperacio MNS, ZZ e SPR, aplicando as restricoes
0,5h,10 < hpew < hy1q € com erro relativo prescrito igual a 2% para um carre-
gamento quadratico.

MNS
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
28,2082 3 1,0753 1,0000 28,2082 3 1,0753 1,0000
13,2649 6 0,9877 1,0000 13,2649 6 0,9877 1,0000
6,3216 10 08133 1,0000 60,3216 10 08133 1,0000
3,2616 18 0,5750 0,7979 3,2616 18 0,5750 0,8018
2,7534 34 0,8269 1,0000 2,6544 34 0,8953 1,0000
2,0895 38 0,9754 0,8882 2,0440 38 0,9881 0,6784

1,5545 46  1,0025 1,1948 62  1,0007
77
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento

23,2411 3 1,0138 1,0000 23,2411 3 1,0138 1,0000
13,0572 6 1,0131 1,0000 13,0572 6 1,0131 1,0000
6,6479 12 1,0027 0,9584 6,6479 12 1,0027 0,9273
3,2454 22 09872 0,8643 3,2168 22 09893 0,7702

1,7485 40  0,9969 1,7512 40  0,9984
SPR
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento

24,5681 3 1,0753 1,0000 24,5681 3 1,0753 1,0000

13,2122 6 0,9877 1,0000 13,2122 6 0,9877 1,0000

6,3262 10  0,8122 1,0000 6,3262 10  0,8122 1,0000

3,4550 18  0,6069 0,9175 3,4550 18  0,6069 0,8114

2,7331 32 0,8862 0,9485 2,7232 32 0,886l 1,0000

1,9865 38 00,9934 2,1023 36 0,9909 0,7199
1,3105 56 1,0054

Fonte: Proéprio autor (2018).

A anélise dos valores da Tab. permite observar que, além da instabilidade notada
nas curvas presentes na Fig. (1)), existe também uma instabilidade no indice de efetividade.
Nos casos de estimativas via MNS e via ZZ, o indice de efetividade inicia proximo a unidade,
1,0753 para ambos os métodos de recuperacio. Os refinos se sucedem com o valor do indice
de efetividade diminuindo até atingir um minimo, 0,5750 para MNS e 0,6069 para ZZ. A partir
disso, os valores de indice de efetividade voltam a crescer tendendo a unidade até o processo

adaptativo satisfazer o limite de erro prescrito.

Vale apontar, também, que a imposicao da restricao eliminou a tendéncia da técnica
RQE refinar menos intensamente que a técnica Ch”, isso € indicado pelo fato de que em ne-

nhum dos trés casos a RQE utilizou menos elementos na malha que a Ch” para atingir a con-
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vergéncia. Além disso, 0s casos em que o parametro de escalamento € igual a 1 indicam que
o refino foi dominado pela restricdo imposta e nao pela técnica de obtencao do novo tamanho
elementar. Isso é confirmado quando as solucdes geradas pelas malhas adaptadas, que possuem
o mesmo nimero de elementos, pelas duas técnicas geraram valores de erro relativo e indice de

efetividade idénticos.

Mais alguns testes foram realizados utilizando intervalos diferentes para as restri¢des
quanto ao novo tamanho de elemento. Porém, apenas um relato das observacoes serd feito na

sequéncia. Fig.s e tabelas correspondentes serdo omitidos para abreviar a discussao.

Utilizando 0,5h,;4 < hpeyw < 1,5h,4 € erro relativo prescrito 2%, percebeu-se que a
instabilidade da inclinacdo da curva de erro relativo em energia em fun¢do do nimero de ele-
mentos da malha foi agravada, sendo que em algumas etapas de refino foi possivel notar uma
perda de convergéncia, ou seja, um aumento do valor de erro relativo conforme se aumentou o

ndmero de elementos da malha.

Com as restricoes 0,344 < hpew < 1,7hp10 € 0, 1hy1q < hpey < 1,9h,,4 utilizando erro
relativo prescrito igual a 2% nao foi mais observada instabilidade nas taxas de convergéncia do
erro relativo. Além disso, notou-se que as restricdes permitiram um melhor controle do refino
no caso das estimativas via MNS. A imposi¢do da restri¢ao 0, 14,45 < hpey < 1,9h,4 foi capaz
de melhorar, também, o desempenho da técnica Ch”, em termos do nimero do de elementos
necessdrios para a convergéncia, para os casos ZZ e SPR. Ainda, o desempenho da técnica
RQE para estimativas via ZZ piorou, enquanto que o desempenho para as estimativas via SPR

permaneceu 0 mesmo.

Utilizando ainda as restricoes 0,3%,1q < hypew < 1,7hy1q € 0,1hp1q < hyew < 1,904
com erro prescrito de 0,1%, percebeu-se 0 mesmo comportamento daquele manifestado no car-
regamento linear: as primeiras etapas de refino dominadas pelas restricdes impostas e somente

nos estagios finais se percebe influéncia das técnicas de refino.

7.3 CASO 3 - CARREGAMENTO SENOIDAL

O terceiro de carregamento ao qual a barra estd submetida é modelado como uma

funcdo trigonométrica definida no dominio de andlise do problema, dada por
b(x) = sin(2mx), (7.15)

onde x = [0,L], sendo L o comprimento da barra igual a 1 m. A representacao grafica da funcao
b(x) estd presente na Fig.
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Figura 42 — Carregamento senoidal.

Fonte: Proéprio autor (2018).

A configuragdo do sistema fisico € similar a considerada para o carregamento linear, na
seccdo 7.1, no que diz respeito as condi¢des de contorno. Todavia, caso houvesse uma tnica res-
tricdo de deslocamento colocada exatamente no meio do dominio, tal carregamento poderia ser
usado para modelar o efeito da forca centrifuga atuando axialmente em uma hélice de helicop-

tero, por exemplo, quando esta se encontra em movimento angular com velocidade constante.

Definidas as condi¢des de contorno do problema, pode-se calcular a solu¢do exata em

deslocamento, u,(x), e a solugdo em tensdo associada, o, (x), dadas por

| 1
Up(x) = msm(Zﬁx) o e (7.16)
50 50
Oo(x) = ¥c0s(27rx) - (7.17)

7.3.1 Verificac@o da formulacdo implementada

Tendo conhecimento da solugdo exata do problema, eq. e ¢ possivel calcu-
lar o erro relativo em energia exato da solucdo aproximada, a fim de se verificar as taxas de

convergéncia do erro relativo em energia em fun¢do do nimero de elementos na malha.

Neste caso, optou-se pela ndo apresentacdo da comparacdo entre a solucio exata e a
aproximada em deslocamento. Isso se deve ao fato de que as principais caracteristicas que foram
apontadas nos casos anteriores também se reproduzem neste caso, ndo havendo necessidade de

exp0d-las novamente.

Na Fig. 43| sdo apresentadas as curvas de erro relativo em energia exato em fungio do

numero de elementos na malha paraos casos p=1,p=2e p =3.
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Figura 43 — Comparacio entre as curvas de convergéncia do erro relativo em energia para
os malhas contendo elementos lineares, quadraticos e cibicos obedecendo a
um refino aninhado para um carregamento senoidal.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Os valores de taxa de convergéncia do erro relativo em energia exato em funcao do
numero de elementos na malha foram: 0,951 para p =1, 1,957 para p =2 e 2,964 para p = 3.
A diferenca entre os valores de taxa esperados e os calculados varia entre 3,5% e 4,5%, portanto

€ seguro validar a formulacdo implementada para o caso do carregamento senoidal.

7.3.2 Estimativa de erro a posteriori

As Fig. [44] - 46| apresentam a comparagdo entre as solu¢des em tensio exata, aproxi-

mada e recuperada via MNS, ZZ e SPR, respectivamente.
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Figura 44 — Comparacio entre as solucoes exata, recuperada e aproximada em tensiao
para malhas com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (c)12 elementos, com p = 1
e recuperacao via MINS para um carregamento senoidal.

Fonte: Proéprio autor (2018).
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Figura 45 — Comparacio entre as solucoes exata, recuperada e aproximada em tensiao
para malhas com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (c)12 elementos, com p = 1
e recuperacao via ZZ para um carregamento senoidal.

Fonte: Proéprio autor (2018).
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Figura 46 — Comparacio entre as solucoes exata, recuperada e aproximada em tensiao
para malhas com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (c)12 elementos, com p = 1
e recuperacao via SPR para um carregamento senoidal.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Comparando-se as figuras, nota-se que a recuperagao via ZZ apresentou o melhor de-
sempenho, para p = 1. Ao se avaliar os Indices de efetividade, Fig. essa observacdo se
confirma. Embora na malha inicial a recuperacdo ZZ tenha fornecido a pior estimativa entre
as trés, nas malhas com 6 e 12 elementos a estimativa via ZZ foi a que forneceu um indice de
efetividade que mais se aproximou da unidade.

A Fig. 47| apresenta as curvas de indice de efetividade em funcdo do nimero de ele-
mentos na malha para os trés métodos de recuperacao, variando também o tipo de elementos

utilizado.
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Figura 47 — Comparacio entre o desenvolvimento dos indices de efetividade na situacao de
refino aninhado e diferentes graus elementares para as estimativas baseadas
na recuperacao (a) MNS, (b) ZZ e (c) SPR para um carregamento senoidal.

Fonte: Proéprio autor (2018).

A estimativa via MNS apresentou valores de indice de efetividade permanecendo pra-
ticamente constante ¢ bem préximo a unidade conforme refina-se a malha para elementos li-
neares. Ja para elementos quadréticos, as estimativas foram piorando conforme o nimero de
elementos crescia. Em contrapartida, as estimativas fornecidas pela recuperacdo MNS utili-
zando elementos cubicos tenderam a melhorar conforme o nimero de elementos na malha foi
aumentado. Esse comportamento do indice de efetividade em relagdo ao tipo de elemento uti-
lizado sugere o fendmeno da dicotomia. Assim, verifica-se a robustez-h para malhas contendo

elementos de tipo impar.

No caso da estimativa via recuperacio ZZ, os Indices de Efetividade calculados para
p =1 e p =3 apresentaram comportamento simular conforme realiza-se o refino da malha,
sendo que em ambos o Indice tende a unidade conforme o nimero de elementos aumenta. J4
para p =2, o que se observa € um desenvolvimento constante do indice de efetividade conforme
ocorre o refino da malha, de forma que a estimativa subestima o erro exato. Neste caso também

€ possivel notar dicotomia e robustez-h por parte dos elementos lineares e cibicos.

Para a recuperag@o SPR, observa-se que o indice de efetividade tende a unidade para os
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trés tipos de elementos testados conforme o refino avanga, sugerindo robustez-h do estimador.

7.3.3 h-Adaptatividade

A Fig. (48) e a Tab. (8) apresentam a comparag@o entre as duas técnicas de refino para o

um processo adaptativo sem restricdes impostas sobre o novo tamanho de elemento e utilizando

erro relativo prescrito igual 2 %.
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Figura 48 — Comparacio entre as metodologias de refino h-adaptativo Ch” e RQE com
estimativa de erro via recuperacao (a)MNS, (b)ZZ e (c)SPR sem quaisquer
restricoes de modificacdo de tamanho de elemento e com erro relativo pres-
crito igual a 2% para um carregamento senoidal.

Fonte: Préprio autor (2018).

Na fig. (48p) tem-se a utilizacdo de estimativas de erro baseadas na recuperacdo MNS.
Neste caso, nota-se que a técnica Ch? precisou de 3 etapas de refino para atingir a convergéncia,
enquanto que a técnica RQE necessitou apenas de 1. Observa-se também que existiu um perda

de convergéncia na segunda etapa de refino no caso Ch”, ainda assim a técnica de RQE utilizou

mais elementos para atingir o valor de erro relativo prescrito.
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A fig. (48b) mostra a comparagdo para o caso de estimativa via ZZ. Neste caso, a
técnica RQE utilizou 2 etapas de refino, equanto a Ch” precisou de s6 uma. Contudo, o nimero

de elementos utilizados na malha final foi menor para a técnica RQE do que na Ch?.

No caso em que estimativa via SPR foi utilizada, fig. (48c), nota-se uma perda de
converéncia em ambas as técnicas. Contudo, a adaptatividade via Ch” ainda foi capaz de atingir
o erro relativo prescrito, enquanto que a técnica RQE elevou o erro para um valor acima do

obtido para a malha inicial.

Tabela 8 — Comparacio entre as metodologias de refino h-adaptativo C/” e RQE com es-
timativa de erro via recuperacio MNS, ZZ e SPR sem quaisquer restricoes de
modificacdo de tamanho de elemento e com erro relativo prescrito igual a 2%
para um carregamento senoidal.

MNS
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n°ele. 0 escalamento
45,2728 3 1,1628 0,9692 45,2728 3 1,1628 0,9976
2,2100 55 0,9998 0,8835 0,2035 929  0,9993
2,6735 77 1,1194 0,4611
1,3173 107 1,0021

77
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
45,0636 3 1,4709 7,58x107> 45,0636 3 1,4709 0,0025
0,4133 57 0,0058 2,5061 21 0,03555 3,96x1073
0,2051 41 0,0029
SPR
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento

51,6797 3 1,1628 0,9692 51,6797 3 1,1628 0,9891
2,2134 55 1,0019 0,4220 5,3183 631 1,012 1,62x107>
3,0102 71 1,2546 0,4645 2,07x107 815 1,4146
1,1468 110  1,0022

Fonte: Proéprio autor (2018).

A andlise da tabela permite a visualizacdo de alguns aspectos do processo adaptativo

para o caso sem restrigdes.

Para a estimativa via MNS, nota-se que a técnica RQE proporcionou um refino muito
mais intenso que a técnica Ch”. A mesma situacdo ocorreu para 0os carregamentos anteriores.
Isto é mais um indicativo de que essa intensificacdo € resultado do campo de tensdes gerado
nos nds dois elementos dos extremos do dominio. Quanto a perda de convergéncia apresentada
pela técnica Ch?”, uma investigacao realizada sobre os campos de tensdo gerados pelas malhas
adaptadas mostraram algumas caracteristicas que podem ter sido o motivo da manifestacao

deste fendmeno. Na primeira etapa do processo adaptativo se observou um refino intenso de
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toda a malha. Na segunda etapa, nota-se um aumento do tamanho dos elementos da regido
central do dominio, ao entorno de x=0,5. Na dltima etapa, foram realizados novos refinamentos
nos elementos que haviam sido aumentados na etapa anterior. Portanto, esse efeito intermitente
de diminuicdo e aumento do tamanho dos elementos pode ter sido a causa para a perda de

convergéncia observada.

Utilizando recuperacdo ZZ, nota-se que, apesar de ndo serem observadas perdas de
convergéncia nas figuras, os indices de efetividade calculados para as aproximagdes realizadas
utilizando as malhas adaptadas foram bem baixos, indicando que a qualidade das estimativas
de erro foram bem ruins para ambas as técnicas de refino. A razdo para isso pode ser obser-
vada na fig. (45h). Nesta figura estd presente a comparagdo entre os campos de tensdo exato,
aproximado e recuperado via ZZ para o carregamento senoidal utilizando uma malha inicial
com 3 elementos. Observa-se que, no elemento central x=[0,3333;0,6666], o campo de tensdes
aproximado se iguala ao campo de tensdo recuperado. Dessa maneira, nao se estima erro algum
neste elemento, mesmo ambos os campos ndo representando bem o campo exato. Isso gera um
0 bem distante da unidade. No processo adaptativo, isso se reflete através da efetuacao do refino
de malha somente nos dois elementos dos extremos e de um grande aumento no tamanho do ele-
mento central. Essa caracteristica pode ser observada pelo pardmetro de escalamento préximo

a zero referente as malhas adaptadas.

No caso da estimativa via SPR, observou-se as mesmas caracterisiticas notadas para
a estimativa MNS quando a técnica Ch? foi utilizada. Ja para a técnica RQE a primeira etapa
de refino foi similar a apresentada na estimativa via MNS, porém em menor intensidade uma
vez que o campo de tensdes recuperado via SPR nos elementos dos extremos do dominio ndo
favorece a intensificacio do refino. Neste caso, também se observou uma perda de convergéncia
para a técnica RQE. A avaliagdo do valor do parametro de escalamento indica uma grande
diferenca entre o comprimento da malha 6tima calculada e o comprimento do dominio. A fim
de se descobrir o motivo para este fendmeno, analisou-se o processo adaptativo para este caso e
perceberam-se algumas caracteristicas. O refino foi muito mais intenso no elemento central que
nos elementos dos extremos na primeira etapa. Devido a isso, na segunda etapa, os elementos
da regido do dominio foram aumentados em grande propor¢ao em relacdo ao restante da malha.

Tendendo a aumentar o valor de erro estimado consideravelmente.

Na Fig. (49) e na Tab. (9) estdo presentes as comparagdes entre as técnicas Ch? e
RQE considerando os trés métodos de recuperacao para as estimativas de erro. Neste caso, a foi

imposta uma restri¢do da forma /., < h,4 € um erro relativo prescrito de 2% foi utilizado.
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Figura 49 — Comparacao entre as metodologias de refino h-adaptativo Ch” e RQE com
estimativa de erro via recuperacao (a)MNS, (b)ZZ e (¢)SPR, aplicando as res-

tricoes /., < h,;; € com erro relativo prescrito igual a 2% para um carrega-
mento senoidal.

Fonte: Proéprio autor (2018).

A andlise da figura mostra que a perda de convergéncia observada no caso sem res-

tricOes para as estimativas via MNS e SPR ndo se manifestou neste caso. Além de confirmar a

hipétese de que a perda € causada pelo aumento e reducdo intermitente do tamanho dos elemen-

tos, isso mostra que a restricao imposta contribui de maneira positiva para o processo adaptativo
no caso deste carregamento.

Para estimativas via ZZ, nota-se uma reducdo acentuada da taxa de convergéncia a

partir da segunda etapa de refino em ambas as técnicas. Apesar da adaptatividade RQE ainda

tender ao erro prescrito, nota-se que isso foi realizado sob um baixo aumento da inclinacao

da curva e demandou um quantidade grande de etapas de refino se comparado com os outros
dois métodos de recuperagdo. Para adaptatividade baseada em Ch”, por sua vez, nem mesmo

notou-se a tendéncia a convergéncia ap0ds a primeira etapa de refino.
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Tabela 9 — Comparaciao entre as metodologias de refino h-adaptativo Ch” e RQE com
estimativa de erro via recuperacio MNS, ZZ e SPR, aplicando as restricoes
hpew < hoiq € com erro relativo prescrito igual a 2% para um carregamento
senoidal.

MNS
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
45,2728 3 1,1628 0,9692 45,2728 3 1,1628 0,9976
2,2100 55 0,9998 0,8835 0,2035 929  0,9993
1,3173 77 1,0018

77
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
45,0636 3 1,4709 1,4709 45,0636 3 1,4709 0,9404
12,3993 57  1,7672 0,9631 11,9384 21 1,7177 0,9174
11,6473 369  1,8350 0,9456 9,9977 73 1,9541 0,9406
10,6680 2323 19174 8,9907 229  2,0709 0,9188
7,7923 697  2,2038 0,8638
6,0430 2089 2,4360 0,7471
3,5627 6249 29316 0,7675
2,1686 12497 3,4298
SPR
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
51,6797 3 1,1628 0,9692 51,6797 3 1,1628 0,9891
2,2134 55 1,0019 0,8869 53183 631 11,0127 0,9576
1,3189 77 1,0042 0,5217 815 1,0021
Fonte: Proéprio autor (2018).

A anélise dos dados das tabelas mostram que, além de eliminar a perda de convergén-
cia, a imposi¢do da restricdo sobre o aumento do tamanho dos elementos proporcionou uma
melhora no desempenho da técnica Chp nas estimativas via MNS e SPR em termos de nimero
de elementos necessdrios na malha para a convergéncia. Neste caso, foram necessdrios 77 ele-
mentos tanto para MNS como para SPR, ja no caso sem restricdo foram 107 elementos para
MNS e 110 para SPR.

No caso da técnica RQE, ainda considerando as estimativas via MNS e SPR, notou-se
que a imposi¢do da restricdo ndo teve influéncia alguma sobre o adaptatividade em relagdo a
quantidade de elementos gerados nas malhas, visto que o0 mesmo nimero de elementos gerados
nas malhas adaptadas no caso sem restri¢des reproduzem-se neste caso. Ainda vale apontar que,
assim como no caso sem restricdes, 0 nimero de elementos nas malhas adaptadas foi muito

maior para a técnica RQE que na técnica Ch”.

Uma investigacdo mostrou que essa grande diferenca entre a quantidade de elementos

se reflete diretamente na formulagdo da técnica RQE. Considera-se a equagdo que fornece o
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novo tamanho de elemento, eq. (7/.10), reproduzida aqui:

Hehnewz) B e,%1
128n5 7~ Aug

hpew (14 (7.18)

Nas fig. (d35b) e (@6c) sao apresentadas as comparagdes entre os campos de tensdo
exato, aproximado e recuperado em uma malha inicial contendo 3 elementos para os méto-
dos ZZ e SPR respectivamente. Nota-se, nos elementos centrais compreendidos no intervalo
x=[0,3333,0,6666], que a diferenca entre os valores de tensdo recuperada e tensao aproximada

nos dois nés do elemento sdo iguais. Quando isso ocorre, tem-se na eq. (7.18) que

Hehnewz
— << L 7.19
12Au¢ (7.19)
Logo, pode-se considerar que o termo linear governa o novo tamanho do elemento, dessa ma-
neira:
€m

Considerando o erro obtido na malha corrente, onde

Ez(hold)
hog = ——242 7.21
old Ape (7.21)
tem-se
hnew w1 (7.22)

hota — E*(hoa) &%
A fig. (50) mostra a comparacdo entre as técnicas de refino adaptativo em termos de

intensidade de refinamento do tamanho de elemento, caracterizada pela razio Z"—ZV em func¢do
O

do parametro de refinamento &.
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Figura 50 — Comparacio entre as técnicas de refino adaptativo em termos de intensidade
de refinamento do tamanho de elemento, caracterizada pela razao },2”—‘;:; em
0O,
func¢io do parametro de refinamento &.

Fonte: Préprio autor (2018).

Pela figura, fica evidente quando uma diminui¢ao do tamanho elementar se faz neces-
sdria, & > 1, a técnica RQE apresenta uma tendéncia de refinamento mais intensa se comparado

com a ChP.

Ainda com base nos dados apresentados na Tab. (9)), é possivel observar alguns aspec-
tos interessantes sobre o que foi notado na fig. (49b). Os valores mostram uma piora gradativa
da qualidade das estimativas via ZZ, em ambas as técnicas, conforme as etapas de refino se
sucedem e as taxas de convergéncia em cada etapa sdo muito baixas, contrariando o que foi
observado no caso sem restricao. Tanto nos caso sem restricdo quanto nesse caso, a qualidade
das estimativas foi ruim. Contudo, no caso anterior a técnica Ch” foi capaz de atingir a con-
vergéncia. A possibilidade de expansdao do tamanho elementar pode ser o motivo para isto ter
ocorrido naquele caso e nio neste. Como ndo se estima erro no elemento central, o processo
adaptativo expande esse elemento de forma que ele ocupe quase inteiramente o dominio. Desse
modo, em uma segunda aproximacao, novamente nao se estimara erro no elemento central, que
agora ocupa a maior parte do dominio, isso faz com que o erro global seja menor do que erro
prescrito. Logo, como ndo existe a possibilidade de expansao do tamanho elementar neste caso,
0 que se observa sdo refinos sucessivos dos elementos ao redor do elemento central, porém sem

atingir a convergéncia.

Outras simulac¢des utilizando restrigdes com intervalos de variagdo do tamanho ele-
mentar menores foram realizadas, tais como: 0,54, < Muew < o1, 0,500 < hpew < 1,5h,14,

0,3hp10 < hyew < 1,7Thp1a € 0,1hy10 < hpew < 1,9h,;4. O que se observou foi um comportamento
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em comum em todas elas. Nas estimativas via MNS e SPR as primeiras etapas de refino foram
dominadas pelos limites de variagdo impostos e a influéncia das técnicas de refino s6 foi obser-
vadas nas ultimas etapas. Para as estimativa via ZZ, o mesmo comportamento manifestado no

€aso hyey < hypq se reproduziu.

7.4 CASO 4 - CARREGAMENTO NOVOTNY

O ultimo caso apresenta um sistema fisico diferente dos casos tratados anteriormente.
A barra agora tem movimentagao restringida por engaste em ambas as extremidades. Ao longo
do comprimento, existe um carregamento axial distribuido aplicado. O sistema fisico descrito

pode ser visualizado na Fig.[51]

e - sl e =i

133444450

FErrrrsresy

Figura 51 — Barra engastada nas duas extremidades, submetida a um carregamento dis-
tribuido ao longo do comprimento.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Para este caso, o carregamento ao qual a barra estd submetida € modelado como uma

funcdo dada por

(7.23)

b(x) = m( L G=x)d ‘”“2),
I+ a(x—x,)%  (1+a(x—x,)%)2
onde x = [0,L], sendo L o comprimento da barra igual a 1 m. Nesta equacdo, & é uma constante
referente a intensidade de uma singularidade, no sentido de elevados gradientes. Esta constante
aqui € considerada igual a 50 e x, é o ponto do dominio no qual a esta singularidade ocorre.
Por um aspecto de conveniéncia, devido a uma limitacdo dos métodos de estimagcdo do novo
tamanho elementar aqui tratados, neste caso a singularidade serd na posicdo x, = 1 m. Na
extremidade, garantidamente, sempre existird um nd, independentemente da etapa de refino. A

fun¢do carregamento b(x) é representada graficamente na Fig.
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Figura 52 — Carregamento Novotny.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Este carregamento, com esta posicao de singularidade, pode ser considerado para re-
presentar, num problema estitico, o efeito inicial, na forma de uma onda eléstica, que se for-
maria na ocasido de um impacto na extremidade direita da barra. Evidentemente, problemas
transientes podem ser modelados incorporando o termo de inércia na equacao diferencial do
movimento discutida neste trabalho. Porém, mesmo fugindo do escopo deste texto, vale sa-
lientar que num processo de integracdo temporal também se requer que em cada instante se
tenha um minimo de confiabilidade dos valores de tensdo e deslocamentos calculados para uma
dada discretizacao espacial. Sendo assim, justifica-se a avaliagdo de um caso com singularidade,

conforme segue.

A drea da secdo transversal, A, da barra € igual a 0,01 m? e modulo de elasticidade do
material, £, igual a 100 Pa. Da configuragdo do sistema fisico, pode-se definir as condicoes de

contorno do problema como sendo
u,(x=0)=0 e u,(x=1)=0. (7.24)

Definidas as condi¢des de contorno do problema, pode-se calcular a solucao exata em

deslocamento, u,(x), e a solu¢do em tensdo associada, o, (x), dadas por

uo(x) = (1 —x,)arctan(ct(x — x,) + arctan(oex, ) e (7.25)

o(l—x)
1+ (a(x—x,))?

Oo(x) = 100( —arctan(a(x —x,)) — arctan(ocxo)) . (7.26)

7.4.1 Verificacdo da implementagao da formulacao

Tendo conhecimento da solugio exata do problema, eq. e € possivel calcu-

lar o erro relativo em energia exato da solucdo aproximada, a fim de se verificar as taxas de
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convergéncia do erro relativo em energia em funcdo do nimero de elementos na malha. Para

isso, foram realizados trés grupos de simulagdes: o primeiro utilizando elementos lineares, o
segundo utilizando elementos quadréticos e o terceiro utilizando elementos cubicos. Para cada

grupo foram realizadas trés simula¢des empregando um refino aninhado de malha, a primeira
malha contendo 3 elementos, a segunda contendo 6 e a terceira contendo 12.

As solugdes em deslocamento e em tensdo para o grupo utilizando elementos lineares
podem ser observadas nas Fig. [53]e [54]
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Figura 53 — Comparacao entre as solucoes exata e aproximada em deslocamento para ma-

lhas com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (c)12 elementos, com p = 1 para o
carregamento Novotny.
Fonte: Proéprio autor (2018).

Na Fig. [53] tem-se a comparagéo entre a solugdo em deslocamento exata e a solugio
aproximada por elementos finitos utilizando elementos lineares sob um refino aninhado. Nessa

figura é importante notar que a existéncia de um né na posi¢do em que a singularidade se
manifesta permite uma melhor aproximacao da varidvel fisica naquele ponto do dominio. Nota-
se, também, que neste caso as duas condicdes de contorno essenciais sdo asseguradas uma vez

que ambas sdo impostas sobre varidveis nodais quando da resolu¢do do sistema de equagdes.
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Figura 54 — Comparacio entre as solucoes exata e aproximada em tensao para malhas
com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (c)12 elementos, com p = 1 para o
carregamento Novotny.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Em contrapartida, na Fig. [54] pode-se perceber que a influéncia do né na mesma po-
sicdo em que a singularidade se manifesta ndo € significativa em se tratando da solucdo em
tensdo. Nota-se que a solu¢do via MEF fornece uma boa aproximagdo para a solu¢do exata na
regido em que os gradientes de tensdo sdo pequenos. Porém, conforme aproxima-se da regiao
de singularidade, onde os gradientes de tensdo sdao bem elevados, a solu¢do via MEF ndo é
capaz de aproximar de maneira efetiva a solu¢cdo exata. Comparando-se com os casos de car-
regamento sem singularidade, nota-se que neste caso o refino aninhado de malha apresenta um
efeito de melhora bem menos significativo na solu¢c@o aproximada. Logo, fica evidente que um
procedimento de refino h que contemple prioritariamente a vizinhanga da singularidade se faz

necessario.

As solu¢des em deslocamento e em tensdo para o grupo utilizando elementos quadra-

ticos podem ser observadas nas Fig.[55|e[56]
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Figura 55 — Comparacio entre as solu¢oes exata e aproximada em deslocamento para ma-

lhas com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (c)12 elementos, com p = 2 para o
carregamento Novotny.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Na Fig. [55] tem-se a comparagio entre a solugdo exata e a solugdo aproximada para
p = 2. Neste caso, observa-se que a solu¢do via MEF fornece uma boa aproximacio para a

solucdo exata nas regides em que a derivada é praticamente constante. Entretanto, na regido

préxima a singularidade, a solu¢do via MEF fica comprometida na regido em que os valores da
derivada do deslocamento se tornam mais intensos.
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Figura 56 — Comparacio entre as solucoes exata e aproximada em tensao para malhas
com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (c)12 elementos, com p = 2 para o
carregamento Novotny.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Na Fig. [56] se nota que, assim como para p = 1, a solugio via MEF em tensdo ndo é
capaz de aproximar muito bem a solu¢do exata na regido em que a singularidade se manifesta.
Mesmo neste caso a solu¢cdo aproximada em tensdo sendo uma funcdo linear no interior dos
elementos, nao houve grande diferenca na capacidade de aproximacdo na regido contendo a
singularidade se comparado com o caso anterior quando a solu¢do aproximada em tensdo era
uma fung¢do constante. Vale ainda observar como o valor de tensdo aproximada na extremidade

direita € distante do valor exato.

As solugdes em deslocamento e em tensdo para o grupo utilizando elementos cubicos
podem ser observadas nas Fig[57e
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Figura 57 — Comparacio entre as solu¢oes exata e aproximada em deslocamento para ma-

lhas com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (¢)12 elementos, com p = 3 para o

0.8

Fonte: Proéprio autor (2018).

C

Na Fig. existe a comparacao entre a solucdo exata e a aproximada via MEF para

p = 3. Nota-se que ainda existe dificuldade para se aproximar na regido préxima a singularidade

em que a derivada se torna mais intensa. Contudo, a medida que o refino avanga, percebe-se uma

melhora significativa na aproximagdo nesta regido, conforme pode ser visto na Fig. [57c.
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Figura 58 — Comparacio entre as solucoes exata e aproximada em tensao para malhas
com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (¢)12 elementos, com p = 3 para o
carregamento Novotny.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Na Fig. 58] compara-se a solu¢@o exata em tensdo com a solug¢do aproximada tam-
bém em tensdo. Mesmo a solug@o obtida via MEF sendo uma fun¢do quadrética no interior
dos elementos, ainda se nota a dificuldade da aproximagdo em representar a solucdo exata na
regido da singularidade. Essa caracteristica se manteve para todos os tipos de elementos tes-
tados. Além disso, vale observar que a descontinuidade da tensdo aproximada na juncdo entre
os dois elementos proximos a extremidade direita aumenta a medida que se refina a malha, in-
dependentemente de se aumentar o grau p, vide figuras (56f) e (58). Fica claro que fungdes
de aproximagio C°, como as utilizadas aqui, se mostram pouco eficazes na representacio de
elevados gradientes que se emanam de regides com derivada praticamente nula.

Na Fig. [59 apresenta-se as curvas de erro relativo em energia exato em fungio do

nimero de elementos na malha, para um padrdo de refino aninhado e considerando elementos

lineares, quadréticos e cubicos.
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Figura 59 — Comparacio entre as curvas de convergéncia do erro relativo em energia para
os malhas contendo elementos lineares, quadraticos e cibicos obedecendo a
um refino aninhado para o carregamento Novotny.

Fonte: Proéprio autor (2018).

A andlise imediata dos valores de erro mostram um comportamento que difere daquele
apresentado nos casos de carregamentos anteriores. Nenhuma das trés curvas apresenta uma
inclinacao constante, isso quer dizer que as taxas tedricas de convergéncia nao guardam relacao
direta com o grau polinomial pois a solu¢do exata ndo € regular. Portanto, para este caso, o
critério de validag@o utilizado nos 3 casos anteriores ndo se aplica. A anélise dos valores de erro
calculados mostram que a capacidade de aproximacao da solu¢cdo via MEF € bem baixa para
malhas contendo poucos elementos e utilizando refino aninhado, mesmo aumentando o grau
polinomial das funcdes de forma de aproximag¢do dos elementos da malha. Em contrapartida, a
influéncia do tipo de elemento utilizado se manifesta quando o refino de malha é realizado. E
possivel observar que as taxas de convergéncia do erro relativo crescem a uma velocidade maior
para as aproximacdes utilizando elementos de grau superior. Ainda assim, de maneira geral a
convergéncia para um valor de erro baixo, valendo ainda a observagdo de que os valores de
erro apresentados para este caso sao bem maiores que nos casos anteriores, € significativamente

mais lenta do que se comparado aos outros casos avaliados neste trabalho.

7.4.2 Estimativa de erro a posteriori

Nas Fig. [60}/62]tem-se a comparagao entre as solugdes exata, aproximada e recuperada

em tensdo para os métodos MNS, ZZ e SPR respectivamente.
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Figura 60 — Comparacio entre as solucoes exata, recuperada e aproximada em tensiao

para malhas com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (c)12 elementos, com p = 1
e recuperacao via MINS no caso do carregamento Novotny.

Fonte: Proéprio autor (2018).
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Figura 61 — Comparacio entre as solucoes exata, recuperada e aproximada em tensiao
para malhas com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (c)12 elementos, com p = 1
e recuperacao via ZZ no caso do carregamento Novotny.

Fonte: Proéprio autor (2018).
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Figura 62 — Comparacio entre as solucoes exata, recuperada e aproximada em tensiao
para malhas com (a) 3 elementos, (b) 6 elementos e (c)12 elementos, com p = 1
e recuperacao via SPR no caso do carregamento Novotny.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Tratando-se das caracteristicas particulares de cada métodos que ja foram discutidas
neste trabalho, elas se reproduzem mais uma vez neste casos. De maneira geral, a recuperacao
foi capaz de representar bem a solucao exata na por¢do do dominio em que a tensdo € pratica-
mente constante. Contudo, na regido onde a singularidade comega a manifestar sua influéncia
a solucdo recuperada ndo conseguiu uma boa representacdo da solugdo exata. Esse comporta-
mento se justifica, uma vez que a solucdo via MEF da qual a solu¢do recuperada se origina

também nao € capaz de realizar uma boa aproximacao nessa regido.

Na Fig. [63] apresentam-se as curvas de indice de efetividade em fungdo do nimero de

elementos na malha para os trés métodos de recuperacdo avaliados.
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Figura 63 — Comparacio entre o desenvolvimento dos indices de efetividade na situacao de
refino aninhado e diferentes graus elementares para as estimativas baseadas
na recuperacao (a) MNS, (b) ZZ e (c) SPR no caso do carregamento Novotny.

Fonte: Proéprio autor (2018).

Como esperado, se a solugdo recuperada ndo é capaz de representar bem a solugdo

exata, o indice de efetividade calculado para o estimador de erro apresentard um valor distante

da unidade. Para os trés métodos de recuperacio, pode-se notar que os indices de efetividade

apresentaram valores bem baixos, da ordem de 0,1 a 0,2 para as malhas iniciais e este com-

portamento se estende aos trés tipos de elementos avaliados. Por outro lado, percebe-se uma

tendéncia de crescimento nos valores de indice de efetividade conforme o refino da malha é

efetuado. Além disso, € possivel notar que as taxas com as quais esse crescimento ocorre €

aproximadamente igual para p = 1, p =2 e p = 3 independentemente do tipo de recuperacao

utilizada.

7.4.3 h-Adaptatividade

Na Fig. e na Tab. apresenta-se a comparagdo entre as técnicas Ch” e RQE

considerando estimativas baseadas nos trés métodos de recuperacdo de solugdo. Neste caso,
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nenhuma restri¢do para o novo tamanho elementar foi imposta e um erro relativo prescrito de

2% foi estabelecido.
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Figura 64 — Comparacio entre as metodologias de refino h-adaptativo Ch” e RQE com
estimativa de erro via recuperacao (a)MNS, (b)ZZ e (c)SPR sem quaisquer
restricoes de modificacdo de tamanho de elemento e com erro relativo pres-
crito igual a 2% para o carregamento Novotny.

Fonte: Préprio autor (2018).

A fig. @a) mostra o caso utilizando estimativa via MNS. Neste caso, nota-se que a

técnica Ch? utilizou duas etapas de refino, equanto que a RQE precisou de apenas uma para

atingir a convergéncia. Além disso, percebe-se que a taxa de convergéncia na primeira etapa de

refino da técnica Ch” é menor que a apresentada pela RQE, ja na segunda etapa a situacdo se

inverte.

Para estimativa ZZ, (64b), novamente a técnica Ch” apresenta duas etapas de refino.

Na técnica RQE, uma perda de convergéncia se manifesta a partir da terceira etapa de refino e

passa a convergir novamente nas etapas finais.

Na estimativa SPR, (64f), ambas as técnicas apresentam duas etapas de refino. Con-
tudo, apesar de possuirem taxas de convergéncia proximas na primeira etapa de refino, a inten-
sidade desempenhada pela técnica RQE foi maior do que a Ch”.
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Tabela 10 — Comparacao entre as metodologias de refino h-adaptativo C/” ¢ RQE com
estimativa de erro via recuperacio MNS, ZZ e SPR sem quaisquer restricoes
de modificacio de tamanho de elemento e com erro relativo prescrito igual a
2% para o carregamento Novotny.

MNS
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
70,6524 3 0,1171 0,0578 70,6524 3 0,1171 0,1278
15,3350 57 29020 0,8857 1,7235 1126  2,0699
1,2612 129  1,0006

77
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n°ele. 0 escalamento
49,9725 3 0,1352 0,9815 49,9725 3 0,1352 0,9723
21,4189 72 1,0059 0,6108 43,9528 25  0,6765 0,8016
1,5915 216  1,0242 2,8225 97 1,0028 0,0407
47216 132 0,9850 0,0073
4,5959 173 0,9813 0,0584
13,0942 222 0,7870 0,5264
5,6962 502 11,1567 0,7973
4,5576 703 11,1187 0,5801
1,5549 1094 11,0329
SPR
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
49,9656 3 0,1171 0,0578 49,9656 3 0,1171 0,1917
28,9401 57  5,7729 0,8770 152644 573 0,9642 8,00x10~2
1,2923 180  1,0029 1,0060 4120 1,0007
Fonte: Proéprio autor (2018).

A tabela permite observar que, para os trés métodos de recuperacdo, quando se tem
uma baixa quantidade de elementos na malha as estimativas de erro sdo ruins, vide indice de
efetividade bem distante da unidade. Consequentemente, isso empobrece o processo adaptativo,

que se baseia nessas estimativas ruins, de forma a ndo gerar malhas verdadeiramente otimizadas.

Nota-se que, apesar de atingir a convergéncia com somente uma etapa de refino, a
técnica RQE apresentou uma baixa qualidade da estimativa via MNS na malha adaptada, mesmo
com um elevado nimero de elementos. Além disso, o ndmero de elementos na ultima malha

para a técnica Ch” foi aproximadamente 9 vezes maior que a gerada pela RQE.

Na estimativa via ZZ, nota-se uma boa estimativa para todas as malhas adaptadas por
ChP. Na técnica RQE, também se observam boas estimativas para a maioria das malhas adap-
tadas, mesmo nos casos em que ocorreu perda de convergéncia. Vale notar, também, que o
parametro de escalamento calculados a partir do segunda etapa de refino foram bem distan-

tes da unidade. Ao investigar as malhas adaptadas, nota-se que existe uma instabilidade de
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refinamento, no sentido de aumentos e diminui¢des sucessivas do tamanho elementar, nas pro-
ximidades da singularidade, x=[0,8,1].

Para a estimativa SPR, ambas as técnicas alcan¢cam a convergéncia utilizando uma boa
estimativa de eroo nas aproximagdes. Contudo, o desempenho da técnica Ch”, em termos de
quantidade de elementos na ultima malha, foi bem superior ao da RQE. Vale notar, também,
que o parametro de escalamento que se refere a ultima malha adaptada pela técnica RQE ¢é
baixissimo, da ordem de 1072,

A Fig. (63) e a Tab. apresentam a comparagdo entre as técnicas de refino conside-
rando estimativas de erro via MNS, ZZ e SPR. Uma restricao da forma h,,,, < h,;; foi imposta
a variacdo permitida ao tamanho dos elementos no processo adaptativo e um erro prescrito de
2% foi utilizado.
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Figura 65 — Comparacao entre as metodologias de refino h-adaptativo C/” e RQE com es-
timativa de erro via recuperacao (a)MNS, (b)ZZ e (¢)SPR, aplicando as restri-
¢oes N, < hy1g € com erro relativo prescrito igual a 2% para o carregamento
Novotny.

Fonte: Proéprio autor (2018).

A fig. (65h) mostra a comparagdo entre as duas técnicas utilizando estimativas via
MNS. Assim como no caso sem restri¢des, a técnica Ch” contou com duas etapas de refino e a

RQE precisou de somente uma para que a convergéncia fosse alcangada. Contudo, a diferenca
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entre a taxa de convergéncia apresentada pela Ch?” na primeira etapa em relacdo a apresentada

pela RQE foi maior neste caso se comparado com o caso sem restri¢oes.

Na fig. (65p), ndo se percebe perda de convergéncia na técnica RQE quando estimativas
via ZZ foram utilizadas, ao contrario do que foi observado no caso sem restricdes. [sso mostra
que a aplicacdo de uma restri¢do sobre o aumento do tamanho elementar é benéfica para o

processo adaptativo.

Na fig. (65k), observa-se apenas uma etapa de refino para técnica RQE, em que ndo se
atingiu a convergéncia mesmo com um nimero de elementos na malha adaptada maior do que

0 necessario se comparado com a técnica ChP.

Tabela 11 — Comparacao entre as metodologias de refino h-adaptativo Ch” e RQE com
estimativa de erro via recuperacao MNS, ZZ e SPR, aplicando as restricoes
hpew < hyq € com erro relativo prescrito igual a 2% para o carregamento No-
votny.

MNS
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
70,6524 3 0,1171 0,9849 70,6524 3 0,1171 0,9991
26,5911 57  0,8557 0,9850 1,3704 1126 1,0001
0,5558 207 0,9889

77
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
49,9725 3 0,1352 0,9815 49,9725 3 0,1352 0,9723
21,4189 72 1,0059 0,9919 43,9528 25  0,6764 0,8000

0,6102 216  0,9995 2,8225 97  1,0028 0,9830
1,2158 132 1,0004
SPR
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento

49,9656 3 0,1171 0,9849 49,9656 3 0,1171 0,9671
22,9676 57  0,8557 0,9850 35,4521 573  0,4556
0,5711 207 1,0162

Fonte: Proéprio autor (2018).

A andlise dos dados da tabela mostraram um piora de desempenho para técnica Ch”,
em termos de quantidade de elementos na malha necessarios para a convergéncia, quando se
utiliza estimativa via MNS. Por outro lado, nota-se uma melhora na qualidade da estimativa
de erro na malha final na técnica RQE, apesar de o nimero de elementos necessarios para a

convergéncia ter se mantido o mesmo em relagao ao caso sem restrigoes.

Para estimativas via ZZ, percebe-se que o nimero de elementos necessario para a con-
vergéncia se manteve quando a técnica Ch? foi usada. Quanto a técnica RQE, nota-se que a

perda de convergéncia apresentada no caso sem restricdoes foi eliminada. Ao mesmo tempo,
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um nimero consideravelmente menor de elementos foi necessario para alcangar o erro relativo
prescrito, 132 neste caso contra 1094 no caso sem restri¢des, superando até mesmo a técnica
Ch?.

Da mesma forma que na estimativa via MNS, na estimativa via SPR o desempenho
da técnica Ch? piorou em termos do niimero de elementos necessdrios para atendimento ao
erro prescrito. Ja para a técnica RQE, a técnica SPR apresentou uma interrup¢ao no processo
adaptativo devido a limitacdo de memoria do computador utilizado nas simulagdes. Isso se
deveu a grande dimensdo da matriz de rigidez global. Uma investigag¢do acerca da evolugdo
das malhas adaptadas ao longo do processo mostrou um refino extremamente intenso na regiao
correspondente ao elemento central da malha inicial. J4 na malha inicial, nota-se que existe uma
similaridade entre o campo de tensdes recuperado via SPR no elemento central e os campos
recuperados via MNS nos elementos dos extremos do dominio. Embora, para este caso, em
nenhum dos nés do elemento central os valores de tensdo recuperada e aproximada tenham se
igualado, € possivel observar que a diferenca entre os dois valores de tensdo no n6 da esquerda
¢ muito menor, em valores absolutos, que a diferenca calculada no n6 da direita. Isso é um
indicativo de que, semelhantemente ao que ocorre nas estimativas via MNS, diferencas muito
grandes na magnitude Ac = 6" — ¢ entre os dois nés de um elemento acarretam em uma

intensificacdo do refino.

A Fig. (66) e a Tab. (66) apresentam a comparagdo entre as técnicas utilizando uma

restri¢do da forma 0, 5h,14 < hyeyw < hyq € erro relativo prescrito de 2%.
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Figura 66 — Comparacao entre as metodologias de refino h-adaptativo Ch” e RQE com

estimativa de erro via recuperacao (a)MNS, (b)ZZ e (¢)SPR, aplicando as res-
tricoes 0,54, < hpew < h,;y € com erro relativo prescrito igual a 2% para o
carregamento Novotny.

Fonte: Proéprio autor (2018).

A andlise das figuras permitem apontar algumas caracteristicas em comum aos trés
casos. Nota-se que a taxas de convergéncia do erro para ambas as técnicas sdo praticamente
iguais. Além disso, essas taxas sdo baixas nas primeiras etapas e tendem a aumentar conforme
o refino se sucede. Por fim, s6 € possivel notar alguma diferenca significativa entre as técnicas

nas Ultimas etapas de refino.
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Tabela 12 — Comparacao entre as metodologias de refino h-adaptativo C/” ¢ RQE com
estimativa de erro via recuperacao MNS, ZZ e SPR, aplicando as restricoes
0,5h,10 < hyew < hy1q € com erro relativo prescrito igual a 2% para o carrega-
mento Novotny.

MNS
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
70,6524 3 0,1171 1,0000 70,6524 3 0,1171 1,0000
57,4530 5 0,1716 1,0000 57,4530 5 0,1716 1,0000
52,3123 7 0,2592 1,0000 52,3123 7 0,2592 1,0000
47,4153 9 0,4082 0,9896 47,4153 9 0,4082 0,9964
37,7530 12 0,6540 0,9856 37,8792 12 0,6513 0,9849
23,1694 16 0,9004 0,9981 23,2945 16 0,8989 0,9973
11,9384 21 0,9874 0,9937 12,0044 21 09872 0,9928
5,9066 29 11,0001 0,9965 5,9355 29 11,0001 0,9951
3,0047 40  1,0005 0,9973 3,0258 40  1,0005 0,9916
1,7144 54 1,0001 0,9946 1,7178 57  1,0003 0,9881
77
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
49,9725 3 0,1352 1,0000 49,9725 3 0,1352 1,0000
49,8210 6 0,2212 1,0000 49,8210 6 0,2212 1,0000
49,1820 12 0,3487 1,0000 49,1820 12 0,3487 1,0000
46,7008 24 0,5503 1,0000 46,7008 24  0,5503 1,0000
38,7554 48  0,8284 0,9917 38,7554 48  0,8284 0,9038
23,6976 96 0,9982 0,9910 21,7079 96  1,0017 0,9993
11,8740 103  1,0043 0,9959 10,9084 102  1,0031 0,9959
59029 113 1,0006 0,9956 54297 112 1,0002 0,9884
29588 127  0,9996 0,9979 2,7140 128  0,9995 0,9905
1,5530 145  0,9993 0,9965 1,4334 151 1,000 0,9892
SPR
Ch? RQE
n* n° ele. 0 escalamento n* n° ele. 0 escalamento
49,9656 3 0,1171 1,0000 49,9656 3 0,1171 1,0000
42,4861 5 0,1716 1,0000 42,4861 5 0,1716 1,0000
39,3616 7 0,2592 1,0000 39,3616 7 0,2592 1,0000
36,4294 9 0,4082 0,9896 36,4294 9 0,4082 0,9964
30,4973 12 0,6540 0,9858 30,5775 12 0,6513 0,9851
20,4713 16 0,9004 0,9981 20,5631 16  0,8990 0,9973
11,3816 21  0,9877 0,9936 11,4381 21 09875 0,9978
5,8295 29  1,0011 0,9916 5,8939 28  1,0015 0,9916
2,9839 41 1,0031 0,9962 3,0260 40  1,0034 0,9898
1,6911 56  1,0057 0,9948 1,7144 58 11,0036 0,9880
Fonte: Proéprio autor (2018).

A andlise dos dados da tabela mostram uma melhora de desempenho, em termos de

nimero de elementos necessarios para a convergéncia, se comparado com os simulacdes sem
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restri¢do e com restricao Ay, < hyjq, tendo como excessao somente o caso RQE com estimativa
viaZZ.

E possivel notar que, nas trés estimativas, o pardmetro de escalamento é igual a 1 para
ambas as técnicas em malhas com baixa quantidade de elementos. Observa-se também que,
nestas malhas, o nimero de elementos, erro relativo e indice de efetividade calculados para a
técnica Ch” sdo iguais aos calculados para a RQE. Isso indica que no inicio da adaptatividade,
o refino foi baseado unicamente na restricdo imposta. Por outro lado, nas ultimas etapas de
refino € possivel observar a influéncia das técnicas, revelada devido a perda da igualdade entre
os valores dos parametros calculados.

Outras simula¢des foram realizadas utilizando intervalos de variagdes de tamanho ele-
mentar. Foram testados: 0,54,1 < hpew < 1,5h,14, 00,3010 < laew < 1,7Thy15 €0, 1hy1g < hpey <
1,9h,;4. Ap6s os testes foi observado que o comportamento visualizado na Fig. (66) demons-

trado pelas técnicas no caso 0,5h,14 < hyey < hy1q se reproduziu.
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8 CONCLUSAO

A andlise dos valores de taxa de convergéncia obtidos para os casos de carregamento
linear, quadratico e senoidal, quando usando refinamentos aninhados, mostraram que a formu-
lacdo do MEF foi apropriadamente implementada na rotina computacional desenvolvida. No
caso do carregamento com singularidade, o método escolhido para se validar a implementa-
¢do da rotina ndo se mostrou satisfatério uma vez que nao foi possivel obter uma relacdo entre
o grau das funcdes de forma utilizadas nas aproximagdes com as taxas de convergéncias de
erro obtidas. Sabidamente, em problemas com singularidades, a taxa de convergéncia tedrica
do MEF ¢é governada pela ordem da singularidade e ndo pelo grau das funcdes de aproximacao
utilizadas. Todavia, a avaliacdo da ordem da singularidade apresentada pela equacgdo utilizada

nao € imediata, dada a sua complexidade.

No que tange as estimativas de erro via recuperagdo, de maneira geral, percebe-se que
as melhores estimativas sdo obtidas quando elementos lineares sdo utilizados. Tanto a recu-
peragdo MNS quanto a ZZ produzem estimativas que tendem a melhorar com o aumento do
numero de elementos na malha, quando p € impar. Por outro lado, quando p = 2, as estimativas
pioram ou mantém-se ruins a medida que o tamanho dos elementos diminui. O método SPR
foi o Unico que se mostrou capaz de estimar bem o erro independentemente do grau de ele-
mento utilizado, notando-se ainda uma progressdo da qualidade das estimativas com o aumento
do nimero de elementos. Por fim, constatou-se que na presenca de singularidades nenhum dos
métodos € capaz de fornecer boas estimativas quando o nimero de elementos na malha € baixo,
mesmo aumentando o grau p das fun¢des de forma. Isso, de certa forma, confirma uma cons-
tatacdo da literatura no sentido de que o aumento do grau das fun¢gdes ndo € apropriado na
vizinhanca de singularidades. Sabidamente, na presenca de singularidades, a redu¢ao do tama-
nho dos elementos, mantendo-se baixo o grau das funcdes de aproximacdo, fornece melhores

aproximacdes para o campo de tensdes.

Quanto a h-adaptatividade, nota-se que o desempenho do refino, em termos de inten-
sidade de refinamento, considerando-se para isso o nimero de elementos requeridos, depende
fortemente do campo de tensdes recuperado, tanto para a técnica Ch” como na RQE. No caso
das recuperagdes via MNS, foi possivel notar uma caracteristica comum em todos os casos
de carregamento: o refino nos elementos dos extremos do dominio, em que a tensdo recupe-
rada nos nés x = 0, na extremidade esquerda, e x = 1, na extremidade direita, € igual a tensdao
aproximada, € muito mais intenso se comparado ao processo adaptativo nos mesmos elementos
utilizando os outros dois métodos de recuperacdo das tensdes. Devido a isso, € seguro dizer que
o elevado nimero de novos elementos ird ocorrer nestas por¢des do dominio para qualquer que
seja o carregamento avaliado. Contudo, notou-se que a imposi¢do de uma restricdo ao aumento
da dimensdo elementar tem efeito positivo no controle do refino quando esse fendmeno esta

presente.
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De maneira geral, o processo adaptativo mostra-se mais eficiente quando se impde a
restri¢cdo ao crescimento do tamanho elementar e permite-se livremente a sua reducdo. A ine-
xisténcia de restricdes podem acabar gerando perdas de convergéncia do processo h-adaptativo
devido a aumentos e redugdes sucessivas do tamanho elementar. Constatou-se também que a
restri¢do sobre o crescimento do tamanho elementar forneceu parametros de escalamento de
malha mais pré6ximos a unidade se comparado ao caso sem restricdes. Em outras palavras,
existe um maior empobrecimento do processo h-adaptativo se nenhuma restricao sobre o cres-
cimento dos elementos € imposta. Por outro lado, restricdes muito fortes sobre a diminuicao do
tamanho elementar acabam por inibir a influéncia das técnicas Ch” ou RQE, ndo se mostrando

favordveis ao processo de refino otimizado.

Ainda, constatou-se que existe uma situagdo especial na qual a técnica RQE promove
um refino menos intenso que e técnica Ch”, assim como outra situagdo em que 0 inverso ocorre.
Contudo, ndo é possivel prever a ocorréncia destas situagdes somente conhecendo a funcao
carregamento que estd sendo aplicada ao sistema e a malha inicial escolhida. Porém, tal co-
nhecimento pode abrir caminho para tentativas de se combinar as duas técnicas de obtencao
do tamanho elementar no processo h-adaptativo, com o intuito de se promover uma melhora
de desempenho ainda maior se comparado a utilizacdo de cada técnica separadamente. Uma
possibilidade a ser testada em trabalhos futuros seria implementar uma sub-rotina que fizesse
a escolha de qual técnica usar frente ao surgimento dessas situagdes especiais com base nas

caracteristicas dos campos de tensdo recuperados e aproximados obtidos em cada elemento.

Outra sugestdo para trabalhos futuros € a selecao de alguma metodologia de estimacao
de erro que tenha melhor desempenho perante singularidades no campo de tensdes. Singulari-
dades sdo, de longa data, uma dificuldade que motiva inimeros desenvolvimentos no campo de

métodos de aproximacdo espacial em problemas de valores no contorno variacionais.
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