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RESUMO

VICENTINI, Guilherme Dias. Analise do Regime de Escoamento Hipersdnico
Através de Bocais do Tipo Convergente-Divergente. 2016. 64 f. Trabalho de
Concluséo de Curso — Curso de Engenharia Mecéanica, Universidade Tecnoldgica
Federal do Parana. Guarapuava, 2016.

O interesse na simulacdo de escoamentos de regime em alta velocidade tem se
tornado mais presente, nessas ultimas décadas, como consequéncia do crescente
estudo na area da aerodinamica e do inicio da Era Espacial. No caso de veiculos de
subida ou de reentrada atmosférica, tais corpos estdo submetidos a um escoamento
hipersénico, cujo Namero de Mach, M, maior ou igual a 5. Em tal escoamento, dois
fendmenos importantes ocorrem, sendo eles a interacdo viscosa e a relacdo de altas
temperaturas entre o corpo e a onda de choque. Isso fard com que, a partir de certo
ponto, 0 gas comece a sofrer reacfes quimicas, visto que este estara sob efeito das
altas temperaturas. Consequentemente, proporciona-se que o expoente de expansao
isentrépico, y, ndo seja mais constante, devido a ocorréncia de dissociacdo dos gases.
A utilizacdo de codigos de CFD (Computational Fluid Dynamic) € um exemplo de
elemento essencial para a modelagem desse tipo de escoamento. Tal abordagem €&
baseada em solu¢cBes (numéricas) aproximadas de equagdes governantes sobre uma
malha discreta, que quanto mais refinada, tende a ser mais precisa sua solugao
numeérica. O presente trabalho visa investigar numericamente esse escoamento
hipersonico, através de um desenvolvimento teorico, para se obter a geometria da
tubeira do tipo convergente-divergente, utilizando uma simulagcdo em MATLAB.

Palavras-chave: Escoamento Hipersonico. Tubeiras. CFD. Simulacao.



ABSTRACT

VICENTINI, Guilherme Dias. Analysis of a Hypersonic Flow Regime Through
Convergent-Divergent Nozzles. 2016. 64 pages. Completion of Coursework —

Mechanical Engineering, Federal Technology University of Parana. Guarapuava,
2016.

The interest in simulation of regime flows at high speed, has become more present in
recent decades, consequent to the increasing study in aerodynamics and the
beginning of the Space Age. In the case of ascent or atmospheric reentry vehicles,
such bodies are subjected to a hypersonic flow, whose Number of Mach, M, is greater
or equal to 5. In such flow, two important phenomena occur, being the viscous
interaction and the relation of high temperatures, between the body and the shock
wave. This will cause, from a certain point, the gas to begin to undergo chemical
reactions, as this will be under the effect of high temperatures. Consequently, it is
provided that the isentropic expansion exponent, y, is no longer constant due to the
occurrence of gas dissociation. The use of CFD (Computational Fluid Dynamic) codes
is an example of an essential element for the modeling of this type of flow. Such an
approach is based on approximate (numerical) solutions of governing equations over
a discrete mesh, which the more refined its numerical solution tends to be. The present
work aims at numerically investigating this hypersonic flow, through a theoretical
development, to obtain the convergent-divergent type nozzle geometry, using a
MATLAB simulation.

Keywords: Hypersonic Flow. Nozzle. CFD. Simulation.
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1 INTRODUCAO

A aerodinamica € um ramo de estudo que, nas ultimas décadas, tem sofrido
um aumento significativo em pesquisas. Isso ocorre devido aos problemas de
engenharia, nos quais envolvem as forgcas que o ar exerce sobre corpos, em repouso
ou em movimento. Esse ramo toma como base os estudos de mecanica dos fluidos,
na qual é capaz de analisar tal comportamento fisico dos fluidos e suas propriedades.
(FOX, 2006)

Historicamente, as observacdes em aerodinamica derivam de trés importantes
vertentes. A primeira pode ser percebida através da Guerra Anglo-Espanhola, onde
havia um confronto naval, no qual a Espanha possuia navios mais largos e pesados,
enquanto a Inglaterra possuia navios menores e mais leves. Ao entrar em conflito, os
navios espanhdis ndo tiveram chances contra os ingleses, que eram mais rapidos e
manobraveis. I1sso resultou que o poder naval passaria a depender consideravelmente
em agilidade e manobrabilidade. Consequentemente, para proporcionar tais
resultados, estudos em mecéanica dos fluidos se tornaram cada vez mais importantes
(ANDERSON, 2001).

Na segunda vertente, tem-se as primeiras observa¢cdes de Leonardo da Vinci
acerca do voo dos passaros, seguido, anos mais tarde, pelas colaboracées dos irmaos
Wright e por Alberto Santos Dummont (ANDERSON, 2001). Sendo assim, atraves do
pontapé inicial gerado, a possibilidade humana de voo se tornar realidade era mais
presente. Portanto, a indUstria aeronautica e profissionais especializados na area,
desenvolvem equipamentos com o intuito de romper a barreira da velocidade do som,

assim, atingindo grandes velocidades.

Por fim, a terceira vertente surge com as relacdes de foguetes e voos espaciais.
Os voos supersonicos se tornaram ferramentas importantes durante a Segunda
Guerra Mundial e, consequentemente, aumentou-se o estudo sobre o formato do

corpo (geralmente pontiagudo) de forma a reduzir o arrasto (FOX, 2006).

Seguindo esse intuito, € possivel ver o quanto a aerodinamica tem se tornado
presente e, cada vez mais, gerando desafios na area. Com toda essa ocorréncia, um
dos pontos atuais na pesquisa, tem sido o dimensionamento de motores scramjet e

de tubeiras (também chamados de bocais).



Essas tubeiras convertem energia termodindmica do fluido em energia cinética
e, dependendo da aplicacdo desejada, tem como proposito acelerar esse fluido.
Portanto, devido a importancia da aerodinamica discorrida, esse trabalho tem o
objetivo de apresentar as caracteristicas de um escoamento hipersénico, a
importéancia de um bocal, os efeitos de convergéncia e divergéncia e executar

simulagdo com apoio computacional.

1.1 OBJETIVO GERAL

Aprendizagem do desenvolvimento tedrico e computacional em aerodindmica,

aplicada ao escoamento hipersonico.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Introduzir conceitos e equacdes governantes de ondas de chogue normais e
obliquas.

Analisar o comportamento do escoamento hipersonico dentro de um bocal.

Realizar uma simulacdo computacional desse escoamento para adquirir a

geometria do bocal convergente-divergente.

1.3 JUSTIFICATIVA

Como a aerodinamica tem se tornado cada vez mais presente como ramo
da engenharia, junto com o crescente teste em voos espaciais, 0 estudo do
escoamento hipersdnico se faz necessario. Um dos projetos mais recentes no

Brasil neste ramo, é o veiculo hipersénico 14 — X, como mostra a Figura 1,

desenvolvido pelo Instituto de Estudos Avancados (IEAv).

Esse veiculo espacial possui tecnologia waverider, para proporcionar

sustentacao ao veiculo espacial e tecnologia scramjet, proporcionando sistema de



propulsdo hipersonica aspirada baseada na combust&o hipersonica. Para acelerar
0 14 — X em condi¢Bes pré-estabelecidas, deve-se definir a posicao (altitude,
longitude e latitude), pressao dinamica, velocidade (Numero de Mach) e angulo de

ataque, a partir do centro de lancamento.

Além disso, ao entrar em um escoamento de caracteristica hipersénica, o
veiculo aeroespacial obtera sustentacdo, utilizando a onda de choque gerada
durante o escoamento na atmosfera terrestre. Essa onda, originada no bordo de
ataque, vai gerar uma regido de alta presséo, resultando em alta sustentacao e o

minimo de arrasto.

Ja& o motor scramijet, utiliza de um estato-reator (motor aeronautico aspirado)
que ndo possui partes moveis e que utiliza ondas de choque para promover a
compressédo e a desaceleracdo do ar atmosférico (COSTA, 2013). Ou seja, desde
o lancamento do veiculo, até o funcionamento do motor scramjet, ha necessidade
de estudos teodricos e simulagdes para conseguir efetuar o voo, sendo uma opcéo

mais econémica do que montar o veiculo para depois efetuar os devidos testes.

Propulsion-airframe integrated scramjet

Forebody

Shock boundary compression Aftbody

layer interactions X expansion

Y Heat loss
Flow ™ N\ S— }W
m AL = "r‘:i'-»,_\ X \'/ SN Thrus’
Vehicle -, \
bow-shock 3
Isolator shock train —/ \
Fuel injection stages
Inlet Isolator Combustor Nozzle |
Source: LaRC

Figura 1 — Modelo esquematico do veiculo hipersénico 14 - X
Fonte: LaRC (2010)



2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 EQUACOES FUNDAMENTAIS DE ESCOAMENTO

As equacdes governantes a seguir sdo de suma importancia para os topicos
posteriores. I1sso ocorre porque, dadas as condi¢gfes iniciais do problema para a
entrada do escoamento, é possivel determinar as razdes de densidade, pressao e
temperatura, as relacionando com os respectivos numeros de Mach. Essas equacdes
sdo conhecidas como: equacdo da conservacdo da massa, do momentum e da

energia.
2.1.1 Equacao da Continuidade (Conservacdo de Massa):

Pela Figura 2, considere que um ponto da superficie de controle, tem-se um
componente de fluxo de velocidade V, um elemento vetorial de area de superficie dS,
além de um elemento de volume dV. Através do conceito de fluxo de massa, aplicado
em um volume de controle escolhido, temos o principio fisico na qual a massa nao
pode ser criada e nem destruida. (ANDERSON, 2001)

ds

————

R ds
V
S- @dv

Figura 2 — Escoamento sobre um volume de controle finito
Fonte: Fundamento da Aerodindmica (2001)

Com isso, temos a seguinte equacédo da continuidade na forma integral:



Q..'g_‘

tﬁggpdv+#pV-dS=0 (2.1)
v S

Em uma analise mais cautelosa, o primeiro termo da equacéao diz respeito a
taxa de variacdo da massa dentro do volume de controle dV. Enquanto o segundo
termo, trata do fluxo de massa liquida para fora do volume de controle através da
superficie S. Pela equacdo (2.1) estar na forma integral, tem-se a vantagem de
relacionar o fendbmeno aerodinamico sobre uma regido finita do espaco, sem estar
interessado sobre os detalhes de um dado ponto distinto do escoamento (STEWART,
2013). Porém, existem muitos casos em que se tem interesse nos detalhes. Para isso,
como o volume de controle € fixo no espaco, os limites de integracdo também séo
fixos. Consequentemente, a derivada de tempo pode ser colocada dentro da integral
de volume (FOX, 2006).

Por fim, aplicando o teorema do divergente na equacéo (2.1) e considerando
gue todos os pontos dentro do volume de controle serdo zero, para que a integral do

volume de controle arbitrario também seja zero, a equacao sera reduzida para:

dp B
STV (V) =0 (2.2)

Para um escoamento estacionario, consequentemente a equacédo (2.2) se

reduz a:
V-(pV) =0 (2.3)
2.1.2 Equacdo do Momentum (Quantidade de Movimento):

A equacdo do momento € equivalente as duas relagbes a seguir:
1. Segunda lei de Newton: F = m.a;

2. Forca = taxa temporal de variacdo do momento.

Para se deduzir esta equacéo, deve-se obter as expressdes de ambos lados

(direito e esquerdo) da relacao. Utilizando ainda a mesma Figura 2, do lado esquerdo



da equacao, a forca exercida no fluido aparece de duas formas: forcas de corpo e
forcas de superficie. Ja para o lado direito, temos a relacdo de fluxo liquido de
momento fora do volume de controle através da superficie S e a taxa de tempo de
mudanc¢a de momento devido a variagdes das propriedades de escoamento dentro de

V' (STEWART, 2013). Sendo assim, a equacdo do momento na forma integral é:

d
d_tj%g pVav + #(pV -dS)V = — # pdS + j# pfadV + Fiscoso (2.4)
v s s v

A equacdo é aplicada para o escoamento ndo estacionario, tridimensional,
compressivel ou incompressivel, viscoso ou inviscido. Especialmente, para um fluxo
estacionario (d/dt = 0), inviscido (F,isc0s0 = 0) € sem forgcas de corpo (f =0), a

equacao ficaré:

#(pV -dS)V = — # pdS (2.5)
s S

Por fim, a forma diferencial da equacéo (2.5) em cada direcao sera:

d
V- (puV) = —£ (2.6a)
__op
V:(pvV) = ~ a3y (2.6b)
0
V-(pwV) = —a—i (2.60)

Onde u, v e w sao as velocidades nas direcfes X, y e z, respectivamente.

2.1.3 Equacéo da Energia:

Para o estudo de escoamentos incompressiveis, as equac¢des da continuidade
e do momentum j& seriam o suficiente, visto que p € considerado constante.

Entretanto, para escoamentos compressiveis, p € uma variavel adicional ao problema,



tendo como consequéncia a necessidade dessa terceira equacgdo, denominada
equacao da energia. Tal equacao é necessaria para variagdes de temperatura, sendo
assim, a ferramenta que colaborara para encontra-la, sera através da primeira lei da

termodinamica:
6q + 6w =de (2.7)

Onde e, é considera a energia interna do sistema, na qual sera retomada pela
secao 2.2

Aplicando a primeira lei para um fluido escoando através de um volume de
controle fixo, esquematizado pela Figura 2, teremos a taxa de calor adicionada dentro
do volume de controle da vizinhanca, a taxa de trabalho feito sobre o fluido dentro
desse volume e a taxa de mudanca de energia do fluido a medida que flui através
desse volume (FOX, 2006). Consequentemente, o resultado na forma integral da

equacao é:

ﬁgg quv + Qviscoso - # pV -dS + ﬁ p(f ) V)dV + inscoso

\ S \
_ 4 2 dv+# 2\ as 2.8
—ac gy P\¢ T P\ET (28)
\' S

Se o fluxo é estacionario (d/dt = 0), inviscido (Qpiscoso = 0 € Wyiscoso = 0),

adiabatico (¢ = 0) e sem forcas de corpo (f = 0), a equacao sera reduzida para:

#p<e+v72>V-dS=—#pV-dS (2.9)

S S

Ja na sua forma diferencial, a equacao (2.9) sera:

V- lp (e + V72> Vl = -V (pV) (2.10)



2.2 REVISAO DE ALGUMAS EQUACOES TERMODINAMICAS

Em questéo de familiarizacdo com os conceitos posteriores, uma revisao de
alguns conceitos de termodinamica se faz necessario, visto que algumas substituicdes
serdo necessarias ja que o tipo de escoamento tratado serd o compressivel.

Sendo assim, serdo enumeradas as equagfes que necessitam de devida
atencao (CENGEL, 2013):

1. Gas ldeal:
p = pRT (2.11)

ou
pv = RT (2.12)

Onde R é a constante do gas.
2. Energia Interna e Entalpia:
Considerando que e¢,r = €interna + €cinética + €potencial, 1€Mbre-se que a

energia interna é chamada apenas de e. Sendo assim, temos que:

h=e+pv (2.13)
e =c,T (2.14)
h=c,T (2.15)
Cp —Cy =R (2.16)

Dividindo a equacdo (2.16) por ¢, e que c¢,/c, =y, onde para o ar y = 1,4,

teremos:
1-— 1k (2.17)
Y %
cp = ],VTRl (2.18)
Analogamente,
R
&= (2.19)

3. Primeira Lei da Termodinadmica: relembrando a equacdo (2.7),

temos:
6q + 6w =de (2.7)



4. Segunda Lei da Termodinamica:

_ SQrev
ds = T (2.20)
5. Entropia:
6qTds = de + pdv (2.21)
6qTds = dh — vdp (2.22)

Onde as equacdes (2.21) e (2.22) sdo chamadas de equacbes de Gibbs.
Através dessas equacles de Gibbs, € possivel desenvolver as seguintes equacdes
abaixo, para um gas caloricamente ideal, considerando um processo termodinamico

com estados iniciais e finais denotados por 1 e 2, respectivamente:

T
S;—S1=¢p lnT—j —R ln% (2.23)
Analogamente,
T, Uy
S;—S1 = Cy lnF1 +R lnv—1 (2.24)
6. Relacdes Isentropicas:
-1/(v-1)
Uy T, !
== (T_l) (2.25)
T AL/ =1
Z—Z _ (T—Z) (2.26)
1 1
D2 P2\’ T, /=1
Z () =(=2 2.27
b1 (P1> <T1) ( )

2.3 RELACAO ENTRE A VELOCIDADE DO SOM E O NUMERO DE MACH

Som é a propagacdo de uma onda mecanica através de um meio sélido,
liquido ou gasoso. A propagacao sonora ocorre baseada em movimento molecular,
com velocidade dependente das caracteristicas elasticas e inerciais do meio. A onda
estd sujeita a reflexdes em obstaculos, interferéncias construtivas e destrutivas,
atenuacao e Efeito Doppler (NUSSENZVEIG, 2002). Para o tipo de escoamento que
esta sendo estudada no momento, o fluido destacado é o ar, com razdo de calores

especificos y =1,4 (valor tabelado), sendo que sua velocidade depende
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fundamentalmente da temperatura do fluido. Para conseguir visualizar melhor essa
relacdo com a temperatura, observe a figura 3, onde c é a velocidade do som, na qual

denotamos por a nesse trabalho:

p+dp

=0 - dV,

p+dp ¥

1F]

-]

g 2. Obsarvadar
A estaciondrio
i e R — A

[a) Onda se propaganda

_‘_‘___‘_‘EhEE'I.I'EEhr
sobre o VG

{&) Volume de controle inercial se movendo com a onda, velocidade ¢

Figura 3 — Comportamento de uma onda e semelhan¢a com o choque normal.
Fonte: Introducdo a Mecanica dos Fluidos (2006)

Analisando mais atenciosamente, € possivel notar que o fluxo é
unidimensional (apenas no sentido x) e adiabatico, por néo ter fonte de transferéncia
de calor dentro e fora da onda. Além disso, os gradientes sdo muito pequenos e a
influéncia do fendmeno dissipativo € negligenciado, o que consequentemente nos diz
gue a onda é reversivel (BERTIN, 1998). Sendo assim, ao aplicar a equacao da
conservacao da massa e do momento para a Figura 2.b, o resultado obtido para a

velocidade do som a é:

a =./yRT (2.28a)

Ou

a= |= (2.28b)

As equacdes (2.28a) e (2.28b) sdo importantes por estarem associadas a

definicdo de um numero adimensional conhecido como Numero de Mach:
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M =

4 2.29
P (2.29)

Onde V é a velocidade do escoamento e a é velocidade do som. O ndmero

de Mach se torna uma ferramenta de grande importancia, porque é através de seus

valores que definimos se 0 escoamento que esta ocorrendo é subsénico, supersonico,

sOnico etc.

Sendo assim, para cada valor de Numero de Mach referente ao regime

tomado em questéo associado ao escoamento nao-perturbado M-, tem-se a seguinte
divisdo (FOX, 2006):

Subsénico (0 < M < 0,8): séo caracterizagdes por linhas de corrente
suave, onde a velocidade do escoamento em todo o perfil € menor que
a velocidade do som (V < a). Por essa velocidade ser menor, os
distlrbios que ocorrerem no escoamento se propagam para todos 0s
lados e podem ser sentidas em todo o campo de escoamento;

Transoénico (0,8 <M < 1,2): € uma regido mista, ou de transi¢cao, onde
ocorre um escoamento parte subsonica e parte supersonica. E a partir

desse estagio que se inicia a ocorréncia de algumas ondas de choque;

Supersdnico (1,2 <M < 5,0): sdo frequentemente caracterizados pela
presenca de ondas de choque, no qual as propriedades do escoamento
e as linhas de corrente mudam descontinuamente. Nesse regime, 0
escoamento permanece supersénico atras da onda de choque e suas
perturbacdes sofrem leituras mais lentas devido a velocidade do objeto

ser maior que a velocidade do som (V > a);

Hipersénico (M > 5,0): nesse regime, as ondas de choque sé&o
obliquas, assim como no supersOnico, porém mais préximas a
superficie do corpo. Ocorre também o surgimento de dissociacdes das
moléculas que constituem o fluido, além de uma transferéncia de calor
intensa e presenca de ions na regido da onda de choque. Sendo assim,
0 escoamento ndo pode ser considerado com expoente de expansao
isentropica constante, assim como é feito no supersonico. Sera

demonstrado posteriormente, consideragdes importantes durante a
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modelagem matematica, onde serd mais perceptivel tais diferencas

entre o hipersonico e o supersonico.

2.4 ONDA DE CHOQUE NORMAL

A onda de choque é uma onda de compressdo de larga amplitude, assim
como a produzida por uma explosédo, causada por movimento supersonico de um
corpo em um meio. O propdsito da introducdo desse conceito € o de desenvolver a
teoria de onda de choque, além calcular as mudancas nas propriedades do
escoamento atraves de uma onda. A espessura de um choque é cerca de 0,2 pm (10
5> polegadas). (FOX, 2006)

Ondas de choque normais ocorrem frequentemente na natureza, sendo ondas
gue sdo normais a montante do escoamento analisado. Embora a onda de choque
seja curvada, a regido de choque mais proxima ao nariz é essencialmente
considerada normal ao escoamento (ANDERSON, 2001). Um outro exemplo, como
mostra a Figura 3.b, é de um escoamento supersodnico que se estabiliza dentro de um
bocal onde a pressao atras € alta o suficiente para causar uma onda de choque normal
que fica dentro do bocal.

This portion of the bow
shock is normal to the

ol

fsé" /

Normal shock
inside the nozzle

M>1 || M<]
-_—
Flow over a Overexpanded flow
blunt body through a nozzle

Figura 4 — Exemplos de comportamentos de onda de choque normal
Fonte: Fundamentos da Aerodinamica (2001)
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Sendo assim, em um escoamento supersbnico onde existe uma onda de
choque normal que precisa ser vencida, € necessario ter as condi¢des inicias de
entrada e, através das equacdes governantes, identificar os parametros de saida.
Entdo, considerando um volume de controle do caso da Figura 5, onde o escoamento
€ unidimensional, estacionario, adiabético, inviscido e sem acédo de for¢as de corpo,
além das condicdes a frente da onda ser dada, enquanto atrds da onda é
desconhecida. Sendo assim, teremos como dados de entrada p1, p1, T1, M1 que sdo a

pressdo, densidade, temperatura e Numero de Mach, respectivamente.

Escoamento

Figura 5 — Volume de controle para analise de choque normal
Fonte: Introducado a Mecanica dos Fluidos (2006)

Aplicando a equacéo da continuidade (2.1) para a Figura 4, teremos:

# pV-dS =0 (2.30)

S

p1Uy = p2Up (2.31)
Desenvolvendo o momentum na forma da equacéo (2.5), teremos:

#(pV -dS)V = — # pdS (2.5)
S

S

p1 + pruf = py + pous (2.32)

E a equacdo da energia (2.9) dada por:

V2
#p<e+7>V-dS=—#pV-dS (2.9)
S

S
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u? u

2
1 2
p1us + p1 <e1 + 7) Uy = PalUp + Py <32 + 7) Uy (2.33)

Dividindo pela equacao (2.31) e relembrando a equacao (2.13), resultara em:

2

Uy
h. + —&
1"’2

2
= hy + % (2.34)

Porém, como temos trés equacdes algébricas para cinco variaveis, deve-se
relembrar das equacdes do estado (equacdo (2.11)) e da entalpia (equacéo (2.15)),
na qual dard relacdo das duas variaveis faltantes para solucao do problema. Sendo
assim, o caminho para conseguir solucionar o problema dos valores desconhecidos
atras da onda, sera encontrar a relacdo dessas incégnitas com o Numero de Mach de
entrada M:. Para chegar em tal relagdo, vamos utilizar a equacao (2.34) e fazer as

devidas substituicdes em conjunto das equacdes (2.15), (2.18) e (2.28a) como segue

abaixo:
2 2
ug u;
hi+—=h, +—

YRT, ui yRT, uj

y—1 2 y-—-1 2

ai ui_ af

V—1+7=Y—1+7 (235)

Considerando a regidao 2 como um fluxo sonico, teremos que u; = a; = a‘ e

substituindo na equacgéo anterior (2.35):

-1t

a®> u?  y+1
y-1"2 26-D"

a u? a a
2

*2 (2.36)

Dividindo a equacédo (2.36) por u?, encontraremos 0 numero de Mach

caracteristico definido como M" o qual é funcéo de Mach:
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(a/w)? u®>  y+1 a*\?
y—1 +7_2(y—1)(7>
oy +1M?
2_2+(y—1)M2 (2.37)

Tendo a relacédo da equacao (2.37), agora € possivel retornar para a equacao
(2.35) e rearranjar para encontrar a; e az aplicado para as regides 1 e 2 do escoamento

esquematizado pela Figura 4:

ap = ——a’ - ——uy (2.38a)
+1 -1
az=" —a” Y ——uf (2.38b)

Armazenando as equacdes (2.38a) e (2.38b), antes de prosseguir, deve-se
dividir a equacéo do momento, pela equacéo da conservacéo da massa. E através da
razdo dessas duas equacfes que sera possivel retirar a Relacdo de Prandtl
(SABERSKY, 1999). Consequentemente, apOds encontrar a relacdo, sera possivel
encontrar a formula do Niumero de Mach para a regido 2. Sendo assim, dividindo a

equacao (2.5) por (2.31):

pl + ul == pz + uz
pP1uUq 1% X0%)
P1 P2
- =U; — Uy
piuy  pPaU;
a? a?
yu, yu,

Substituindo (2.38a) e (2.38b) dentro de (2.39), e dividindo por u, — u,, obtém-

se:

+1 -1
Y a2 4 )4
2yu u, 2y

a*? = wu, (2.40a)

ou
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1=MM; (2.40Db)

A equacéo (2.40) encontrada, é conhecida como Relagéo de Prandtl e é usual
para relacdo intermediaria de onda de choque normal (SABERSKY, 1999). Por fim,
substituindo a equacéo (2.37) em (2.40b), enquanto isola My":

yz = 10— 1)/2]M?
2T yME-(y—-1)/2

(2.41)

Por essa férmula, em andlise mais detalhada, é possivel notar que o Mach da
regido 2 depende apenas do Mach da regido 1 de entrada. No caso dos outros valores
desconhecidos da regido 2, basta encontrar pelas razdes das propriedades
termodinamicas (ANDERSON, 2001):

u + 1)M?
&ZJZM;:M*ZZ (v + DM; ; (2.42)
pP1 Uz 2+ —1M;
D2 2y
—=1+—WM2?-1) 2.43
o s 1M (2.43)
T h 2 2+ (y —1)M?
1= (&) (&) = 1_ [1 +_)/(M12 -1) Y )2 1 (2.44)
T, b1/ \p2 h, y+1 (y + DM;

Por fim, é claramente notavel que todos os dados desconhecidos da regido 2
dependem de Mach M: do escoamento montante, sendo assim, todas sao fungdes
apenas de Mi, por ser o parametro determinante para as mudancas através da onda

de choque normal em um gas perfeito (SABERSKY,1999).

2.5 ONDA DE CHOQUE OBLIQUA

Como foi visto pela se¢éo anterior, a onda de choque normal possui extrema
importancia, pois, atraves de seu estudo, providencia uma relacdo direta para a
introducao de fenébmeno de onda. Porém, a onda de choque normal é nada mais do
gue um caso particular de onda de choque obliqua, onde forma um angulo de onda

de 90°. Uma aeronave ao percorrer um escoamento com M > 1, conforme
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esquematizada pela Figura 6, forma uma onda de choque obliqua préxima ao nariz
do corpo, causando uma variagdo brusca na direcdo das linhas de corrente. Porém,
guanto mais distante da aeronave, o choque obliquo se torna progressivamente mais
fraco e as linhas de corrente sofrem uma deflexdo baixa, até que se torne um cone de
Mach (FOX, 2006). Esse cone é uma onda de pressdo muito fraca, na qual mal

perturba as linhas de corrente, sendo o caso limite da onda de choque obliqua.

Cone de Mach
Linha de corrente .~

Linha de corrente

4

{a) Cone de Mach (5) Chogue obliguo

Figura 6 — Cone de Mach (a) e choque obliquo (b) gerados por um avido, onde a = .
Fonte: Introducédo a Mecénica dos Fluidos (2006)

Outro caso que pode ser considerado para melhor visualizacdo, € como o que
esta representado pela Figura 7 onde se considera uma parede com canto de ponto
A. Essa parede é deslocada para cima ou para baixo, semelhante a um aclive (canto
cbncavo) ou declive (canto convexo), através de um angulo de deflexdo 6. O
escoamento na parede deve ser tangente a parede, de maneira que as linhas de
corrente também séo defletidas referente ao angulo 6. Para o caso de canto céncavo,
0 numero de Mach decrescera continuamente, enquanto a pressao, densidade e
temperatura aumentardo. Porém, o canto convexo trabalha de forma oposta,
consequentemente, o numero de Mach crescera, enquanto a pressao, densidade e
temperatura diminuirdo, provando que a expansao de onda é uma antitese direta a
onda de choque (ANDERSON, 2001).
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&
é\o“
&
M, >1 /
P
' €) M,>M
p
: P2< Py
T, P2<p)
T,<T,
(a) Concave comer (b) Convex corner

Figura 7 — Escoamento supersdnico através de um canto inclinado
Fonte: Fundamentos da Aerodinamica (2001)

As ondas de choque obliquas sdo mais comuns na natureza ou em aplicacées
de engenharia, isso se torna mais visivel em analise de perturbacdes, visto que as
caracteristicas do escoamento dependem da velocidade uma fonte de perturbacéo se
move atraves do fluido (WHITE, 2011). Para exemplificar, considere uma fonte sonora
de perturbacdo se movendo através de um gas estagnado, como mostra a Figura 8
onde as perturbacdes viajam em um fluido com a velocidade do som nesse meio
(FOX, 2006).
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v=0 V<a

V=a ’ V>a

Figura 8 — Perturbacfes geradas por uma fonte sonora
Fonte: Castro (2009) em Aerodindmica em Regime Transdnico e Supersdnico

Como a perturbacao gerada se propaga em todas as direcdes, se a velocidade
da fonte for nula (V = 0), as perturbacGes geradas encontram-se em superficies
esféricas cujo centro é a posi¢cdo ocupada pela fonte. Caso a fonte se mover
horizontalmente, com velocidade inferior a velocidade do som no meio (V < a), as
perturbacdes geradas percorrerdo um caminho de at (figura 9), enquanto a fonte
percorrera um espaco de Vit (figura 9) e as perturbacdes serdo percebidas antes da
passagem da fonte.

Porém, caso a fonte se mover com velocidade igual a velocidade do som no
meio (V = a), as perturbacdes serdo notadas de maneira acumulada na posicao

ocupada pela fonte a cada instante de tempo, por percorrerem o0 mesmo espaco (Vt =
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at). Por fim, se a fonte se mover com uma velocidade superior a velocidade do som
no meio (V > a), significara que as perturbacdes estardo sempre atras da fonte que as
gerou, sendo a partir dela formam as linhas de perturbacdes conhecidas como onda

de Mach, possuindo um angulo de Mach definida como (WHITE, 2011):

.at 1
A=y =M
1
U =sin~ i (2.45)

Com isso, € notavel que em escoamento supersoénico se forma uma onda
obliqua. Segundo a Figura 9, se os disturbios forem mais intensos do que uma simples
onda de som, consequentemente, a onda frontal se torna mais intensa que a onda de
Mach, fazendo com que o choque obliquo criado tenha um angulo 8 na corrente livre,
onde 8> p (ANDERSON, 2001).

Supersonic

Figura 9 — Relacdo de angulo de onda de choque obliqua e angulo de Mach, através da
propagacdo de perturbacdes
Fonte: Fundamentos da Aerodindmica (2001)

2.5.1 Equacdes Fundamentais Para Relacdo de Choque Obliquo:

Assim como numa onda de choque normal, para identificar as caracteristicas
do fluido e que comportamento teria, era necessario encontrar as equacdes que
regiam a relagéo das propriedades termodindmicas e de niumero de Mach apos a onda
de choque, sendo assim, para a onda de choque obliqua, sera feito o processo
semelhantemente (SABERSKY, 1999). Pela Figura 10, considere uma onda de
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choque obliqua onde o angulo de onda — que é o angulo entre a onda de choque e a
direcdo de escoamento montante — € definida por 3.

O escoamento montante (regido 1) € horizontal, com velocidade V1 e niUmero
de Mach M: e podem ser decompostas em componentes normais e tangenciais: us,
w1, Mn1 € M1, respectivamente. Enquanto isso, o fluxo jusante (regido 2) é inclinada
para cima (canto céncavo) com um angulo de deflexéo 6, velocidade V2 e numero de
Mach M2, onde também possui componentes normais e tangenciais: uz, W, Mn2 € M2,
respectivamente (ANDERSON, 2001).

Figura 10 — Geometria de choque obliquo em um escoamento supersdnico
Fonte: Fundamentos da Aerodinamica (2001)

Considere também o volume de controle demonstrado pela Figura 10 definida
pora, b, c,d, eef, onde aedséo paralelas a onda de choque, enquanto 0s segmentos
b, c, e e f, sdo paralelas a velocidade e seguem as linhas de corrente superior e
inferior, sendo que as areas de a e d sao iguais (A1 = A2) (ANDERSON, 2001).
Relembrando que esta sendo lidado com escoamento estacionario, inviscido,
adiabatico e sem forcas de corpo. Sendo assim, devido as hipéteses desenvolvidas
na secédo 2.1, é possivel encontrar::

e Equacdo da conservacdo da massa: Para a equacdo da

continuidade, as componentes de velocidade sdo normais a onda de
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choque, logo, a equacgdo sera semelhante a que foi encontrada para

choque normal:

# pV-dS =0 (2.30)

S
pP1U Ay = pauyA,
p1uy = palUz (2.46)

e Equacdo do momento: Como a equacdo € vetorial e existem
componentes tangenciais e normais, vamos dividir a equacado para

cada caso separado:

#(pv -dS)w = — ﬁ(pds)tangencial (2.47)
S S

(prugA)wy = (puzAx)w,
W1 == W2 (248)

Com isso, é possivel notar que a componente tangencial de velocidade
€ constante através do choque obliquo. Porém, para o componente
normal, a férmula sera semelhante com a equacdo do momento para

choque normal:

$hov - asyu = = P PS)orma
S S

p1 + pruf = py + pouj (2.49)

e Equacao da energia: Nesse caso da equacao da energia,

#p<e+v72>V-dS=—#pV-dS (2.9)

S S

V2 V;
—P1 <91 + 71) u Ay + ps <92 + 7) UpA; = —(—Pp1usAq + DUz AL)

V12 sz
pP1Uq <h1 + 7) = p2U; <h2 + 7)
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VE 4
hl + 7 = hz + 7 (250)

Desenvolvendo a equacao (2.49), pela Figura 10 € possivel notar a
relacdo do Teorema de Pitagoras, onde V2 = u2 + w2, Porém, como foi
visto pela equacdo do momento, wi = w2, a equagao (2.49) resultara

em:

2
up
he +—%

=h, +u7% (2.51)

Analisando os resultados obtidos pelas equacgdes (2.46), (2.48), (2.49) e (2.51)
— sendo a solucdo para equacédo da continuidade, momento tangencial, normal e
energia, respectivamente — & possivel perceber que elas envolvem apenas o0s
componentes normais de velocidade ul e u2. Sendo assim, para as mudancas que
ocorrem através do choque obliquo, o método algébrico € o mesmo para choque

normal, em termos da componente normal de escoamento montante Mn,1. Note que:
MTl,l = Ml Sll’lﬂ (2.52)

Entdo, assim como as equacdes (2.41), (2.42), (2.43) e (2.44) da secdo 2.3,

teremos as equacgdes em termos da componente normal:

, _ 1+ [(V— 1)/2]1My

— 2.53
"2y ME — (y - 1)/2 (2:53)
+ 1)M?
& — ()/ ) n,12 (2'54)
P1 2+ (V - 1)Mn1
P2
—=1+ M2 -1 2.55
Ty (Pz) (P1) [ 2 ]2"'(]/ M21
—= (=)= =11 _|__ M n 2.56
T,  \pi/\p; y+1 1) (y + DMy (2:56)

Note que Mn2 € normal ao nimero de Mach atras da onda de choque, ou seja,

pela relacdo geométrica da Figura 10, tem-se:
Mn,z
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Apesar da equacéo (2.57) demonstrar que existe mais um parametro para ser
visto, além de niamero de Mach M; e angulo de onda 8. Porém, o angulo de deflexdo
nao € um parametro independente, sendo assim, ele também pode ser escrito em

termos de M; e B, da mesma forma que é apresentada abaixo para as regides 1 (tan

B) e 2 (tan (B - 6)):

tan B = 2 2.58
an,B—W1 (2.58a)
Uy

tan(f —0) = w, (2.58Db)

Dividindo a equacéo (2.58b) por (2.58a), lembrando que w1 = w», tem-se:

tan(f—6) u, p1 2+ — 1)M? sin? B
tanf  w p,  (y+1)M?sin2p
MZ%sin?p —1

MZ(y + cos2B) + 2

(2.59)

tanf = 2cot

Por fim, a equacao (2.59) acima, € chamada de relacdo 6 — 3 — M e especifica,
como foi dito anteriormente, que 6 é uma funcao Unica de M e 8. Por ser uma relacéo
vital para andlise de choque obliquo, os resultados sao plotados, como mostra o

grafico de angulo de onda versus angulo de deflexdo da Figura 11, quando y = 1,4
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Figura 11 — Propriedades de choque obliquo: y = 1,4. Diagrama 8 — 8 — M. Gréfico de angulo de
onda (eixo y) por angulo de deflexao (eixo x).
Fonte: NACA Report 1135, Ames Research Staff, "Equations, Tables and Charts For
Compressible Flow," 1953
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2.6 ESCOAMENTO COMPRESSIVEL ATRAVES DE UM BOCAL

Pelas secbes 2.4 e 2.5, foi visto a importancia das relagdes das ondas de
choque normais e obliquas. Essas ondas estdo presentes em qualquer veiculo
aerodinamico em voo supersonico, o que causa devida preocupacdo aos engenheiros
aeronauticos com a observacdo das caracteristicas e geracdo de sustentacdo e
arrasto em velocidades supersénicas (FOX, 2006). Outras caracteristicas importantes
sao os detalhes do campo de fluxo, incluindo os modelos de ondas de choque e de
expansdo. Contudo, para fazer tais tipos de observacdes, existem dois tipos mais
comuns de escolhas, sendo elas: conduzir testes de voo usando o veiculo produzido
ou simular em um tunel de vento, em uma escala menor do modelo do veiculo. Entre
essas duas opcOes de escolhas, preferencialmente € utilizada a segunda opcao,
porque para efetuar tal tipo de teste em um modelo de escala real, o custo de
manutencao e possiveis falhas seria muito oneroso, se tornando inviavel e perigoso.
(ANDERSON, 2001)

Portanto, para efetuar eventuais testes e simulacdes, se faz necessario o
estudo nesses fundamentos aerodinAmicos de escoamento compressivel através de
dutos. Ou seja, primeiro sera necessario definir as equacdes governantes que derivam
o problema, tendo em sequéncia o tratamento de casos em um bocal, que é um dos
pontos importantes desse trabalho (WHITE, 2011).

2.6.1 Equacdes Fundamentais Para Escoamento Quase Unidimensional:

Em contraste ao fluxo unidimensional tratado na se¢éo sobre onda de choque
normal, para esse caso, assumimos que a area do tubo de escoamento muda em

funcao de x, ou seja, A = A(X), assim como € apresentado na Figura 12.b abaixo:
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A=A(x)
A = const ii-::x;
=pix) g
ﬁ—f}(x) T=T(x) by

u = u(x) \
¢ - G =

(a) One-dimensional flow z
(b) Quasi-one-dimensional flow

Figura 12 — Escoamento unidimensional em comparacdo ao escoamento quase
unidimensional.
Fonte: Fundamentos da Aerodindmica (2001)

Apesar do fluxo ser tridimensional, como mostra a Figura 12.b, se a variacao
de area for moderada, ou seja, se 0s componentes y e z Sdo pequenos em relagdo ao
componente x, pode-se assumir que o campo de fluxo varia apenas em x (as outras
componentes se tornam praticamente desprezadas). Sendo assim, tal fluxo onde A =
A(x), mas p = p(x), p = p(xX), u = u(x) etc, & definido como escoamento quase
unidimensional. Todavia, a suposicdo de escoamento quase unidimensional € uma
aproximacdo do atual fluxo em um duto de area variavel e a forma integral das
equacdes de conservacdo da continuidade, momento e energia, que ja € conhecida
até aqui, pode também ser aplicada para um caso quase unidimensional, visto ser
fisicamente consistente (ANDERSON, 2001).

Portanto, considere um volume de controle dado pela Figura 13 em que na
regido 1, o fluxo sobre uma area A: € assumida uniformemente, com propriedades pz,

p1, Uz etc.
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Figura 13 — Volume de controle finito para um escoamento quase unidimensional
Fonte: Fundamentos da Aerodinamica (2001)

Similarmente, na regido 2, o fluxo sobre uma area A> também é assumida
uniformemente, com propriedades p2, p2, Uz etc. Para a aplicacdo da equacgéo da

continuidade, em um duto de &rea variavel, tem-se a seguinte relagéo:

# pV-dS =0 (2.30)
S
ﬂpV-dS+ﬂpV-dS+ ﬂ pV-dS =0
Aq A, parede
p1U1ds = pauz4; (2.60)

Agora, considerando a equacdo do momento, para um escoamento estavel,

inviscido, adiabético e sem forcas de corpo:
#(pV -dS)V = — # pdS (2.5)
S S

jf (pV - dS)u = — if (pdS),

Como a equacdo (2.5) é escalar, o sinal de x tem que ser analisado com

devido cuidado ao calcular as integrais de superficie. Sendo assim, a solucao sera:
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Az

—p1utA; + pusA; = —(—p1A; + pa4y) + f pdA
4
A4z
pids + pruds + | pdA=pad; + prusa, 2.61)
Aq

Agora, considerando a equacao da energia, para um escoamento estavel,

inviscido, adiabético e sem forcas de corpo:

#p<e+v72>V-dS=—ﬁpV-dS (2.9)
S

S
2 2

Uy u;
—P1 <e1 + 7) u4; + py <32 + 7) Up Ay = —(—p1usAq + DUz Az)

2 2

uj Uz
piuiA; + p1us Ay <e1 + 7) = PoUz Ay + paus A, (92 + 7) (2.62)

Dividindo a equacdo (2.62) pela equacédo (2.31), além de relembrar as

equacdes (2.11) e (2.13), a equacéo sera reduzida da seguinte forma:

ui uj

Analisando as equacbes para escoamento quase unidimensional
encontradas, no caso, as equacgdes (2.60), (2.61) e (2.63), € possivel notar que elas
formam uma expressao algébrica (exceto o Unico termo integral da equacdo do
momento). Como na regido 1, os dados de escoamento de entrada sdo dados e
assumindo um gas perfeito no sistema — relembrando as equacdes (2.11) e (2.15) da
secdo 2.3 —, é possivel encontrar os dados da regido 2 de escoamento de saida, a
principio, resolvendo diretamente as equacdes encontradas (ANDERSON, 2001).
Porém, para facilitar os calculos, um método torna mais simples a resolucéo, na qual
se passa as equacdes governantes encontradas, para a forma diferencial. Sendo

assim, a equacdo do momento em sua forma diferencial sera:

pul = const.

d(pud) =0 (2.64)
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Para obter a equacdo do momento em sua forma diferencial, considere o

volume de controle infinitesimal esquematizado pela Figura 14:

©)
I
©)

I/
P p+dp
A A +dA
—_— _—
o u+du
ptdp

-

Figura 14 — Volume de controle incremental
Fonte: Fundamentos da Aerodindmica (2001)

Sendo assim, a equacdo do momento, onde as integrais podem ser

substituidas pelos seus integrandos para volume diferencial, seré:
pA + pu?A+pdA = (p +dp)(A+ dA) + (p + dp)(u + du)?(A + dA) (2.65)

Os termos dp dA, dp(du)? da equacado (2.65) sdo muito pequenos, entao,

podem ser desprezados, resultando em:
Adp + Au?dp + pu?dA + 2puddu = 0 (2.66)
Expandindo a equacéo da continuidade (2.64) e multiplicando por u:
pu?dA + puddu + Au?dp = 0 (2.67)
Por fim, subtraindo a equacao (2.67) por (2.66), € possivel obter:

dp = —pudu (2.68)
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No qual a equacédo (2.68) também é conhecida como equacéo de Euler (FOX,
2006). Além disso, para a equacado da energia, basta utilizar a equacéo (2.63) e aplicar

o diferencial:

2

u
h+ > = const.

dh+udu=20 (2.69)

Tendo em maos as equacdes governantes na forma diferencial, para um
escoamento quase unidimensional, € necessario ainda desenvolver mais alguns
estudos sobre algumas caracteristicas fisicas que esse fluxo possui. Tal caracteristica

fisica pode ser obtida, ao rearranjar a equacdo da continuidade (2.64) para:

L 2.70

Sendo assim, com o intuito de obter uma relacdo entre a mudanca de
velocidade du com a mudanca de area dA e, consequentemente, para eliminar dp / p,

na equacao anterior, considere a equacao do momento (2.68):

—=——=-udu (2.71)

Tendo em mente também que esse escoamento € inviscido e adiabético,
porém, para um dado tempo, ndo esta sendo assumido ondas de choque no fluxo,

fara com que, consequentemente, o0 escoamento seja isentropico. Isso implica em que

dp/dp = (dp/dp),, lembrando que a = /(dp/dp), , logo, a equacdo (2.71), resultara:

d
L= _udu
p
dp  udu  u’du Mzdu 279
p  a:  a*u u (272)

Voltando para a equacao (2.70) e substituindo o termo encontrado pela
equacao (2.72), teremos:
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Zdu du dA
—-Mé—+—+—=0
u u A
dA—MZ 1du 2.73
=M - 1) — (273)

Por fim, a equacdo (2.73) desejada, é denominada de relacdo area-

velocidade, na qual, dependendo do seu numero de Mach, o aumento ou decremento

de velocidade em relagdo ao aumento ou decremento de area. Ou seja, segundo o

autor John D. Anderson (2001), teremos 0s seguintes casos:

Para 0 £ M < 1 (escoamento subsoénico): A quantidade entre
parénteses da equacdo (2.73) serd negativa, fazendo com que,
consequentemente, o aumento de velocidade (du positivo) esteja
relacionado com o decremento de area (dA negativo) e vice-versa.
Claramente, para um escoamento subsénico compressivel, para
aumentar a velocidade, devemos ter um duto convergente e, para
diminuir a velocidade, devemos ter um duto divergente. Sendo assim,
os resultados séo apresentados assim como demonstra a Figura 15;
Para M > 1 (escoamento supersdnico): A quantidade nos parénteses
sera positiva, fazendo com que, consequentemente, ao ocorrer
aumento de velocidade (du positivo), estara associado com o0 aumento
de area (dA positivo) e vice-versa. Para gerar aumento de velocidade,
serd necessario um duto divergente, enquanto para diminuir a
velocidade, serd necessario um duto convergente. Sendo assim, sao
relacbes opostas ao escoamento subsbnico e também esta
demonstrado pela Figura 15;

Para M = 1 (escoamento sbnico): A equagcdo mostrara que dA = 0
mesmo que haja um du finito, correspondente ao local maximo ou

minimo em uma area de distribuicao.
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Figura 15 — Escoamento compressivel em dutos convergentes e divergentes.
Fonte: Fundamentos da Aerodinamica (2001)

2.6.2 Bocais:

Os resultados encontrados da relacdo de area-velocidade, demonstra que se
quisermos utilizar um gas em repouso e expandir isentropicamente para uma
velocidade supersénica, primeiro devemos acelerar o gas subsonicamente por um
duto convergente. Todavia, quando a condi¢cdo sonica for alcancada, devemos
expandir o gas para uma velocidade supersdnica pelo duto divergente.
Consequentemente, quem € designado para efetuar tal funcéo € o bocal, na qual sua
saida é de um duto convergente — divergente (WHITE, 2011).

Além disso, para estudar o escoamento compressivel através de um bocal,
devemos encontrar qual equagédo apresenta a relagdo de numero de Mach com a
razao de areas do duto e da garganta. Sendo assim, considere o duto mostrado pela
Figura 16, assumindo que escoamento sbnico ocorre na garganta, onde a area é A’,
0 numero de Mach é denotado por M" e a velocidade na garganta de u”. Como o
escoamento € sdnico na garganta, o numero de Mach caracteristico e a velocidade
serdo M" =1 e u" = a’, respectivamente. Sobre qualquer outra se¢éo do duto, a area,

o numero de Mach e a velocidade sédo denotadas por A, M e u.
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Figura 16 — Geometria para derivar a relagdo de numero de area-Mach.
Fonte: Fundamentos da Aerodinamica (2001)

Relembrando a equacdo da continuidade desenvolvida para quase
unidimensional, onde esta sendo analisado entre A e A", onde u*= a’, sera obtido:

p*u*A* = pul (2.74)
A pu popu

Onde p, é a densidade de estagnacdo e é constante ao longo do fluxo
isentrépico. Sendo assim, a razdo de densidade caracteristica por densidade de
estagnhacdo, a razdo da densidade de estagnacdo pela densidade e, por fim,

relembrando a equacéao (2.37), teremos as trés equacgdes seguintes:

p* ( 2 )1/()’—1)

po _ , 1/(y-1
F = (1 + TM > (2.77)
o Ly +1)/2]M?
i T VTR @70

Sendo assim, utilizando as equacgdes (2.76), (2.77) e (2.78) e substituindo na
equacao (2.75) elevada ao quadrado, teremos:

A2 1 2 y—1 ¥+1)/(r-1)
— 2
(E) B W[y +1 (1 T M )] (2.79)
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Essa equacdo é importante por ser definida como a relagdo de &rea—numero
de Mach e dita que Mach de qualquer local do duto, estd em funcdo da razdo das
areas de duto e garganta. Além disso, em qual valor M tem em determinado caso,
depende das pressdes de entrada e saida do duto e, o resultado da razéo das areas

em funcéo de M, sdo valores tabelados assim como mostra a Tabela 1 (ANDERSON,

2001).

Tabela 1 — Propriedades de escoamento isentropico. Apéndice A do livro

M Po Po To a4

p p T ar
0,9400 + 00 0,1767 + 01 0,1502 + 01 0,1177 + 01 0,1003 + 01
0,9600 + 00 0,1808 + 01 0,1526 + 01 0,1184 + 01 0,1001 + 01
0,9800 + 00 0,1850 + 01 0,1552 + 01 0,1192 + 01 0,1000 + 01
0,1000 + 01 0,1893 + 01 0,1577 + 01 0,1200 + 01 0,1000 + 01
0,1020 + 01 0,1938 + 01 0,1604 + 01 0,1208 + 01 0,1000 + 01
0,1040 + 01 0,1985 + 01 0,1632 + 01 0,1216 + 01 0,1001 + 01
0,1060 + 01 0,2033 + 01 0,1660 + 01 0,1225 + 01 0,1003 + 01

Fonte: Fundamentos da Aerodindmica (2001)

Ao analisar a Tabela 1, nota-se que para escoamento subsonico, os valores
de M aumentam e as razbes de areas decrescem, ou seja, 0 duto é convergente.
Similarmente, se o escoamento for sénico M = 1, A/ A" e se o escoamento for
supersénico, ambos os valores de M e da razdo de areas aumentam, ou seja, o duto
é divergente (ANDERSON, 2001).

2.7 ESCOAMENTO HIPERSONICO

Desde os primordios da historia da aviagcdo, sempre tem se direcionado para
a filosofia “mais rapido e mais alto”. Com esse intuito, o progresso no ramo ocorreu
de forma exponencial até o ponto de para missdes de voo espacial tripulado. A maior
altitude e velocidade registradas em voo tripulado, foi até a lua e 36 vezes a velocidade
do som, registrado pela capsula Apollo lunar. Porém, a maioria dos voos da Apollo
ocorreram no espaco, fora da atmosfera terrestre, além disso, um dos aspectos mais

criticos era a reentrada dentro da atmosfera, apés completar a missao lunar. Devido
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a alta velocidade de voo, faz com que ocorra um fendmeno aerodinamico,
denominada aerodindmica hipersoénica. Outra aplicacdo hipersbnica que também
ocorre, € sobre motor de um ramjet hipersdnico, ou scramjet, ou um transporte
hipersbnico, a tecnologia basica sobre a qual estd sendo estudada pela NASA
(ANDERSON, 2001).

2.7.1 Aspectos Qualitativos de Escoamento Hipersonico:

Considere a metade do angulo de cunha sendo 15° voando com um M- = 36.
Pelo grafico da Figura 11, anteriormente, € possivel ver que o angulo de choque
obliquo sera 18°, ou seja, essa onda € muito proxima a superficie do corpo. A camada
de choque formada entre a onda de choque e o corpo € bem fina, sendo uma das
caracteristicas de escoamento hipersénico (ANDERSON, 2001). Uma consequéncia
pratica dessa fina camada de choque, é que a maior interacao frequentemente ocorre
entre o escoamento inviscido atrds do choque e a camada limite de viscosidade na
superficie. Ou seja, veiculos hipersénicos geralmente voam em altitudes onde a
densidade e, consequentemente, o numero de Reynolds, € baixo, portanto as
camadas limite sdo espessas (ANDERSON, 2001).

Quanto maior o numero de Mach, mais além contribui para a camada limite
ser mais espessa, de forma que, pela Figura 17, nos apresenta uma camada de
choque inteiramente viscosa e a forma da onda de choque e pressado de superficie

sao afetadas pelos efeitos viscosos.

Shock wave

Thin viscous shock layer

Body surface

7 ’ /

Figura 17 — Camada de choque fina e viscosa de um escoamento hipersénico.
Fonte: Fundamentos da Aerodindmica (2001)

Moo = 36
—
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Esse fenbmeno é conhecido como fenébmeno de interagdo viscosa e é uma
das maiores areas de pesquisa moderna de aerodindmica hipersdnica. Outra area
frequentemente dominante em aspectos de escoamento hipersénico é a analise de
altas temperaturas na onda de choque, junto com o aquecimento aerodinamico do
veiculo (ANDERSON, 2001). Por exemplo, considere um corpo com a ponta
arredondada reentrando na atmosfera com Mach 36, como demonstra a Figura 18.

N4
(=]
Moo * 36 S
e —— —
Too = 258 K =
'\-

Figura 18 — Alta temperatura em uma camada de choque.
Fonte: Fundamentos da Aerodindmica (2001)

Pela Tabela 2 representada abaixo, € possivel encontrar que a razédo de
temperatura estatica em relacdo a Mach M. = 36, denotada por Ts/ T«, € 252,9. Sendo
assim, para uma altitude padréo de 59 km e T. = 258 K, tem-se que Ts = 65248 K, que
€ uma temperatura muito alta, sendo seis vezes mais quente que a superficie do sol.
Porém, isso na realidade € um valor equivocado, porque os dados da Tabela 2 s6 é
conveniente para gases perfeitos com y = 1,4. Porém, como o corpo sofre acdo de
temperaturas bem altas, o gas comecara a sofrer reagfes quimicas e y nao sera mais
igual a 1,4 j4 que nao sera constante (ANDERSON, 2001).



Tabela 2 — Propriedades de onda de choque normal

M P2 Pz T, Po,

P1 P1 T, Do,
0,3400+ 02 0,1348+04 0,5974+01 0,2257+03 0,7804- 05
0,3600+ 02 0,1512+04 0,5977+01 0,2529+03 0,5874- 05

0,3800+02 0,1684+04 0,5979+01 0,2817+03 0,4488-05

. Apéndice B do livro
Po, M2
P1

0,1489+ 04 0,3788+ 00
0,1669+ 04 0,3786+ 00
0,1860+ 04 0,3786+ 00

Fonte: Fundamentos da Aerodindmica (2001)
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Sendo assim, o valor de Ts encontrado anteriormente, se fosse levado em

conta as reagdes quimicas, teria um valor aproximado de Ts = 11000 K, implicando

também em alta temperatura, porém, menor que a anterior. Examinando com maior

detalhe os efeitos de altas temperaturas, se consideraroarcomp =1atme T = 288

K (nivel do mar), a composi¢cdo quimica é de 20% O2 e de 80% N2 pelo volume.

Entretanto, se a temperatura aumentar para 2000 K, as moléculas de oxigénio

comecardo a se dissociar, através de reagdes endotérmicas. Se a temperatura passar

para 4000 K, boa parte das moléculas de oxigénio terédo se dissociados enquanto as

moléculas de nitrogénio também comecardo a se dissociar (mas ndo completamente)

(ANDERSON, 2001). Ao passar pela temperatura de 9000 K, boa parte das moléculas

de nitrogénio ja terdo se dissociados e assim uma ionizacdo comecgara a ocorrer,

assim como esta esquematizado abaixo:

0, - 20
N, > 2N

N->Nt+e~
0-0%+e”

2000K <T <4000K
4000 K <T <9000 K

T >9000 K
T >9000 K

Consequentemente, a camada de choque na regido do nariz do corpo é

parcialmente plasma ionizado, consistindo de atomos de N e O, de ions N* e O* e

elétrons e~. Por fim, as equacdes que haviam sido desenvolvidas anteriormente nao

podem ser aplicadas da mesma forma para o escoamento hipersoénico, visto que elas

dependem da constante y = 1,4 (ANDERSON, 2001).
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2.7.2 Relacdes de Onda de Choque Hipersonica:

Assim como foi discutido em onda de choque normal e obliqua, é necessario
definir as razdes de pressdo, densidade e temperatura. Quando se leva em
consideracéo as relagbes para todos os numeros de Mach, maior do que a unidade
supersonica ou hipersbnica, algumas aproximacdes e simplificacdes devem ser
tomadas. Sendo assim, algumas limitacbes ocorrerdo para numeros de Mach
exorbitantes e essas limitacbes, sdo chamadas de relacées de choque hipersodnico
(ANDERSON, 2001).

Portanto, relembrando pela se¢do de choque obliquo, as exatas equacdes
(2.54), (2.55) e (2.56), terdo termos desconsiderados devido ao grande valor que o
namero de Mach podera assumir. Por fim, lembrando que M,; = M;sinf, as
equacdes serdo divididas da seguinte forma, com suas respectivas limitacoes:

e Equacdes exatas:

P2 (v + DM{ sin® B

2 = 2.82
p1 2+ (y—1)M?Zsin2p (2.82)
P2 2y 2 cin2 p _
. 1+ ) (M7 sin* g — 1) (2.83)
T 2 2 + (y — 1)M? sin?
1 (&) (&) _ [1 + Y (m2sin2p - 1)] o4 )2 L0 P (284)
T, \p./)\p, y+1 (y + DM sin? B
e M2sin?f — 1 .
anoe = 2co ’BMlz(y+c052ﬁ)+2 (2.85)
e Equagbes quando M, — o:
pz (r+1)
e _ 2.86
pr (y—1) ( )
p2 2Y a2
— = ——M?#sin 2.87
b yrisp ®87
T, (pz) (pl) 2y(y -1, .
2 ()2 = 22— M2sin? 2.88
T, pP1/ \pP2 y+1D2 Tt d ( )
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Para a relacéo 6 — 3 — M, no limite hipersonico, tem-se que 6 e 3 s&o
pequenos, portanto, pode ser usado a usual aproximacéo para angulos

pequenos:

sinf=p
cos2f =1

tan@ =sinf =0

Sendo assim, resultara em:

2] MEpP-1 ) 59
_ElMlz(y+1)+zl (2:89)

Aplicando o nimero de Mach alto, resultaré:

l Mz B?
TBMIG+ D

g = VZLl (2.90)
Considerando y = 1,4, o resultado final sera:

B =126 (2.91)

Afinal, em uma relacéo de onda de choque hipersonica, nota-se que para uma
dada razao de presséo, se o numero de Mach tender ao infinito, essa razao se tornara
infinitamente grande (ANDERSON, 2001). Por outro lado, o coeficiente de presséo
atrds do choque, é um valor constante para altos valores de numero de Mach. Ou
seja, 0 escoamento hipersénico ndo depende do Numero de Mach, contato que seja
suficientemente alto, implicando em uma independéncia ao mesmo (ANDERSON,
2001).
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3 METODOLOGIA

3.1 HIPOTESES INICIAIS

Antes de se efetuar a modelagem, algumas hipoteses basicas devem ser
consideradas, sendo elas: estar em regime permanente, auséncia de forgca de campo,
de trabalho do eixo, de forcas viscosas e de dissociacdo molecular, o sistema ser
adiabatico e equilibrio térmico entre as espécies quimicas.

Por ser um escoamento hipersénico, reacfes quimicas irdo ocorrer, enquanto
as concentracdes de espécies quimicas variam ao longo desse escoamento. Se
ocorrer um escoamento em nao-equilibrio, deve-se apresentar uma variacdo na

entropia ao longo desse escoamento.

3.2 SIMULACAO COMPUTACIONAL

Como exemplo de analise do escoamento do ar, em regime de alta
velocidade, em uma tubeira convergente-divergente, o codigo NOZ3T (Three
Temperature Nozzle Flow Code) € uma ferramenta capaz de efetuar tais simulacfes
nessas caracteristicas. Além disso, o NOZ3T foi desenvolvido pelo Dr. Chul Park da
NASA Ames Research Center, na qual utiliza das temperaturas de rotacédo-translacao,
vibracdo e eletronica. Para isso, a tubeira é acoplada a um tubo de choque na
extremidade do reservatorio de baixa presséo. A presenca desta tubeira permite que
0 gas (do reservatério de baixa pressado) pressurizado e aquecido pela onda de
choque incidente (no tubo de choque) seja acelerado e expelido pela secao de testes,
e assim, seja denominado tunel de choque hipersoénico (SILVA, 2009).

Os tuneis de choque, também conhecidos como tuneis de vento hipersonico,
sao equipamentos onde geralmente sdo acopladas tais tubeiras. O tunel de choque
possui um tubo de choque, que é um tubo fechado nas extremidades e separado por
um diafragma. Nessas sec¢fes do tubo, coloca-se um géas a alta pressao (secdo do
“driver”) e na outra o sistema que se deseja estudar, onde a pressao € bem mais baixa
(regido do “driven”) (DOS SANTOS, 2008). Sendo assim, um protétipo, ao ser
ensaiado dentro do tubo de choque, passara pelo bocal convergente-divergente para
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que seja possivel aumentar a sua velocidade e assim adquirir os dados dos testes ao
romper os diafragmas. Um exemplo disso, é a figura abaixo onde demostra o que

comp@e tal tunel de choque hipersénico:

TANQUE DE
EXPANSAO

SECAO DE ALTA ‘ .
PRESSAO SEC -\()l).l BAIXA SECAO DE
( "DRIVER" ) FRESSAQ TESTES
( "DRIVEN" )

r
- l:. 3 - ‘—
T -
IIAFRAGMAS TUREIRA

TUBO DE CHOQUE MODELO
EM

TESTE

Figura 19 — Se¢des de um tinel de choque hipersénico.
Fonte: A. M. dos Santos (2008)

O Laboratorio de Aerotermodinamica e Hipersoénica Prof. Henry T. Nagamatsu
possui, atualmente, trés tuneis de choque hipersoénico, Figura 20, com capacidade de
reproduzir, com boa proximidade, o ambiente encontrado em voos hipersonicos,
considerando velocidade, composicdo quimica, temperatura e entalpia do
escoamento, com tempo de escoamento hipersdnico permanente (tempo de teste),
variando de 0,1 a 10 ms (milésimos de segundo) (SILVA, 2009).

Figura 20 — Tunel de choque hipers6nico T3 do Laboratorio de Aerotermodinamica e
Hipersonica.
Fonte: Débora da Silva (2009)
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3.2.1 Montagem do Codigo Computacional:

Como a garganta da tubeira € o ponto onde ocorre a mudanca de
convergéncia para divergéncia e vice-versa, para a confeccdo do caodigo
computacional, alguns parametros dever&o ser definidos de antem&o. Visto que o
cadigo trabalha com equacdes de conservacdo unidimensionais, a concepgdo de
montagem € similar ao codigo NOZ3T. Sua modelagem através do método de
volumes finitos, devera utilizar de células para definir o fator de estiramento x e y.
Sendo assim, os parametros iniciais que devem ser definidos sédo: tamanho da célula
em x ey, partindo do centro ou da parede da garganta; comprimento total em x (antes
e depois da garganta); o numero de células; as razGes de area; largura da garganta
em y; raios de entrada e saida do bocal; pontos de tangéncia antes e depois da
garganta.

Tais células, ou pontos, serdo importantes para definir a malha na qual o
escoamento esta ocorrendo no bocal. Por exemplo, em um escoamento hipersénico
que possua N pontos de grade, em cada uma dessas grades devera ser calculada a
conservagdo da massa, momentum e energia com suas respectivas derivadas
parciais substituidas pelas expressfes de diferencas finitas. Uma andlise quase
unidimensional ndo podera ser aplicada para esse caso, visto que a importancia desse
eguacionamento seria apenas para facilidade de entendimento da base tedrica. Ou
seja, um escoamento unidimensional é simples, porém possui desvantagens como:
falta de detalhes para um escoamento real tridimensional e ndo da informacéo sobre
o contorno da parede adequado de tais bocais. Portanto, a solucdo mais adequada é
pela utilizacdo de método dos volumes finitos ou pelo método de caracteristicas.

Para que o computador suporte utilizar um certo nivel de refinamento para
desenvolvimento do programa, as condicbes de contorno serdo propriedades que
devem ser levadas em conta, assim como as instabilidades numéricas.

As células fantasmas, nesse caso, permitem armazenar os valores para as
condi¢des de contorno de cada bloco, de forma a evitar que os operadores diferenciais
sejam redefinidos nas suas formas (DE LIMA, 2012). Dessa forma, o mesmo esténcil
usado no interior das ceélulas de uma malha pode também ser usado nas células
localizadas nas bordas das malhas. Por isso, devido aos parametros inicias, o nimero
de células fantasmas consideradas, dependem do tamanho do esténcil necessario

para a discretizacdo do operador diferencial, sendo necessaria uma camada de
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células fantasmas ao redor de cada malha. Sendo assim, para o programa, é
necessario definir carreiras de células fantasmas na entrada e saida do bocal, acima
da linha de centro e abaixo da linha de parede do bocal.

Tanto o método das linhas caracteristicas quanto o método dos volumes
finitos, representam um campo de fluxo continuo por uma série de pontos de grades
distintas no espaco. Como foi dito anteriormente, em cada ponto da grade devera ser
calculado as propriedades do escoamento utilizando as equacdes governantes.
Sendo assim, as figuras 21 e 22 demonstram um exemplo de analise de pontos para

ambos os métodos:

Characteristic lines Grid p-:\:intg
o

iy AN

Grid points -1, (1) Qi+, j+1)
it

=1, N (i+1,7)

W—1, =1y ju+i,ji-1)
“-"{ jo 1)

Ax

Characteristics mesh Finite-difference mesh

- = X

ia) (b}

Figura 21 — Analise de pontos de malha para linhas caracteristicas (a) e diferencas finitas (b).
Fonte: Fundamentos da Aerodindmica (2001)
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—l X

Two-dimensional nozzle

—

13

Figura 22 — Exemplo de design de bocal utilizando o método das linhas caracteristicas.
Fonte: Fundamentos da Aerodindmica (2001)

Visto que o codigo modelado no trabalho serd desenvolvido utilizando o
método de diferencas finitas, primeiro, sera necessario o uso de representacdes de

diferencas finitas para derivadas parciais usando séries de Taylor, como, por exemplo:

(a_u) = 2L B (Giferenga posterior) (2.92a)

ox i,j Ax ap .

(a_u) ) B el (diferenga anterior) (2.92b)
0x i,j Ax ’ .

ou Ujprj — Uj—1j
( ) = A (diferen(;a central) (2.92¢)
Lj

ox 2Ax

Sendo que a diferenca anterior e posterior, se referem a entrada e saida do

bocal, respectivamente.
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4 ANALISE DOS RESULTADOS

Assim que foi realizada a montagem do c6digo, os resultados computacionais
obtidos delimitaram linhas de escoamento na qual, através delas, € possivel analisar
a geometria que a tubeira tomara. Além disso, os valores dos parametros iniciais
escolhidos para a simulacdo dessa tubeira convergente-divergente é de:
comprimento total de 0,08 u e de largura de garganta de 0,01 u, razédo emy de 0,98,
com 21 numero de pontos em y e com 38 numero de pontos em x. Para tal
modelagem, foi escolhida uma malha espessa, ou seja, detém de 10 célulasemy e

20 células em x.

Portanto, a malha desenvolvida e calculada para cada ponto resultara na
geometria do bocal, propriamente dita. Porém, o que denotara as paredes limitantes
da tubeira, sera a utilizacdo das células fantasmas para colaborar na modelagem
desse formato. Como queremos utilizar a tubeira para acelerar o escoamento até
um numero de Mach desejado, deve-se reescrever e analisar a equacéao da relacéo
de area — velocidade. Basta relembrar pela secédo 2.6.1 do trabalho, que a relacao
de area é de suma importancia, assim como mostrou a equacao 2.73 que sera

reescrita abaixo:

a4 _ vz 2.73
oo - @73)

Ao desenvolvermos a equacédo 2.73 para o bocal, tem-se a relacdo nimero

de Mach-velocidade denominada por:

AN2 1 2 y—1 (r+1)/y-1)
(E) =— —(1 + —MZ)] (2.79)

Por consequéncia, pelos dados iniciais tomados acima e pela a equacéo
2.79, definiu-se que é possivel analisar o Mach de qualquer local do duto, em funcéo
da razdo das areas de duto e da garganta, além do formato que a tubeira deve

possuir para realizar esse escoamento desejado.
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Por fim, a modelagem matematica através do método das diferencgas finitas

e demais operacdes, foram realizadas pelo MATLAB, na qual o gréafico resultante, é

definido abaixo pela Figura 23:

0.5

-15

-25

Figura 23 — Grafico resultante da malha modelada em x e y.
Fonte: Autoria propria.
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5 CONCLUSAO E PROPOSTA DE TRABALHOS FUTUROS

O presente trabalho teve como motivacdo o problema de engenharia, que
envolve a complexidade de se realizar simulagbes de voo a partir do instante que
entra em escoamento hipersoénico. Assim como foi visto, 0 escoamento hipersonico
€ de dificil simulacdo, mesmo através da utilizacdo de codigo CFD, devido as
instabilidades decorrentes, como as fortes interacdes de temperaturas entre o
veiculo e a onda de choque, ou as forcas viscosas presentes. Tal aumento de
temperatura na superficie do corpo afeta a atmosfera na qual o corpo esté inserido,
porque a partir de certo momento, reacdes quimicas ocorrerdo devido a dissociacao
de gases. Sendo assim, um veiculo espacial como o 14 — X, encontrara problemas
caso nao seja possivel prever o que ocorrera na superficie de seu material, devido
ao aumento de temperatura. Para poder prever tais problemas, seria necessario
realizar testes, porém, esses testes sao caros. Consequentemente, a simulacéo

computacional foi a solucdo mais econémica para tal problema.

A tematica do trabalho consistiu em definir a base tedrica necessaria para
realizar a simulagdo computacional de um escoamento hipersénico através de uma
tubeira. A teoria envolvida desde a andlise em ondas de choque, até rela¢cdes entre
o numero de Mach e a razdo de é&rea, para conseguir definir o aumento de
velocidade empregada no problema. Com isso, foi possivel também determinar a
geometria do bocal, conforme os parametros iniciais pré-definidos. Ao gerar o
grafico da secdo anterior e analisar os resultados obtidos, € possivel concluir que

0s objetivos do trabalho foram atingidos.

Cddigos bases importantes, como o cédigo NOZ3T utilizado para realizar
analises de escoamentos hipersbnicos, foram de grande importancia para o
desenvolvimento do cédigo computacional para calculo de fator de estiramento.
Portanto, o codigo gerado vem a se tornar uma boa ferramenta para ser utilizada
futuramente, caso queira realizar testes no escoamento hipersénico. Além disso,
uma proposta de trabalho futuro € a analise de um protétipo veicular, nesse regime
de escoamento. Como foi citado anteriormente, ao entrar em regime hipersonico, o
veiculo sofre uma maior interacdo de temperatura e isso ocorre devido a onda de

choque ficar cada vez mais proxima a sua superficie. Sendo assim, uma simulacao
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computacional, seguida de experimento laboratorial, seria uma proposta ideal para
analisar tal comportamento e trazer possiveis solu¢cdes devido a essa grande

interacao.

Para o experimento laboratorial, o tinel de choque hipersénico é a
ferramenta ideal para poder realizar os testes e analisar os resultados. Um exemplo
disso é o tunel de choque do Laboratério de Aerotermodinamica e Hipersénica do

Instituto de Estudos Avancados (IEAvV).
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