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RESUMO

O presente trabalho aborda a formulagao e desenvolvimento do método dos elementos finitos
para simulacdo e andlise do comportamento de estruturas reticuladas sob a a¢do de forgas ex-
ternas. Aprimoramentos envolvendo ndo linearidades buscam aproximar o comportamento do
sistema projetado para o caso real, trazendo complicacdes no modelo matematico que neces-
sitam de métodos numéricos na obtencdao da solu¢do, demandando alta taxa de convergéncia
para reducdo do custo computacional. O algoritmo foi implementado em Python, possibilitando
prever o comportamento e verificar a influéncia das nao linearidades em problemas estruturais
considerando as deformagdes de von Karman.

Palavras-chave: Elementos Finitos, Nao linearidades, Deformacdes de Von Kérméan, Python.



ABSTRACT

The present work deals with the formulation and development of the finite element method for
simulation and analysis of the behavior of crosslinked structures under the action of external
forces. Enhancements involving nonlinearities seek to approximate the behavior of the system
designed for the real case, causing complications in the mathematical model that need numeri-
cal methods to obtain the solution, demanding a high convergence rate to reduce computational
cost. The algorithm was implemented in Python, making it possible to predict the behavior and
check the influence of nonlinearities on structural problems considering von Karman strain.

Keywords: Finite Elements, Nonlinearities, Von Karman Strain, Python.
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1 INTRODUCAO

Diversos problemas de engenharia sdo regidos por equagdes diferenciais definidas em
um certo dominio. Estas s6 possuem soluc¢ao analitica para casos simples. O método dos ele-
mentos finitos consiste em buscar solucdes aproximadas para o problema real através da discre-
tizagdo do dominio continuo em diversos elementos finitos, considerando apenas alguns nos.
O conjunto desses subdominios € denominado malha e a solug@o é obtida ndo para o problema
original, mas sim para um aproximado.

A aplicacao do método € feita principalmente para problemas de mecanica dos sélidos,
mecanicos dos fluidos e transferéncia de calor. Possui destaque a andlise de estruturas meca-
nicas, onde o objetivo € determinar os deslocamentos, tensdes e deformacdes de um corpo em
equilibrio sujeito a aplicacdo de esfor¢os externos, considerando que o material permanece na
fase eldstica. Muitos softwares utilizam elementos finitos para simular e analisar fendmenos
fisicos ou o comportamento de produtos durante a sua atuacdo. Entre os mais conhecidos estao:
ANSYS, Autodesk Inventor e SolidWorks.

Para desenvolvimento do trabalho foram estudadas estruturas reticuladas, constituidas
por elementos de barras prismaticas cuja sec@o transversal apresenta dimensdes muito inferi-
ores ao seu comprimento, permitindo a discretizacdo do corpo em elementos unidimensionais
com bons resultados. As equagdes diferenciais que governam um corpo em equilibrio devem
ser formuladas em func¢do dos deslocamentos e for¢as, sendo derivadas através do principio do
trabalho virtual.

A relacdo linear entre cargas e deslocamentos possui bons resultados para pequenas
forgas, onde os deslocamentos sdo muito pequenos comparados com as dimensoes dos compo-
nentes da estrutura e a anélise pode ser feita considerando a geometria do corpo nao deformado.
Se os esforcos aplicados causam grandes deformacodes, a relacdo deixa de ser vdlida, uma vez
que a modificacao da geometria causa uma alteracdo na distribui¢@o dos esforcos internos (AZE-
VEDO, 2003, p. 3).

A formulag@o e implementacdo do método dos elementos finitos para o caso ndo linear
foi desenvolvida em um modelo de viga de von Karmadn e os resultados expandidos para abranger

porticos ndo lineares.



1.1 JUSTIFICATIVA

O método dos elementos finitos é amplamente utilizado para simulacdo e anédlise do
comportamento de componentes mecanicos sob a acdo de esfor¢cos externos. Sendo assim, €
desejéavel o desenvolvimento de um programa simples e intuitivo, capaz de resolver problemas
envolvendo estruturas reticuladas de maneira rapida e apresentando bons resultados. O estudo
de casos mais complexos envolvendo ndo linearidades busca aproximar o comportamento do
modelo projetado para o caso real. A implementacdo do método considerando essas ndo li-
nearidades ¢ um aprimoramento que requer alta taxa de convergéncia para reduciao do custo

computacional.



2 OBJETIVOS

2.1 OBJETIVO GERAL

Implementar um cédigo em Python, utilizando elementos finitos para simular e analisar
o comportamento de estruturas reticuladas sob a ac@o de forcas externas, considerando a relagcdo

entre deslocamentos e esfor¢os nao linear.

2.2 OBIJETIVOS ESPECIFICOS

* Implementar o método dos elementos finitos unidimensional considerando as deforma-

coes de von Karman com alta taxa de convergéncia;
* Verificar os resultados obtidos com os disponiveis na literatura;
» Utilizar fun¢des de alta ordem na interpolagdo;
* Verificar resultados com o software de simulacdo computacional ANSYS;

* Desenvolver interface gréfica do usudrio.



3 CONCEITOS BASICOS

Segundo Hibbeler (2010, p. 1), “resisténcia dos materiais € um ramo da mecanica que
estuda as relagdes entre as cargas externas aplicadas a um corpo deformével e a intensidade das
forcas internas que agem no interior do corpo.” Além disso, envolve o estudo da estabilidade do

conjunto e das relacdes entre esforcos, deslocamentos, deformacdes e tensdes.
3.1 TENSOES E EQUILIBRIO

Considere um corpo tridimensional continuo sujeito a aplicacdo de vérios esforcos ex-

ternos, como ilustrado pela figura 1.

q

—
—
3

Figura 1: Corpo tridimensional sujeito a aplicaciao de forcas externas

Fonte: Autoria Prépria.

Se o sistema estiver em equilibrio, qualquer elemento em seu interior também deve es-

tar, em razdo disso desenvolve-se esfor¢cos internos opostos as cargas aplicadas. As componentes
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da forca resultante nos eixos coordenados sao representadas pelo vetor F:
F:[FmFy;Fz]T (1)

De acordo com Hibbeler (2010) os esfor¢os sdo divididos em dois tipos principais:
forcas de corpo e forcas de superficie. As de corpo atuam a distancia, sem a necessidade de

contato, por exemplo: forcas gravitacionais e magnéticas. A representacao € feita por:

pP= [p:vapyapz]T (2)

Ja as de superficie sdo causadas pelo contato direto de um corpo com a superficie de
outro, em mecanica dos sélidos, sdo subdivididas em for¢as concentradas e carregamentos dis-
tribuidos.

Para as forcas concentradas € considerado que toda a sua intensidade € aplicada em
apenas um ponto:

P =[P, P, P)" 3)

Os carregamentos distribuidos sdo esforcos que atuam de maneira distribuida através

de uma trajetdria S definida sobre a superficie do corpo:

q= [q$> Qy, QZ]T (4)

Selecionando um pequeno elemento de drea AA em um corpo continuo, se tem uma
variagdo de forca A F' atuando nesse elemento, a medida que A A tende a zero, 0 mesmo ocorre
com a forca AF. Em geral, o quociente entre essas duas variagdes tenderd a um limite finito

denominado tensdo (HIBELLER, 2010, p. 14).

. AF
T A0 AA

&)

o

Para a componente da forca que age perpendicularmente ao elemento de drea, o limite
em (5) € denominado tensdo normal. J4 as componentes que tangenciam o elemento, sdo cha-
madas de tensdes cisalhantes (BEER; JOHNSTON, 1996).

Em um elemento tridimensional, cada face com area A A possui trés componentes de

forca, sendo duas tangenciais e uma perpendicular, consequentemente, duas tensdes cisalhantes
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e uma tensiao normal atuam em cada face. O estado geral de tensdao pode ser totalmente repre-
sentado através de suas componentes na dire¢do dos eixos do espago cartesiano, a ilustragdo é

feita pela figura 2.

Figura 2: Elemento sujeito ao estado geral de tensao

Fonte: Autoria propria.
O vetor responsavel por representar esse estado é dado por:
_ T 6
g = [Uxxa Oyys Ozzy Tyzs Tazs Txy] ( )

Considere o elemento de volume dV ilustrado pela figura 2, o qual também pode estar
sujeito a forcas de corpo p, aplicando as equagdes de equilibrio, se chega nas seguintes equacoes

diferenciais:

004  OTyy  OTys
+ 22

ox dy 5. P 0

Jdo. 0T, 0T,

oy Far T o, T =0 ™
00,, OTy, N 07y b =0

0z ox dy
Os carregamentos distribuidos q atuam em uma trajetéria S sobre a superficie do corpo
e devem aparecer nas equacdes de equilibrio através das condi¢des de contorno. Considere o

elemento tridimensional no formato de um tetraedro, sob a influéncia desses esfor¢os, conforme
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ilustrado pela figura 3 (CHANDRUPATLA; BELEGUNDU, 2002, p. 5).

Figura 3: Elemento em equilibrio sob a influéncia de carregamentos distribuidos

Fonte: Adaptado de Chandrupatla e Belegundu (2002, p. 5).

As mesmas tensoes definidas pela figura 2 atuam no elemento, entretanto, o equilibrio
requer a defini¢do de um vetor unitdrio n = [n,, n,, n,]” normal ao elemento de drea dA para

compensar a direcao do carregamento:

OzaNy + TayTy + TNz = Qs
TayNz + OyyNy + TyNy = qy (8)

TezNg + TyzTy + 0N, =q,

Condicdes de contorno envolvendo restricdes de deslocamentos sdo denominadas de

cinemadticas e devem ser inseridas diretamente nas equacoes diferenciais.
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3.2 DESLOCAMENTOS E DEFORMACOES

Sempre que uma forca € aplicada em um corpo deformdvel, ela tende a causar um

deslocamento na sua direcao. A representacao € feita pelo vetor u:
T
u = [u,v,w) )

Onde u, v e w sdo os deslocamentos na dire¢do de z, y e z, respectivamente.

Como consequéncia dos deslocamentos, haverd uma mudanga na forma e tamanho do
corpo, esse processo recebe o nome de deformacdo. E possivel dividi-lo em dois grupos princi-
pais: deformacao normal e por cisalhamento (HIBBELER, 2010, p. 47).

A deformacio normal é definida como alongamento ou contracdo de um segmento de
reta por unidade de comprimento, sendo representada nas trés dimensoes por:

_du _dv _dw

= — = — =— 1
€or = 7 Eyy iy €z = (10)

J4 a deformacdo por cisalhamento € definida como a mudanca no angulo entre dois

segmentos de reta que originalmente eram perpendiculares. A ilustragdo € feita pela figura 4.

du _=="T
- !
————— /
- I}
[ —-— /
1 K
/ /
! I}
! I}
/ I
/ /
/ /
/ I}
dy / /
! /
1
’
T ]
MNg T T e T
/ -
I\ =" dv
! - - l
dx

Figura 4: Elemento plano sofrendo deformacao por cisalhamento

Fonte: Adaptado de Chandrupatla e Belegundu (2002, p. 5).
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Para pequenos dngulos, em radianos: sen(f) ~ 6 e considerando deformagdes angula-

res infinitesimal se tem a tens@o de cisalhamento no plano xy:

dv  du
o = | — + — 11
Da mesma forma, para os planos zz e yz:
dw du dv  dw
ey = | — + — = — 4+ — 12
7 (dm +dz> T <dz+ dy) (12)

Portanto, o estado geral de deformacao € representado por:

€ = [61337 €yys €225 Vyz> Vaz, ’V:Ey]T (13)

Ao aplicar uma forca de tragcdo em um corpo, este, além de sofrer um alongamento na
direcdo da for¢a também experimenta uma reducdo em sua area da secao transversal, resultando
em duas deformagdes normais. O cientista francés S.D. Poisson percebeu que dentro da faixa
eldstica a razdo entre essas deformacgdes € uma constante que € representada pelo coeficiente de

Poisson (HIBBELER, 2010, p. 73).

€lat

(14)

V=—
€long

A maioria dos materiais exibe uma relagdo linear entre tensao e deformagao dentro da

regido eldstica, essa relacao foi descoberta por Robert Hooke e denominada Lei de Hooke:

Ope = Fegy (15)

Para o caso tridimensional, a relacdo € denominada Lei de Hooke Generalizada:

e =& _ % %=
“w R E E
€ —Oy—Vax—VUZ
W R E E
e =9z _ 0« Oy
#= FE E E (16)
Tyz
'sz:?
TZ‘Z
el
Tay

e
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Onde,

E

E possivel escrever as equagdes em (16) na forma matricial:
o = De (18)

Com D sendo a seguinte matriz (CHANDRUPLATA; BELEGUNDU, 2002, p. 6):

1—v v v 0 0 0
v 1—v v 0 0 0
E v v 1—v 0 0 0
D= (19)
(I+v)1=2v) | 0 0 05-v 0 0
0 0 0 0 05—v 0
0 0 0 0 0 05—v

3.3 DEFORMACAO NAO LINEAR

As equacOes em (10) representam a deformacdo normal linear, onde a andlise € feita
considerando a geometria da estrutura ndo deformada e possui bons resultados para pequenos
deslocamentos. A origem da ndo linearidade € ocasionada justamente pela mudancga da geome-
tria, onde deve ser levado em conta o comportamento do corpo durante o processo de deforma-
cao.

Considere dois pontos P e () dentro de um corpo tridimensional continuo. As coorde-
nadas destes pontos em relagdo a um sistema de referéncia sdo Xp e X e a distincia entre eles
¢ dX. Com a aplicagdo de esforcos externos, o corpo se deforma, ou seja, apds um tempo ¢ os
pontos sofrem deslocamentos u,, e u, passando a ter coordenadas x,, e X, em rela¢do ao sistema
de referéncia. A ilustracdo € feita pela figura 5 (Reddy, 2004, p. 329).

De acordo com Reddy (2015, p. 53) a descri¢do material ou Lagrangiana relaciona o
vetor de posi¢do x do corpo deformado no instante ¢ com a posi¢do X do corpo niao deformado

através de uma funcao de deformacao:

x = &(X, 1) (20)



16

A C, (time ¢ =0)

X9 X2

/ C (time t)

Ugq

X
Figura 5: Deformacao de um segmento de linha em um corpo continuo
Fonte: Reddy (2004, p. 330).

Portanto, a relagdo entre dx e dX € dada pela regra da cadeia, o termo responsavel por

relaciond-las € denominado gradiente de deformagao e serd representado por F, (REDDY, 2015,

p. 54).
dx = F, dX 1)
Onde,
F,— (vl = (X ' (22)
v - \oX

Na forma matricial:
Oz Oz Oz
0X1 0Xo 0X3

= Ozy  Omy  Oxy
Fg 0X1 0Xs 0X3 (23)

8I3 6x3 8%3
0X1 0Xo 0X3

Da figura 5, € obtido o vetor que representa o deslocamento de cada ponto:

u=x— X (24)

Como x € fungao de X e ¢:

u(X,t) =x(X,t) - X (25)
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Segundo Reddy (2015, p. 54) o gradiente de deformacgdo pode ser expresso em termos
do deslocamento:

F,=(Vx)" = (Vu+1I)" (26)

Onde I € o tensor identidade.

A deformacdo de Lagrange € definida por:

1 [dX? — dx?
=3 (—dX2 ) 27)

Expandindo os termos:

(dX?) = dX - dX

(28)
(dx*) = dx - dx = dX - (F} - F,) - dX
Ou seja,
1
e:é(Fg-Fg—I) (29)
Com (26):
€= % [Vu + (V)" + (Vu) - (Vu)T} (30)

A equacdo (30) é definida como o tensor de deformacao de Green. Que € escrito por

Reddy (2004, p. 332) da seguinte forma:

1 ( Ou; — Ouj — Ouy, 8uk> a1)

“=5\ox; " ox, " 9X, 0X,

Com (4, j, k) assumindo valores de 1 a 3, X, X5, e X3 representam as coordenadas
T, Y € 2 € uj, uz € uz os deslocamentos u, v e w. Como o tensor € SiMEtrico €;; = €;;, Seis
componentes sdo responsdveis por definir completamente o estado geral de deformagdes nao

linear do mesmo modo que em (13).
3.4 PRINCIPIO DO TRABALHO VIRTUAL

A solucdo de problemas governados por sistemas de equagdes diferenciais, em mui-

tos casos, pode ser conseguida transformando-se o problema em sua forma integral, a qual em



18

elementos finitos é denominada forma fraca (PAVANELLO, 1997).
Geralmente, a forma fraca € obtida através do método dos residuos ponderados junta-

mente com o método de Galerkin. Considere a equacio diferencial parcial abaixo:
Vi(u(z,y,2)) = p(w,y,2) em D (32)

Onde V? € um operador diferencial de segunda ordem e a equagdo é definida no domi-
nio D. Considere a solugdo exata de (32) como sendo u(z, y, z), utilizando um método numérico

se encontra uma solugdo aproximada @(z, y, z), resultando em um erro ou residuo:

R(z,y,2) = V*(u(z,y,2)) — p(z,y, 2) (33)

Segundo Pavanello (1997, p. 42) o método dos residuos ponderados consiste em deter-
minar funcdes ponderadas W; linearmente independentes e quadraticamente integravel em D,
tal que:

< R(-fC,y,Z),Wi(x,y, Z) >= / R(l’,y, Z)Wz(x>yv Z) dD =0 (34)
D

Conforme Chandrupatla e Belegundu (2002, p. 14) a escolha das fun¢des ponderadas
para o método de Galerkin sdo determinadas de acordo com as fun¢des de base usadas para

encontrar a aproximacao u(z, y, z):

?j(l’,y, Z) = %(l’ay,Z)Uz‘ (35)

Onde 1); sdo as fungdes de base, sendo geralmente polindomios que devem satisfazer
as condi¢des de diferenciabilidade relacionadas ao operador V da equagdo diferencial e suas
condicdes de contorno e u; sdo pontos de coloca¢do. Para o método de Galerkin, as funcdes

ponderadas sao as mesmas que as de base ou uma combinacao linear delas (PAVANELLO, 1997).
W((L’,y, Z) = Z%‘%(%Z/’Z) (36)
i=1

Escrevendo as funcdes ponderadas em (36) como ¢ e sabendo que o produto interno

com o residuo deve ser nulo:

/ (Vi —p)dV =0 (37)
1%

Utilizando (37) para resolver as equacdes diferenciais de equilibrio descritas em (7),
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juntamente com as condicdes de contorno envolvendo os carregamentos distribuidos (8), se

chega em (CHANDRUPATLA; BELEGUNDU, 2002):
/aTe(¢) dV—/cbpdV—/gquS—ZcpTP:O (38)
Vv \% S :

O principio do trabalho virtual afirma que se um corpo deformavel estd em equilibrio,
o trabalho virtual total realizado por forgas internas e externas reais atuando em seus respectivos

deslocamentos virtuais € zero (REDDY, 2004).
OWe =0Wy —o6Wg =0 39)

Onde 0W7; € a energia virtual armazenada no elemento, devido a tensdo o causar uma
deformacio e e W, € o trabalho realizado pelos esforgos externos. Para as cargas descritas na

secdo 3.1:
W = / olsedV
v

(40)
SWe = / (5updV—/(5uqu—Z(5uP
1% s i
O principio do trabalho virtual se torna:
/aTéedV—/5ude—/5updS—Z(5uP:O (41)
\%4 1% S .

Portanto, se chega nas mesmas equagdes em (38), com as fungdes ponderadas ¢ sendo
os deslocamentos cinematicos virtuais admissiveis (CHANDRUPATLA; BELEGUNDU, 2002).

A formulag@o do método dos elementos finitos requer o cdlculo de integrais sobre o do-
minio ou fronteiras de sistemas para determinar a matriz de rigidez e os vetores de carregamen-
tos. Em alguns casos, a integracao analitica € limitada e muitas vezes nao € vidvel, precisando
recorrer a métodos de integracdo numérica. Sendo assim, a Quadratura de Gauss é comumente
usada na formulac@o de elementos finitos devido a sua simplicidade e precisdao (KIM, 2015, p.

65).
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4 ELEMENTO UNIDIMENSIONAL NAO LINEAR

A principio, o método dos elementos finitos ndo linear é formulado em um elemento
de viga, sendo utilizado o principio do trabalho virtual, da mesma forma que o desenvolvimento
de Reddy (2004). A analise linear desconsidera a influéncia da mudanga da geometria durante
o processo de deformacdo na distribuicdo dos esforcos internos e sé possui bons resultados
para pequenos deslocamentos ou casos especificos. Com grandes esfor¢os, a viga sofre maiores
deformacdes e desenvolve forgas internas mais elevadas que contribuem significativamente para
a distribuicdo do campo de deslocamentos no interior do corpo, resultando em um termo ndo

linear na equacdo diferencial do modelo unidimensional (REDDY, 2004, p. 87).

4.1 VIGA DE VON KARMAN

Algumas consideracdes devem ser feitas para se chegar na equacgdo diferencial corres-

pondente ao modelo de viga de von Kdrman:

* O corpo € continuo e deformdvel, possuindo comprimento muito maior que as dimen-

soes da secdo transversal;

* Em cada elemento discretizado, a drea da secao transversal é constante e o material é

isotropico;

* A estrutura permanece na fase eldstica durante todo o processo de deformacao, onde as

secdes transversais continuam planas e rigidas, sofrendo apenas rotacao;

* Deformacdes normais devido ao efeito de Poisson, tensdo de cisalhamento e forgas de

corpo sdo desconsideradas da andlise.

O comprimento da estrutura ser muito maior que as demais dimensdes, possibilita eli-
minar a contribui¢do da tensao de cisalhamento para o campo de tensdes, além de permitir uma
aproximacao satisfatdria através de elementos unidimensionais.

E admitido que o corpo pode sofrer a maioria dos esfor¢os externos presentes no plano
xy, respondendo com grandes deslocamentos transversais, pequenos deslocamentos axiais e

rotacdes moderadas. Um elemento deformado € ilustrado pela figura 6.
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<

Figura 6: Deslocamentos envolvidos em um modelo de viga de von Karman

Fonte: Adaptado de Reddy (2015, p. 214).

Para pequenos dngulos, em radianos, sen(f) =~ 6 e o campo de deslocamentos é repre-

sentado por Reddy (2004, p. 88) da seguinte forma:

dUO

—y%, v = vo(x), w=20 (42)

u = up(x)

Onde (u, v, w) sdo os deslocamentos totais sobre as coordenadas (x,y, z) € ug € vy s30
os deslocamentos axiais e transversais de um ponto sobre o €ixo neutro.
A tnica componente da deformag¢@o nao nula em um elemento unidimensional € €,

de acordo com o tensor de Green (31):

ou 1| [0u\? o\’
Cor = €11 = 5 + 5 [(%) + (%) ] (43)

Os deslocamentos axiais foram definidos como sendo pequenos, entdo o termo ao qua-

drado referente a u € desprezado:

ou 1 [(0v)\?
€xy = B + B <%> (44)

Portanto, tem-se a deformacio ndo linear considerando a geometria do elemento de
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viga deformado:

dUO d2’Uo 1 d’UO 2
A 45
‘ dz 7 dz? - 2 (dw )

Segundo Reddy (2004, p. 89), de forma simplificada:
€ow = €0, + yeL (46)

O modelo de viga descrito nesta se¢do € conhecido como viga de von Kdrman e as

deformacdes em (46) sao denominadas deformacgdes de von Karman.

dvg

Repare que, se for desconsiderado o termo quadratico ( T

) na equagio (46), se tem a

deformacdo linear para o modelo de viga.
4.2 FORMA FRACA DO MODELO

Em elementos finitos, a forma fraca consiste em utilizar o principio do trabalho virtual
para escrever as equagOes diferenciais em sua forma integral. Algumas simplificacdes sdo feitas
na equacgdo (41) devido ao problema unidimensional: somente a componente de deformacao €,
e tensdo o,, nao sdo nulas e devem ser consideradas para a energia de deformacao, a integral
sobre o volume V' € realizada separadamente sobre dA dx, uma vez que a distribuicdo de area
deve ser a mesma dentro de cada elemento, forcas de corpo sdo desconsideradas. Com isso,

tem-se os trabalhos virtuais internos e externos para o modelo:

oWy = / / 0€pp00 AdA dx

47)
SWE = / qovo dz + / fougdr + Z PN

Com ¢ e f sendo os carregamentos distribuidos transversais e axiais, respectivamente,
Pf € um esforgo aplicado diretamente no né e A é o deslocamento virtual nodal (REDDY,
2004, p. 89).

Inicialmente, a discretizacdo € feita através de elementos unidimensionais com um né
em cada extremidade. Os deslocamentos sdo permitidos em todas as dire¢des do plano zy,
resultando em trés graus de liberdade por n6. Um elemento discretizado € ilustrado pela figura

7 (BITTENCOURT, 2007).
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Figura 7: Elemento unidimensional discretizado

Fonte: Autoria Propria.

Para o modelo proposto § = j—;, representando x, € x, como as coordenadas das ex-
tremidades da esquerda e direita do elemento, respectivamente, se tem os deslocamentos nodais
AY na diregdo dos graus de liberdade:

dv
M=l Ay=uln), A= ()

(48)

d’UO
Af = ug(xs), A5 = vo(wy), Af=— (—)
dx .

Da mesma forma, as forgas externas devem ser definidas na dire¢do dos graus de li-
berdade em que sdo aplicadas, isso pode ser feito através de uma andlise da distribui¢do dos
esforcos internos.

A figura 8 ilustra um elemento de viga sob a influéncia de carregamentos distribui-
dos transversais e axiais € como os esforcos internos se comportam apds o elemento sofrer um
processo de deformacgao.

Através da figura 8, se tem a relag@o entre as forgas externas e internas na direcao dos

graus de liberdade (REDDY, 2004, p. 90).

. . dUo dM:ECE e
Pl = _Nxm<xa)7 PZ - = <%NII + dx ) ) P3 = _Mfﬁx(xa)
Za 4
dvy dM,., @9

P= N, P == (N + ) R =Ml
Ty
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Y, f(x)

(a) Elemento de viga sujeito a aplicag¢@o de carregamentos distribuidos

q(x)
F' _ /Nxx
;' - T._ - > X
v. T .
v Ax Mxx dv

y dx

(b) Esforcos internos em um elemento de viga deformado

Figura 8: Elemento de viga e seus esforcos internos

Fonte: Adaptado de Reddy (2004, p. 92).

Com isso, fica evidente a contribui¢do dos esfor¢os internos normais na direc¢do trans-

versal, que aumenta diretamente com a rotagdo. Para a andlise linear essa contribui¢cdo nao é

dvg

considerada e s6 € satisfatoria no caso onde N, ou <

sdo pequenos durante a deformacao.

Os esfor¢os internos se relacionam com as tensdes por:

Ae

Ae

Substituindo a deformacdo definida em (45) para o termo correspondendo a energia de
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deformacdo na equacgdo (47):

d(S'LL() d’UO d(S'UO dQ(S’UO
) 4% A 1
Wi = / / [( dx dm dx ) Yz | 7o dA de 1)

Com as defini¢des em (50), Reddy (2004, p. 91) representa o principio do trabalho

virtual da seguinte forma:

Ty 2
0 :/ [(d&to N %dévo) N d 51}0Mx:p1 s

dx dr dzx dz?

Ty ' Ty 6
_ / g()6vo(z) dar — / f(@)dug(x) de — 3 PESAS

(52)

As equacdes diferenciais que regem o equilibrio da viga de von Kiarman podem ser

encontradas integrando (52) por partes e rearranjando (REDDY, 2004, p. 91).

= (( _dN,, d (dv d* M,
_ “ N
o= L ATE ) o [ (@)« T e o

dUO dec d(SUO e e
+[Nm5u0+<d Nog + = )(m— } ZP SAS

(53)

De acordo com Reddy (2004, p. 91) uma vez que dug e dvy sdo arbitrarios e indepen-
dentes uns dos outros em x, < z < X, assim como em xr = T, € * = I} segue-se que as

equacoes diferenciais de equilibrio governantes, conhecidas como equacdes de Euler, sdo:

de:v
= = f() (54)
d (d M,
- (%ngC) - =" = q(a) (55)

Se for desconsiderado o termo referente aos esfor¢os internos normais na equacao (55),
tem-se as equacoes diferenciais que regem o equilibrio de um modelo linear de viga sujeita
também a aplicacdo de esforcos axiais. Além disso, a equacgdo diferencial estd de acordo com
os esforcos internos ilustrados pela figura 8.

A forma fraca € obtida separando os termos envolvendo os deslocamentos virtual cine-
maticos admissiveis dug € dvy em (52):

0= / (%Nm — Sug f(:):)) dx — PESAS — PESAS (56)
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S d d?
0= / l ﬂNm — —1}0]\4m — dvgq(x)| dx

— PyOAS — PSOAS — PSOAL — PgoAG
As equagdes precisam ser escritas em funcao dos deslocamentos e forcas externas, por

iss0, os esfor¢os internos em (50) s@o reescritos com a deformacao ndo linear em (45) e a tensao

correspondente dada pela Lei de Hooke:

o e duo 1 dl)() 2 dQU()
M —/Ee dug L (dn)*  dwl (59)
N de 2 \ dr dx?

De acordo com (58), esforcos internos normais também surgem devido as deflexdes
verticais. Eles sdo responsdveis pelos deslocamentos axiais, mesmo sem ter inicialmente esfor-
cos na direcao de .

Reddy (2004, p. 94) rearranjou essas equagdes da seguinte forma:

-duo 1/ dv 2] d?v,

Ny, =Ac |20 2 (20) | _pe &%
. | de * 2 ( dx ) T dx? (©0)

_duo 1 d'UO 2] d2'U0
M, =B, |20 2 (20 | _pe &% |
. o dx * 2 (d:c) T dax? ©h)

Onde A¢

xx?

flexdo de um elemento da viga (REDDY, 2004, p. 94).

Be

fote ok

e D¢, sdo definidos como: extensdo, extensdo de flexdo e rigidez a

(A%, BS,. D2,) = / Ee(1, 2 2%) dA ©2)

Considerando elementos com material isotrépico: BS, = 0, A5, = E°A°e D], =
E*€I¢, onde A° é a area e [° o momento de inércia da secdo transversal. De acordo com Reddy

(2004, p. 94) com essas consideragdes, o principio do trabalho virtual é dado por:

B o d5U0 dUO 1 dUO 2
0= / A= [a*a (5)

—/ f(z)ougdx — Pfoug(x,) — Pyoug(xp)

(63)
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xxr~ 71 o 71 o
dz?  da?

o d6U0 dUO dUO 1 dUO 2
== wa__ 7 e
0 /za { dr dx [da:+2<dx

Tp
- / qévodx — Psdvor, — Pyobox, — PSovg(xp) — P5o0(xy)

d?6vg d?
Vo Vo } d],‘—
(64)

As equacgdes acima representam a forma fraca para a equacdo diferencial que rege o

modelo de viga von Karméan em (54) e (55).
4.3 FORMULACAO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O método dos elementos finitos consiste em discretizar um corpo continuo em diversos
elementos e aproximar o campo de deslocamentos utilizando fun¢des de forma. De acordo com
(63) e (64) duas fungdes diferentes sao necessdrias para aproximar ug € vy, a rotacdo em torno
de z é interpolada através dos resultados para a deflexdo: 6 = %. Portanto, uma nova varidvel

A é definida:
Z1 = Uo(%), Zz = 9(%), Z:a = Uo(xb), Z4 = 9(%) (65)

As aproximacdes sdo feitas pela combinacao das fun¢des de base com os deslocamentos

nodais na dire¢do dos graus de liberdade:
2 4
up(w) = > ubi(r),  wol(z) = Ngy(x) (66)
j=1 j=1

De acordo com Reddy (2004, p. 95) o deslocamento axial pode ser aproximado por
polindmios lineares de Lagrange (1);) e a deflexdo transversal por polindmios cubicos de Hermite
(¢;), pois ja satisfazem as condi¢Oes de diferenciabilidade do operador diferencial em (54) e (55),
elas sdo obtidas aplicando as condi¢cdes de contorno em cada n6. Substituindo as aproximagoes
para ug(z) e vo(z) na forma fraca em (63) e (64) com dug(z) = ¥;(x) e dvg(r) = ¢;(x) se tem

um sistema de equagdes algébricas, que foi escrito por Reddy (2004, p. 95) da seguinte forma:

2 4
0= > Klu+Y KFA,—F  (i,j=1.2)
j=1 J=1 67)

2 4
0=> Kjuj+Y KA, —Ff  (I,]J=1,2,34)
J=1

j=1
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Onde,

Kiljl _ /be dwz di% d K12 _ 1/‘% (A:mdvo) dwz d¢J

" dr dx 4 2 d dx d:c

o dvo do dip;
21 0 4Pr1 2L 912
1 _/z Ave gy dr dx d;cj 4, CE

d2¢1 d*¢; o dvg d¢1 d¢J
K% = D dr + = A [ —
17 / g dr T / o (dx) 0o dr

~ [Crvdss b rp= [ gsida s

(68)

Os subindices 7, j sdo responsdveis pelos graus de liberdade na direcdo axial e I, J para
os deslocamentos transversais e rotagcdes. Ja os indices superiores representam a posi¢ao que as
submatrizes devem ser alocadas na matriz de rigidez local.

O termo (42) presente nas submatrizes K'2, K?! e K?? ¢ responsdvel por tornar o
sistema de equacdes ndo linear.

As forgas concentradas sdo definidas na dire¢do dos graus de liberdade:
Pi=P, P=P,, P;=Py Pi=h P=P; PF=P, (69)

Reddy (2004, p. 96) também representa (67) na forma compacta:
2 4
SN KN E o YK Y KEE =R o)
y=1 p=1 p=1 P=1

E na forma matricial:

Kll K12 Al Fl
= (71)

Onde,
Al=u; (i=1,2) e A?=A; (i=1,234)

O sistema resultante possui 0 mesmo formato que o caso linear, porém a matriz de
rigidez local possui termos que dependem do deslocamento e o sistema de equagcdes passa a ser

ndo linear. Além disso, a matriz K ndo € simétrica e possui dimensdes quadradas 6 x 6.
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4.4 SOLUCAO ITERATIVA

Aplicando as condi¢des de contorno e resolvendo o sistema de equacdes em (71) sdao
determinados os deslocamentos nodais. Entretanto, as equacdes que governam a rigidez em um
elemento de viga de von Kdrmén sdo nao lineares, impossibilitando a resolu¢do por métodos
convencionais. Por isso, sdo buscadas solucdes aproximadas através de métodos numéricos.

A maioria dos métodos requerem uma estimativa inicial para o problema A°, em se-
guida, é determinado um incremento d A e a nova estimativa A°+J A devera estar mais proxima
da solucdo. Para encontrar o incremento, as equagdes ndo lineares do problema sdo aproxima-
das por equagdes lineares, o processo € repetido até a equagdo nao linear original ser satisfeita
(KIM, 2015).

Uma vez que a matriz K depende de A, o sistema ndo linear em (71) € escrito por:
K°(A°) A° =F° (72)

E possivel linearizar as equacdes através do método de Newton-Raphson, supondo que
uma aproximacdo A" ! é conhecida, a préxima é obtida através do seguinte sistema (REDDY,
2004, p. 98):

T (Arq) A" = F° — (K°A®)! (73)

Onde,

e e r—1
K A ) (74)

T(a™) = ( oA

E a matriz Jacobiana para a iteracdo » — 1, também conhecida como matriz de rigi-
dez tangente. O residuo ou erro em cada aproximacgdo € obtido pela solu¢do exata menos a

aproximada:

R(A™) = (K°A°) — F° (75)

Como OF/0A = 0, segundo Reddy (2004, p. 98) a matriz de rigidez tangente pode

OR r—1 . 8Rf r—1
T = (a_A) ou jjij = <8A§> (76)

A solucido do sistema linear em (73) retorna um incremento d A que é responsavel por

ser escrita por:
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definir a pr6xima aproximagao, até se atingir a precisio desejada:
A" =A"""4+6A (77)

Escrevendo (76) com notac¢do da forma compacta em (70):

L\ (D)
T;;ﬂ — (gig) a,B=1,2. (78)
J

Com essa mesma representacdo, o residuo 12" é:

2 4
Ry =Y Klu,+> KFAp—Fp (79)
p=1 P=1
Substituindo (79) em (78) e desenvolvendo, se chega nas seguintes defini¢des para as

componentes da matriz de rigidez tangente (REDDY, 2004):

11 11
jij = Kz'j

12 12 21
jij =2K,; = K7,

(80)
T21 _ T12
ig — Tig

- wp [ (B dudn) dodes,
2y dx de dr ) dxr dx

A matriz de rigidez tangente € simétrica. O problema se torna em resolver o sistema
de equacdes lineares em (73) de forma iterativa até se atingir a precisdao definida. Note que é
preciso utilizar ug e vy da iteragdo anterior.

A estimativa inicial € escolhida como sendo o vetor nulo, com isso, a primeira iteracao
retorna a solucdo para o caso linear, facilitando a comparacdo e andlise da influéncia das ndo
linearidades.

Como critério de parada foi estabelecido um niimero méximo de iteracdes e:
IIR||oo < €0 ou [|0A]|s < €0 (81)

Onde ¢, € a precisdo que se deseja atingir.
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4.5 INCREMENTO DE CARGA

Durante o processo de deformacio, a for¢ca normal interna N,, definida em (60) so-
frerd uma contribui¢do devido a rotacdo, tornando o elemento de viga cada vez mais rigido.
Para grandes esforcos a ndo linearidade pode ser muito grande, impedindo que o método numé-
rico convirja para a solucdo. Portanto, é necessario dividir a carga total em vérios incrementos

menores (Reddy, 2004, p. 100).

N
F =Y 6F (82)

Para o primeiro passo, a carga total pode ser utilizada, se 0 método nio convergir em
um ndmero razoavel de itera¢des, € necessario reduzir o incremento fazendo F; = §F;. Uma
vez obtido a solu¢do para o primeiro incremento, o préximo € dado por Fy, = 0 F| + 0 F5. Isso é
repetido até atingir o valor total da carga (REDDY, 2004, p. 100).

Outra maneira de acelerar a convergéncia € usar a média ponderada das ultimas duas

iteracOes na avaliagdo da matriz de rigidez, diminuindo assim o incremento de carga:
(AP =yA" 2+ (1 —y)A™! 0<y<1 (83)

Onde ~y é chamado parametro de aceleracdo. Para sistemas de dificil convergéncia é
sugerido v = 0,5. Para pequenas cargas ou de ficil convergéncia v = 0 (REDDY, 2004, p.
101).

4.6 TRAVAMENTO DE MEMBRANA

Considere a viga apoiada em roletes nas extremidades e sujeita ao carregamento distri-
buido transversal uniforme, conforme ilustrado pela figura 9.

Para 0 modelo ndo linear, os esforcos distribuidos causam deslocamentos na dire¢ao
axial, os apoios méveis ndo restringem esses deslocamentos, portanto a deformagéo €, sobre o

eixo neutro € nula, de acordo com a equagao (46):

2
60—%+%<@) ~0 (84)

A dx
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o)

u#0
V=0 |

l u#0
—= e

Figura 9: Viga com apoios méveis

Fonte: Reddy (2004, p. 102).

Para satisfazer essa condicao:

2
% ~ % (%) (85)

Porém, se os deslocamentos na direcdo axial forem interpolados através de funcoes li-
neares e as deflexdes verticais por func¢des cubicas, a equacdo em (85) ndo € satisfeita, resultando
em um residuo que atribui uma maior rigidez para o elemento, esse fendmeno é conhecido como
travamento de membrana. Uma forma de evita-lo, € usar polindmios de ordem que satisfacam
(85) como fungdes de base (REDDY, 2004, p. 102).

Outra maneira de contornar esse problema € tratar % (‘%)2 como constante. Isso é

possivel utilizando a integracao reduzida nas equagdes que levam o termo ndo linear em (80) e

(68), ou seja, utilizar menos pontos na quadratura de Gauss-Legendre.
4.7 SISTEMA DE REFERENCIA

Por questao de padronizacao e simplificacdo € utilizado um novo sistema de referéncia
local. Considere o elemento ilustrado pela figura 10 com nés definidos nas coordenadas x; e x5
em relacdo a um sistema de referéncia adotado. E necessario determinar a fun¢do que transforme

as coordenadas ;1 < x < x5 para um novo sistema de referéncia normalizado —1 < ¢ < 1
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(BITTENCOURT, 2007).

Figura 10: Sistema de referéncia local

Fonte: Adptado de Chandrupatla e Belegundu (2002, p. 49).

Conforme Chandrupatla e Belegundu (2002, p. 49) a transformacao € feita por:

f=—2 (w—an)—1 (86)

1 — I

A utilizagado do sistema de referéncia normalizado facilita a constru¢do das fungdes de
interpolacdo e a integracdo numérica através da quadratura de Gauss-Legendre.

As tensodes e deformacgdes envolvem derivadas das fungdes de base em relacao ao sis-
tema cartesiano original, segundo Chandrupatla e Belegundu (2002, p. 137) o termo que relaci-

ona a derivada dos dois sistemas € o inverso do Jacobiano, portanto:

du du
e = — =J 71— 87
o = dé ®7)
Para o caso unidimensional, o inverso do Jacobiano € simplesmente:
d 2
o (88)

dr  x9 — 11

As tensoes sdo obtidas diretamente através da lei de Hooke (15).
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4.8 FUNCOES DE FORMA

Inicialmente, os deslocamentos axiais nodais u; e uy das extremidades s@o usados para

interpolar os deslocamentos na direcdo de x:

u(§) = 1(§)ur + Ya(§)uz (89)

As fungdes de base devem satisfazer as condi¢des de diferenciabilidade e nao influen-
ciar nos deslocamentos nodais, ou seja, u(—1) = uy e u(1) = uy. Os polindmios de Lagrange
de primeiro grau com os pontos [-1, 1] sdo suficientes para a interpolacio (CHANDRUPATLA;
BELEGUNDU, 2002, p. 49).

bi(e) = =8

2
balE) = 2

A utilizacdo de fun¢des de primeira ordem, embora seja suficiente, ndo possui bons

Iy

(90)

w ‘
7anY

resultados para o caso ndo linear, além de ocasionar erros, como o travamento de membrana, as
fungdes ndo conseguem interpolar com precisdo os deslocamentos axiais devido as nao lineari-
dades, fazendo aproximagdes do comportamento através de segmentos de retas, o erro € ainda
maior para a deformacao, que € interpolada por valores constantes.

Polindmios de maior ordem podem ser obtidos através de uma base nodal, adicionando
nos ficticios no interior do modelo discretizado. Para a implementacdo, foi criado uma fungao
que divide o intervalo [-1,1] em pontos igualmente espacados e gera os polindmios de Lagrange

de qualquer ordem, através da seguinte formula (BITTENCOURT, 2014):

(@) = ] (i__’i) 1)

i=0, ik

A aproximagdo se torna:

u(§) = V1(§ur + Ya(&ug + ... +Vn(§)un 92)

Com u; e uy sendo os deslocamentos axiais nas extremidades, os demais sdo utiliza-
dos apenas para fins de calculos, nao podendo se conectar com outros elementos ou receber

forcas concentradas através dos dados de entrada. A adi¢do de n graus de liberdade acrescenta
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n equacdes para o sistema local. Os polindmios de Lagrange de primeira e terceira ordem sdo

ilustrados pela figura 11.

Y (&) P (&) o0a

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.00 075 0.50 025 0.00

(a) Primeira ordem (b) Terceira ordem

Figura 11: Polinomios de Lagrange

Fonte: Autoria propria

Para os deslocamentos transversais, considerando apenas as extremidades, se tem:

le dvy le dvs

o) = o + 00 (5 ) (G ) + @+ o) (3 ) (52) o9

Onde /. € o comprimento do elemento, ele aparece multiplicando as rotacdes devido ao
sistema de referéncia normalizado (CHANDRUPATLA, BELEGUNDU, 2002, p. 242).

Para os deslocamentos verticais, a aproximacao envolve restri¢cdes nas funcdes de base
e em suas derivadas de primeira ordem, segundo Bittencourt (2014, p. 253), se tem as seguintes

condigdes:

(94)

A equacio diferencial requer derivadas de segunda ordem continuas por partes, ou seja,
¢ preciso no minimo de funcdes ctibicas para interpolagdo, os polindmios de Hermite sdo utili-
zados:

®i(&) = ao, + a1,€ + azifz + a3i§3

¢(&) = a1, + 2a2,€ + 3a3,&”

(95)

Os coeficientes de cada fungdo sdo obtidos através das restricdes em (94), determinando-

se os polindmios cubicos de Hermite responsdveis pela interpolacdo dos deslocamentos trans-



versais (CHANDRUPATLA; BELEGUNDU, 2002, p. 241):

¢ =(1-87°(2+¢)/4
¢ =(1-8)%(+1)/4
¢ =(1+&)7°(2-¢)/4
¢ = (1+&)* (€~ 1)/4

0.4
&)
0.2
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(96)

(a) Polindmios cuibicos de Hermite (b) Respectivas derivadas

Figura 12: Polinémios ciibicos de Hermite e suas derivadas

Fonte: Autoria prépria

As fungdes cubicas fornecem boas aproximagdes para os deslocamentos, entretanto, se

houver carregamentos distribuidos, o0 modelo nao consegue interpolar fielmente os momentos

fletores e forcas cortantes, necessitando de uma malha mais refinada para obter bons resultados.

Outra saida € usar polinomios de Hermite de maior ordem, sendo determinados considerando

nos ficticios como pontos de colocagdo para as restri¢oes.

Func¢des de maior ordem podem ser obtidas considerando os polindmios gerais de Her-

mite e suas derivadas e utilizando pontos de colocacdo igualmente espacados dentro do intervalo

[-1,1]. Para a implementacao, os polindmios de Hermite de quinta ordem foram determinados:

$1(€) = &(3¢° — 26 — 5¢ +4)/4

97)
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Com isso, se tem uma melhora na aproximagao dos resultados, com o custo de aumentar

o numero de equagdes do sistema e necessitar de mais pontos na integragao numérica.
4.9 SISTEMA GLOBAL

A formulacao feita até aqui € para um sistema local isolado, a representacdo completa

do corpo requer a defini¢do de um sistema global:
K,A,=F, (98)

Ele € obtido inserindo os sistemas locais através da conectividade dos elementos e dos
graus de liberdade compartilhados. K, € denominada matriz de rigidez global e possui dimen-
sdes n x n com n sendo o nimero total de graus de liberdade do sistema. F, € o vetor de forcas

global (CHANDRUPATLA; BELEGUNDU, 2002, p. 59).

K, =) K°

Fy= Z[Pe+ (f +q°)]

€

99)

Para o caso nao linear, a matriz de rigidez tangente também deve ser inserida em um

sistema global:

T, = Z Te (100)

Na pratica, os dados de entrada e saida sido definidos através dos graus de liberdade dos
nds, um rearranjo deve ser feito no sistema local para separar os deslocamentos axiais e trans-
versais. Considerando apenas as extremidades, se tem o vetor de deslocamentos local reajustado
(REDDY, 2004, p. 104):

Af = [uiavtliv T,US,US,QS] (101)

Portanto, as linhas e colunas do sistema precisam ser trocadas de acordo com o vetor
de deslocamentos. As equagdes correspondentes aos graus de liberdade ficticios sdo inseridas

no final do sistema, sofrendo rearranjo apenas nas dire¢des axiais.
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4.10 PORTICOS

No caso mais geral, o elemento pode ter uma inclinacdo o em relacdo ao sistema de

referéncia. Conforme ilustrado pela figura 13.

+.

\/
x

Figura 13: Elemento de viga inclinado

Fonte: Autoria propria.

Os deslocamentos axiais e verticais do elemento inclinado com dois nos, sdo represen-
tados através de:

A= [u,lavlb Il?“é?”é?%] (102)

Devido ao angulo de inclinacdo, € preciso trazer os deslocamentos para a direcdo de
referéncia z e y:

A - [U17U1791,U27U2,92] (103)

De acordo com a figura 13, a relacdo entre os deslocamentos de um elemento nao in-
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clinado e outro com angulo arbitrario « sdo as seguintes:

uy = ujcos(a) + visen(a)
vy = vicos(a) — uysen(a)
6 — 0,
(104)
uy = ugcos(a) + vasen(a)

vy = vgcos(a) — ugsen(a)

0, = 0,

Segundo Chandrupatla e Belegundu (2002, p. 248) o sistema de equacdes pode ser
escrito na forma matricial:

A’'=LA (105)

Com L sendo a matriz de transformacdo, responsdvel por relacionar, além do campo
de deslocamentos, todas as grandezas envolvidas do sistema de referéncia axial e transversal da
estrutura com os eixos cartesianos z € y, sendo de extrema importincia em elementos finitos. A

representacdo para um elemento unidimensional com dois nés € dada por:

[ m 0 0 0 O
-m [ 0 0 0 0
0O 01 0 00
L= (106)
0 00 ¢ maO O
0 00 —m [ O
0 00 0 01
Onde [ = cos(a) e m = sen(q).
Todos os sistemas locais devem sofrer uma modifica¢ao devido a inclinacao:
K¢ =LTK"L (107)
T¢ = L' T"L (108)
q° =L"q" (109)

ff=LTr° (110)



40

Apos ajustados, os sistemas locais sdo inseridos em um global, sendo resolvido da
forma padrao. A conexdo de varios elementos de viga inclinados origina estruturas no planos
xy denominadas porticos, que podem estar sujeitas a todos os tipos de esfor¢os do plano, apre-
sentando forgas internas normais, cortantes € momentos fletores.

Através da matriz de transformacao, as equagdes desenvolvidas podem ser usadas para
realizar analises em podrticos ndo lineares, entretanto, todas as grandezas calculadas devem ser

devidamente ajustadas para o sistema de referéncia adequado.
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S RESULTADOS

O método dos elementos finitos considerando deformacdes ndo lineares foi implemen-
tado em Python, com o objetivo de resolver qualquer problema de viga ou poértico variando
apenas os dados de entrada. Devido ao maior niimero de opcdes e reaproveitamento, o c6digo
foi escrito utilizando programacao orientada a objetos, através de classes e métodos responsaveis
pela solu¢do do problema e por melhorias no tratamento dos dados de entrada, processamento e
saida. Optou-se por utilizar somente métodos numéricos na implementacao, evitando a lingua-

gem de programacao simbdlica que requer um elevado custo computacional.

5.1 PARAMETROS DE IMPLEMENTACAO

O processo de integragao numérica € realizado através da quadratura de Gauss-Legendre,
sendo exato para polindmios de ordem 2n — 1, onde n é o numero de pontos avaliados na quadra-
tura, determinados de acordo com o grau do maior integrando contendo apenas termos lineares
nas equagdes em (68). Caso seja utilizado funcdes de primeira ordem na interpolagdo axial, a
integracdo reduzida € necessdria para evitar o travamento de membrana.

Foi preestabelecido como critério de parada para o método de Newton: nimero maximo
de iteragdes N,,.. = 30 e precisdo ¢ = 107, Se o problema for de dificil convergéncia, os
parametros podem ser alterados através de argumentos na classe principal, juntamente com o
numero de divisdes para o incremento de carga.

Normalmente, o método € executado com as fungdes cubicas de Hermite e lineares de
Lagrange, com a possibilidade de escolher polindmios de qualquer ordem através dos parametros
de entrada para a interpolacdo axial e ordem trés ou cinco para as deflexdes verticais, tendo em
vista 0 aumento do custo computacional.

Inicialmente, sdo informados apenas os nds que definem a estrutura, possuem esforcos
ou condicdes de contorno. Um método foi implementado para se obter o refino da malha, sendo
responsdvel por discretizar a estrutura através de nds igualmente espacados.

As condicdes de contorno sdo inseridas no seguinte formato: [nd, g. l., restri¢ao],
onde os graus de liberdade 1, 2 e 3 correspondem as direcdes x, y e rotacdo em torno de z,

respectivamente. A restricdo € informada pelo valor do deslocamento permitido no né.
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5.2 INTERFACE GRAFICA DO USUARIO

Com intencao de facilitar a defini¢cao do problema e organizar as saidas, uma interface
gréfica foi desenvolvida para resolver problemas gerais de viga, através de andlise linear ou ndo

linear. A janela principal do programa € ilustrada abaixo:

JICCIEY Visualizar

Refino da malha ¢ analise ndo linear  Cul+Q_|

UTrer >

Propriedades do material Propriedades geométricas  *

Moédulo de Elasticidade Altara Largura

Nos estruturais

Coordenadas. Estrutura definida Add Clear

Esforcos

Forgaemx ~ Add Clear

Condigaes de Contorno

Engastado  + Add || Clear

Figura 14: Janela principal da interface grafica do usuario

Fonte: Autoria Préopria

Conforme sdo inseridos os dados, a janela se modifica, adaptando-se ao problema e
possibilitando a visualizagdo parcial, além de disponibilizar novas opcdes de entradas.

Inicialmente, sdo consideradas vigas de secao transversal retangular, porém € possivel
inserir a drea e momento de inércia diretamente através de uma nova janela, tornando o método
capaz de resolver problemas com secdes transversais distintas.

O método dos elementos finitos requer a definicao da conectividade entre os nds, mape-
ando a distribui¢c@o dos elementos no interior da estrutura. Problemas de viga sdo discretizados
em elementos orientados na mesma direcdo e a conectividade € determinada de forma trivial,
nao sendo necessario informar através dos dados de entrada. Entretanto, todo o cédigo foi es-
crito considerando elementos unidimensionais distribuidos em qualquer orienta¢ao no plano xy
e problemas envolvendo porticos podem ser resolvidos sem o uso da interface gréfica.

Se necessario, a solicitacao de andlise ndo linear € possivel a partir do menu ferramen-

tas, definindo parametros de convergéncia e interpolacdo. Os dados de saida sdo obtidos apds
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a defini¢do do problema, sendo divididos em deslocamentos, esforcos, tensdes e deformacdes.

As janelas secunddrias sdo ilustradas pela figura 16:

(a) Parametros

& Parametros +f Saidas - B x
Preferéncias Visualizar
Anilise ndo linear
’
<4 Saidas
Método de Newton
Namero maximo de iteragdes CVRVRVRVIVIVIV RV RV EVEVELEY
Namero de divisées de carga 25 Za)
Precisio
[ulcrp()lm,‘m Deslocamentos | Linha eldstica - Ok
Ordem polinémios de Lagrange A
Esforcos Reagdes de apoio ~ Ok
Ordem polindmios de Hermite y
Tensoes Tensio normal
Tensio de flexdo \
Refino da malha Deformacées | Tensio total
a0 de flexdo l l I
Numero de divisées por elemento S— - FPR
Distribuicao da tensao total

(b) Saidas

Figura 15: Janelas secundarias da interface grafica do usuario

Fonte: Autoria Prépria

Onde o combobox responsavel pelas saidas envolvendo as tensdes esta selecionado.
Um devido tratamento de erros foi realizado, com intenc¢do de evitar ao maximo fechamento

inesperado do programa.

5.3 VERIFICACAO

Para verificar a implementacao, foram escolhidos exemplos de vigas descritos e resol-

vidos por Reddy (2004) e utilizado o software de simulacdo computacional ANSYS.

5.3.1 Problema 1l

Considere o problema de uma viga apoiada por roletes em suas extremidades, tendo

deslocamento restrito apenas na direc¢do vertical e sujeita ao carregamento distribuido transversal
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uniforme, conforme ilustrado pela figura 16 (REDDY, 2004, p. 106).

q =10 Ib/in

[ANRNRNRNRNRRRREREN

1 in

L =100 in E = 30 msi

Figura 16: Estrutura para o problema 1

Fonte: Autoria propria

Todos os dados de entrada e parametros utilizados para a execu¢ao do método sdo apre-

sentados:

¢ Numero de elementos estruturais = 2;

¢ Nuamero de ndés estruturais = 3;

* Moddulo de elasticidade = 30e6 psi;

* Tensao de escoamento = 30e3 psi;

* Largura da secdo transversal = 1 in;

* Altura da secao transversal = 1 in;

* Posi¢do dos nés estruturais = [0,0], [50,0], [100,0];

* Carregamento distribuido transversal no elemento estrutural 1 e 2 = [1, 10], [2,10];

e Apoios méveis nos nos 1 e 3 e deslocamento axial nulononé 2=[1,2,0], [3,2,0], [2,1,0];
¢ (Cada elemento estrutural é dividido em 4, resultando em uma malha com 8 elementos;
* Polindmios lineares de Lagrange e cibicos de Hermite na interpolagao;

e Analise ndo linear;

* Precisdo no método de Newton = le-3;

* Numero de divisdes de carga = 10;
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A aplicagdo direta das condi¢des de contorno resulta em uma matriz de rigidez tangente
singular, inviabilizando a aplicacdo do método. A defini¢ao do problema requer pelo menos uma
restricdo de deslocamento em x, devido a simetria, um nd no centro do corpo € definido com
deslocamento axial nulo, resultando em dois elementos estruturais.

No udltimo passo de carga, foi obtido o seguinte vetor solu¢do:

U1 U] (A U Vs 0 U3 3 O< T

A:[0.33728 0 0.16667 0 5.2083 0 —0.33728 0 —0.16667}

A tabela 1 contém dados de convergéncia do método de Newton e deflexdo méaxima:

Tabela 1: Convergéncia do método de Newton para um modelo de viga
nao linear com apoios moveis

Passo de carga Numero de iteragdes  ||R||cc  Apaz (in)  Tempo (s)
1 3 1.16e~  0.52083 0.564
2 3 1.77¢~ 1 1.04167 0.618
3 3 4.72¢~1 156250 0.643
4 3 7.27e" 1 2.08333 0.777
5 3 8.00e~ 1t 2.60417 0.732
6 3 2.32¢710 3.12500 0.650
7 3 1.98¢7 10 3.64583 0.850
8 3 2.32¢710 416667 0.716
9 3 2.76e10  4.68750 0.666
10 3 1.60e~10  5.20833 0.720

Fonte: Autoria propria

Exatamente os mesmos resultados foram obtidos por Reddy (2004, p.107). As defle-
x0es transversais permanecem iguais ao caso linear, uma vez que a viga estd livre para se deslocar
em x (exceto pelo centro), ndo existe influéncia das for¢as normais internas definidas em (60). O
mesmo ndo ocorre na dire¢ao axial, a tnica forma de satisfazer a equagdo diferencial e garantir
que o corpo nido se deforma sobre o eixo neutro, € tendo deslocamento na dire¢do x, conforme
os resultados obtidos.

O comportamento da estrutura é muito similar ao caso linear, exceto pelos pequenos
deslocamentos axiais, uma melhor visualizacdo requer um pequeno exagero nos resultados, con-
forme ilustrado pela figura 17.

Utilizar polindmios de minima ordem na execu¢ao do método € suficiente para obter os

deslocamentos nodais, entretanto, dificulta a interpolacdo do comportamento das grandezas no
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interior da estrutura, sendo necessdrio uma malha refinada para se obter a forma da curva. Os
defeitos na representacdo de algumas grandezas para o problema 1 estdo ilustrados pela figura

18.

Vinax=3-2083 in

—— Linear
— == Nao linear

Figura 17: Comportamento do modelo de viga linear e nio linear - problema 1

Fonte: Autoria Prépria

03373 1875

02109 3125

0.1445 1875

00482

)

S _oms2

0.1445 1875

—0.2409 3125

—omm 375
] E) i) 60 0 100 ] 20 1 60 0 100
L (in) L (in)

(a) Deslocamento axial (b) Forga cortante

Figura 18: Defeitos na representacio devido a interpolacao de minima ordem

Fonte: Autoria proépria

Claramente a interpolag@o ndo € suficiente para descrever as curvas através de poucos
elementos. Com intencdo de melhorar a representacdo, funcdes de interpolacdo com ordens
maiores sdo utilizadas. A escolha deve ser feita com cuidado de modo a evitar o travamento
de membrana, ou seja, a ordem dos polindmios deve satisfazer (85), portanto, se as deflexdes
verticais sdo interpoladas por polindmios de Hermite quinticos, os de Lagrange devem ter ordem
nove, sendo necessdrios nove pontos na quadratura de Gauss-Legendre.

Embora o uso de fungdes de alta ordem aumente o nimero de equagdes do sistema
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global e consequentemente o custo computacional, em contrapartida, se tem um aumento da taxa
de convergéncia do método de Newton e melhores resultados com uma malha mais simples.
Para verificacio dos resultados com o ANSYS, a interpolacgdo foi feita através de po-
lindmios de Hermite e Lagrange com ordens cinco e nove, respectivamente, precisdo ¢ = 107°
e utilizado apenas metade do dominio. A tabela 2 € responsédvel por comparar os resultados dos

deslocamentos nos 9 nds definidos:

Tabela 2: Comparacao entre os deslocamentos nodais do
método e ANSYS para o problema 1

Deslocamento,, (in) Deslocamento,, (in)

N6 ANSYS Meétodo e (%) ANSYS Método e (%)

0.3278 03373  2.82 0 0 0
0.2449 0.2518 273 1.0148 1.0338  1.87
01689 01736 2.65 19859 2.0223 1.83
0.1054 0.1082 2.60 2.8746 29259 178
0.0573  0.0587 256 3.6476 377109 1.73
0.0253 0.0259 255 4.2777 4.35 1.69
0.0075  0.0079 5.81 4.7434 4.8218 1.65
9.9e~%  0.0010 242 5029 51109  1.63
0 0 0 5.1252 52083 1.62

O 00 3 N Lt B W N =

Fonte: Autoria propria

Houve uma pequena diferenga nos resultados, sendo mais acentuada nos deslocamentos
axiais. Entretanto, o comportamento da estrutura é o mesmo do software de simulagdo e os erros
devem ser atribuidos as considera¢des durante a formulagao.

Uma vez que o modelo prevé deformagdo normal nula, a distribui¢des das tensdes € a
mesma de uma viga em flexdo pura. Com intencao de verificar as divergéncias com o software,
as tensoes sdo comparadas através da figura 19.

Por mais que a tensdo de cisalhamento fosse considerada, ela ndo deveria alterar o va-
lor da tensdo maxima combinada, pois € nula na superficie da viga e muito menor que a tensao
de flexdo, entretanto, se tem um erro relativo de 0.935% na aproximagdo. Analisando os valo-
res da tabela 2, a medida que a viga se deforma, existe uma tendéncia de aumentar o erro dos
resultados, uma explicagdo seria a desconsideracdo da deformacao ndo linear referente ao deslo-
camento axial em (43), atribuindo erros para modelos onde os deslocamentos nessa dire¢dao sdao

relativamente grandes. Outras parcelas também sdo somadas devido as demais consideragdes.
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75000
62500
50000
37500
25000

12500

(a) Tensdo maxima combinada pelo método implementado

0,000 10,000 20,000 {in)
[ Saaa—— S

(b) Tensdo méxima combinada pelo ANSYS

Figura 19: Comparacio da maxima tensido combinada - problema 1
Fonte: Autoria Prépria

5.3.2 Problema 2

Considere o mesmo modelo de viga descrito pelo problema 1, porém com apoios fixos
nas extremidades, restringindo tanto os deslocamentos axiais quanto as deflexdes verticais, como

resultado, se tem as seguintes condi¢des de contorno:

Através da interface gréfica do usudrio é possivel definir o problema, conforme ilus-

trado pela figura 20.
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UTrer >

{ i
rdr A
o O O O o

1.000 in

1.000 in

Propricdades do material Propriedades geométricas  ?

Médulo de Elasticidade 30 Altara |1 Largura ||

v Estrutura definida Add Clear N6 1:(0,0) N6 2: (100,0)

Elemento Distribuiio Add || Clear el 000 bYin

Condigdes de Contorno

Ax; 0.00 in Ay, 0.00 in Axa: 0.00 in

Fixo - N6 Add || Clear Ay 000 in

Figura 20: Interface grafica do usuario com a definicio do problema 2

Fonte: Autoria Prépria

De forma detalhada, se tem os seguintes dados de execu¢do do método:

Numero de elementos estruturais = 1;

Numero de nds estruturais = 2;

Moddulo de elasticidade = 30e6 psi;

Tensdo de escoamento = 30e3 psi;

Largura da se¢do transversal = 1 in;

Altura da secdo transversal = 1 in;

Posi¢do dos nds estruturais = [0,0], [100,0];

Carregamento distribuido transversal no elemento estrutural 1 = [1, 10];
Apoios fixos nos nés 1 e 2 =[1,2,0], [1,1,0], [2,1,0], [2,2,0];

O elemento estrutural é dividido em 16 partes, resultando em uma malha com 16 ele-
mentos;

Polindmios lineares de Lagrange e cibicos de Hermite na interpolagao;
Analise néo linear;

Precisdao no método de Newton = le-3;

Numero de divisdes de carga = 10.

Parametros de convergéncia em cada passo de carga sdo apresentados pela tabela 3:
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Tabela 3: Convergéncia do método de Newton para um modelo de viga
nao linear com apoios fixos

Passo de carga Numero de iteragdes |[0A||oc  Ajpag (in)  Tempo (s)

1 5 1.43¢7®  0.36853 1.902
2 4 3.45e7°  0.54567 1.672
3 3 5.93e7°  0.66451 1.294
4 3 1.51e=*  0.75637 1.268
5 3 5.49¢°  0.83240 1.515
6 3 2.45¢75  0.89791 1.480
7 3 1.26e™®  0.95585 1.558
8 3 7.18¢7%  1.00804 1.449
9 3 4.39¢-%  1.05571 1.414
10 3 2.83¢7 6 1.09971 1.511

Fonte: Autoria prépria

O numero de iteragdes foi um pouco menor que os obtidos por Reddy (2004, p.109), po-
rém os deslocamentos foram os mesmos, provavelmente devido a diferentes critérios de paradas
e de implementacao.

Segundo a teoria linear, a deflexdo vertical deveria seguir os mesmos resultados que
os obtidos no problema 1. Entretanto, o travamento dos deslocamentos axiais nas extremidades,
d4 origem a esforcos normais, que crescem livremente com a rota¢do, aumentando a rigidez da
estrutura de forma significativa. Sendo assim, alterando o comportamento da estrutura durante

o processo de deformagdo, conforme ilustrado pela figura abaixo:

—— Linear

==+ Nao linear

v(x) <i‘n

0 20 10 60 80 100

Figura 21: Comportamento do modelo de viga linear e nao linear - problema 2

Fonte: Autoria Prépria

Fica evidente a importancia de se considerar a estrutura deformada na andlise envol-



31

vendo grandes deslocamentos. De acordo com a tabela 3, o aumento dos esforcos leva a viga a
resistir cada vez mais a deflex@o, comprovando a relacdo entre deslocamentos e for¢as nao li-
near, o comportamento da curva € plotado dividindo o carregamento em cinquenta incrementos

de carga e determinando a deflexdao méxima da estrutura:

10.00

0.000 0.138 0.275 0.413 0.550 0.688 0.825 0.963 1.100

A (in)

Figura 22: Relacdo nao linear entre deslocamentos e esforcos - problema 2

Fonte: Autoria Prépria

Para as analises envolvendo tensdes e deformacdes, algumas modificagdes sdo feitas na
implementagao:
* Interpolagdo com funcdes de ordem 5 para as deflexdes verticais e 9 para as axiais;
e Precisdo de 1079;

e Adotado o sistema internacional de unidades.

Tanto o comportamento, quanto os valores dos momentos fletores e forgas cortantes

sdao bem distintos da teoria linear e valem a pena ser ilustrados:

150 2,00 251

200 251 0.00 050 100
L (m)

0.00 050 L0 130
L (m)

(a) Momento fletor (b) Forga cortante

Figura 23: Momento fletor e forca cortante através da analise nao linear - problema 2

Fonte: Autoria Prépria
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A mudanca na distribui¢cdo dos esfor¢os internos afeta diretamente a tensdo de flexao,
atribuindo um comportamento diferente do caso linear. Uma melhor representacdo é obtida

considerando a tensdo de flexao absoluta:

Cuja distribuicao no interior da estrutura € ilustrada:

Ix

34.0

17.0

0.0
(MPa)

Figura 24: Distribuicao da tensao de flexao absoluta - problema 2

Fonte: Autoria Prépria

O comportamento aparenta ser similar ao modelo linear, entretanto, ele € regido por
funcdes de quarta ordem, atribuindo valores extremamente diferentes.
A for¢a normal desenvolvida devido a andlise ndo linear € constante no interior do corpo
e calculada por (60):
N, = 40.69 kN

Sendo responsével pela deformagdo normal sobre o eixo neutro (egx) definida em (46),
que consequentemente, também € constante. A tensdo correspondente é calculada diretamente

pela lei de Hooke 15.
€ =0.00030492 e o° =63.07 MPa

Uma vez que a deformacao total € obtida por (45), fica evidente que o comportamento
das tensdes é completamente diferente de uma viga sofrendo apenas flexao, a ilustragdo € feita

pela figura 25 considerando a tensdo combinada absoluta.



Figura 25: Distribuicao da tensao combinada absoluta - problema 2

Fonte: Autoria Prépria
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0.0
(MPa)

A teoria linear prevé uma tensdo maxima de 517 MPa, sendo superior ao limite de

escoamento do aco analisado (206.8 MPa), levando a falha do material. Os resultados obtidos

determinam uma tensdo muito menor (165 MPa), onde o material permanece na fase el4stica,

ressaltando a importancia da andlise ndo linear em estruturas sujeita a grandes deformagdes.

Devido a simetria, apenas metade do dominio foi utilizado para verificar os resultados

com o ANSYS. A comparacgdo entre os deslocamentos € feita pela tabela 4:

Tabela 4: Comparacio entre deslocamentos nodais do método e

ANSYS - problema 2

Deslocamento,. (mm) Deslocamento, (mm)

N6 ANSYS Método e (%) ANSYS Meétodo e (%)
1 0 0 0 0 0 0
2 —5.56le™® —5.609¢7° 0.858  5.745 5775 0527
3 —9.993¢=° —10.05¢7° 0.644 1117 1121  0.461
4 —12.6le™® —12.68¢7° 0493 16.03 1610  0.419
5 —13.20e™° —13.25¢7° 0.383  20.17 2024 0.386
6 —11.84e7° —11.88¢° 0.312 2348 2356 0.360
7 —8.862° —8.885e° 0262 2589 2597 0.342
8 —4.729¢7° —4.740e7® 0233 2735 27.44 0335
9 0 0 0 27.84 2793 0331
Fonte: Autoria proépria



54

O erro relativo foi extremamente pequeno, chegando a no maximo 0.8%, como a viga
tem seu deslocamento axial restrito nas extremidades, eles ocorrem de maneira menos acentuada
e o termo nao linear na equacgdo (43) referente a x ndo contribui de maneira significativa.

De acordo com a figura 25, a tens@o maxima combinada ocorre na parte superior da
estrutura, para comparar os resultados com o software, a tensdo € plotada em fun¢do do com-

primento no interior do corpo deformado:

165.2
148.2

131.1

80.1

63.1
(MPa)

(a) Tensdo maxima combinada pelo método implementado

1,4257e8
= 1,3123e8

1,198%8
1,0856e8

9,7218e7
8,5881e7 Y

74587
6,3206e7 Min
L
X

(b) Tensdo maxima combinada pelo ANSYS

Figura 26: Comparacio da tensdo maxima combinada - problema 2

Fonte: Autoria Prépria

Os resultados obtidos pelo método foram praticamente os mesmos, com um erro re-
lativo de 0.04% no valor mdximo da tensdo. Essa representagdo gréfica s6 é possivel com po-
lindmios de maior ordem ou uma malha extremamente refinada, se for utilizado a interpolagdo

minima, ocorrem muitos saltos, dificultando a representag¢do das grandezas de forma efetiva.
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5.3.3 Problema 3

A matriz de transformacdo em (106) pode ser usada para resolver problemas onde os
elementos de viga estdo orientados em uma direcdo arbitrdria no plano zy, dando origem a
estruturas denominadas porticos.

Algumas observagdes sdo necessarias devido as consideragdes feitas para a implemen-
tacdo do método. Normalmente, durante o processo de deformacdo, pdrticos sofrem desloca-
mentos axiais relativamente maiores que os de viga, tornando o termo ndo linear da deformacgao
na direcdo axial em (43) grande o suficiente para alterar de forma significativa os resultados.
Sendo assim, a andlise ndo linear pelo modelo proposto sé € eficiente para casos onde as defle-
x0es verticais sdo elevadas e os deslocamentos axiais pequenos.

Considere o seguinte problema ilustrado pela figura 27:

_T—i}\ q =10 kN/m

L I VIDDLLLLLLLIILLY L
LI TR0 VLD DL DAL L ]

S\N

| 2m 3m 2 m \

Figura 27: Estrutura para o problema 3

Fonte: Autoria Prépria

Pérticos devem ser analisados diretamente pelo algoritmo implementado em Python,
uma vez que o uso da interface grafica do usudrio estd limitado a problemas de viga.

Trés componentes principais podem ser usados para representar a estrutura: duas barras
de sustentacdo e uma viga principal.

A conexdo entre os elementos deve ser considerada como uma junta soldada, possuindo
a mesma resisténcia que a estrutura e apresentando as mesmas reacdes de uma regido engastada.

A conectividade deve ser informada no seguinte formato: [n;, 1|, onde ny e ny corres-

pondem aos nos da extremidade esquerda e direita do elemento, respectivamente.
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Diferentes materiais e propriedades geométricas podem ser atribuidos aos elementos
estruturais, inseridos através de uma lista em Python, por exemplo: para n elementos com dife-
rentes médulos de elasticidade, se tem a seguinte lista: [Ey, Es, ..., E,]. O mesmo pode ser feito
para a largura b e altura h do elemento.

Devido as fun¢des de alta ordem serem geradas através de uma base nodal, a transfor-
macado dos deslocamentos requer a definicdo de todos os graus de liberdade possiveis dentro da
discretizacdo, limitando o método implementado a aplicar interpolacdo de minima ordem, que
deve ser compensada através de uma malha refinada.

Os demais dados necessdrios para definir o problema e todos os parametros de imple-

mentagao sao listados:

e Niumero de elementos estruturais = 5;

¢ Nuamero de nds estruturais = 6;

e Mbobdulo de elasticidade (todos) = 205 GPa;
e Tensao de escoamento (todos) = 210 MPa;

* Secdes transversais quadradas, sendo 45 mm x 45 mm para as barras de sustentacdo e
61 mm x 61 mm para a viga principal;

* Posi¢do dos nés estruturais = [0,0], [2,0], [5,0], [7,0], [O,1], [7,1];

e Conectividade entre os nés = [1,2], [2,3], [3.4], [2,5], [3,6];

e Carregamento distribuido transversal nos elementos estruturais 1, 2 e 3 = [1, -10], [2,
-10], [3, -10];

* Apoios fixos nos nés 1 e 4 e nds 5 e 6 engastados = [1,1,0], [1,2,0], [4,1,0], [4,2,0],
[5,1,0], [5,2,0], [5,3,0], [6,1,0], [6,2,0], [6,3,0];

e Cada elemento estrutural é dividido em 20 partes, resultando em uma malha com 100
elementos;

* Polindmios lineares de Lagrange e cibicos de Hermite na interpolacgao;

e Analise ndo linear;

* Precisdo no método de Newton = le-6;

* Numero de divisdes de carga = 3.

Novamente, a verificacdo dos resultados € feita através do software de simulacdo ANSYS,
sendo analisado o comportamento dos deslocamentos na dire¢ao do eixo ¥, os quais sdo plotados

no interior da estrutura deformada em uma escala ampliada 10x:
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0.45

—1.64
—=3.72
—5.80
-7.89
-9.97

~12.05
(mm)

(a) Deslocamentos transversais pelo método implementado

-0,0004663
-0,0023413
= -0,0037359
~0,0051305
-0,0065252
-0,0079198
-0,0093144
-0,010709
-0.012104 Min

..

0,000 1500 3,000(m)
0,750 2,250

(b) Deslocamentos transversais pelo ANSYS

Figura 28: Comparacao entre os deslocamentos transversais - problema 3

Fonte: Autoria Prépria

Os resultados foram praticamente os mesmos, tendo um erro relativo de apenas 0,34 %
para a mdxima deflexao.

As demais grandezas sdo analisadas numericamente considerando os valores maximos
que atuam sobre os elementos estruturais e comparando os dados obtidos pelo método imple-
mentado com o software. Os resultados sao apresentados pela tabela 5.

Diversos fatores podem ser incluidos como contribuintes para os erros da aproximagao,
destacando os diferentes elementos finitos implementados, uma vez que o modelo utilizado pelo
ANSYS € tridimensional e muito mais completo.

Aparentemente, uma forte contribui¢@o para a divergéncia dos resultados foi dada de-

vido ao efeito do cisalhamento transversal ser desconsiderado durante a formulacdo do método.
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Tabela 5: Grandezas obtidas pelo Método e ANSYS - problema 3

Grandeza ANSYS Método e (%)

Maiximo deslocamento axial ~ 0.4596 mm 0.4577 mm 04
Tensdo minima combinada  -164.33 MPa -166.60 MPa  1.38
Tensdo maxima combinada  173.51 MPa 183.5 MPa 5.75
Tensdo maxima de flexao 168.92 MPa  174.52 MPa  3.32
Miximo momento fletor 6.6185 kN.m 6.6022 kN.m 0.24
Miéxima forga cortante 14.328 kN 13.868 kN 3.2
Maixima for¢a normal 63.300 kN 63.317 kN 0.03

Fonte: Autoria proépria

A distribui¢d@o das tensdes combinadas varia ao longo do comprimento e altura da se¢ao

transversal, sendo possivel analisar seu comportamento no interior de cada membro estrutural:

O—.I'.I’
183.5

125.1

—— RN __omms o —— 66.8

8.4

N

—108.3

—166.6
(MPa)

(a) Viga principal

0—.1',1’
60.60

50.44

40.29

30.13

19.98

9.82
—0.33

(MPa)

(b) Barra de refor¢o

Figura 29: Distribuicao da tensao combinada - problema 3

Fonte: Autoria Prépria
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Onde, devido a simetria, apenas a viga principal e a barra de refor¢o da direita sdo

ilustradas.

As descontinuidades presentes na viga principal, ocorrem devido as reacdes que sur-
gem pela conexdo entre os elementos, resultando em uma mudanga no momento fletor, que

consequentemente, altera a tensio de flexao.

Embora a tensd@o combinada médxima tenha sido relativamente maior que a do software,

ainda é menor que a prevista pelo modelo linear o,, = 188.7 MPa.
Conforme dito anteriormente, a primeira iteragcdo do método de Newton retorna a so-

lucdo para o caso linear, com isso, € possivel plotar o campo de deslocamentos para comparar

os resultados:

v
0.66

-1.62
-3.90
6.18
—~8.46
—10.74

13.02
(mm)

(a) Deslocamentos transversais

0.566
0.377
0.189

0.000

e 0-189
-0.377

0.566
(mm)

(b) Deslocamentos axiais

Figura 30: Deslocamentos axiais e transversais obtidos pelo método linear - problema 3

Fonte: Autoria Prépria



60

Se tem uma diferenca em relagc@o a teoria nao linear de aproximadamente 1 mm e 0,1

mm para os valores maximos transversais e axiais, respectivamente.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A implementacdo do método dos elementos finitos para o caso onde os deslocamentos
respondem de forma ndo linear aos esfor¢os externos se mostrou eficiente, resolvendo diversos
problemas de vigas de von Karman com resultados de acordo com a literatura e préximos aos
obtidos pelo software de simulacdo computacional. O modelo foi expandido para pérticos ndo
lineares e manteve as suas caracteristicas e resultados.

Devido ao desenvolvimento da interface grifica do usudrio, a defini¢cdo do problema
se tornou simples e intuitiva, informando apenas o indispensavel, o programa retorna resultados
numéricos e graficos para deslocamentos, esforcos, tensdes e deformacdes. Se necessario, os
parametros de implementacdo sdo facilmente alterados, modificando as taxas de convergéncia e
precisao.

A contribui¢do dos termos nao lineares para as grandezas envolvidas foi verificada,
obtendo resultados, em alguns casos, extremamente diferentes dos previstos pela teoria linear,
verificando a importancia de se considerar a estrutura deformada na anélise através de elementos
finitos em aplicacdes envolvendo grandes deformagoes.

Técnicas para aprimorar o método e obter uma melhor taxa de convergéncia foram
estudadas, devido ao uso de polindmios de maior ordem na interpolac¢do dos deslocamentos, se
teve resultados precisos com malhas significativamente mais simples, além de uma excelente
representacdo grafica das grandezas do problema.

Em trabalhos futuros, a andlise pode ser enriquecida considerando o termo ndo linear
para os deslocamentos axiais, efeitos de temperatura e for¢as de corpo. Diferentes fungdes de
forma ocasionam distintas taxas de convergéncia, nesse quesito, se destacam os polindmios de
Hermite-Jacobi e Lagrange-Jacobi gerados a partir de uma base modal. Um aprimoramento na
interface gréfica do usudrio possibilita andlises envolvendo pérticos, facilitando a definicdo do

problema e estruturando os dados de saida.
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