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RESUMO

NASCIMENTO, Felipe. Sistemática de obtenção de métodos de lattice Boltzmann pelo método
das abcissas prescritas. 84 f. Trabalho de Conclusão de Curso – Curso de Engenharia Mecânica,
Universidade Tecnológica Federal do Paraná. Guarapuava, 2016.

Os métodos de lattice Boltzmann, LBM, são um conjunto de métodos numéricos para simulação
de fenômenos de transporte que podem ser baseados na discretização da equação de Boltz-
mann, a qual governa a evolução da função de distribuição de probabilidades de partı́cula única,
em termos de velocidade microscópica e posição no tempo. Os métodos de lattice Boltzmann
utilizam retı́culos espaciais cujos nós {~x j} representam o conjunto de posições discretas as-
sociadas a um conjunto finito de velocidades microscópicas {~ξ j} discretas e suas respectivas
probabilidades f (~x j, ~ξ j). Em geral, quanto maior o número j de velocidades microscópicas
discretas para cada localização ~x j, maior é a ordem de aproximação de f (~x j, ~ξ j). Visto que
quantidades macroscópicas primárias e suas respectivas derivadas são obtidas por momen-
tos de f de ordem crescente no espaço de velocidades, nos métodos de lattice Boltzmann,
refinamentos do conjunto de velocidades microscópicas discretas levam à solução de mais
fı́sicas pelo esquema numérico. Esta caracterı́stica, sem equivalente nos métodos baseados em
formulações macroscópicas dos fenômenos de transporte motiva a obtenção e exploração de
diversos métodos de lattice Boltzmann baseados em retı́culos de diferentes configurações. A
presente proposta de pesquisa tem por objetivo a investigação da sistemática de Philippi et al.
(2006) para derivação de stencils de lattice Boltzmann para um dado retı́culo espacial e conjunto
de velocidades associado, através da discretização da equação de Boltzmann usando projeções
em bases de Hermite. Esses stencils são conjuntos de pesos de quadratura, velocidade do som,
escala de velocidade e as velocidades do próprio retı́culo de lattice Boltzmann e usa-se o mesmo
como parâmetro de entrada nos métodos de lattice Boltzmann. Como requisito de exatidão na
advecção, o qual objetiva evitar difusão numérica nos resultados da simulação, as velocidades
devem se encaixar exatamente em uma rede de Bravais de dimensão n com b velocidades, ou
seja, todas as velocidades devem ser uma combinação linear de coeficientes inteiros de ou-
tras. Uma vez validada, almeja-se com a sistemática derivar métodos de alta ordem de lattice
Boltzmann. A validação da sistemática ocorrerá por meio de comparações com métodos de
baixa e média ordem encontrados na literatura.

Palavras-chave: Métodos de lattice Boltzmann. Stencil. Abcissas prescritas. Tensores de
Hermite. Equação de Boltzmann.



ABSTRACT

NASCIMENTO, Felipe. Systematics of obtaining methods of lattice Boltzmann method for the
prescribed abscissae. 84 f. Trabalho de Conclusão de Curso – Curso de Engenharia Mecânica,
Universidade Tecnológica Federal do Paraná. Guarapuava, 2016.

The lattice Boltzmann methods, LBM, are a set of numerical methods for simulation of trans-
port phenomena which may be based in the discretization of Boltzmann equation, which go-
verns evolution of probability distribution function of single particle, in terms of microscopic
velocities and position in the time. Lattice Boltzmann methods uses spacial lattices whose no-
des {~xi} represents the set of discrete positions associate to a finite set of microscopic discrete
velocities {~ξi} and their respective probabilities f (~xi,~ξi). In general, the greater the number j
of microscopic discrete velocities for each localization~xi, the higher the order of approximation
of f (~xi,~ξi). Since primary macroscopics quantities and their respective derivatives are obtai-
ned by crescent order moments of f in the velocities space, in the lattice Boltzmann methods,
microscopic discrete velocities assembly refinaments lead to solution of more physics by nume-
rical scheme. This feature, without equivalent in methods based on macroscopic formulations
of transport phenomena motivates the acquisition and exploration of various methods of lattice
Boltzmann based on lattices of different configurations. The proposed research aims to inves-
tigate the systematic Philippi et al. (2006) to bypass stencils lattice Boltzmann for a given
space reticulum and its associated speeds through the discretization of the Boltzmann equation
using Hermite projections bases. These stencils are sets of quadrature weights, speed of sound,
speed scale and speed of the lattice lattice Boltzmann own and uses it as an input parameter
in the methods of lattice Boltzmann. As accuracy requirement in the advection, which aims
avoid numerical diffusion in the simulation results, the velocities should exactly fit in a lattice
n dimensional with b velocities, so, all velocities should be a linear combination of integer co-
efficients other. Once validated, aims with the systematic derive higher order lattice Boltzmann
methods. The systematic validation It occurred through comparisions with low and medium
order methods found in the literature.

Keywords: Lattice Boltzmann methods. Stencil. Prescribed Abscisae. Hermite’s Tensors.
Boltzmann Equation.
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B.1 INTERPOLAÇÃO DE HERMITE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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1 INTRODUÇÃO

O entendimento do comportamento fı́sico do mundo ao nosso redor sempre foi de in-

teresse para a humanidade. As pessoas, desde a antiguidade, já estavam conscientes da regulari-

dade da natureza. Desde Ptolomeu e suas primeiras observações de padrões no universo, óptica

e musica; passando por Isaac Newton, o cálculo e a dinâmica dos movimentos; C. F. Gauss e sua

contribuição formidável na análise matemática; L. Boltzmann e seus estudos em termodinâmica

estatı́stica; até A. Einstein e a teoria da relatividade, o conhecimento vem evoluindo de modo a

atender as necessidades da humanidade.

Na difı́cil tarefa do desenvolvimento humano vários desafios aparecem, dentre eles

a descrição e modelagem de problemas de engenharia que envolvem fenômenos da natureza.

Nesse contexto, a matemática computacional apareceu como uma grande ferramenta no auxilio

de resolução de tais problemas por meio de simulação numérica. Atualmente a maior parte de

simulações numéricas de fenômenos de transporte de engenharia é feita por meio de softwares

de CFD (Computional Fluid Dynamics) os quais tradicionalmente implementam métodos base-

ados em formulações macroscópicas dos fenômenos de interesse, a exemplo de volumes finitos,

e que são baseados em equações escritas em termos de quantidades macroscópicas.

Os métodos de Lattice Boltzmann fornecem uma alternativa às tradicionais análises

CFD. Métodos de Lattice Boltzmann implementam equações cinéticas que descrevem o nı́vel

mesoscópico de um sistema de partı́culas e, a partir de uma média provável de quantidades

microscópicas, consegue-se recuperar quantidades macroscópicas do fenômeno de interesse.

O nı́vel mesoscópico de um sistema é o nı́vel intermediário entre o microscópico e o ma-

croscópico.

Os alicerces dos métodos de LBM estão no limite da mecânica clássica. Para a correta

aplicação do método é fundamental entender o conteúdo fı́sico da equação de Boltzmann e

com isso fazer a ligação de quantidades macroscópicas com as equações micro dinâmicas do

movimento (MOORE, 2010).

A compreensão da equação de Boltzmann envolve conhecimentos de dinâmica mo-
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lecular e teoria cinética. Estas últimas, por sua vez, estudam o comportamento microscópico

de um sistema de partı́culas. Desta forma métodos de lattice Boltzmann unificam análises

macroscópicas e microscópicas eu um nı́vel de modelagem intermediário, também chamado

mesoscópico, que trata sobre a mecânica estatı́stica do não equilı́brio. De acordo com Shan

et al. (2006) a principal tarefa da mecânica estatı́stica do não equilı́brio é deduzir a evolução

de um estado macroscópico de um sistema fı́sico a partir do conhecimento e entendimento da

dinâmica microscópica.

O precursor do LBM é o modelo chamado retı́culo de gases autômatos, LGA (Lattice

Gas Automata), no qual o fluido é tratado como um conjunto de partı́culas residindo em um

retı́culo regular com algumas propriedades simétricas (GUO; SHU, 2013).

O primeiro modelo LGA, formulado em 1973, é atribuı́do aos cientistas franceses

Hardy Pomeau e de Pazzis que revolucionaram a comunidade na época utilizando um modelo

sobre um retı́culo quadrado bidimensional no qual cada partı́cula interage com seus vizinhos

mais próximos. Em 1986, um segundo modelo descoberto por Frisch, Hasslacher e Pomeau foi

proposto onde um retı́culo hexagonal se aplicaria na modelagem inicial de 1973.

A partir de modelos LGA, em 1988 McNamara e Zanetti foram os pioneiros em pro-

por um método computacional para resolução da equação de Boltzmann. A ideia inicial foi

a substituição do termo booleano ni, utilizado anteriormente pela comunidade cientifica e que

representa apenas dois estados, por uma função distribuição de probabilidades discreta fi a

qual reduziria o ruı́do estatı́stico, porém, tornava o operador de colisão Ci ainda mais com-

plexo (GUO; SHU, 2013).

Em 1989, Higuero e Jimenez, propuseram um modelo que relacionava a função distribuição

de probabilidades discretas fi com uma expansão da função distribuição de equilı́brio de Fermi-

Dirac discreta.

Depois de inúmeros estudos, foi em 1991, que Chen, Koelman e Qian desenvolveram

um modelo que facilitava a abordagem da colisão do LGA que posteriormente foi aperfeiçoado

por Bhatnagar-Gross-Krook e acoplado ao modelo MZ e que fornece, nos dias de hoje, o modelo

de lattice Boltzmann (GUO; SHU, 2013):

fi(~x+~ciδ t, t +δ t)− fi(~x, t) =−
1
τc
[ fi− f eq

i ]. (1)

O modelo de lattice Boltzmann é usado para aproximar a solução da equação de Boltz-

mann, f que é uma função distribuição de probabilidades, através da função distribuição de

probabilidades discretas fi (GUO; SHU, 2013).
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Os métodos de lattice Boltzmann citados acima foram derivados através de expansões

em série de Taylor e posterior quadratura de Gauss-Hermite afim de obter momentos de veloci-

dades.

Apesar da relevância das derivações, já que estão fundamentadas em um vasto histórico

de estudos, Shan et al. (2006), Philippi et al. (2006) e Mattila et al. (2014) mostraram recen-

temente que métodos de lattice Boltzmann podem ser obtidos sistematicamente por meio da

discretização da equação de Boltzmann em bases de Hermite.

Segundo Guo e Shu (2013), algumas vantagens interessantes dos métodos de lattice

Boltzmann em relação ao CFD são: simulação mais clara e precisa de colisões de partı́culas

fluidas, paralelismo natural na programação, fácil implementação de condições iniciais e de

contorno e possibilidade de aplicação em fenômenos mais complexos, a exemplo de escoamen-

tos fluı́dos imiscı́veis e multifásicos.

Para resolver a equação de Boltzmann de forma numérica os métodos de lattice Boltz-

mann são utilizados (GUO; SHU, 2013). Esses métodos baseiam-se na expansão e posterior

truncamento da função distribuição de equilı́brio de um sistema de n partı́culas. Na expansão

os parâmetros necessários são os pesos wi, o vetor velocidade de lattice~ξ e a dimensão (SHAN

et al., 2006). Além disso, para a aplicação de métodos de lattice Boltzmann é necessária a

obtenção da velocidade do som cs, ou velocidade referencial térmica cT do método (MATTILA

et al., 2014). O conjunto Wi,~ξ, cs e D denomina-se stencil de lattice Boltzmann.

Na figura (1) observa-se o stencil DnQb onde n = 2 é a dimensão (bidimensional)

e b = 5 número de velocidades (velocidade nula no centro). À i− esima velocidade (flecha)

é associada um peso de quadratura, Wi, utilizado na aproximação da integral dos momentos

de velocidades a partir dos quais obtém-se a função distribuição de equilı́brio do método e,

consequentemente, as variáveis macroscópicas presentes nas equações (2)-(9).
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Figura 1: stencil D2Q5.

Fonte: autoria própria.

Uma vez resolvida a equação de Boltzmann, todas as variáveis macroscópicas do sis-

tema podem ser obtidas a partir de f (GUO; SHU, 2013), computando-se os seus momentos no

espaço de velocidades:

Densidade:

ρ =
∫

f d~ξ. (2)

Quantidade de movimento:

ρ~u =
∫
~ξ f d~ξ, (3)

onde, ~u representa a velocidade do sistema fluido como um todo em relação à uma referencial

fixo, ~ξ é a velocidade da partı́cula em relação à um referencial que se desloca com o fluido e

com isso, podemos definir a velocidade do fluido em relação à uma referencial fixo, dada por:

~c =~ξ−~u. (4)

Energia interna:
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ρe(~x, t) =
∫ c2

2
f d~ξ. (5)

Tomando~x =~q e c = |~c| representando o módulo do vetor velocidade da partı́cula. O

termo e na equação (5) refere-se à energia especı́fica, ou seja, energia por unidade de massa do

fluido.

Tensor tensão:

Pi j =
∫

cic j f (~x,~ξ, t)d~ξ, (6)

onde, Pi j é o tensor tensão e representa todas as configurações possı́veis de tensão que um ele-

mento fluı́do sofre durante o seu transporte (TOSCANO, 2015). O Tensor tensão inclui em suas

componentes as tensões ortogonais às faces do elemento fluı́do, também chamadas de pressões,

e as tensões tangentes às faces, também chamadas de tensões de cisalhamento (MCGINTY,

2012).

Fluxo de calor:

~q =
∫ c2

2
~c f (~x,~ξ, t)d~ξ. (7)

Não há distinção explı́cita entre condução e convecção. f (~x,~ξ, t) fornece um vetor

que representa todo o fluxo de calor no sistema, englobando os 2 (dois) mecanismos citados

anteriormente.

Shan et al. (2006) traz à tona mais uma quantidade fı́sica que ainda não possui designação.

Ela é dada pela seguinte expressão:

Qi jk = m
∫

f cic jck~dc. (8)

A contração dupla deste tensor recupera o vetor fluxo de calor dado na equação (7).

Outra quantidade macroscópica que pode ser obtida de forma implı́cita pela solução

da equação de Boltzmann e os respectivos momentos de velocidades é o número de Mach. Fox

et al. (2010) define o número de Mach de um escoamento como uma grandeza adimensional

obtida a partir da razão entre a velocidade do escoamento, no caso de Lattice Boltzmann ~u, e a

velocidade do som no meio em que o escoamento ocorre, ou seja, Ma = u/cs.

De acordo com MSPC (), cs =
√

k/ρ onde k é o módulo de compressibilidade. De Guo

e Shu (2013) sabe-se k/ρ = RT = (cs)
2. Com isso, a equação do número de Mach para Lattice
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Boltzmann é dada por:

Ma =
u√
RT

. (9)

Com a mudança de stencil, tem-se um novo método de lattice Boltzmann e, consequen-

temente, soluções da equação de Boltzmann de diferentes ordens podem ser encontradas. Com

as soluções da equação de Boltzmann em termos de f , campos de variáveis macroscópicas

citados acima podem ser recuperadas e vários problemas de engenharia podem ser resolvi-

dos (GUO; SHU, 2013). Todas estas possibilidades geram um leque de aplicações descritas a

seguir.

De acordo com Xiaoyi e Li-Shi (1997), o método LBE tem demonstrado a sua potenci-

alidade em simular sistemas hidrodinâmicos, magneto-hidrodinâmicos, multifásicos e de com-

ponentes múltiplos, incluindo suspensões e emulsões, fluxos quı́micos reativos, e com múltiplos

componentes fluı́rem através de meios porosos. Na modelagem de meios porosos, Scholz et al.

(2012) aplicou métodos de lattice Boltzmann para simular a permeabilidade de estruturas poro-

sas quase duas dimensões de grãos circulares e elı́pticos monodispersos e descobriu que o fator

que mais afeta na permeabilidade é a probabilidade de sobreposição dos grãos na estrutura e não

a sua forma, enquanto que Pazmino et al. (2009) estudou a aplicabilidade de filtração coloidal

em tamanho distribuı́do, porosidade reduzida, meio granular e ausência de barreiras energéticas

com o intuito de simular a retenção colóide no meio sólido. Le et al. (2015) modelou a trans-

ferência de massa e calor em interfaces conjugadas através de extrapolações ao longo da direção

normal de transporte e concluiu a aplicabilidade do método de lattice Boltzmann em qualquer

orientação relativa da interface real. Tal fato, ilustra que certos modelos de LBM não dependem

da orientação do retı́culo em relação à geometria do fenômeno, ao contrário de simulações CFD

tradicionais, a exemplo de método dos volumes finitos, MVF, ou método de diferenças finitas,

MDF. No campo da hidrodinâmica de micro escala, Colosqui et al. (2013) simulou através de

métodos de lattice Boltzmann deslizamento, histerese estática e dinâmica de ângulos de contato

como fenômenos de interface. O estudo sobre dinâmica de molhagem mostrou a adsorção fraca

de um fluido sobre substrato sólido.

Um Bobsled de 4(quatro) pessoas foi simulado por um software comercial (Power-

Flow, EXA corporation) usando lattice Boltzmann e conseguiu atingir resultados extremamente

satisfatórios em aerodinâmica consagrando-se campeã em diversos certames dos quais a equipe

participou (MURPHY, 2009).

Na área de acústica, Feng et al. (2012) simularam numéricamente por métodos de lat-

tice Boltzmann o movimento de um fluxo contı́nuo acústico em um cilindro devido a ação de um
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pistão com o intuito de analisar o fluxo acústico não linear em um ressonador. Além disto, Lew

et al. (2013) realizaram a simulação numérica de um jato com imposição de micro jatos de su-

pressão de ruı́do com o objetivo de predizer a radiação sonora no sistema. No estudo optou-se

por usar LBM devido a facilidade que o método possui em tratar geometrias complexas. A

limitação ficou por conta do número de Mach ter que ser pequeno para o retı́culo empregado,

entorno de 0,5. Em escoamentos incompressı́veis Guo et al. (2000) trazem um novo modelo

para o operador de colisões BGK(Bhatnagar-Gross-Krook) que consegue modelar tais regimes.

No estudo mesoscópico de precipitados em superfı́cies, Chen et al. (2012) simularam

por métodos de lattice Boltzmann efeitos de concentrações de gelo e material em formações

de padrões de precipitação Liesesgang. O modelo de LBM foi usado pois conseguiu simular

de forma eficiente o transporte de um soluto em uma solução. O fato que todos os estudos

apresentados acima comprovam é a grande aplicabilidade de métodos de lattice Boltzmann em

modelar sistemas de diversa complexidade que contenham os estados da matéria condensada

mais comumente empregados em engenharia.

Em algumas aplicações de métodos de lattice Boltzmann expansões em bases de Her-

mite truncadas são utilizadas na dedução do método a ser usado. Essas bases são escolhidas

pois fornecem condições suficientes para requisitos de Navier-Stokes térmica e isotérmica como

sendo boas aproximações de alta ordem das equações hidrodinâmicas. Além disso os coefici-

entes da expansão retornam quantidades macroscópicas do sistema fluido (SHAN et al., 2006).

Alguns estudos sobre LBM expandido em bases de Hermite são apresentados a seguir.

Na modelagem de escoamento de gases rarefeitos em não equilı́brio, Meng et al. (2011)

utilizaram quadraturas de Gauss-Hermite para aumentar a precisão na simulação do fenômeno.

A ordem das quadraturas determinam a capacidade que o método de LBM tem de captura de

efeitos rarefeitos de ondas estacionárias de cisalhamento em interações entre gás e superfı́cies.

No estudo concluı́-se que quanto maior a ordem da quadratura, maior a precisão de captura de

caracterı́sticas do fluxo da camada de Knudsen. Coelho et al. (2014) derivaram a aplicação de

LBM para bósons de fermions para fluı́do quântico através da expansão de quarta ordem dos

polinômios de Hermite. Zhuo et al. (2012) utilizaram expansão em bases de Hermite para incluir

modelagem de escoamentos térmicos incompressı́veis. Colosqui (2010) utiliza o fechamento da

hierarquia de Boltzman-BGK através da projeção da função distribuição de probabilidades de

partı́cula única em um espaço de Hilbert N dimensional gerado por polinômios de Hermite para

produzir uma hierarquia de equações diferenciais parciais de ordem N que aproxima a exata

descrição analı́tica da hidrodinâmica coberta pela equação de Boltzmann-BGK.

No estudo da função distribuição de equilı́brio, Shim e Gatignol (2013) mostra uma
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expansão de Hermite de alta ordem multivariável da função de equilı́brio usando expansão em

Taylor em torno da velocidade~ξ da partı́cula com o intuito de encontrar mais facilmente mode-

los de alta ordem de teorias discretas cinéticas como o próprio LBM. Machado (2014) fornece

em seu estudo uma construção de uma base generalizada de Hermite para LBM, conjuntos lat-

tice, pesos, momentos, funções distribuição e modelos de alta ordem, o chamado stencil, Shan

et al. (2006) representa sistemas clássicos gasosos com teoria cinética propondo expandir a

função distribuição de partı́cula única em bases de Hermite no espaço de velocidades com o

intuito de obter uma descrição de mais alta ordem que consiga ser aplicada em escoamentos

mais complexos.

Aprofundando-se um pouco mais de derivação de métodos de lattice Boltzmann, He

e Luo (1997) propõe em seu estudo uma discretização no tempo e no espaço da equação de

Boltzmann através de quadraturas de Gauss-Hermite. No mesmo ano Xiaoyi e Li-Shi (1997)

propôs aplicar quadratura de Radau-Gauss para aproximar a integral dos momentos de velo-

cidades que, infelizmente, não gera lattices regulares e de espaçamento proporcional. Shan et

al. (2006) apresenta a representação cinética da hidrodinâmica de um sistema fluido além das

equações de Navier-Stokes por meio de aproximações de alta ordem da equação de Boltzmann

utilizando quadraturas de Gauss-Hermite. Além disso, o próprio trabalho mostra como, através

da imposição de um retı́culo com b velocidades e dimensão D, é possı́vel obter stencils. Na

mesma linha, Philippi et al. (2006) aborda o problema da discretização da equação de Boltz-

mann de modo a gerar modelos térmicos BGK. O procedimento utilizado parte da equação de

Boltzmann contı́nua e a derivação de conjuntos de velocidades discretas é considerado como

um problema de quadratura onde o objetivo é determinar um conjunto de velocidades discretas

ci e pesos Wi que conservem os momentos de velocidade da função distribuição de equilı́brio e

garanta a isotropia de paridade par dos tensores. Em estudos mais recentes feitos por Mattila et

al. (2014) mostra-se formas mais robustas de derivação de stencils.

Inspirado no trabalho de Philippi et al. (2006), o presente trabalho objetiva obter uma

sistemática que consiga produzir stencils de lattice Boltzmann através da expansão da equação

de Boltzmann em bases de Hermite para aplicar nos momentos de velocidades e, consequente-

mente, recuperar campos de variáveis macroscópicas.

Cabe destacar que a produção de stencils será feita a partir a imposição de abcissas

a priori, de modo que as abcissas das quadraturas que aproximam a solução da equação de

Boltzmann coincidam com as abcissas das coordenadas cartesianas. Com isso, as velocidades

se encaixam perfeitamente em um retı́culo, o transporte de qualquer quantidade fı́sica com o

movimento das partı́culas torna-se exato e, consequentemente, a advecção torna-se exata. Com



18

a advecção modelada de forma correta, elimina-se a difusão numérica na simulação numérica

por métodos lattice Boltzmann e com isso atingi-se um maior grau de fidelidade em simulações

de fenômenos reais.

A possibilidade de geração de métodos de lattice Boltzmann para um dado retı́culo de

interesse torna-se uma ferramenta útil para o estudo de fenômenos fı́sicos na acadêmia, forne-

cendo versatilidade na modelagem de sistemas fı́sicos abordados na aprendizagem e ensino de

qualquer engenharia.

O estudo justifica-se também através da possibilidade de obter métodos de lattice

Boltzmann de alta de ordem, para futura aplicação desses esquemas em sistemas fı́sicos de

grande complexidade estendendo o uso atual dos métodos de lattice Boltzmann além das equações

de Navier-Stokes, como sugere (SHAN et al., 2006).
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2 DINÂMICA MOLECULAR

O método de lattice Boltzmann recupera as variáveis macroscópicas de um fenômeno

de transporte a partir de uma função distribuição de equilı́brio dada. Essa função varia de acordo

com o stencil utilizado e possui um significado derivado da dinâmica molecular.

Em dinâmica molecular, um gás é tratado como um grande número de partı́culas sub-

microscópicas as quais estão em constante movimento aleatório. As partı́culas que se movem

rapidamente colidem, de forma constante, umas com as outras e com as paredes do recipiente

que estão contidas.

Para a modelagem do movimento aleatório e a influência das colisões sobre este mo-

vimento utiliza-se funções distribuição de probabilidades.

De acordo com Liboff (2003) estas funções representam a densidade de pontos do

sistema em um espaço de fases que descreve a forma geral da evolução de um sistema no

tempo.

Segundo Tao (2013), um espaço de fases é um espaço que unifica análises de Hamil-

tonianos em mecânica clássica e mecânica quântica no qual conceitos de escalas mesoscópicas

podem ser aplicados.

Em fı́sica clássica, o espaço de fases é aquele onde todos os possı́veis estados de um

sistema fı́sico estão designados por apenas um ponto. Matematicamente o espaço de fases é

uma configuração onde para cada posição ~q contida no espaço, o momento ~p tomaria valores

na imagem do espaço. A função que faria essa transformação seria o Hamiltoniano do sis-

tema (BURSZTYN; MACARINI, 2006).

De acordo com Tao (2013), a unificação de análises Galileana com análises Hamilto-

nianas em um espaço de fases é dada pelo seguinte procedimento.

Tome a segunda Lei de Newton:

~F = m
d2~q
dt2 =−∇V ( ~q(t)). (10)
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Na equação (10) , entende-se que a direção da força resultante sobre uma partı́cula é

contrária à um potencial de interação que varia com o tempo.

Da equação (10) pode-se retirar as seguintes igualdades:

~p = m~̇q ⇒ ~̇q =
~p
m
. (11)

m
d2~q
dt2 = ~̇p =−∇V ⇒ ~̇p =−∇V. (12)

A energia total da partı́cula é descrita, segundo o operador Hamiltoniano, por:

H(~q,~p) =
3

∑
i=1

p2
i

2m
+V (~q), (13)

onde, o primeiro termo do lado direito da equação (13) representa a soma de todas as energias

cinéticas da partı́cula e o segundo termo representa a energia potencial da partı́cula dada pelo

próprio potencial de iteração.

Derivando-se a equação (13) parcialmente em relação ao vetor posição ~q e ao vetor

quantidade de movimento ~p obtém-se as equações de Hamilton que unificam o espaço de fases

com sistemas fı́sicos comuns.

∂H
∂ pi

=
pi

m
= ~̇q. (14)

−∂H
∂qi

=−∇V = ~̇p. (15)

As equações de Hamilton dadas por (14) e (15) serão usadas posteriormente para

obtenção da evolução de um sistema de N partı́culas.

Com o objetivo de deduzir a função distribuição de probabilidades de N partı́culas,

considere um sistema com N graus de liberdade cujo Hamiltoniano seja dado por:

H({q},{p}) = E = constante, (16)

onde, {q} representa o conjunto de todas as posições das N partı́culas do sistema nos 3 (três)

eixos cartesianos, {p} representa o conjunto de todas as quantidades de movimento das N

partı́culas do sistemas nos 3 (três) eixos cartesianos e E é a energia do sistema que, de acordo

com as leis de conservação, é constate.
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De acordo com Bursztyn e Macarini (2006) o Hamiltoniano é um função no espaço de

fases. Tome uma função de Hamilton com energia maior que a função dada pela equação (16)

tal que:

H({q},{p}) = E +δE = constante, (17)

logo, tomando pontos entre as duas faixas de energia constante representadas pelos Hamiltoni-

anos obtém-se todos os estados possı́veis de um sistema de N partı́culas em um determinado

volume Ω do espaço de fases.

O número total de estados na faixa energética é dado por:

N =
∫

Ω

Ddqd p, (18)

onde, D é a função distribuição de probabilidades do sistema possuir um estado com velocidades

{v}, posições {x} em um tempo t no volume do espaço de fases Ω.

O volume diferencial dado por ∆Ω na faixa de energia entre os dois Hamiltonianos

está contido em Ω. Sendo assim, o numero total de estados em um pedaço da faixa energética é

dado por:

∆N =
∫

∆Ω

Ddqd p. (19)

Dividindo a equação (18) pela equação (19) obtém-se a probabilidade de qualquer um

estado estar em ∆Ω:

∆N

N
= r =

∫
∆Ω

Ddqd p∫
Ω

Ddqd p
. (20)

Definindo r em termos de uma função distribuição de probabilidade fN onde cada

estado é composto por N partı́culas obtém-se a seguinte relação:

r =
∫

∆Ω

fNdqd p, (21)

onde, fN é a função de densidade de probabilidade de um estado encontrar-se com posição {q},
momentum {p} no tempo t em um volume do espaço de fases ∆Ω.

Substituindo a equação (21) na equação (20) e sabendo que ∆Ω é um volume infinite-

simal, tem-se:
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fN({q},{p}, t) = D({q},{p}, t)
N

. (22)

fN é uma função distribuição de probabilidades que rege o comportmento de N corpos

de um sistema fı́sico que satisfaz a equação de Liouville (LIBOFF, 2003).

A equação de Liouville está definida no espaço de fase e é parte de um ramo de estudo

da mecânica estatı́stica denominado mecânica estatı́stica do não equilı́brio o qual é definido por:

A mecânica estatı́stica do não equilibro, intrinsecada à equação
de Liouville, tem por objetivo deduzir a evolução de um sistema macro
a partir da dinâmica de microestados, ou seja, gás com N partı́culas
modelado por Hamilton usando um conjunto de Gibbs 6-N dimensional
com uma função de distribuição de probabilidades de N corpos (SHAN
et al., 2006).

De acordo com o objetivo da mecânica estatı́stica do não equilı́brio, a equação de

Liouville deve ser função de N partı́culas de um sistema fı́sico e terá 6-N coordenadas pois para

cada partı́cula a informação correspondente ao seu vetor posição e seu vetor momento, ambos

3D, torna-se necessária para descrever todo o sistema.

A seguir, uma dedução de acordo com Moore (2010) da equação de Liouville a partir

da dinâmica molecular de um conjunto de N partı́culas.

Tome o Hamiltoniano de um sistema clássico gerado pela posição e momento de cada

uma das N partı́culas:

H = T +V = Energia Cinetica+Energia Potencial. (23)

Para um única partı́cula:

H =
p2

2m
+

kq2

2
. (24)

A equação (24) representa uma elipse no espaço de fases.

Considere a evolução de uma região retangular do espaço de fases de um tempo t para

um tempo t +δ t.

Inicialmente os pontos possuem as seguintes coordenadas: P1 = (~qi,~pi), P2 = (~qi,~pi +

~d pi), P3 = (~qi + ~dqi,~pi + ~d pi) e P4 = (~qi + ~dqi,~pi).

O volume do espaço de fases é obtido por meio de cálculo da área do retângulo dado
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pelos 4 (quatro) pontos. Seguindo o procedimento adotado em Leite (2005), a área inicial e

evoluida são dadas por:

dV (t) = Area(t) = det |P1P2 P1P4| ⇒ dV (t) = d pidqi. (25)

dV (t +δ t) = Area(t+δ t) = det
∣∣∣P′1P

′
2 P

′
1P
′
4

∣∣∣ . (26)

A evolução do volume no espaço de fases se dá de tal forma que:

P1 evolui para P
′
1 = (~qi +

~dq′i,~pi +
~d p′i), onde ~dq′i é a taxa de variação de P1 em relação

ao tempo. Aplicando a regra da cadeia para o obter a taxa de variação temporal e estando

conscientes das propriedades das equações de Hamilton, equações (15) e (14), do Apêndice A

tem-se:

~dq′i =
∂~qi

∂ t
dt =

∂H
∂~pi

dt. (27)

~d p′i =
∂~pi

∂ t
dt =−∂H

∂~qi
dt. (28)

Portanto:

P
′
1 =

(
~pi−dt

∂H
∂~qi

, ~qi +dt
∂H
∂~pi

)
≡ (p

′
i,q
′
i). (29)

P2 evolui para P
′
2 = (~qi +

~dq′′i ,~pi + ~d pi +
~d p′′i ), onde ~dq′′i é a taxa de variação de P1 em

relação ao tempo e em relação a mudança de posição do diferencial de posições devido à uma

alteração no diferencial de momentos. Também tem-se que, ~d p′′i é a taxa de variação de P1 em

relação ao tempo e em relação a mudança de momento do diferencial de momento devido à uma

alteração no próprio diferencial de momentos. Aplicando o mesmo raciocı́nio que o ponto P1:

~dq′′i =
∂~qi

∂ t
dt

∂

∂~pi
~d pi + ~dqi =

∂H
∂~pi

dt
∂

∂~pi
~d pi + ~dqi. (30)

~d p′′i =
∂~pi

∂ t
dt

∂

∂~pi
~d pi + ~d pi =−

∂H
∂~qi

dt
∂

∂~pi
~d pi + ~dqi. (31)

Com isso:

P
′
2 =

(
~p′i + ~d pi−dt ~d pi

∂

∂~pi

∂H
∂~qi

, ~q′i +dt ~d pi
∂

∂~pi

∂H
∂~pi

)
. (32)
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O último termo que necessita-se para o cálculo da equação (26) é o ponto P
′
4 o qual é

dado pela evolução de P4 para P
′
4 = (~q′i +

~dq′′′i ,~pi +
~d p′′′i ), onde ~dq′′′i é a taxa de variação de P4

em relação ao tempo e em relação a mudança de posição do diferencial de posições devido à

uma alteração no diferencial de posições. Também tem-se que, ~d p′′′i é a taxa de variação de P4

em relação ao tempo e em relação a mudança de momentos do diferencial de momentos devido

à uma alteração no diferencial de posições. Aplicando o mesmo raciocı́nio que para o ponto P1

e o ponto P2, tem-se:

P
′
4 =

(
~p′i−dt ~dqi

∂

∂~qi

∂H
∂~qi

, ~q′i + ~dqi +dt ~dqi
∂

∂~qi

∂H
∂~pi

)
. (33)

Substituindo as equações (29), (32) e (33) na equação (26) tem-se:

dV (t +δ t) =

(
~d pi−dt ~d pi

∂

∂~pi

∂H
∂~qi

)(
~dqi +dt ~dqi

∂

∂~qi

∂H
∂~pi

)
+

(
dt ~d pi

∂

∂~pi

∂H
∂~pi

)(
dt ~dqi

∂

∂~qi

∂H
∂~qi

)
= ~d pi ~d pi + ~d pidt ~dqi

∂

∂~qi

∂H
∂~pi
− ~dqidt ~d pi

∂

∂~pi

∂H
∂~qi

− dt ~d pi
∂

∂ ~d pi

∂H
∂~qi

dt ~dqi
∂

∂ ~d pi

∂H
∂~qi

+ dt ~d pi
∂

∂ ~d pi

∂H
∂~pi

dt ~dqi
∂

∂ ~dqi

∂H
∂~qi

. (34)

Trocando a ordem das derivadas parciais de acordo com propriedades ortogonais de

derivadas de ordem 2 (dois):

∂ 2H
∂~qi~pi

=
∂ 2H
∂~pi~qi

= A. (35)

Tem-se

dV (t +δ t) = ~d pi ~dqi +dt ~d pi ~dqiA−dt ~dqi ~d piA−dt ~dqidt ~d piA2 +dt ~d pidt ~dqiA2. (36)

Mas, a equação (36) é igual à equação (25). Sendo assim, pode-se concluir que a taxa

de variação de um volume do espaço de fases é nula, pois o mesmo permanece inalterado em

qualquer evolução no tempo.

Tendo em mente a afirmação acima, pode-se deduzir a equação de Liouville a partir do

seu significado fı́sico.

Se a taxa de variação em um volume do espaço de fases é nula, logo:
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dV ∗(dt) = dV (t +δ t)−dV (t) = dt ~d pi ~dqi(A−A) = 0. (37)

Com isso, para o todo o sistema:

dV ∗(dt) = dt
N

∑
i=1

~d pi ~dqi(A−A)

= dt
N

∑
i=1

~d pi ~dqi

(
∂

∂~qi

∂H
∂~pi
− ∂

∂~pi

∂H
∂~qi

)
. (38)

Aplicando as equações (15) e (14) na equação (38) tem-se:

dV ∗(dt)
dt

=
N

∑
i=1

~d pi ~dqi

(
∂

∂~qi

∂~qi

∂ t
+

∂

∂~pi

∂~pi

∂ t

)
= 0. (39)

Considere um volume do sistema no espaço de fases e objetiva-se saber a densidade de

probabilidades que rege a evolução do sistema. Então:

P = fNV, (40)

onde, fN é a densidade de probabilidades de N corpos e V é o volume ocupado pelo sistema no

espaço de fases.

Derivando a equação (40) em relação ao tempo:

dP
dt

=
∂P
∂ t

+ fNdV (dt). (41)

Dividindo a equação (41) por todo o volume do espaço de fases:

d fN

dt
=

∂ fN

∂ t
+ fN

∑
N
i=1

~d pi ~dqi

(
∂

∂~qi

∂~qi
∂ t +

∂

∂~pi

∂~pi
∂ t

)
∑

N
i=1

~d pi ~dqi
. (42)

Portanto, a equação de Liouville é dada por:

d fN

dt
=

∂ fN

∂ t
+

N

∑
i=1

(
~̇qi

∂ fN

∂~qi
+ ~̇pi

∂ fN

∂~pi

)
= 0. (43)

onde, fN é a distribuição de probabilidades de N partı́culas existirem em um conjunto de ~q j

posições com ~p j momentos em um tempo t para j = {1,2, ...,N}, ~̇p j é a força resultante sobre

a partı́cula, ~̇q j é a sua velocidade, ~p j é o momento e ~q j é a posição.
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A equação de Liouville representa a taxa de variação da densidade de probabilidades

de um sistema com o tempo somado com a mudança no fluxo de densidade de probabilidades

em um volume do espaço de fases quando sujeito à uma velocidade de mudança de pontos de

uma região do espaço de fases para outra região do espaço de fases, de um tempo t para um

tempo t + δ t. Ou seja, a forma do volume do espaço de fases varia assim como sua posição,

porém, o volume total da região permanece inalterado.

Devido a propriedade de volume constante durante qualquer evolução, o teorema de

Lioville implica:

• Conservação de probabilidades;

• Conservação do volume no espaço de fases;

• Uma distribuição de probabilidades f que começa em uma valor a para um volume V1

e 0 para o resto do espaço de fases, sempre terá o valor a para um volume com mesmo

tamanho de V1 e 0 para o resto do espaço de fases;

• A integral de f retorna V1a que o valor da função em V1 e que representa a probabilidade

do estado encontrar-se no volume V1.

Também pode-se constatar que a equação de Liouville governa qualquer evolução de

um sistema de N partı́culas, ou seja, toda a informação referente ao estado do sistema em um

tempo t está contida na solução da equação de Liouville. A partir dessa informação, Guo e Shu

(2013) define a probabilidade que um determinado estado exista como sendo:

A probabilidade que o estado dado por uma configuração qual-
quer de um conjunto de~q posições, ~p momentos em um tempo t esteja
em um volume infinitesimal do espaço de fases [~q,~q+ ~dq]x[~p,~p+ ~d p]
é dada por fN ~d p~dq (GUO; SHU, 2013).

Portanto, a equação de Liouville descreve todo o comportamento do sistema com N

partı́culas, porém, a resolução da equação torna-se complexa quando o foco está na modela-

gem de todas as N partı́culas. Pode-se fixar a observação do sistema em um número n de

partı́culas menor do que as N partı́culas do sistema e com isso obter uma resolução menos

complexa da equação (43). Com tal simplificação obtém-se uma redução da estatı́stica de N

partı́culas para um grupo de n partı́culas as quais, sem perda de generalidade, também conse-

guem descrever um estado de sistema inteiro. Tal procedimento é denominado redução de es-

tatı́stica. No capı́tulo seguinte, pode ser observado o procedimento da redução da estatı́stica da
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equação de Liouville que resultará em uma hierarquia de equações denominada BBGKY (Bo-

goliubov–Born–Green–Kirkwood–Yvon).
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3 TEORIA CINÉTICA

Em teoria cinética as análises de concentram na equação de Liouville pois a mesmo

rege o comportamento cinético de todo um sistema fı́sico.

De acordo com Moore (2010) a equação de Liouville pode ser usada para derivar um

conjunto mais geral de equações do que a equação de Boltzmann.

O conjunto que Moore (2010) informa é uma hierarquia chamada de hierarquia BBGKY (Bo-

goliubov–Born–Green–Kirkwood–Yvon) que descreve a dinâmica de um conjunto muito grande

de partı́culas.

Partindo da equação de Liouville aplicada em um sistema Hamiltoniano e fazendo

uma redução da estatı́stica onde olha-se apenas para um subconjunto n de partı́culas do sistema

em vez de todas as N que o compõe consegue-se obter a Hierarquia BBGKY. Esse famoso

conjunto de equações é uma hierarquia pois a evolução da distribuição de probabilidade, fn, de

n partı́culas de modo que n≤N é definida em termos da própria fn e também de fn+1 (MOORE,

2010).

Este fato decorre da hipótese de que somente colisões binárias ocorrem entre as partı́culas

do sistema e de que uma partı́cula do sistema é indistinguı́vel em relação à outra (MOORE,

2010).

A seguir, uma breve dedução da hierarquia BBGKY a partir da equação de Liouville

com redução da estatı́stica.

Considerando um sistema de N partı́culas movendo-se na curva Hamiltoniana no espaço

de fases de tal forma que:

H =
N

∑
i=1

p2
i

2m
+Ui +∑

i< j
vi j, (44)

onde, −∇Ui = F representa um força externa e −∇rivi j = ~Ki j representa a interação binária

entre duas moléculas do sistema.
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Do teorema de Lioville, dg/dt = ∂g/∂ t +A = 0 onde g é a distribuição de probabilidades

de N corpos e A é o segundo termo da equação (43). Com isso:

−A = −
N

∑
i=1

[
~̇pi

∂g
∂~pi

+ ~̇qi
∂g
∂~qi

]
= −

N

∑
i=1

[
(Forças) ·∇pig+~ξi ·∇rig

]
= −

N

∑
i=1

[(
~Fi +

N

∑
j=1, j 6=i

~Kik

)
·∇pig+

~pi

m
·∇rig

]
. (45)

Substituindo a equação (45) na equação de Liouville, tem-se:

∂g
∂ t

=
N

∑
i=1

[(
−~Fi−

N

∑
j=1, j 6=i

~Ki j

)
·∇pig−

~pi

m
·∇rig

]
. (46)

Segundo Moore (2010) o teorema de Liouville pode ser representado como sendo um

operador diferencial total aplicado na função distribuição de probabilidade do sistema como um

todo:

∂g
∂ t

=

[
∂

∂ t
+hN(~r1, ~p1, ..., ~rN , ~pN)

]
g = 0, (47)

onde, hN é um operador diferencial obtido através de propriedades de simetria do termo de

iteração ~Ki j dado por:

hN(~r,~p) =
N

∑
i=1

[
~pi

m
·∇ri +~Fi ·∇pi

]
+

1
2

N

∑
i, j=1

~Ki j · (∇pi−∇p j). (48)

Representando o operador diferencial como o operador diferencial das n primeiras

partı́culas de modo que n≤ N, somado ao operador diferencial da partı́cula n+1 até a partı́cula

N junto com a representação da interação entre as n primeiras partı́culas com as N−n partı́culas

tem-se que:

hN = hn +hN−n +
n

∑
i=1

N

∑
j=n+1

~Ki j · (∇pi−∇p j). (49)

Algumas simplificações podem ser feitas na equação (49) considerando as seguintes

hipóteses:

• hk, com k = {n,N,N−n}, representa um gradiente no espaço de fases quando aplicado

à g;
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• A integral do gradiente de g avalia g na fronteira do volume do espaço de fases, ou seja,

avalia a função no lugar na qual existe variação máxima em relação ao espaço de fases;

• Para um sistema limitado, com normalização de g constante, a integral em ∂g/∂ t sobre

todas as posições e momentos retorna 0, ou seja, ∂g/∂ t = 0.

Sendo assim, aplicando g na equação (49), tomando z=(r, p) como sendo a representação

de ambas as coordenadas do espaço de fases, posições e momentos, somando ∂/∂ t de ambos os

lados da equação e integrando o resultado em termos de dzn+1, ...,dzN tem-se:

∫ (
∂

∂ t
+hn(~z1, ...,~zn)+

n

∑
i=1

N

∑
j=n+1

~Ki j · (∇pi−∇p j)

)
gdzn+1 · · ·dzN = 0. (50)

Separando em 2 (duas) integrais:

∫ (
∂

∂ t
+hn(~z1, ...,~zn)

)
gdzn+1 · · ·dzN =−

∫ ( n

∑
i=1

N

∑
j=n+1

~Ki j · (∇pi−∇p j)g

)
dzn+1 · · ·dzN .

(51)

Multiplicando a equação (51) por N!/(N−n)! e assumindo que o arranjo da função pro-

babilidade de n partı́culas em um sistema de N partı́culas seja a função distribuição de probabi-

lidades de qualquer uma das n partı́culas possuı́rem velocidades e posições em um tempo t, ou

seja:

N!
(N−n)!

∫
gdzn+1 · · ·dzN = fn(z1, ...,zn). (52)

Então, tem-se que:

∫ (
∂

∂ t
+hn(z1, ...,zn)

)
fn =−

N!
(N− (n+1))!

∫ n

∑
i=1

~Ki,n+1 ·∇pigdzn+1 · · ·dzN . (53)

O termo ∇p j ⇒ 0 devido ao fato de que seu coeficiente independe do momento da

própria partı́cula.

Mas, aplicando, de forma hierárquica, o mesmo raciocı́nio que na equação (52) ao

termo de evolução, tem-se:

N!
(N− (n+1))!

∫
gdzn+2 · · ·dzN = fn+1(z1, ...,zn). (54)
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Substituindo a equação (54) na equação (53), obtém-se a famosa hierarquia BBGKY,

que descreve a evolução de uma função distribuição de probabilidades de quaisquer n partı́culas

em termos de n+1 partı́culas.:

∫ (
∂

∂ t
+hn(z1, ...,zn)

)
fn =−

∫ n

∑
i=1

~Ki,n+1 ·∇pi fn+1dzn+1, (55)

onde, ∇pi = (∂/∂ pi~ux + ∂/∂ pi~uy + ∂/∂ pi~uz) é o vetor gradiente em relação às coordenadas de mo-

mentos no espaço de fases, ~zi = (~pi,~qi) é a notação utilizada para simplificar momentos e

posições, hn é um operador diferencial e a função fn é chamada de função reduzida pois re-

presenta uma redução na estatı́stica de N corpos (LIBOFF, 2003).

Tal redução auxilia na manipulação da função distribuição e possibilita a obtenção da

equação de Boltzmann.

A hierarquia BBGKY é a equação cinética que governa a
evolução de uma função distribuição de probabilidades de uma única
partı́cula 6-dimensional (SHAN et al., 2006).

A hierarquia BBGKY completa é idêntica a equação de Liouville (GUO; SHU, 2013).

Como pode ser observado a hierarquia BBGKY é um conjunto de equações que rege

a dinâmica de n partı́culas em um sistema com N ≥ n partı́culas. Ou seja, com a obtenção

da função distribuição de probabilidades de n = N partı́culas consegue-se descrever de forma

completa o comportamento do sistema.

Porém, a difı́cil tarefa de obtenção da função fn reside no número n de partı́culas que,

por ser demasiadamente grande em sistemas fı́sicos, torna inviável o cálculo analı́tico. Tendo

em mente tal deficiência, L. Boltzmann propôs focar em apenas uma partı́cula do sistema, no

entanto, esta partı́cula poderia se comportar como qualquer uma do sistema, ou seja, sabendo

do comportamento dessa partı́cula qualquer e determinando a função distribuição de probabili-

dades da mesma conseguiria-se descrever todo o sistema de N partı́culas.

A proposição de Boltzmann pode ser executada pela simples substituição de n = 1 na

hierarquia BBGKY. Com tudo, algumas hipóteses devem ser feitas.

De acordo com Kremer (2005), a determinação da equação de Boltzmann é feita com

base nas seguintes hipóteses:

• Colisões binárias: para um gás rarefeito, somente as interações entre os pares de partı́culas

são levadas em consideração. Ou seja, a passagem de BBGKY para equação de Boltz-
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mann implicada na hipótese de se restringir ao estado da matéria como sendo um gás;

• Forças externas: o efeito das forças externas sobre as partı́culas durante a colisão é

pequeno em comparação com as forças que agem entre as partı́culas;

• Caos molecular: em qualquer posição ~x e tempo t as velocidades de 2 (duas) partı́culas

não estão correlacionadas;

• Tempo de relaxação: a variação da função de distribuição de f não é muito grande ao

longo de um intervalo de tempo τ∗, que é suficientemente grande em comparação com

o tempo de duração de um colisão τc, porém suficientemente pequeno em comparação

com o tempo médio entre 2 (duas) colisões τ , isto é, τc ≤ τ∗ ≤ τ . Logo, a função

de distribuição f é constante ao longo de uma distância comparável ao tamanho das

partı́culas, porém variável ao longo de uma distância comparável ao livre caminho médio.

De acordo com (ARUMUGA; K., 2015) o parâmetro tempo de relaxação singular é o

parâmetro que controla a taxa de aproximação da função distribuição de probabilidades

para o equilı́brio.

O equilı́brio é regido pela função distribuição de probabilidades de Maxwell-Boltzmann.

A seguir apresenta-se uma revisão de conceitos de distribuição de Maxwell-Boltzmann

ou, como é comumente chamada, distribuição de equilı́brio, ou seja, qual a probabilide com que

uma partı́cula se desloca com uma velocidade entre ~c1 e ~c1 + ~dc1 segundo o eixo x1, com uma

velocidade entre ~c2 e ~c2 + ~dc2 segundo o eixo x2 e com uma velocidade entre ~c3 e ~c3 + ~dc3

segundo o eixo x3 (KREMER, 2005).

Segundo Kremer (2005), as seguintes hipóteses são válidas:

• O número de velocidades que pode-se encontrar entre ~ci e ~ci + ~dci é proporcional à ~dci

com i = {1,2,3};

• Os 3 (três) acontecimentos nas 3 (três) direções são mutuamente exclusivos;

• Isotropia: para processos em equilı́brio e sem influências externas não existe distinção

entre direções.

Considere a velocidade tı́pica de uma partı́cula de massa m em equilı́brio térmico como

sendo v = c e cuja energia cinética é dada por:

1
2

mv2 =
3
2

kBT, (56)
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onde, kB é a constante de Boltzmann e a fração 3/2 se aplica pois a análise é realizada nas 3 (três)

dimensões do espaço. Como em cada direção a energia cinética de uma partı́cula é dada por
1/2kBT , portanto nas 3 (três) direções tem-se 3/2kBT .

Temos a equação (56) em termos da velocidade:

v≈
√

3kBT
m

. (57)

Guarde este valor pois será utilizado nas passagens à seguir.

De acordo com Parsons (2013), a probabilidade de um estado de energia Ψi à uma

temperatura T existir para uma partı́cula é dada por:

P(Ψi) =
exp(−Ψi/kBT)

∑ j exp(−Ψi/kBT)
, (58)

onde, exp(−Ψi/kBT) é o evento de um estado especı́fico existir para uma partı́cula e ∑ j exp(−Ψi/kBT)

é o universo de todos os estados possı́veis para a partı́cula. Em probabilidades, a probabilidade

de um evento existir em um universo é dada pela razão entre o número de eventos e o próprio

universo de eventos possı́veis.

Tomando o estado de energia como sendo a energia cinética de uma partı́cula:

Ψi =
mv2

2
. (59)

Tem-se que a função distribuição de probabilidade de uma partı́cula possuir uma velo-

cidade~v é dada por:

f (~v) =Cexp
[
−mv2

2kBT

]
==Cexp

[
−m(v2

x + v2
y + v2

z )

2kBT

]
. (60)

Para obter C necessita-se somar todas as possı́veis velocidades, de tal forma que:

1
C

= ∑
i

Cexp
[
−mv2

i
2

]
, (61)

onde, i = {1, ...,N} é o número de partı́culas do sistema.

Transformando a equação (61), que é uma soma de Riemann, em integral, tem-se:

1
C

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

exp

[
−m(v2

x + v2
y + v2

z )

2kBT

]
dvxdvydvz. (62)
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Separando em integrais Gaussianas (pois são função de e(− x2)):

1
C

=
∫ +∞

−∞

exp
(
−mv2

x
2kBT

)
dvx

∫ +∞

−∞

exp

(
−mv2

y

2kBT

)
dvy

∫ +∞

−∞

exp
(
−mv2

z

2kBT

)
dvz. (63)

Na equação (63) pode-se aplicar as seguintes substituições na primeira integral:

b =

√
2kBT

m
⇒ b2 =

2kBT
m
⇒ 1

b2 =
m

2kBT
. (64)

y = vx⇒ y2 = v2
x ⇒ dy = dx. (65)

z =
y
|c|
⇒ dy = |c|dz (66)

Substituindo as equações (64), (65) e (66) na primeira integral da equação (63):

I = |c|
∫ +∞

−∞

exp(−z2)dz. (67)

Pela identidade Gaussiana:

G =
∫ +∞

−∞

exp(−z2)dz. (68)

G2 =

(∫ +∞

−∞

exp(−z2)dz
)2

=
∫ +∞

−∞

exp(−x2)dx
∫ +∞

−∞

exp(−y2)dy

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

exp− (x2 + y2)dxdy. (69)

Em coordenadas polares:

dxdy = dA = rdrdθ . (70)

x2 + y2 = r2. (71)

Substituindo as equações (70) e (71) na equação (69):

G2 =
∫ 2π

0

∫ +∞

0
exp− (r2)rdrdθ

= 2π

∫ +∞

0
rexp(−r2)dr (72)
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Realizando a substituição a variável,

−r2 = s⇒ ds =−2rdr⇒ dr =−ds
2r

, (73)

A equação (72) fica:

G2 = 2π

∫ 0

−∞

1
2

exp(s)ds

= π

∫ +∞

−∞

exp(s)ds

= π. (74)

Logo:

G =
√

π ⇒ I = |c|
√

π ⇒ 1
C

= (|c|
√

π)3. (75)

Voltando na substituição de variáveis nas equações (64), (65) e (66) e substituindo a

equação (75) de acordo com a equação (60), obtém-se:

f (~v) =
(

m
2πkBT

) 3
2

exp
[
−mv2

2kBT

]
. (76)

Tomando R = k/m e multiplicando a equação (76) pela densidade de partı́culas, obtém-

se a densidade de probabilidades de Maxwell-Boltzmann, também chamada de função distribuição

de equilı́brio:

f eq =
p

(2πRT )
3
2

exp
[
−c2

2RT

]
(77)

A função distribuição de equilı́brio é fundamental para métodos de lattice Boltzmann

pois todas as função em não equilı́brio do método convergem para f eq de acordo com regras de

colisão. A mais usada regra de colisão é dada pelo operador BGK onde existe uma correlação

entre a função distribuição de probabilidades à cada instante com a função distribuição de

equilı́brio respeitando um tempo de relaxação tal como mostrado na equação (81).

Sabendo que a função distribuição de equilı́brio é parte da equação de Boltzmann

pode-se obter a mesma substituindo n = 1 na hierarquia BBGKY:(
∂

∂ t
+h1

)
f1 =−

∫
~K12 ·∇p1 f2dz2, (78)
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onde, h1 é o operador colisão de apenas uma partı́cula.

E fazendo n = 1 na equação (48)

h1 =
~p1

m
·∇r1 +F1 ·∇p1 +

1
2
~K11(∇p1−∇p1). (79)

Portanto, substituindo a equação (79) na equação (78) obtém-se a equação de Boltz-

mann: (
∂

∂ t
+

~p1

m
·∇r1 +F1 ·∇p1

)
f 1 =−

∫
~K12 ·∇p1 f2dz2. (80)

O termo a direita da equação de Boltzmann representa uma colisão e pode ser mo-

delado de diversas formas. Guo e Shu (2013) o calcula como sendo função da distribuição de

equilı́brio em um modelo chamado BGK (Bhatnagar-Gross-Kroos) que representa uma mudança

no fluxo de probabilidades futuras devido à interação entre duas partı́culas e a troca de momen-

tos entre elas. Todas estas mudanças são devidas à colisões. O operador de colisão BGK(Bhatnagar-

Gross-Krook) é dado por:

ΩBGK =− 1
τc
[ f − f eq], (81)

onde τc é o tempo de relaxação utilizado na simulação computacional dos métodos de Lattice

Boltzmann o qual governa a rapidez da simulação. Uma abordagem mais profunda de tempos

de relaxação encontra-se disponı́vel no capı́tulo (1) de (GUO; SHU, 2013).

Também na equação de Boltzmann o termo ∂ f/∂ t representa a taxa de variação da

função em relação ao tempo. Onde a função é uma distribuição de probabilidades de uma

partı́cula qualquer estar com posição~q, momento ~p no tempo t.

Além do operador de colisão e de ∂ f/∂ t, todos os outros termos da equação de Boltz-

mann possuem significado fı́sico e o mesmo está explicado à seguir:

• ~K12 ·∇p1 f2 representa a mudança no fluxo de probabilidades futuras devido à interação

entre as partı́culas 1 (um) e 2 (dois) e a troca de momentos entre elas. Todas estas

mudanças são devidas à colisões;

•
∫
~K12 ·∇p1 f2dz2 representa o fluxo de probabilidades futuras passando pela posição ~q2

com quantidade de movimento ~p2 em um tempo t;

• ∂/∂ t é a taxa temporal de variação da função distribuição de probabilidades de 1 (uma)

partı́cula estar com posição ~q1, quantidade de movimento ~p1 em um tempo t.
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• ~p1/m ·∇r1 f1 é a mudança no fluxo de probabilidades presentes devido à uma velocidade

de mudança nos pontos de uma região do espaço de fases e a troca de posições que esses

pontos sofrerão. A função distribuição de probabilidades retorna a probabilidade de uma

partı́cula estar com ~p1, ~q1 em t;

• ~F1 ·∇p1 f1 representa a mudança no fluxo da função distribuição de probabilidades pre-

sente devido à uma força externa agindo sobre os pontos de uma região do espaço de

fases e consequentemente existirá variação do momento dessa partı́cula. Conforme Mo-

ore (2010), alguns estudos sobre lattice Boltzmann incluem um termo a mais na equação

de Boltzmann representando forças externas sobre o sistema. Tais forças podem ser a

gravidade, um campo elétrico ou até mesmo uma pressão externa atuando sobre uma

área.

• A equação de Boltzmann é uma equação diferencial 6 dimensional que governa qual-

quer evolução de um sistema de partı́culas, o qual cumpre as hipóteses citadas acima, de

um tempo t para um tempo t + δ t generalizando o comportamento de apenas 1 (uma)

partı́cula.

A solução da equação de Boltzmann é o objetivo dos métodos de lattice Boltzmann

e sua dedução e interpretação são fundamentais para o melhor entendimento do poderio da

aplicação desses métodos.

Na equação de Boltzmann, a transição entre o espaço de fase, cujas coordenadas são q

e p, e o sistema Euclidiano, cujas coordenadas são q e ξ, é dada por:

f (t,~q,~ξ) = N f1(t,~q,~ξ) = mN f1(t, ~q1, ~p1), (82)

onde, f1 é a função distribuição de probabilidades de qualquer uma partı́cula com posição ~q,

velocidade~ξ no tempo t, m é massa molecular do gás e N é o número de moléculas no sistema

fı́sico.

Segundo MEFT (2010), f só satisfaz a equação de Boltzmann quando a hipótese

do caos molecular é válida. A equação de Boltzmann representa a evolução da função de

distribuição de probabilidades de um sistema com N partı́culas no espaço e no tempo.

MEFT (2010) também afirma que uma quantidade H, proporcional a entropia em um

sistema e que faz parte do Teorema H é constante no tempo durante um processo se e somente

se o sistema obedecer uma distribuição de probabilidades chamada de distribuição de equilı́brio
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de Maxwell-Boltzmann, ou seja: se estiver em equilı́brio termodinâmico. A seguir, uma breve

abordagem do teorema H:

A ponte entre descrições microscópicas e macroscópicas para os gases perfeitos é dada

pelas seguintes equações que representam, respectivamente, a primeira e segunda Lei da termo-

dinâmica pela análise mesoscópica (MEFT, 2010).

dQ = dU +dW. (83)

Sendo dW = PdV o trabalho exercido sobre o sistema.

dS = dQ/T. (84)

Definindo a entropia em termos de uma quantidade H que acresce ou mantém-se cons-

tante no tempo, tem-se:

S =−HVk. (85)

Como a entropia S é proporcional ao negativo de H, então, de acordo com a segunda

Lei da termodinâmica, S deve sempre crescer com o tempo ou manter-se constante. Sendo

assim, se num dado instante t o gás satisfaz a hipótese do caos molecular (Apêndice D), então

para um tempo t +δ t com t⇒ 0, tem-se:

Se o sistema encontra-se em não equilı́brio:

dH
dt
≤ 0. (86)

Se o sistema encontra-se em equilı́brio:

dH
dt

= 0 (87)

O teorema H é um teorema da mecânica estatı́stica que faz previsões razoáveis so-

bre o comportamento futuro de um sistema que está num estado não completamente especifi-

cado (MEFT, 2010).

Não possuir uma previsão exata do comportamento futuro de um sistema decorre do

fato da probabilidade do sistema existir é descrita por:

f (~q,~p)d3qd3 p, (88)
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onde, d3qd3 p representa um diferencial finito de volume do espaço de fases.

Se a probabilidade é descrita conforme a equação (88), então não é especificado de

forma exata as posições e velocidades das moléculas em uma dada região do espaço de fases,

apenas a probabilidade do sistema existir naquela região.

A relação entre H e a função distribuição de probabilidades é dada por:

H =
∫

d3 p f (~p, t)log f (~p, t). (89)

Com isso, a evolução temporal de H é determinada a partir da evolução temporal de

f (MEFT, 2010). Tal afirmação implica que para que a equação (87) seja satisfeita, tem-se que

f = f eq na equação (89). Para o restante das configurações, f será uma distribuição em não

equilı́brio termodinâmico.

Como H varia de acordo com a configuração da função distribuição de probabilidade

f , consequentemente H depende das colisões entre moléculas. Sendo assim, dH/dt não é ne-

cessariamente uma função contı́nua do tempo pois pode mudar abruptamente devido às co-

lisões (MEFT, 2010).

O comportamento não contı́nuo da função H implica em um comportamento discreto,

porém, se num dado instante H tem um valor bastante acima do nı́vel de ruı́do, para todos os

efeitos práticos H diminui para o nı́vel de ruı́do devido a algumas colisões. Deste modo, o

teorema de recorrência de Poincaré se aplica e implica que H seja uma função quase-periódica

do tempo.

Na ausência de colisões, o sistema encontra-se em equilı́brio. De acordo com MEFT

(2010), o teorema H descreve este comportamento de acordo com as seguintes afirmações:

• H está num mı́nimo quando a função é uma distribuição de Maxwell-Boltzmann (equili-

brio);

• As colisões moleculares são aleatórias, ou seja, a sequência temporal de estados do gás

corresponde a uma sequência aleatória de estados compatı́veis com as condições ma-

croscópicas.

As colisões assim como restrições de comportamento macroscópico são os parâmetros

que ditam como H ira evoluir, inevitavelmente, para o equilı́brio.

Para perceber a evolução para o equilı́brio a partir de um estado inicial improvável, MEFT

(2010) traz uma breve dedução:
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Suponha um instante inicial t1 de modo que H(t1 está muito acima de um mı́nimo.

Formando um conjunto estatı́stico equiprobabiliorı́stico e compatı́vel com as restrições

macroscópicas onde cada elemento do conjunto corresponde à condição H(t1) a fim de calcular

o valor médio (mais provável) de dH/dt para os membros do conjunto tem-se:

dH
dt

< 0. (90)

Evoluindo o sistema um passo, de tal forma que t2 = t1 +∆t:

H(t2) = H(t1)+
(

dH
dt

)
∆t. (91)

Como a equação (90) é satisfeita, logo H(t2)< H(t1), supondo ∆t muito pequeno.

Sendo assim, a cada evolução H diminui, tendendo para 0, de tal forma que:

dH
dt
⇒ 0. (92)

Portanto, em qualquer evolução de um sistema termodinâmico, o mesmo sempre irá

tender para o equilı́brio.. Ou seja, a única solução da equação de Boltzmann que mantém a

entropia constante é a função distribuição de equilı́brio Maxwelliana.

Resumindo: na descrição mesoscópica abordada em teoria cinética um sistema com-

posto por N partı́culas é modelado por meio de uma função distribuição de probabilidades de

N corpos governada pela equação de Liouville. Quando aplica-se uma descrição reduzida da

estatı́stica na equação de Liouville obtém-se a hierarquia BBGKY. Se a hipótese do caos mole-

cular em um sistema gasoso é assumida, a primeira equação da hierarquia BBGKY resulta na

equação de Boltzmann, que governa a função distribuição de probabilidades de partı́cula única

e tende para o equilı́brio. O equilı́brio é governado pela função distribuição de equilı́brio de

Maxwell-Boltzmann. Solucionando a equação de Boltzmann obtém-se muitas possibilidades

para a fı́sica fundamental (SHAN et al., 2006).

Tendo em mente as muitas possibilidades que a solução da equação de Boltzmann for-

nece para fı́sica fundamental,, o presente trabalho objetiva desenvolver e validar uma sistemática

de derivação de métodos lattice Boltzmann por meio de stencils através da discretização da

equação de Boltzmann em bases de Hermite tensoriais, dado um conjunto finito de velocidades

microscópicas pré-estabelecido (abcissas).

Para isso, deve-se resolver o problema da quadratura de Gauss na conservação dos

momentos de velocidades.
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Com isso o produto gerado pela resolução do problema será uma sistemática que pro-

duza os pesos wi e velocidade do som cs. Este conjunto denomina-se stencils e os mesmos

são utilizados nos métodos de lattice Boltzmann afim de obter momentos de velocidades e,

consequentemente, campos de variáveis macroscópicas.
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4 TEORIA DE LATTICE BOLTZMANN

Métodos de lattice Boltzmann nada mais são do que discretizações de equações dife-

renciais parciais que modelam sistemas por meio de teoria cinética. He e Luo (1997) enuncia

que métodos de lattice Boltzmann podem ser obtidos através da discretização no espaço de

fases e no tempo da equação de Boltzmann, porém a discretização proposta pelo autor não

gera lattices regulares os quais carregam consigo difusão numérica nas simulações. Seguindo a

mesma linha que He e Luo (1997), Philippi et al. (2006) propõe uma resolução para o problema

da regularidade de stencils afirmando que resolver o problema da discretização é equivalente a

achar o produto interno no espaço discreto induzido pelo produto interno no espaço continuo

que preservam norma e ortogonalidade. Toda a discretização da equação de Boltzmann é feita

por polinômios de Hermite tensoriais e segue uma regra principal na qual se o produto interno e

a norma induzida são subsituidos por somas discretas então a preservação da estrutura funcional

do espaço de Hilbert, espaço onde estão inseridos os polinômios de Hermite tensoriais, é garan-

tida. Mais conteúdo sobre tensores e polinômios de Hermite, inclusive os tensoriais, podem ser

vistos nos apêndices (A) e (B).

Na figura (2) pode ser observado o processo de discretização no espaço de Hilbert.

A discretização de velocidade significa substituir todo o espaço de velocidades CD por alguns

vetores velocidade (PHILIPPI et al., 2006).
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Figura 2: Discretização no espaço de Hilbert.

Fonte: (PHILIPPI et al., 2006).

De acordo com Wan e Gatignol (2011) a discretização possui outro objetivo intrı́nseco

à obtenção do método de lattice Boltzmann que é a obtenção da função distribuição de equilı́brio

do sistema discretizada. A mesma forma parte da equação de lattice Boltzmann. Além da

função distribuição de equilı́brio, de acordo com He e Luo (1997), a equação de lattice Boltz-

mann é composta de uma equação de evolução com tempo discretizado, espaço de fases onde a

configuração do espaço corresponde à estrutura do lattice e a configuração do momento cor-

responde ao conjunto de velocidades discretas, restrições de conservação de quantidades e

distribuição de equilı́brio.

A equação de evolução com o tempo discretizado citada acima nada mais é do que a

forma matemática discretizada da equação de lattice Boltzmann. De acordo com Xiaoyi e Li-

Shi (1997) a mesmo pode ser obtida por uma discretização da equação de Boltzmann no tempo

de acordo com o que segue:

Partindo da equação de Boltzmann:

d f
dt

+
1
λ

f =
1
λ

g, (93)

onde f = f (~x,~ξ, t) é a função distribuição de probabilidades de partı́cula única, g é a distribuição

de equilı́brio, λ é o tempo de relaxação e d/dt = ∂/∂ t +~ξ ·∇ é a diferencial total.
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Integrando a equação (93) sobre passo de tempo δ t da simulação, tem-se:

f (~x+~ξδ t,~ξ, t +δ t) =
1
λ

e
−δ t

λ

∫
δ t

0
e

t
λ g(~x+~ξt ′, ~upxi, t + t ′)dt ′. (94)

Assumindo-se:

• δ t é pequeno suficiente;

• g é suficientemente suave localmente.

Realiza-se a seguinte aproximação com expansão em séries de Taylor:

g(~x+~ξt, ~upxi, t+t ′) = (1− t ′

δ t
)g(~x,~ξ, t)+(

t ′

δ t
)g(~x+~ξt, ~upxi, t+δ t)+O(t2);0≤ t ′≤ δ t. (95)

Substituindo a equação (95) na equação (94):

f (~x+~ξδ t,~ξ, t+δ t)− f =
1
λ

e
−δ t

λ

(
g(~x, ~upxi, t)

∫
δ t

0
e

t′
λ (1− t ′

δ t
)dt ′+g(~x+~ξt, ~upxi, t +δ t)

∫
δ t

0
e

t′
λ

t ′

δ t
dt ′
)

(96)

Separando em 2 (duas) integrais, tem-se:

∫
δ t

0
e

t′
λ dt ′−

∫
δ t

0
e

t′
λ

t ′

δ t
dt ′ =

λ 2

δ t
e

δ t
λ − λ 2

δ t
−λ . (97)

∫
δ t

0
e

t′
λ

t ′

δ t
dt ′ = λe

δ t
λ − λ 2

δ t
e

δ t
λ − λ 2

δ t
. (98)

Substituindo as equações (97) e (98) na equação (96), tem-se:

f (~x+~ξδ t,~ξ, t +δ t)− f = e
−δ t

λ e
δ t
λ

1
λ

g
λ

δ t
− e

−δ t
λ

1
λ

g
λ

δ t
− e

−δ t
λ

1
λ

gλ

+ e
−δ t

λ e
δ t
λ

1
λ

gλ − e
−δ t

λ e
δ t
λ

1
λ

g
λ

δ t
+ e

−δ t
λ

1
λ

g
λ

δ t

= g
λ

δ t
− e

−δ t
λ g

λ

δ t
+ e

−δ t
λ g+g′−g′

λ

δ t
+ e

−δ t
λ g′

λ

δ t

=
λ

δ t
(g−g′)+g′+ e

−δ t
λ (g′

λ

δ t
−g

λ

δ t
−g)

=

(
λ

δ t
(g−g′)+g′

)
+ e

−δ t
λ

(
λ

δ t
(g′−g)−g

)
= (g′−g)

(
λ

δ t
(e
−δ t

λ −1)+1
)
+( f −g)(e

−δ t
λ −1). (99)
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Expandindo e
−δ t

λ em séries de Taylor de segunda ordem, a equação (A) fica:

f (~x+~ξδ t,~ξ, t +δ t)− f =
1
τ
(g− f ) = Ω(g, f ), (100)

onde τ = λ

δ t é o tempo de relaxação e o termo a direita denomina-se termo de colisão BGK.

A equação (100) é a equação de lattice Boltzmann-BGK a qual governa, discretamente,

qualquer movimento de partı́culas contidas em um retı́culo. De acordo com Philippi et al.

(2006) a mesma pode ser interpretada da seguinte forma: a cada passo de tempo, partı́culas

propagam-se para posições intermediárias entre os locais vizinhos mais próximos. A velocidade

de deslocamento é proporcional ao tempo de relaxação. O tempo de relaxação nos diz o quanto

uma partı́cula é afetada pela colisão com as outras em sua vizinhança e quanto tempo ela se

recupera dessa colisão. Todo o movimento é controlado por f que representa a densidade de

probabilidade de uma partı́cula ocupar um sı́tio~x com velocidade~ξ em um tempo t. A tendência

é que f se aproxime do equilı́brio g conforme o tempo passa.

O processo envolvendo a equação de lattice boltzmann ocorre de acordo com o que

segue: a função distribuição de probabilidades uma posição e tempo adiante depende da função

distribuição de probabilidades na posição e tempo presente, do tempo de relaxação e da função

distribuição de equilı́brio do método. A função distribuição de probabilidades no tempo pre-

sente é um dado assim como o tempo de relaxação. Para obtenção da função distribuição de

equilı́brio, trunca-se a expansão em séries de Taylor da distribuição de Maxwell-Boltzmann em

uma ordem N, aplica-se a conservação dos momentos de velocidades, aproxima-se as integrais

de cada nı́vel de energia por meio de quadraturas de acordo com o retı́culo DnQb escolhido,

obtém-se os pesos da quadratura e a escala de velocidades de lattice e recupera-se a distribuição

de equilı́brio do instante seguinte e, consequentemente, a seguinte distribuição de probabilida-

des de partı́cula única do método (HE; LUO, 1997).

A variável f obtida nos métodos de lattice Boltzmann é a principal variável do método

pois é a partir dela que se recuperam os campos macroscópicos de quantidades fı́sicas. Con-

forme Mattila et al. (2014) f é uma função distribuição de massa onde ~x é o espaço espacial

microscópico,~ξ é o espaço de velocidades microscópico e t é o espaço temporal microscópico.

O primeiro passo na derivação de um método de lattice Boltzmann é discretizar o

espaço de velocidades microscópico de tal forma que~c= cT~v, onde~v é uma velocidade adimen-

sional que depende do lattice e cT =
√

kbT0
m é a velocidade do som na temperatura de referência

T0 de um gás com massa molecular m, kb é a constante de Boltzmann. A relevância dos po-

linômios de Hermite tensoriais se dá na discretização no espaço de velocidades microscópicas.
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Após isso, o seguinte passo da derivação é a imposição de dois parâmetros fundamen-

tais computacionalmente. Um deles, δ t, é o passo de tempo e o outro, δx, é o passo temporal

que depende do tamanho da aplicação. A razão entre ambos é denominada, de acordo com Mat-

tila et al. (2014), velocidade de referência do lattice c. A velocidade adimensional discreta é

dada por ~ci = c~c∗i = cT~vi. A escala de velocidades do lattice é dada por a = c/cT . O triplete ci,

wi e a é chamado de lattice Boltzmann stencil.

Calculados todos os parâmetros, os mesmos são utilizados nos métodos de lattice

Boltzmann afim de monitorar o movimentos de um sistema de partı́culas onde mudanças de

posições entre as partı́culas devem ser governadas por regras de alocação que preservem massa,

momento e energia do empacotamento (PHILIPPI et al., 2006).

A conservação dessas quantidades é garantida pelos momentos de velocidades. Mo-

mentos de ordem 1 (um), 2 (dois) e 3 (três) podem ser visualizados nas equações (2), (3) e (5).

De acordo com Philippi et al. (2006), uma forma genérica de representar esses momentos de

velocidades é dada pela seguinte equação:

< ϕ >eq=
1
nd

∫
f eq(~ξ)ϕp(~c)~dc =

1
n ∑

i
f eq
i εp(~ci). (101)

Do lado direito da equação (101) tem-se uma regra de quadratura. Para um dado

retı́culo DnQb cujas abcissas são prescritas a quadratura retorna os pesos wi que aproximam

a integral do lado esquerdo da equação (101) e, também, a escala de velocidades do lattice

a. Esses dois parâmetros são fundamentais para obtenção da função distribuição de equilı́brio.

Esta última torna-se necessária para aplicação do método de lattice Boltzmann.

A seguir, uma breve dedução de como obter stencils a partir da conservação dos mo-

mentos de velocidades conforme Philippi et al. (2006):

A partir de agora o termo central da equação (101) será a parte esquerda da própria

equação, ou seja, focamos apenas em trabalhar com o lado direito a triplica igualdade.

Do lado esquerdo da equação (101) a aproximação da função de equilı́brio é dada por:

f eq = nd
e−~c

2

π
(

m
2kbT

)
D
2 ∑

θ

aeq
θ ,(rθ )

(~u)Ψθ ,(rθ )(~c), (102)

onde nd é a densidade numérica, ou seja, quantas partı́culas existem por unidade de volume;

~c =~ξ é a velocidade de uma partı́cula em relação a um referencial estático; D é a dimensão

avaliada; m é a massa molecular do gás; kb é a constante de Boltzmann; T é a temperatura

avaliada no equilı́brio; θ é o conjunto de ı́ndices do tensor aeq
θ ,(rθ )

(~u); ~u é a velocidade do
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fluido onde as partı́culas estão inseridas e Ψθ ,(rθ ) é outro tensor que multiplicado ao primeiro

mantém a preservação da norma e ortogonalidade do produto interno dos polinômios de Hermite

tensoriais, que é uma das hipóteses da derivação de métodos pela metodologia adotada.

Deseja-se focar na expansão do termo e−~c
2
, para isso devemos realizar a seguinte

substituição de variável:

e−((~c−~u)
2/2kbT/m) = e(−~c f

2
0)(T0/T). (103)

Então:

(~c−~u)2

2kbT/m
= ~c f

2
0

T0

T
. (104)

Com isso:

~c f
2
0 = (

m
2kbT

)
1/2(~c−~u). (105)

Como pode ser observado na equação (105), tem-se independência de temperatura,

cumprindo uma das restrições da metodologia.

Tomando:

Θ =
T
T0
−1. (106)

Como sendo o desvio de temperatura do método.

Logo, o lado direito da equação (103) fica:

e(−~c f
2
0)(T0/T) = e(−~c f

2
0)(Θ+1)

= e−~c f
2
0Θe−~c f

2
0

= e−~c f
2
0

(
1− ~c f

2
0Θ+(

~c f
2
0Θ

2
)2 + ...

)

= e−~c f
2
0

(
1+ ~c f

2
0Θ+

~c f
4
0Θ2−2~c f

2
0Θ2

2
+ ...

)

= e−~c f
2
0

(
1+ ~c f

2
0Θ+

1
2
~c f

2
0(~c f

2
0−2)Θ2 + ...

)
. (107)

Sabendo que:
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~c f0 = ~c0− ~u0 = ~c/( 2kbT0
m )

1/2−~u/( 2kbT0
m )

1/2 (108)

Então, a equação (102), que é a aproximação da função distribuição de equilı́brio fica:

f eq =
nd

π
D/2

e−~c
2
0

(
1+ ~c f

2
0Θ+

1
2
~c f

2
0(~c f

2
0−2)Θ2 + ...

)
(m/2kbT0)

D/2(T0/T)
D/2

∑
θ

aeq
θ ,(rθ )

(~u)Ψθ ,(rθ )(~c).

(109)

Reagrupando a equaçaõ (109), tem-se:

f eq =
1

π
D/2

D/2

(m/2kbT0)
D/2e−~c

2
0 ∑

θ

aeq
θ ,(rθ )

(nd,~u0,Θ)Ψθ ,(rθ )(~c0) (110)

onde aeq
θ ,(rθ )

(nd,~u0,Θ) é o tensor que engloba todas as propriedades macroscópicas no equilı́brio.

Os 3 (três) primeiros são, respectivamente, a densidade numérica, o momento local e o fluxo de

momentos:

aeq
0 = nd, (111)

aeq
1,α = ndu0,α , (112)

aeq
2,αβ

= ndu0,αu0,β + 1/2ndΘδαβ . (113)

O simbolo δαβ é o tensor delta de Kronecker melhor explicado no apêndice (A).

Comparando a equação (101) com a equação (110) pode-se notar uma ligação entre

propriedades macroscópicas dadas pelo tensor a e propriedades microscópicas dadas pelo tensor

ϕ . A ligação entre ambos é feita, de forma mesoscópica, pelo tensor Ψ de tal forma que:

Ψθ ,(rθ ) =
θ

∑
η=0

aθ
η(sη)ϕη (114)

Reescrevendo a quadratura dos momentos de velocidades em termos de equações de

quadratura para cada Ψ, em uma base ortogonal de Hilbert, tem-se:

∫ f eq(~c)
nd

Ψθ ,(rθ )(~c)
~dc = ∑

i
wi(2kbT/m)

D/2 f eq(~ci)

nd
Ψθ ,(rθ )(~ci) (115)

Substituindo a equação (110) na equação (115):
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< Ψ > =
∫ 1

π
D/2nd

(m/2kbT0)
D/2e−~c

2
0 ∑

θ

aeq
η ,(sη )

(nd,~u0,Θ)Ψη ,(rη )(~c0)Ψθ ,(rθ )(~c0)~dc0

= ∑
i

wi(2kbT/m)
D/2 1

π
D/2

(m/2kbT0)
D/2e−~c

2
0 ∑

θ

aeq
η ,(sη )

Ψη ,(rη )(~c0,i)Ψθ ,(rθ )(~c0,i)

= ∑
η

aeq
η ,(sη )∑

i
WiΨη ,(rη )(~c0,i)Ψθ ,(rθ )(~c0,i), (116)

onde Wi = wi
1

π
D/2 e−~c

2
0 é o peso da quadratura.

Portanto, a equação de quadratura que conserva os momentos de velocidades fica:

1
π

D/2

∫
e−~c

2
0Ψη ,(rη )(~c0)Ψθ ,(rθ )(~c0)~dc0 =

b

∑
i

WiΨθ ,(rθ )(~c0,i)Ψη ,(rη )(~c0,i). (117)

Onde os tensores Psi são proporcionais aos polinômios de Hermite tensoriais (Apêndica

(B)) e, de acordo com Philippi et al. (2006), os 5 (cinco) primeiros possuem a seguinte forma:

Ψ0 = 1, (118)

Ψ1,α = 2Cα , (119)

Ψ2,αβ = 2
(
CαCβ − 1/2δαβ

)
, (120)

Ψ3,αβγ = 4/3
(
CαCβCγ − 1/2(Cαδβγ +Cβ δαγ +Cγδαβ )

)
, (121)

Ψ4,αβγδ = 2/3(CαCβCγCδ − 1/2(CαCβ δγδ +CαCγδβδ +CαCδ δβγ

+ CβCγδαδ +CβCδ δαγ +CγCδ δαβ )+ 1/4∆αβγδ ), (122)

onde ∆αβγδ = δαβ δγδ +δαγδβδ +δαδ δβγ .

Propondo lattices DnQb com abcissas prescritas, resolvendo a equação (117) e subs-

tituindo os devidos tensores dados pelas equações (118), (119), (120), (121), (122) e, se ne-

cessário, de ordens maiores; um sistema de equação não lineares é formado em função dos

pesos das quadraturas Wi e da escala de velocidades do lattice a. Determinando-se a solução

do sistema é possı́vel a obtenção de stencils (Wi-ci-a), que são os parâmetros utilizados nos

métodos de lattice Boltzmann, ou seja, derivam-se o métodos de lattice Boltzmann.
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4.1 EXEMPLO D2Q9

O lattice proposto é o D2Q9 cuja configuração pode ser vista na figura (3):

Figura 3: stencil D2Q9.

Fonte: autoria própria.

O mesmo é bidimensional e possui 9 (nove) velocidades, vide que a velocidade central

também é considerada. Então:

D = 2. (123)

Fazendo~c = ~upxi, prescrevem-se as abcissas de acordo com o que segue: ~ξ0 = (0,0);
~ξ1 = (a,0);~ξ2 = (0,a);~ξ3 = (−a,0);~ξ4 = (0,−a);~ξ5 = (a,a);~ξ6 = (−a,a);~ξ7 = (−a,−a) e
~ξ9 = (a,−a). De forma genérica: ~ξi = (ξx,i,ξy,i), onde i= 0, ...,b e b é o número de velocidades

do lattice subtraı́do da unidade, logo:

b = 8. (124)
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Como pode ser observado na figura (3), existem 3 (três) grupos de velocidades simétricas

entre si. Como a quadratura sempre retorna pesos positivos e independe de orientação de ve-

locidades simétricas, utiliza-se a hipótese de que cada um desses grupos possuem um peso de

quadratura em comum. Com isso, pode-se definir j como sendo o ı́ndice que indica o número

de grupos com mesmo peso de quadratura. Logo, j = 0,1,2. No D2Q9 a relação entre i e j está

presente na tabela (1):

Tabela 1: Relação velocidades e agrupamento com pesos iguais

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8

j 0 1 1 1 1 2 2 2 2

Então, existem 3 (três) pesos a serem determinados e a escala de velocidades do lattice

totalizando:

m = 4, (125)

incognitas a serem determinadas pelo sistema de equações gerado por (117). Para que o

mesmo possua solução, todas as equações devem ser linearmente independentes. Equações são

extraı́das da regra de quadratura conforme combinações dos tensores, (118), (119), (120), (121),

(122) e ordens N superiores, forem sendo utilizadas. A proposta então é combinar os tensores

de forma que gerem l ≥ (125) equações e testar se as mesmas são linearmente independentes

entre si. Se forem, o sistema pode ser resolvido.

Para N = 0 tem-se:

Ψ0 = Ψ0,x = Ψ0,y = 1. (126)

N = 1:

Ψ1,x = 2ξx, (127)

Ψ1,y = 2ξy, (128)

Ainda não obteve-se o número mı́nimo necessário l = 4 de equações, portanto, deve-se

subir uma ordem no tensor e recuperar mais equações:
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N = 2:

Ψ2,xx = 2(ξ2
x− 1/2) (129)

Ψ2,yy = 2(ξ2
y− 1/2) (130)

Ψ2,xy = 2ξxξy (131)

Por inspeção, tensor de segunda ordem xy é idêntico ao tensor de segunda ordem yx.

Os tensores devem ser substituı́dos na equação (117) modificada para o lattice pro-

posto. Substituindo as equações (123) e (124) na equação (117), tomando c = ξ tem-se:

1
π

∫
e−

~ξ2
Ψη ,(rη )(

~ξ)Ψθ ,(rθ )(
~ξ)~dξ=

8

∑
i=0

WiΨθ ,(rθ )(
~ξi)Ψη ,(rη )(

~ξi). (132)

As integrais do lado direito, tanto da equação (132), possuem a forma:

∫
∞

−∞

e−x2
xndx =

1
2

Γ

(
n+1

2

)
((−1)n +1), (133)

onde Γ é a função Gamma da qual se utilizam as seguintes propriedades:

Γ

(
1
2

)
=
√

π (134)

Γ

(
1
2
+n
)
=

(2n)!
√

π

4nn!
(135)

⇒ Primeira combinação: Ψθ ,(rθ ) = (126) e Ψη ,(rη ) = (126). Tem-se:

8

∑
i=0

Wj(i) =
1
π

∫
∞

−∞

e−ξ
2
x dξx

∫
∞

−∞

e−ξ
2
y dξy (136)

Então para n = 0, aplicando a equação (134) na equação (136), tem-se:

W0 +4W1 +4W2 =

√
π
√

π

π
= 1 (137)

⇒ Segunda combinação: Ψθ ,(rθ ) = (126) e Ψη ,(rη ) = (127). Tem-se:

8

∑
i=0

Wj(i)1(2ξx,i) =
1
π

∫
∞

−∞

e−ξ
2
y

(∫
∞

−∞

e−ξ
2
x 1(2ξx)dξx

)
dξy (138)



53

Do lado esquerdo da equação (138):

8

∑
i=0

Wj(i)1(2ξx,i) = 2W0ξ0 +2W1(ξ1 +ξ2 +ξ3 +ξ4)+2W2(ξ5 +ξ6 +ξ7 +ξ8)

= 2W1(a+0+(−a)+0)+2W2(a+(−a)+(−a)+a)

= 0+0, (139)

que não possui solução, a não ser a trivial W0 =W1 =W2 = 0, porém os pesos são sempre mai-

ores que 0 pois se não, a quadratura perderia um nı́vel de energia em sua abordagem. Portanto,

a segunda combinação não gera equações.

⇒ Terceira combinação: Ψθ ,(rθ ) = (127) e Ψη ,(rη ) = (127). Tem-se:

8

∑
i=0

Wj(i)4ξ
2
x,i =

4
π

∫
∞

−∞

e−ξ
2
y

(∫
∞

−∞

e−ξ
2
xξ2

xdξx

)
dξy (140)

Do lado esquerdo da equação (140):

8

∑
i=0

Wj(i)4ξ
2
x,i = 4W0ξ

2
0 +4W1(ξ

2
1 +ξ2

2 +ξ2
3 +ξ2

4)

+ 4W2(ξ
2
5 +ξ2

6 +ξ2
7 +ξ2

8)

= 4W002 +4W1(a2 +02 +a2 +02)+4W2(a2 +a2 +a2 +a2)

= 8W1a2 +16W2a2. (141)

Do lado direito da equação (140):

I =
∫

∞

−∞

e−ξ
2
xξ2

xdξx, na equacao (133)

= Γ(1/2+1), na equacao (135)

=

√
π

2
. (142)

Substituindo as equações (141) e (142) na equação (140), obtém-se:

8W1a2 +16W2a2 = 2. (143)

⇒ Quarta combinação: Ψθ ,(rθ ) = (126) e Ψη ,(rη ) = (129). Tem-se:

8

∑
i=0

Wj(i)2(ξ
2
x,i− 1/2) =

2
π

∫
∞

−∞

e−ξ
2
y

(∫
∞

−∞

e−ξ
2
x(ξ2

x− 1/2)dξx

)
dξy (144)



54

Do lado esquerdo da equação (144):

8

∑
i=0

Wj(i)4ξ
2
x,i2(ξ

2
x,i− 1/2) = 2W0(ξ

2
x,0− 1/2)+2W1((ξ

2
x,1 +ξ2

x,2 +ξ2
x,3 +ξ2

x,4)−4(1/2))

+ 2W2((ξ
2
x,5 +ξ2

x,6 +ξ2
x,7 +ξ2

x,8)−4(1/2))

= 2W0(02− 1/2)+2W1((a2 +02 +a2 +02)−4(1/2))

= 2W2((a2 +a2 +a2 +a2)−4(1/2))

= W1(4a2−4)−W0 +W2(8a2−4). (145)

Do lado direito da equação (144):

I =
∫

∞

−∞

e−ξ
2
xξ2

xdξx−
∫

∞

−∞

e−ξ
2
x dξx, na equacao (133)

=

√
π

2
−
√

π

2
= 0. (146)

Substituindo as equações (145) e (146) na equação (144), obtém-se:

W1(4a2−4)−W0 +W2(8a2−4) = 0. (147)

⇒ Quinta combinação: Ψθ ,(rθ ) = (129) e Ψη ,(rη ) = (130). Tem-se:

8

∑
i=0

Wj(i)4(ξ
2
x,i− 1/2)(ξ2

y,i− 1/2) =
4
π

∫
∞

−∞

e−ξ
2
y(ξ2

y− 1/2)dξy

∫
∞

−∞

e−ξ
2
x(ξ2

x− 1/2)dξx (148)

Do lado esquerdo da equação (148):
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8

∑
i=0

Wj(i)4(ξ
2
x,i− 1/2)(ξ2

y,i− 1/2) = 4W0(ξ
2
x,0− 1/2)(ξ2

y,0− 1/2)

+ 4W1((ξ
2
x,1− 1/2)(ξ2

y,1− 1/2)+(ξ2
x,2− 1/2)(ξ2

y,2− 1/2)

+ (ξ2
x,3− 1/2)(ξ2

y,3− 1/2)+(ξ2
x,4− 1/2)(ξ2

y,4− 1/2))

+ 4W2((ξ
2
x,5− 1/2)(ξ2

y,5− 1/2)+(ξ2
x,6− 1/2)(ξ2

y,6− 1/2)

+ (ξ2
x,7− 1/2)(ξ2

y,7− 1/2)+(ξ2
x,8− 1/2)(ξ2

y,8− 1/2))

= 4W0(02− 1/2)(02− 1/2)

+ 4W1((a2− 1/2)(02− 1/2)+(02− 1/2)(a2− 1/2)

+ (a2− 1/2)(02− 1/2)+(02− 1/2)(a2− 1/2))

+ 4W2((a2− 1/2)(a2− 1/2)+(a2− 1/2)(a2− 1/2)

+ (a2− 1/2)(a2− 1/2)+(a2− 1/2)(a2− 1/2))

= W0 +W1(4−8a2)+4W2(2a2−1)2. (149)

Do lado direito da equação (148), para ξx = ξx = x, tem-se:

I = 2
∫

∞

−∞

e−x2
(x2− 1/2)dx

= 2
∫

∞

−∞

e−x2
x2dx−21/2

∫
∞

−∞

e−x2
dx, na equacao (133)

=
√

π−
√

π

= 0. (150)

Substituindo as equações (149) e (150) na equação (148), obtém-se:

W0 +W1(4−8a2)+4W2(2a2−1)2 = 0. (151)

Agora, o número de equações é igual ao número de incógnitas dadas na equação (125).

Porém, é requisito necessário para resolução do sistema que as 4 (quatro) equações sejam line-

armente independentes.

Então, testando mais 2 (duas) combinações para achar a combinação de 4 (quatro)

equações LI, tem-se:

⇒ Sexta combinação: Ψθ ,(rθ ) = (131) e Ψη ,(rη ) = (131). Tem-se:

8

∑
i=0

Wj(i)4(ξx,iξy,i)
2 =

4
π

∫
∞

−∞

e−ξ
2
yξ2

ydξy

∫
∞

−∞

e−ξ
2
xξ2

xdξx (152)
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Do lado esquerdo da equação (152):

8

∑
i=0

Wj(i)4(ξx,iξy,i)
2 = 4W0ξ

2
x,0ξ

2
y,0 +4W1(ξ

2
x,1ξ

2
y,1 +ξ2

x,2ξ
2
y,2 +ξ2

x,3ξ
2
y,3 +ξ2

x,4ξ
2
y,4)

+ 4W2(ξ
2
x,5ξ

2
y,5 +ξ2

x,6ξ
2
y,6 +ξ2

x,7ξ
2
y,7 +ξ2

x,8ξ
2
y,8)

= 4W00202 +4W1(a202 +02a2 +a202 +02a2)

+ 4W2(a2a2 +a2a2 +a2a2 +a2a2)

= 16W2a2 (153)

Do lado direito da equação (152):

I =
∫

∞

−∞

e−ξ
2
yξ2

ydξy, na equacao (133)

=

√
π

2
. (154)

Pode-se aplicar o mesmo raciocı́nio quando a variável está função de x

Substituindo as equações (153) e (154) na equação (152), obtém-se:

16W2a2 = 1. (155)

⇒ Septima combinação: Ψθ ,(rθ ) = (131) e Ψη ,(rη ) = (131). Aplicando mesma meto-

dologia que nas outras 6 (seis) combinações obtém-se a seguinte equação:

W0 +4W2(2a2−1)2 +W1(2(2a2−1)2 +2) = 2 (156)

As equações (137), (143), (147), (151), (155) e (156) foram obtidas através de proce-

dimento presente no trabalho de Philippi et al. (2006) e estão validadas de acordo com mesmo.

Empoderados de um conjunto de 6 (seis) equações basta achar a combinação de 4 (qua-

tro) delas que são linearmente independentes.

O conjunto de equações dado por (137), (143), (155) e (156) é LI. O sistema dado por

esse conjunto é não linear. Para resolução do sistema necessita-se linearizá-lo através de um

parâmetro. O parâmetro de linearização é a escala do lattice a.

Foi utilizado software livre Python versão 2.7 para resolução do sistema não linear. O

algoritmo pode ser visualizado a seguir:
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O sistema não linear gerado pelas equações LI (137), (143), (155) e (156) obtidas pela

metodologia possui m = 4 (quatro) incógnitas: W0, W1, W2 e a.

Utilizando módulo sympy do python pois o mesmo trabalha com equações literais,

tem-se:

a = sp.Symbol(′a′), (157)

onde o vetor dos termos independente é:

B =


1

2

1

2

 . (158)

Para linearizar o sistema, trata-se a como um parâmetro e resolve-se o sistema linear

com as outras 3 (três) incógnitas em função de a.

A matriz M, a seguir, é a matriz dos coeficientes desse sistema onde cada linha corres-

ponde a uma das equações escolhidas das 4 (quatro) geradas pela metodologia.

Escolhendo as equações (137), (143) e (155) tem-se a seguinte matriz dos coeficientes:

M =


1 4 4

0 8a2 16a2

0 0 16a4

 , (159)

Com o seguinte vetor dos termos independentes:

Blinear =


B[0]

B[1]

B[2]

 . (160)

Para resolução do sistema, as 3 (três) equações devem ser linearmente independentes

logo o det(M) deve ser diferente de 0 (zero).

Pelo teste de validação.

det = M.det() = 128a6, (161)

que é diferente de 0 (zero), portanto o sistema é possı́vel e determinado.
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Para resolução do sistema linear optou-se pelo método da matriz inversa onde a solução

do sistema é dada por:

Wa = M−1Blinear, (162)

onde Wa é o vetor solução contendo os valores W0, W1 e W2.

A matriz inversa de M é dada por:

Minv = M.inv() =


1 − 1

2a2
1

4a4

0 1
8a2 − 1

8a4

0 0 1
16a4

 . (163)

Portanto, substituindo a equação (163) na equação (162), a solução do sistema linear

em termos do parâmetro a é:

Wa =


1− 1

a2 +
1

4a4

1
4a2 − 1

8a4

1
16a4

 . (164)

Após a linearização do sistema de 4 (quatro) incógnitas, falta determinar o valor da

quarta incógnita a. Para isso, substitui-se o vetor solução Wa na equação (156).

Em python, o algoritmo fica:

expr = sp.Matrix([1,2(2a2−1)2 +2,4(2a2−1)2]).transpose()Wa

=

(
1

4a2 −
1

8a4

)(
2
(
2a2−1

)2
+2
)
+1− 1

a2 +

(
2a2−1

)2

4a4 +
1

4a4 . (165)

Logo, a solução em termos de a é:

a = SOL = sp.solve(sp.Eq(expr[0].simpli f y(),B[3]),a) =

(
−
√

6
2

,

√
6

2

)
(166)

Portanto a solução em termos dos pesos é:

W = tuple(Wa.subs(′a′ : SOL[1])) =
(

4
9
,

1
9
,

1
36

)
(167)

Como visto, a solução do sistema linear retorna os pesos de quadratura e a escala de

velocidades do lattice para D2Q9.



59

Obtida a escala de velocidades do lattice:

a =
√

3/2, (168)

de acordo com Xiaoyi e Li-Shi (1997), a escala de velocidades do lattice se relaciona com a

própria velocidade do lattice através da seguinte equação:

a =
ξ√
2RT

(169)

Sabe-se que a velocidade do som de um gás é dada por:

cs =
√

RT (170)

Substituindo as equações (168) e (170) na equação (169), tem-se:

cs =
ξ√
2a

(171)

Discretizando ξ uniformemente em um lattice de modo que se acople a velocidade de

referencia do lattice c citada anteriormente e substituindo o valor de a, então a equação (172),

fica:

cs =
c√
3

(172)

Para passo de tempo de simulação igual a passo de espaço c= 1. Portanto, a velocidade

do som do método de lattice Boltzman D2Q9 fica:

cs =
1√
3

(173)

Com isso, apresenta-se na tabela (2) a seguir os resultados do stencil D2Q9:
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Tabela 2: Resultados stencil D2Q9

i j Wi a cs

0 0 4
9

√
3/2 1√

3

1 1 1
9

√
3/2 1√

3

2 1 1
9

√
3/2 1√

3

3 1 1
9

√
3/2 1√

3

4 1 1
9

√
3/2 1√

3

5 2 1
36

√
3/2 1√

3

6 2 1
36

√
3/2 1√

3

7 2 1
36

√
3/2 1√

3

8 2 1
36

√
3/2 1√

3

Os resultados da tabela (2) são idênticos ao stencil D2Q9 encontrado em (GUO; SHU,

2013), o que valida a sistemática de obtenção de métodos de lattice Boltzmann apresentada no

presente trabalho.
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5 CONCLUSÃO

A sistemática de derivação de métodos de lattice Boltzmann fornecida no presente

trabalho segue metodologia usada em Philippi et al. (2006), onde aproxima-se momentos de

velocidades por meio de quadraturas e, com as abcissas predefinidas em um lattice regular,

obtém-se os stencils correspondentes.

Os resultados obtidos para o stencil D2Q9 são os parâmetros utilizados na aplicação

de métodos de lattice Boltzmann para simular fenômenos fı́sicos por meio de um retı́culo bidi-

mensional e com 9 (nove) velocidades.

Com outros stencils sendo derivados, o método de lattice Boltzmann necessita de mais

um parâmetro para poder ser aplicado em simulações numéricas: a função distribuição de

equilı́brio, que varia com o retı́culo. A presente metodologia não a deriva e trata apenas de

deduzir o conjunto de pesos, abcissas e velocidade do som, resumidamente denominado de

stencil. Porém, seria de grande utilidade que trabalhos futuros pudessem dar continuidade ao

presente derivando a função distribuição de equilı́brio de cada método cujo stencil é obtido pela

sistemática.

Por se mostrar genérica, a sistemática se aplica a qualquer retı́culo DnQb cujo stencil

é desejado. Com isso, métodos de lattice Boltzmann de alta ordem podem ser derivados e

novos podem ser criados variando as configurações espaciais e de velocidades. Com novos

métodos de lattice Boltzmann, um universo mais amplo de fı́sicas pode ser explorado. Além

disso, a sistemática fornece possibilidades das mais diversas em simulação numérica para a

aprendizagem e ensino de engenharia.

A sistemática se utiliza da imposição abcissas de quadraturas. Escolhendo abcissas

de quadraturas coincidindo com abcissas de coordenadas cartesianas, o transporte de qualquer

quantidade fı́sica é modelado de forma exata, o que torna a advecção exata eliminando-se a

difusão numérica e, consequentemente, obtendo-se um maior grau de fidelidade na simulação

numérica do fenômeno fı́sico.

Portanto, métodos de lattice Boltzmann derivados pela presente sistemática serão mais
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fidedignos a realidade.
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FOX; PRITCHARD; MCDONALD. Introdução à mecânica dos fluidos. [S.l.]: LTC, 2010.

GUO, Z.; SHI, B.; WANG, N. Lattice BGK model for incompressible Navier Stokes equation.
Journal of Computational Physics, n. 165, p. 288-306, 2000.

GUO, Z.; SHU, C. Lattice Boltzmann Method and Its Applications in Engeneering. [S.l.]:
World Scientific, 2013.

HE, X.; LUO, L.-S. A priori derivation of the lattice boltzmann. Phys. Rev. E, v. 55, n. 6, 1997.
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APÊNDICE A -- TENSORES

O conteúdo apresentado no seguinte Apêndice é baseado nas referências Dinis () e Tos-

cano (2015) e almeja introduzir uma ideia básica de tensores ao leitor.

Tensores são úteis na representação matemática de grandezas fı́sicas, à exemplo de

tensões e deformações que são representadas por tensores de segunda ordem. A figura (4)

ilustra tal representação:

Figura 4: Tensor tensão aplicado nas componentes normais e de cisalhamento.

Fonte: (KRIZ, 1999).

Cada uma das tensões que atuam, seja cisalhando ou pressionando, no cubo é uma

componente do tensor tensão que representa todo o estado de tensões do sistema.
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Cabe enfatizar que o padrão de nomenclatura adotado no seguinte apêndice define que

a ordem de um tensor é designada pelo numero de sublinhados que a letra que representa a

entidade matemática possui. O tensor de segunda ordem é uma matriz, primeira ordem é um

vetor e de ordem 0 (zero) é um escalar. Por exemplo A é tensor de segunda ordem representando

a matriz A. Tensores de ordem maiores que 2 (dois) ainda não possui nome como entidade

matemática.

Para começar a análise de tensores necessita-se relembrar alguns conceitos da geome-

tria analı́tica.

O produto escalar entre dois vectores é dado por:

w · v = |w||v|cosθ =
1
2
(|w|2 + |v|2−|v−w|2). (174)

No espaço de dimensão n a notação indicial pode ser usada para representar este pro-

duto, de modo que:

w · v =
n

∑
i=1

wivi =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

wiv jδi j, (175)

onde, δi j é o operador delta de Kronecker bidimensional vide que estamos analisando apenas

dois indices i e j. O mesmo é dado por:

δi j =

{
1, se i = 0

0, se i 6= j
(176)

O produto vetorial entre 2 (dois) vetores é dado, também, em função de um operador

chamado permutador. Este simbolo permutador representa um tensor de terceira ordem para o

produto vetorial entre dois vetores vide que nesta operação estão envolvidos 3 (três) indices:

i de um dos vetores, j do outro vetor e k do vetor resultante do produto vetorial. O operador

permutador de terceira ordem é dado por:

εi jk =


1, se i, j,k distintos em ordem ciclica

0, se i = j ou i = k ou j = k

−1, se i, j,k distintos em ordem nao ciclica

(177)

Uma propriedade útil da multiplicação de operadores permutadores de terceira ordem

que possuem um dos seus ı́ndices em comum é obtida a partir da supressão de um de seus

ı́ndices e a conveniente expressão de todas as permutação possı́veis que sobraram em termos do

operador Delta de Kronecker:
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εi jkεpqk = δipδ jq−δiqδ jp (178)

Como dito anteriormente, o operador permutador é usado no produto vetorial e aplica-

se no mesmo da seguinte forma:

u× v = εi jkuiv j~ek, (179)

onde, ek representa uma base ortogonal dada por:

ek =


e1

e2

e3


O produto escalar triplo também é dado em função do operador permutador, de tal

forma que:

(u× v) ·w = uiv jwkεi jk (180)

O mesmo retorna um escalar visto que tem-se produto escalar entre o vetor u× v e w,

ou seja, não necessita-se de uma base ortogonal ek para representação.

Já o produto vetorial triplo em notação indicial é dado pela seguinte expressão onde

utiliza-se a propriedade da equação (178) e a expressão para produto escalar indicial na equação

(175):

eku× (ekv× ekw) = εi jkui(εmn jvmwn)ek ek

= εi jkεmn juivmwnek

= (δkmδin−δknδim)uivmwnekek

= unvkwnek−umvmwk~ek

= (eku · ekw)ekv− (eku · ekv)ekw. (181)

Sabendo das definição de produto escalar, produto vetorial, produto escalar triplo e

produto vetorial triplo, pode-se definir então o produto tensorial de vetores:

[u⊗ v]w = (v ·w)u, (182)

onde, o tensor u⊗ v atua no vetor w, sendo o resultado um vetor que tem a direção e o sentido

do vetor u e cujo comprimento é dado por (v ·w)|u|.
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As propriedades do produto tensorial entre dois vetores podem ser visualizadas a se-

guir:

• u⊗ (v1 + v2) = u⊗ v1 +u⊗ v2;

• (u1 +u2)⊗ v = u1⊗ v+u2⊗ v;

• (λu)⊗ v = λ (u⊗ v) = u⊗ (λv);

• Se {e1, ...,ep} for base de vetores do espaço vetorial E e { f1, ..., fq} for base de vetores

do espaço vetorial F , os pq vetores ei⊗ fα formam base em E⊗F tem dimensão pq e

assim u⊗v = (uiei)⊗(vα fα) = uivα(ei⊗ fα) de modo que i= {1, ...p} e α = {1, ...,q}.

Tendo em mente todas as propriedades citadas e provadas, pode-se definir tensor de

ordem 2 (dois), dado por:

T =
3

∑
i=1

3

∑
j=1

Ti j[ei⊗ e j], (183)

onde, T é a notação para tensor de ordem 2 (dois), Ti j são as componentes do tensor de segunda

ordem dadas por todas as permutações possı́veis entre i = {1,2,3} e j = {1,2,3}, ou seja,

9 (nove) componentes. Também tem-se que ei⊗ e j representa uma base tensorial.

Uma propriedade interessante de tensores de segunda ordem é a projeção de suas com-

ponentes e sua própria base ortogonal de tal forma que:

Ai j = ei ·Ae j. (184)

Com o objetivo de reduzir notação a comunidade cientifica que utiliza tensores adota

a convenção dos ı́ndices repetidos ou, como comumente é chamada, soma de Einstein, onde

realiza-se a repetição do termo acrescido por um sinal de soma durante todas as permutações

possı́veis para os ı́ndices presentes na expressão. Sendo assim a definição de tensor de ordem

2 (dois) fica:

T = Ti j[ei⊗ e j]

= T11[e1⊗ e1]+T12[e1⊗ e2]+T13[e1⊗ e3]

+ T21[e2⊗ e1]+T22[e2⊗ e2]+T23[e2⊗ e3]

+ T31[e3⊗ e1]+T32[e3⊗ e2]+Ta33[e3⊗ e3]. (185)
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Seguindo a notação de Einstein pode-se definir a multiplicação entre tensor de segunda

ordem e vetor, dada por:

T v = Ti jv jei. (186)

Outras propriedades úteis de tensores são listadas a seguir:

• Adição:

T v+P v = [T +P] v = [Ti j +Pi j]v j;

•Multiplicação por escalar:

[αT ] v = α[T v]⇐⇒ [αT ]i jv j = αTi jv j;

• Comutatividade de produto escalar:

u ·T v = v (T )T ;

• Produto:

[P T ] v = PikTk jv jei;

• Tensor identidade:

I v = v⇒ I = δi j[ei⊗ e j];

• Contração dupla: nesta operação reduz-se a ordem de um tensor de dois dı́gitos, ou seja,

quando se contrai um tensor de segunda ordem a transformação o levará para um tensor

de ordem 0 (zero), que é um escalar:

A : B = traço((AT )B) = traço((BT )A) = Ai jBi j = B jiA ji.

A mudança de base é outra propriedade utilizada em tensores de segunda ordem. Esta

propriedade mostra-se conveniente quando deseja-se mudar o referencial de um problema para

outra referencial no qual as equações ficam mais fáceis. A transformação linear é feita em

termos dos ângulos entre uma direção qualquer de um referência e a direção do outro referencial.

A mudança de base em tensores de segunda ordem é dada por:

Tmn = QmiQn jTi j, (187)

onde, Tmn é a notação indicial para o tensor que deseja-se obter com a mudança de base, Qmi é

a matriz dos cossenos entre os ângulos de cada direção, Qn j é a matriz transposta da matriz dos

cossenos e Ti j é o tensor inicial o qual deseja-se mudar de de base.
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A definição de um tensor cartesiano de ordem n em um espaço cartesiano de 3n com-

ponentes é dada por:

Ai1,i2,...,inei1⊗· · ·⊗ ~ein (188)

Sendo assim, o tensor permutador fica:

εi1,i2,...,in =


1, se {i1, i2, ..., in} distintos em ordem ciclica

0, se i1 = i2 ou i1 = i3 ou in−1 = in
−1, se {i1, i2, ..., in} distintos em ordem nao ciclica

(189)

Um tensor de terceira ordem possui 27 componentes, ou seja, 33 componentes. Logo,

um tensor de ordem n possui 3n componentes.
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APÊNDICE B -- APLICAÇÕES DE HERMITE

Divide-se o apêndice em Interpolação de Hermite e Polinômios de Hermite. O pri-

meiro assunto é interessante para a área de computação onde pode-se aplicar interpolações,

através do algoritmo fornecido, mais precisas do que as mais conhecidas, à exemplo de linear,

cúbica e spline. Já no segundo tópico deste apêndice polinômios de Hermite unidimensionais e

multidimensionais são abordados.

B.1 INTERPOLAÇÃO DE HERMITE

Objetivando a preparação aos métodos de aproximação a serem aplicados à resolução

numérica de equações diferenciais ordinárias com valores no contorno e de equações diferenci-

ais parciais métodos de interpolações são utilizados (SECCHI, 2011).

Um dos métodos de aproximações de função utilizados é a interpolação de Hermite.

Nessa interpolação necessitam-se de n pontos conhecidos para aproximar a função em k = 2n

pontos de Hermite. Construı́do o polinômios, aplica-se a função no ponto xk onde deseja-se

obter o valor da função.

Para aplicar a interpolação de Hermite tabela de diferenças finitas deve ser aplicada e

as seguintes restrições devem ser cumpridas:

• z representa um ponto de interpolação em Hermite, enquanto que x representa pontos

dados para interpolação, a primeira restrição é:

z2i = z2i+1 = xi;

• f [zi] = f (xi);

• f [zi, ...,zk] =
f [zi+1,...,zk]− f [zi,...,zk−1]

zk−zi

onde pode-se aplicar a seguinte relação de recursividade:

f [zi+1, ...,zk] =
f [zi+2,...,zk]− f [zi+1,...,zk−1]

zk−zi+1
;
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• zi ≤ zi+1 ≤ zk;

• f [z2i,z2i+1] = f
′
(xi);

• f [z2i+1,z2i+2] =
f (xi+1)− f (xi)

xi+1−xi
.

A interpolação de Hermite possui vantagens em relação às outras pois conta com

informação das derivadas da função e, consequentemente, consegue ser mais fidedigna ao com-

portamento da função.

B.2 POLINÔMIOS DE HERMITE

B.2.1 UNIDIMENSIONAIS

De acordo com a referência CRFM (2014) difine-se polinômios de Hermite fı́sicos via

uma função geração dada por:

g(x, t) = exp(−t2 +2tx) = exp(−t2)exp(2tx) =
∞

∑
n=0

Hn(x)
tn

n!
, (190)

onde, Hn(x) são os polinômios de Hermite.

Derivando a equação (190) em relação à t e rearranjando tem-se:

∂g
∂ t

= (−2t +2x)exp(−t2 +2tx) =
∞

∑
n=0

Hn(x)n
tn−1

n!
=

∞

∑
n=1

Hn(x)n
tn−1

n!
⇁

= (−2t +2x)
∞

∑
n=0

Hn(x)
tn−1

n!
=

∞

∑
n=1

Hn(x)n
tn−1

n!
⇁

= −2
∞

∑
n=0

Hn(x)
tn+1

n!
+2x

∞

∑
n=0

Hn(x)
tn

n!
=

∞

∑
n=1

Hn(x)n
tn−1

n!
⇁

= −2
∞

∑
n=1

Hn−1(x)n
tn

n!
+2x

∞

∑
n=0

Hn(x)
tn

n!
=

∞

∑
n=0

Hn+1(x)
tn

n!
⇁

= −2
∞

∑
n=0

Hn−1(x)n
tn

n!
+2x

∞

∑
n=0

Hn(x)
tn

n!
=

∞

∑
n=0

Hn+1(x)
tn

n!
. (191)

Agrupando os termos em tn das somas, tem-se uma fórmula de recorrência dos Hn(x):

Hn+1(x) = 2xHn(x)−2nHn−1(x),∀ n≥ 0 (192)
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onde n é a ordem desejada dos polinômios de Hermite fı́sicos.

De outro modo, pode-se diferenciar a equação (190) em relação à variável x. Reali-

zando procedimento análogo à derivação em relação à t, obtém-se:

∂g
∂x

= 2tg = 2t
∞

∑
n=0

Hn(x)
tn

n!
⇁

=
∞

∑
n=0

d
dx

Hn(x)
tn

n!
= 2

∞

∑
n=0

Hn(x)
tn+1

n!

= 2
∞

∑
n=1

Hn−1(x)
tn

n!
n = 2

∞

∑
n=0

Hn−1(x)n
tn

n!
n. (193)

Agrupando-se os termos em tn das somas, tem-se a fórmula de recorrência das deriva-

das de Hn(x):

d
dx

Hn(x) = 2nHn−1(x), ou ,H ′n(x) = 2nHn−1(x),∀ n≥ 1 (194)

Portanto.

H ′n(x) = 2nHn−1(x) = 2xHn(x)−Hn+1(x), (195)

com isso:

H ′′n (x) = 2xH ′n(x)+2Hn(x)−H ′n+1(x)

= 2xH ′n(x)+2Hn(x)−2(n+1)Hn(x)

= 2xH ′n(x)−2nHn(x), (196)

a última equação implica em:

H ′′n (x)−2xH ′n(x)+2nHn(x) = 0. (197)

Logo, Hn é solução de:

y′′−2xy′+2ny = 0 (198)

Expandindo g(x, t) em uma série de Taylor em x, tem-se:

exp(−t2 +2tx) = 1+
(−t2 +2tx)1

1!
+O(t2) =

1

∑
n=0

Hn
tn

n!
+O(t2), (199)
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logo:

1+2xt +O(t2) = H0(x)+H1(x)+O(t2), (200)

sendo assim:

H0(x) = 1 (201)

H1(x) = 2x (202)

Aplicando as fórmulas de recorrência consegue-se todos os polinômios de Hermite

fı́sicos. Os 9 (nove) primeiros são dados por:

H0(x) = 1 (203)

H1(x) = 2x (204)

H2(x) = 4x2−2 (205)

H3(x) = 8x3−12x (206)

H4(x) = 16x4−48x2 +12 (207)

H5(x) = 32x5−160x3 +120x (208)

H6(x) = 64x6−480x4 +720x2−120 (209)

H7(x) = 128x7−1344x5 +3360x3−1680x (210)

H8(x) = 256x8−3584x6 +13440x4−13440x2 +1680. (211)

Uma forma mais genérica de obtenção de polinômios de Hermite fı́sicos é pela fórmula

de Rodrigues fı́sica dada por:

Hn(x) = (−1)nexp(x2)
dn

dxn exp(−x2) (212)

Outro tipo de polinômio de Hermite é o probabilı́stico. Os 9 (nove) primeiros deste

tipo são dados por:
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He0(x) = 1 (213)

He1(x) = x (214)

He2(x) = x2−1 (215)

He3(x) = x3−3x (216)

He4(x) = x4−6x2 +3 (217)

He5(x) = x5−10x3 +15x (218)

He6(x) = x6−15x4 +45x2−15 (219)

He7(x) = x7−21x5 +105x3−105x (220)

He8(x) = x8−28x6 +210x4−420x2 +105. (221)

Uma forma mais genérica de obtenção de polinômios de Hermite probabilı́sticos é pela

fórmula de Rodrigues probabilı́stica dada por:

Hen(x) = (−1)nexp(
x2

2
)

dn

dxn exp(
−x2

2
). (222)

B.2.2 MULTIDIMENSIONAIS

Shan et al. (2006) traz em seu artigo um estudo sobre polinômios de Hermite multidi-

mensionais que são função da velocidade de uma partı́cula em relação à um referencial móvel

e que satisfazem a seguinte fórmula de recorrência:

ξiHn
i1,i2,...,in = Hn+1

i1,i2,...,in +
n

∑
k=1

δiikHn−1
i1,i2,...,ik−1,ik,ik+1,...,in (223)

De acordo com Shan et al. (2006), os polinômios de Hermite probabilı́sticos multidi-

mensionais são dados por:

H0
0 (ξ) = 1 (224)

H1
i (ξ) = ξi (225)

H2
i j(ξ) = ξiξ j−δi j. (226)

Divergindo um pouco da nomenclatura de Shan et al. (2006), tome cada polinômio

de Hermite em uma ordem N como sendo um conjunto de equações que varia de acordo com

a dimensão D do tensor. Sendo assim o polinômio HN
D representa o polinômio tensorial de

Hermite de dimensão D com ordem N.
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Para D = 2 e N ≤ 3 tem-se:

⇒ Probabilisticos : (227)

H0
2 = 1 (228)

H1
2 = [x,y] (229)

H2
2 = [[x2−1,xy], [xy,y2−1]] (230)

H3
2 = [[[x3−3x,x2y− y], [x2y− y,xy2− x]], (231)

[[x2y− y,xy2− x], [xy2− x,y3−3y]]] (232)

⇒ Fisicos : (233)

H0
2 = 1 (234)

H1
2 = [2x,2y] (235)

H2
2 = [[4x2−2,4xy], [4xy,4y2−2]] (236)

H3
2 = [[[8x3−12x,8x2y−4y], [8x2y−4y,8xy2−4x]], (237)

[[8x2y−4y,8xy2−4x], [8xy2−4x,8y3−12y]]]. (238)

Como pode ser observado no conjunto de equações acima, tensor de ordem 0 (zero)

é um escalar, ordem 1 (um) é um vetor, 2 (dois) matriz e 3 (três) ainda não possui nomen-

clatura matemática. Esses tensores podem ser utilizados para derivação de stencils de lattice

Boltzmann. Na tarefa de obtenção de stencils, Shan et al. (2006) utiliza tensores de Hermite

probabilı́sticos enquanto Mattila et al. (2014) fı́sicos. Philippi et al. (2006) usa de um conjunto

de tensores proporcionais a tensores de Hermite fı́sicos.

Cabe destacar que uma forma genérica de obtenção de tensores de Hermite, tanto

fı́sicos quanto probabilı́sticos, de dimensão e ordens mais altas consta em algoritmo desen-

volvido em Python versão 2.7 no Anexo (A).

Polinômios de Hermite são polinômios ortonormais utilizados na expansão da função

distribuição de probabilidades a fim de obter a solução da equação de Boltzmann. Devido à

suas propriedades mostram-se bastante interessantes para diversas aplicações.
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ANEXO A -- ALGORITMO PARA OBTENÇÃO DE POLINÔMIOS DE HERMITE
TENSORIAIS

A.1 FÍSICOS
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A.2 PROBABILÍSTICOS
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