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RESUMO

JESUS KUTZ, Felipe. RESOLUCOES DE EQUAC()ES DIFERENCIAIS ORDINARIAS POR
SERIES DE POTENCIAS. 51 f. Trabalho de Conclusio de Curso - Curso de Licenciatura em

Matematica, Universidade Tecnoldgica Federal do Parand. Curitiba, 2017.

Neste trabalho estudo a solucao de equagdes diferenciais lineares de segunda ordem com coefici-
entes nao constantes. Para resolver problemas deste tipo utilizo métodos de séries de poténcias,
em particular o método das derivadas sucessivas. Também estudei o método de Frobenius em
seus diversos casos. Por fim estudei uma aplicagdo alternativa do método de derivadas sucessivas
para equacdes nao-homogéneas. Comparei os resultados obtidos com métodos ja conhecidos,
obtendo resultados consistentes. O trabalho ainda contém uma demonstragcdo da convergéncia
do método das derivadas sucessivas alternativo baseada no teorema da Convergéncia Forte de

Operadores.

Palavras-chave: E.D.O., P.V.I., Convergéncia Forte de Operador



ABSTRACT

JESUS KUTZ, Felipe. SOLVING ORDINARY DIFERENTIAL EQUATIONS BY POWER
SERIES. 51 f. Trabalho de Conclusido de Curso - Curso de Licenciatura em Matematica,

Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2017.

In this work I study solutions of Second Order Linear Diferential Equations with non-constant
coefficients. In order to solve these kinds of problems I use power series methods, in particular
the Sucessive Differentiations method. Also I studied the Frobenius method and its cases. Finally
I studied an alternative application of Sucessive Differentiations method for non-homogeneus
equations. I compared the obtained results with known methods in order to get consistent results.
This work also has a proof of the convergence of alternative Sucessive Differentiations method

based in Theorem of the Strong Operator Convergence.

Keywords: O.D.E., .V.P,, Strong Operator Convergence.
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1 INTRODUCAO

O uso de séries infinitas para resolver equacdes diferenciais € um método cldssico para
resolver equagdes diferenciais ordindrias explicitamente que continua sendo ensinado até hoje
em muitos cursos de ciéncias exatas e engenharia. O motivo para isso é que as equagdes
diferenciais ordindrias desempenham um papel importante nessas dreas. Também func¢des que
possuem grande importancia na drea de fisica matemdtica sdo solugdes de equagdes diferenciais

de segunda ordem como por exemplo as funcdes de Bessel, que sdo as solugdes da equacao:

2y +ay+ (2* —aP)y=0,acC (1.1)

A equacdo (1.1) € uma equacao diferencial de segunda ordem homogénea, onde seus
coeficientes sdo polindmios e portanto podem ser considerados como funcdes analiticas. Para
esses tipos de problemas existem diversos métodos para os solucionar usando séries de poténcias,
que podem ser encontrados, por exemplo, em STEWART(2006), (POLLARD; TENENBAUM,
1985) e (BOYCE; DIPRIMA, 2002). Entre todos os métodos que estudamos, destacamos dois

deles nesse trabalho, o método das derivadas sucessivas e o0 método de Frobenius.

O método das derivadas sucessivas, encontrado em (POLLARD; TENENBAUM, 1985),
¢ o método onde conhecemos 2 valores iniciais, para entdo assumirmos a existéncia de uma
solugdo analitica e a derivarmos, entdo substituir os valores iniciais nas derivadas da solugao

com intuito de descobrir os valores dos proximos coeficientes da solu¢cdo em série de poténcias.

O método de Frobenius, encontrado em (POLLARD; TENENBAUM, 1985) e também
(BOYCE; DIPRIMA, 2002), considera uma equacao diferencial linear e homogénea que possui
um ponto singular. O método consiste em buscar solu¢des da forma (3.12), chamadas de séries
de Frobenius. Para isso utilizamos o teorema 3.7 que define as condi¢Oes para que exista uma
solu¢c@o em forma de série de Frobenius, onde essa solucdo pode ser analitica ou ndo. Em seguida
chegaremos que as solugdes em série de Frobenius, dependerdo das raizes de uma equagao
quadratica, essa equagdo € conhecida como equagdo indicial (3.19), e essa dependéncia das
raizes da equacdo indicial, gera 3 possiveis casos diferentes para o estudo das solu¢des por meio

do método de Frobenius.

Em seguida continuamos o estudo das equagdes diferenciais lineares ndo-homogéneas
(4.1), onde nos embasamos no método das derivadas sucessivas para entdo chegarmos numa
férmula recursiva geral (4.12), a qual implementamos no Matlab/Octave e exibimos alguns
exemplos, comparando as solu¢des do nosso método com as solugdes geradas rotina ODE45 do
Matlab.

Também estudamos os tipos de problemas que podemos encontrar ao admitirmos que

toda equacao do tipo (4.1) admite solugdes analiticas, onde chegamos em algumas contradi¢des



e com essas definimos um P.V.I admissivel, definicao 4.8.

Por fim no teorema 5.13 demonstramos a convergéncia do método de série de poténcias

com base no Teorema da Convergéncia de operador forte em (KREYSZIG, 1978).



2 DERIVADAS SUCESSIVAS

O método das derivadas sucessivas € um dos métodos que busca resolver equagdes

diferenciais lineares com coeficientes ndo constantes, ou seja equagdes do seguinte tipo
Y+ faa @)y -+ Ay + folx)y = Qx) (2.1)

O seguinte teorema, enunciado e demonstrado no teorema 65.2 em (POLLARD; TE-
NENBAUM, 1985, p. 783-785), que ndo iremos demonstrar!, enuncia uma condicao suficiente

para existéncia de uma solucao em série de poténcias da equagdo (2.1)

Teorema 2.1. Se cada funcgdo fo(x), fr(z), -, fo_1(z), Q(x) da equagdo (2.1) for analitica
em T = x, isto é, se cada fun¢do admitir uma expansdo em série de Taylor em poténcias de
(x — o) que converge para valor da funcdo, para todo x pertencente a uma vizinhanga de
xg, entdo existe uma tinica solu¢do y(x) da equagdo (2.1) que também é analitica em x = x

satisfazendo as n condigoes iniciais

y(zo) = ag, y'(x0) = ay,- - ay(n_l)(wo) = ap-1, (2.2)

isto é, a solu¢do admite uma expansdo em série de Taylor em poténcias de (x — xo) que também

é vdlida numa vizinhanga de x.

Observacao 2.2. Um polinémio é uma série finita, portanto a sua expansdo em série de Taylor
é convergente para todo x. Portanto se as funcées fo(x), f1(x), -, fu_1(x), Q(x) da equagdo
(2.1) forem polinomios, entdo, pelo teorema 2.1, toda solu¢cdo da equagdo terd expansdo em

série de Taylor.

Para apresentar o método das derivadas sucessivas iremos partir diretamente para os

exemplos

Exemplo 2.3. Utilizando o método das derivadas sucessivas vamos encontrar uma solucdo

particular para seguinte equagdo diferencial linear
' —(r+ 1)y +2’y =2 (2.3)

com as seguintes condigdes iniciais y(0) = 1, y'(0) = 1.

Comparando (2.3) com (2.1), conclui-se que fo(x) = 22, fi(z) = -z —1e Q(z) = .
Como todas as fungées sdo polindomios, temos que (2.3) admite solucdo em série de Taylor vdlida

para todo x, pela observagdo 2.2 e pelo teorema 2.1.

' Omitiremos a demonstragio, pois ela se baseia em temas distantes da nossa discussao.



10

Como foram dados os valores iniciais de quando x = 0, iremos procurar uma solugdo
na forma de uma série de Maclaurin.
" (0) (4) (0)
Y 3,9 4

y(x) =y(0) +¢'(0)x + o & + T + TR 4 (2.4)

Usando as condigoes iniciais, em v = 0 temos y = 1, y' = 1, substituindo esses valores

em (2.3), teremos o seguinte

y'(0)—1=0x1y"(0)=1 (2.5)

Logo pelas condigées iniciais e pela equagdo (2.5) sabemos os valores de y(0), y'(0),
y"(0). Para encontrar os préximos valores, usaremos as derivadas sucessivas da equagdo (2.3)
e as aplicaremos em x = (0. Derivando a equagdo (2.3) temos que as proximas duas derivadas

sdo

y”’—(:E~|—1)y”—y’+a?2y’~l—2xy:1

(2.6)
y(4) . (iL’ + 1)y/// _ 2y// +$2y// +4$y/ + 2y —0.
quando x = 0, temosy = 1, y' = 1, y"" = 1, substituindo em (2.6)
y"(0) =3 .
y(0) =3

Substituindo em (2.4) as condigoes iniciais, e os resultados obtidos em (2.5) e (2.7),
teremos a seguinte série
2 3

y(x)zl—l—x—i—%-l-?—i-g-i-"', —00 < T < 00 (2.8)

que representa os cinco primeiros termos da solugcdo em série da equacdo (2.3), satisfazendo as
condigoes iniciais. A figura 1 compara a solugdo obtida por meio da relagdo de recorréncia

(4.12) (em azul), e a solugdo encontrada pela rotina interna do Matlab ODE45? (em vermelho).
Exemplo 2.4. Utilizando o método das derivadas sucessivas vamos encontrar uma solucdo
particular para seguinte equagdo diferencial linear

r 1
l—ny - 1—$2y

y'+ =0, |z[#1 (2.9)

com as seguintes condigées iniciais y(0) = 1, /(0) = 1.

Como as condigoes iniciais foram dadas quando x = 0, vamos procurar uma solugdo

em série de poténcias de x da forma (2.4). Comparando a equagdo (2.9) com a equacdo (2.1),

2 Esta funcdo implementa o método de Runge-Kutta com um passo de tempo varidvel para resolver sistemas de

primeira ordem. Transformamos as E.D.O.s de segunda ordem em um sistema de duas equag¢des de primeira
ordem.
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Figura 1 — Relagao de recorréncia (azul), e a solu¢ao encontrada pela rotina interna do Matlab
ODE45 (vermelho).

Figure 1 - O x
File Edit Yiew |nsert Tools Desktop Window Help o
Jﬂﬂé h‘ +\-_\-€T?@Q_ﬁ€'@) DIE m O
graficos: yiz]-(x+1)y'+x2y=ﬂ
Programa Serie : ;
— ODE45 ;
E : : I e "'r """""""""""""""""""
el ]
N SR S S0 SR S H SN N
] ___________i_ ____________________________
A S S B A
L b bbb bbbl po----o----- r- ---------- po-------q-- t----
1 0 1 2 3 4
Fonte: Autoria prépria / criada no Matlab.
: o) =~ @) = o Q(x) = 0. As séries de Macaurin de fo()
emos que )= ——7VF7F—>53 r) = 7775 T ) = U. AS series de viaciaurin ae i
que jo ) 1 (1— 22) 0
e f1(x) sdo as seguintes
1 2 4 6
. (2.10)
— =g+t 2+ |7 <L
(1—a?)

Entdo pelo teorema 2.1, cada solucdo de (2.9) tem uma expansdo em série de Taylor que

é vdlida para |x| < 1. Agora substituindo as condi¢des iniciais emx = 0, y = 1, 4/ = 1 na
equagdo (2.9), temos

y"(0) = 1. (2.11)

Pelas condigées iniciais e pelo resultado em (2.11), conhecemos os valores de y(0), y'(0),
y"(0). Para encontrar os valores dos proximos coeficientes vamos multiplicar a equagdo (2.9)
por (1 — %) para entdo deriva-la sucessivamente e calcular seu valor em (0,1). Temos que as

proximas duas derivadas sdo

(1 _ xQ)y/// _ xy// — O

(2.12)
(1 _ 1132)3/(4) . 3:133//” _ y// -0
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Substituindo em (2.12) os valores das condigoes iniciais e o resultado obtido em (2.11)

temos

(2.13)

Por fim basta substituir os valores das condigoes iniciais e os resultados obtidos em

(2.11) e (2.13) na série de Maclaurin (2.4), para entdo chegar na seguinte solucdo em série

2 4

x x
-1 1 2.14
y(x) +x—|—2—|—24+ ;x| < ( )

que representa os primeiros cinco termos da solugcdo em série da equagdo (2.9) e que satisfaz as
condicoes iniciais. A figura 2 compara a solucdo obtida por meio da relagdo de recorréncia
(4.12) (em azul), e a solugcdo encontrada pela rotina interna do Matlab ODE45 (em vermelho).
As solugoes afastam-se apos x > 1 devido as fungcoes em (2.9) apresentarem singularidades em

x = *1. E, portanto, a aproximagdo vale apenas para |x| < 1.

Figura 2 — Relagdo de recorréncia (em azul), e a solucdo encontrada pela rotina interna do Matlab
ODE45 (em vermelho)

B Fiqure 1 - O X
File Edit Wiew |nset Tools Desktop Window Help o

J_jd;’ h +\_\{rr?‘@l:h._£'@|]@ E

graficos: y(2j+(xf1—x2)y'+(1 f‘l—xz)y:D

e S

S e S

1 _44 ___________ ______ Programa Serie |__
—— CDE45

T e S e

Fonte: Autoria prépria / criada no Matlab.
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3 METODO DE FROBENIUS

Devido ao método das Derivadas Sucessivas ndo tratar de solugdes de E.D.O.’s em
singularidades, estudamos também o Método de Frobenius, o qual nos permite estudar as
solugdes em pontos singulares. Como esclarecem os autores de um livro popular sobre o assunto:

Uma vez que os pontos singulares de uma equacio diferencial sdo usualmente
em pequeno nimero, poderfamos perguntar se ndo seria possivel, simplesmente,
ignora-los, especialmente uma vez que ja sabemos contruir solu¢des nas vi-
zinhangas dos pontos ordindrios. Isto, porém, nio é possivel pois os pontos
singulares determinam as carcteristicas principais da solu¢@o da equacao numa
medida muito maior da que se pensar a primeira vista. Na vizinhanca de um
ponto singular, a solucdo, muitas vezes, assume modulo muito grande ou entdo
sofre rapidas variagdes de médulo. Assim o comportamento de um sistema fi-
sico modelado por equacdo diferencial, frequentemente, é mais interessante nas
vizinhancas de um ponto singular. E frequénte que singularidades geométricas
de um problema fisico, como vértices ou arestas agudas, proporcionem pontos
singulares na equagdo diferencial correspondente. Assim, embora a primeira
vista possamos querer evitar os poucos pontos onde uma equacio diferencial
seja singular, € precisamente nestes pontos que precisamos estudar, com maior
cuidado, a solu¢do da equagdo. (BOYCE; DIPRIMA, 2002, pg. 177.)

Definicao 3.1. Um ponto x = x( é chamado de ponto ordindrio da equacdo diferencial linear
Y+ Fo_ o (2)y" L+ Fi(a)y + Fy(o)y = Q(x) (3.1)

se cada funcdo Fy, Fy, ..., F,_1 e Q for analitica em x = x,.

Pelo Teorema 2.1, se © = z for um ponto ordindrio, entdo (3.1) possui uma solucao que
também € analitica em x = x, isto €, a solu¢do possui uma representa¢ao em séries de Taylor

em poténcias de (z — x) védlidas em uma vizinhanga de x.

Definicao 3.2. Um ponto x = x é dito uma singularidade de (3.1), se uma ou mais funcoes

Fo(x), Fi(x), ..., F,_1(x), Q(x) ndo forem analiticas em x = x.

Agora vamos focar nas equagdes diferenciais lineares de segunda ordem
Y+ Fi(z)y + Fa(x)y =0, (3.2)

onde F e F; sdo fungdes continuas de x em um intervalo comum /.

Se (3.2) possuir singularidades essas s@o divididas em dois tipos, singularidades regulares

e irregulares.

Definicao 3.3. Se x = x( € uma singularidade de (3.2) e se a multiplicacdo de F(x) por
(x — x0) e de Fy(x) por (x — x0)? resultar em fungdes que sdo analiticas em x = xq entdo esse

ponto é chamado de singularidade regular.
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Exemplo 3.4. Vamos mostrar que x = 0 e x = 1 sdo singularidades regulares de
! 1 /
(@ =1)y"+ ' —2y=0 (3.3)

Dividindo (3.3) por (x — 1), obtemos a equagdo equivalente

1 2

" F— =0 34
Y Jr:B(:E—l)y (:E—l)y 34
Comparando (3.4) com (3.2), podemos ver que
1
Fi(z) = —
—1
2z ) ) (3.5)
FQ(IE) = —

Pela definicdo 3.2, * = 0 e x = 1 sdo singularidades de (3.4). Consideremos primeiro o
ponto x = 0. Multiplicaremos Fy por (x — 0) e I, por (x — 0)2. Resultard respectivamente em

duas novas fungoes

1
£L‘F1 =
(x—1)
92 (3.6)
$2F2 =
(x—1)
que sdo analiticas em x = 0 e suas expansoes em séries de Taylor sdo:
=—(1 24 ..
) 1+z+a2°+..),
(3.7)

—222
(z—1)

=2+ +a2*+..), |r| <1

Entdo pela defini¢do 3.3, v = 0 é uma singularidade regular de (3.4).

Agora considerando o segundo ponto x = 1, multiplicaremos I por (x — 1) e F, por

(x — 1)% Teremos respectivamente

1
(513' — 1)F1 = —
x (3.8)
(x—1)7°F=-2(z-1)
Ambas sdo analiticas em x = 1 e suas expansoes em séries de Taylor sdo
e S (I U | Y G
r 1—(1-2) (3.9

2z —1)=—2z+2

Entdo pela definicdo 3.3, x = 1 é uma singularidade regular de (3.4) e, por causa disso,

dizemos que v = 1 é uma singularidade regular de (3.3).
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Definicdo 3.5. Se v = ¢ é uma singularidade de (3.2) e se a multiplicacdo de Fy(x) por
(x —x0) e Fy(x) por (x — x0)? resulta em fungoes em que uma delas ou ambas néo sdo analiticas

em x = x( entdo o ponto x = xq € dito uma singularidade irregular de (3.2).

Exemplo 3.6. Vamos mostrar que x = 0 e x = 1 sdo singularidades irregulares de
1
(z—1%"+ =5y +2y=0 (3.10)
x

Dividindo (3.10) por (xz — 1)* obtemos a equagdo equivalente
2
/

4 = 3.11
Y +x2(x_1)2y +(x_1)2y 0 (3.11)

Pela definicdo 3.2, v = 0 e x = 1 sdo singularidades de (3.11). Considerando o primeiro

ponto x = 0, multiplicando Fy, = ———— por (x —0) resulta em v F) = ———, que ndo
z?(z —1)° x(x —1)2

é analitica em x = 0. Entdo pela defini¢do 3.5, v = 0 é uma singularidade irregular de (3.11) e

por causa disso, dizemos que x = 0 é uma singularidade irregular de (3.10).

Agora consideramos o ponto x = 1, multiplicando F por (x — 1) resulta em

(x —1)F = que ndo é analitica em x = 1. Entdo x = 1 é uma singularidade

x2(x —1)
irregular de (3.11) e por causa disso dizemos v = 1 é uma singularidade irregular de (3.10).

Se a equacao diferencial linear (3.2) possuir uma singularidade irregular em = = x,
nesse caso F; ou F; ndo t€m expansdo em séries de poténcias. E de acordo com (POLLARD;
TENENBAUM, 1985, p. 572) e (BOYCE; DIPRIMA 2002, p. 178) o problema de encontrar a
solucdo da equacdo se torna muito dificil. No entanto, se (3.2) tiver uma singularidade regular
em r = x(, entdo podemos descrever um método para encontrar solucdes em séries validas
numa vizinhanga de xy. Este método é conhecido como Método de Frobenius e consiste em

buscar uma solucao da forma

y = (x—x0)"[ao + a1(z — x20) + as(x — 20)* +...], com ag#0 (3.12)

Note que quando m = 0 ou inteiro positivo, entdo a série se torna uma série de Taylor,
no entanto, para valores inteiros negativos € nao inteiros de m, (3.12) ndo serd uma série de

Taylor. A série de Frobenius, portanto, possui a série de Taylor como um caso especial.

Vamos assumir que xy € uma singularidade regular de (3.2). Assim pela definicdo 3.2
e 3.3 temos que F} ou Fy, ou ambas, ndo sdo analiticas em x = xg, mas que (x — zo)F] e
(x—m0)? F, sdo analiticas. Isso significa que, frequentemente, F; tem como denominador (z — )

e/ou F, tem (z — x()* em seu denominador. Contudo esse resultado ndo é necessariamente,

. 1 .
sempre o caso pois fungdes como F(z) = ( ndo sdo analiticas em x = 0, enquanto
sen\x
X .. . ~
xF(z) = @ sd0. Multiplicando (3.2) por (z — x()? vamos ter a seguinte equagio
sen\x

(2 — 20)*y" + (x — m0) fr(2)y + fol2)y =0 (3.13)
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onde f; e f5 sdo analiticas em x = x.

O seguinte teorema vai nos assegurar a existéncia de uma solu¢io em série de Frobenius
(3.12) da equagdo (3.2).

Teorema 3.7. Seja x( uma singularidade regular da equacdo (3.13), entdo essa equacdo tem
pelo menos uma solugdo em série de Frobenius da forma (3.12). Isto é vdlido em um intervalo
comum de convergéncia de fi(x) e fo(x) de (3.13) exceto talvez em x = xy, isto é, se cada
expansdo em série de Taylor for vdlida em um intervalo I = |x — x| < r entdo pelo menos uma

solugdo em série de Frobenius é vdlida em I = |x — xo| < r exceto talvez para x = xg

Este teorema pode ser encontrado em POLLARD, TENENBAUM(1985, p.573). Uma
demonstracdo da versdo mais geral desse teorema, que é conhecida como Teorema de Fuchs,
pode ser encontrada em TESCHL(2011, p. 117 e 118).

Agora iremos desenvolver o método de Frobenius, visto que o teorema anterior nos

garante a existéncia de uma solugdo do tipo (3.12).

Sem perda de generalidade podemos tomar xy = 0 em (3.13), ja que por uma translacdo
de eixos nds podemos sempre substituir uma expansido em poténcias de (r — ) por uma

expansao em poténcias de . Com isso podemos rescrever a equacao (3.13) como

22y + xfi(2)y + fo(x)y =0, (3.14)

onde f; e f> s@o analiticas em z = (. Assim cada fun¢@o tem uma expansdo em série de Taylor

em poténcias de x vdlida numa vinhanga de x = 0.

Sendo
z) = by + bz + box® + ...,
h@) =bo+ bz + by ) (3.15)
fo(x) = co + 1o + o + ...,
suas respectivas expansodes em séries de Taylor.
A série de Frobenius (3.12) e suas duas derivadas em x¢y = 0
y =2™(ag + arx + agx® + ...+ apa™ )
=apr™ + a1z + agr™? 4+ a, T+ Jag # 0
Y =agma™t + ay(m + 1)z™ + ag(m + 2)z™ M 4 - -
tan(m+n)z™" 4 (3.16)

y" =agm(m — 1)2™ % + aym(m + 1)a™ "

+as(m+1)(m+2)x™ 4 - -
tan(m+n—1)(m+n)z™ "2 4 ...
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A fung¢@o y(x) serd uma solugdo de (3.14) se ao substituirmos as derivadas (3.16) em
(3.14) obtivermos uma equacgdo verdadeira, assim fazendo essa substitui¢do e também f; e fo
por suas respectivas expansoes em séries (3.15), obtemos
*lagm(m — 1)a™ 2 + aym(m + )™ + .-
+ap(m+n—1)(m+n)a™m 2 4.
+ 2(bg + by + by + - -
(ot bz + by ) (3.17)
X lagmz™ "+ ar(m+ D)a™ + -+ + a,(m +n)2™ T 4
+ (co + 1z + cox® +--+)

><(aoxm—}—alg’jm—"_l—|—---+anl‘m+n_|_...):0

Expandindo (3.17) e reagrupando os coeficientes das poténcias de x, teremos o seguinte
resultado:

aplm(m — 1) 4+ bom + colz™
+Hay[(m + D)m + bo(m + 1) + co] + ap[bym + ¢1] ya™ ™
+Hag[(m 4+ 2)(m + 1) + bo(m + 2) + co] + ar[by(m + 1) + c1] + ag[bam + c3] yo™+?

+Han[(m+n)(m+n—1)+ bo(m +n) + ¢
+a,_1[b1(m+n—1) + ¢]
+an—alba(m+n—2)+co] +---
+aolbpym + cp)}a" T+ =0
(3.18)

A equacdo (3.18) serd vilida, se cada um dos coeficientes de z* for zero, com k €
{m,---,m -+ n}. Ja que assumimos ag # 0, o primeiro coeficiente em (3.18) sera igual a zero,
se, € somente se,

m(m — 1) 4+ bym + ¢y = 0. (3.19)
Essa equacdo recebe um nome especial, ¢ chamada de equacao indicial, e devido ser uma
equagdo quadritica em m, tem duas raizes m; e mo. Essas raizes podem ser:
1. Distintas, e sua diferenca ndo é um niimero inteiro.
2. Distintas, e sua diferencga € igual a um nimero inteiro.
3. Iguais.
Para a maioria das aplicacdes estamos interessados em solucgdes reais; contudo a equacao
indicial também pode ter raizes complexas. Uma teoria aplicando o Método de Frobenius para

fun¢des complexas pode ser encontrada em TESCHL(2011), mas ndo consideraremos este caso

neste trabalho.
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3.1 CASO 1. AS RAIZES m;, ms DA EQUACAO INDICIAL SAO DISTIN-
TAS E SUA DIFERENCA NAO E INTEIRA

Cada uma das raizes m = m; e m = my da equacdo indicial (3.19) fardo o primeiro
coeficiente da equacgao (3.18) igual a zero. Primeiramente vamos tratar da raiz m,, substituindo-a
no lugar de m na equagdo (3.18) e pondo cada coeficiente de z*, com k € {m, -+ ,m + n},
igual a zero, isso nos permite resolver recursivamente as equagdes geradas pelo dltimo passo, ou
seja, determinar os valores de aq, as, - - - , a,, - - -, em termos ag. Portanto a substitui¢ao de m; e
o conjunto de valores ay, as, . . ., ay,, . . ., na equagdo (3.16) fard de y(z) uma solucdo de (3.14)

para x no intervalo de convergéncia de y(x).

Seguindo o mesmo procedimento s6 que desta vez usando a raiz ms, obteremos um
segundo conjunto de valores aq, as, - - - ,a,,---, em termos de ay, de modo que obtemos uma

segunda solucdo y(x) determinada por mg € aj,as -+ ,ay, - - -

Observacao 3.8. Nem toda equacdo da forma (3.14) tem duas solugcoes em séries de Frobenius
independentes. Algumas possuem apenas uma solugdo. Se, no entanto, (3.14) tiver duas solugoes

em séries de Frobenius, entdo o seguinte teorema completa o teorema 3.7.

Teorema 3.9. As duas solucoes em série de Frobenius de (3.14) sdo linearmente independentes,
pois nem todas as equagoes indiciais incluem-se no presente caso. Cada solugdo é vdlida para

todo x no intervalo de convergéncia comum de fi(x) e fo(x) exceto talvez para x = 0.

A demonstragdo desse teorema pode ser encontrado em em TESCHL(2011, p. 117 e 118)

Observacao 3.10. Adicionalmente ao teorema 3.9.

Cada solucdo em série de Frobenius vai convergir para todo x, exceto talvez para x = (),
em um circulo no plano complexo x, cujo o centro estda em 0 e cujo o raio se estende pelo menos
até a singularidade mais proxima de (3.14), isto é, cada solugdo é vdlida pelo menos para

0 < |z| < a, onde a é a singularidade mais préxima ao 0.

Exemplo 3.11. Vamos encontrar o intervalo de convergéncia da solugcdo em série de

2.1 T /
—3y=0 3.20
Y e A (3.20)
Inicialmente dividimos (3.20) por x? e aplicando as definicées 3.2 e 3.3 chegamos que
x = 0 é uma singularidade regular de (3.20), comparando essa equacdo com (3.14), vemos que
1
file) = ——=1—-2+2"—2°+---, |z|<1
1+ a2 (3.21)
fo(z)=—-3, —oco<z<o0

Entdo pelo teorema 3.9, cada uma das solucoes em série de Frobenius de (3.20) é vdlida

para |z| < 1, exceto talvez para x = 0.
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Exemplo 3.12. Agora vamos encontrar a solu¢do em série de Frobenius de

1 1
2?y" + z(x + 5)y’ — (2* + 5)y =0 (3.22)
Se dividirmos (3.22) por x% e aplicarmos as defini¢oes 3.2 e 3.3, podemos ver que x = 0
€ uma singularidade regular de (3.22). Buscamos uma solucdo da forma (3.12) com xq = 0, ou
seja
y = 1" (ap + a1 (z) + ag(z)? +--+), com ag # 0 (3.23)

Vamos calcular os coeficientes de y usando a equagdo (3.18). Para isso precisamos
conhecer os coeficientes das representacoes em séries de fi(x) e fo(x). Comparando (3.22)

com (3.14) temos

(3.24)

Por fi(x) e fa(x) serem polindmios, jd se encontram representadas por séries e suas

representagoes sdo vdlidas para todo x. Entdo comparando (3.24) com (3.15), temos que

1
b():*

> =0, c3=—1 (3.25)

bi=1, ¢ = Ty
todos os outros b’s e ¢’s sdo iguais a zero.

Portanto temos que a equacdo indicial (3.19) assume a seguinte forma

1 1
m(m—1)+§m—§:0<:>2m2—m—1:0 (3.26)

L 1

onde as raizes sGom =1, m = —5.

Jd que as raizes sdo distintas e ndo diferem por niimero um inteiro, podemos aplicar
o método de Frobenius. Para isso, igualamos a zero o coeficiente de x™ " da equacdo (3.18).
Lembrando que m = 1, e em (3.25) temos os valores de by, by, cy, c1, co, portanto substituindo

esses valores no coeficiente de x™ ", vamos obter a seguinte equagdo

an[(1+n)(1+n—1)+;(1+”) _;] (3.27)

+ap1[1(1+n—1)+0]+a,»0-1=0

Isolando a,, da equagdo, temos o seguinte

2n% + 3n

5 Ap, = —NAp_1 + Ap_o (328)

A equacdo (3.28) é a formula de recursdo que nos permite calcular a,, para todo n > 2.

Portanto antes de aplicar a recursdo devemos calcular o valor de a, em fungdo de ay. Para isso
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pomos o coeficiente de ™! igual a zero, como m = 1 e os valores de by, by, ¢y, c1, o dados em

(3.25), temos que

CL1[(2)(1) + ;(1 + 1) — ;] + ao[l + 0] =0«& ay = —?CLO (329)

Agora podemos entdo usar a formula de recursao

n=2:
Tag = —2a1 + ag = —ag + ap = gao S ay = gao
) ) 35
n=3:
27 27 2 41 82 (3.30)
508 = —3ag +a; = —£a0 — 5a0 = —£a0 & asz = —%ao
n==4:
22a4 = —4az +ay = @ao + gag = ﬂao S ay = o7l ag
945 35 945 20790

Substituindo o valor m = 1, e os valores dos a's obtidos acima em (3.23) temos

9 82 571
(1 — Zpg 22 Sf g3 20 e 331
o= aor(l = gr ot gpa” = gert o ) (3.31)

que sdo os cinco primeiros termos de uma solucdo em série de Frobenius de (3.22).

1
Para achar a outra solugdo basta substituir m = —3 e repetir 0s mesmos passos para
assim chegar na seguinte solucdo em série
1 3 13 119
yo=apr 2(1—o+ 2 — —a’+ 2" —...) (3.32)

2 18 360

Pelo Teorema 3.9, as duas solucoes obtidas sdo linearmente independentes, portanto a

solucdo geral de (3.22) é uma combinacdo linear de (3.31) e (3.32), ou seja

2 9 82 . 571

= 1—= B S 4_ ...

y=ar(l = grt gpa” = get+ g ” ) (3.33)

fort(lmaoe - By 9 ) .
Col A 2..'13 18$ 3601'

onde ay foi substituido por constantes arbitrdrias c; e ca. Como em (3.24) fi(z) e fo(x) sdo
polinomios entdo suas representacoes sdo vdlidas para todo x. Assim pelo teorema 3.9, cada
solucdo em série de Frobenius é vdlida para todo x exceto talvez para x = 0. Nesse exemplo a
solucdo (3.31) é vdlida para todo x. A segunda solucdo (3.32), pela presenca de 22 é vdlida

para todo x exceto x = 0. Entdo a solucdo geral (3.33) é vdlida para 0 < |z| < oc.

Note que para v < 0, a segunda série em (3.33) é imagindria. Podemos torna-ld real

escolhendo co = ci, onde ¢ € R. Na Figura 3 plotamos a solugdo y(x) = z(1 — =7 + £x2 —
82 . 571
945 20790
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Figura 3 — Plot da solu¢do comc¢; = 1, ¢co =0

30

20

10 -8 -6 -4

Fonte: Autoria prépria / criada no Matlab.

3.2 CASO 2. AS RAIZES m;, my DA EQUACAO INDICIAL DIFEREM
POR UM NUMERO INTEIRO

Se as raizes da equacdo indicial (3.19) diferem por um inteiro, entdo podemos reescrevé-
las como m e m + N, onde N € um inteiro positivo. Ja que m + N € uma raiz de (3.19), entdo

satisfaz a seguinte equacao,

(m+N)m+N—-1)+by(m+N)+c =0 (3.34)

Comparando o lado esquerdo da equagao (3.34) com o coeficiente de a,, no dltimo termo
da equacdo (3.18), serdo iguais se substituirmos n por /N. Portanto se usarmos a menor raiz
m em (3.19) para encontrar o conjunto de valores dos a's que vao zerar o coeficiente de cada
2¥, com k € {m,--- ,m + n}, vamos parar quando o termo em que a, aparecer, ja que seu
coeficiente serd zero. Entdao ndo podemos resolver esta equagao para ay em fungdo dos a’s
anteriores, a menos que os termos restantes na equacao se anulem. Nesse caso, a equagio serd
satisfeita por qualquer valor arbitrrio de ay, assim podemos continuar a determinar os valores

dos préoximos a's, isto €, de an 1, an2, ... em funcdo de ag e ay.

Portanto pelo que consta acima, se as raizes da equacao indicial (3.19) diferem por
um ndmero inteiro positivo N, existem duas possibilidades que podem ocorrer, e essas serao

discutidas separadamente.
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3.3 CASO 2A. O COEFICIENTE DE qa,, EM (39) E ZERO E OS TERMOS
RESTANTES DO COEFICIENTE DE 2" SE ANULAM.

Nesse caso a maior raiz m + /N determinard um conjunto de valores dos coeficientes da
solucdo y(x) em fungdo de ag, € a menor raiz m vai determinar dois conjuntos de valor de a’s,
um dos conjuntos serd em fun¢do de a( e outro em fun¢do de a,. No entanto, a solu¢do em série
de Frobenius obtida pela maior raiz em funcio de a(, ndo serd linearmente independente da outra
obtida em funcdo de ay pela menor raiz. Entdo a menor raiz dard, nesse caso, duas solugoes
independentes, em que a combinagdo linear serd a solucao geral da equacao (3.14) e essa tera
duas constantes arbitrarias ay € ay. Essas solugdes serdo vdlidas em um mesmo intervalo dado

pelo Teorema 3.9.

Exemplo 3.13. Vamos encontrar a solucdo da seguinte equacdo

1
22y +ay + (2 - =)y=0 (3.35)

Pelas definicoes de singularidade 3.2 e singularidade regular 3.3, temos que v = 0 é um
singularidade regular de (3.35). Entdo vamos procurar por uma solucdo em série de Frobenius
como (3.23)

Comparando (3.35) com a equacdo (3.14), concluimos que

fl(llf) =1
1 (3.36)
falw) = =7 + x?

Como as duas fungoes sdo polinémios, ambas jd estdo representadas em forma de séries.

Agora podemos comparar (3.36) com (3.15) para assim obter os seguintes coeficientes

1
b(] = 1, Cyo — _Z’ Cc1 = 0, Co — 1 (337)

todos os outros b's e s sdo zero.

Substituindo os valores de (3.37) na equagdo indicial (3.19), temos

1 1
m(m—1)+m—120@m2—120 (3.38)
: ., . - 1 1 :
Assim temos que as raizes da equagdo indicial serdo m = 3 em = —3 A diferenca
entre elas é 1 que é um niimero inteiro. Entdo nesse caso temos que N = 1. Quando m = 5
que é a menor raiz, obtemos a seguinte equacdo envolvendo a,.
1 1 1 1

O coeficiente de ay é zero, no entanto, o outro termo da equagdo também é zero, logo

podemos aplicar o método do caso 2A. Nesse caso N = 1 entdo podemos encontrar os demais
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coeficientes a's em funcdo de ag e ay = ay, para isso basta pegar o coeficiente de x™ ™" da

equacdo (3.18) e igualar a zero. Como m = —5 teremos a seguinte formula de recursdo

an, K—l + n) (—3 + n> + (—1 + n) - ﬂ + ap,-1(0) + a,—2(1) =0 (3.40)

Simplificando (3.40), temos
(n® —n)a, = —an_y, n>2. (3.41)

Agora basta variar n, lembrando que aq e ay sdo arbitrdrios
1

n=2: QA9 = —§a0
1
n=3:a3= _Eal
4 1 1
n = Q4 = ——7 <09 = — Qo
2o (3.42)
n:5:a5:—%a3:ﬁa1
6 1 1
n=6:a0=——a4=———a
T30t 7120
I D
P T TR T Th040™
1
Substituindo m = —— e os valores obtidos pela recursdo (3.42) na série de Frobenius,
teremos o seguinte resultado
1 1 1 1
—ar s (122 S48 )
Y =aot ( SRERECYRAE T
(3.43)
+ ayx? (1—1x2+1x4—1 xﬁ—i----)
! 6 1207 5040

que sdo primeiros oito termos da solucdo geral representados por y. Como f1(z) e fo(x) sdo
polinémios, sua representacdo em séries é vdlida para todo x portanto pelo teorema 3.9 a
solucdo em série de Frobenius converge para todo x, exceto talvez para x = 0. A primeira
série converge para todo x exceto para x = () e a segunda converge para todo x. Entdo a
solugdo geral (3.43) converge para 0 < |x| < oo. Note que para x < 0, ambas séries sao
imagindrias, no entanto a primeira delas ndo estd definida para x = 0 e poderiamos tomar
constantes distintas, por exemplo ag € R no ramo x > 0 e 1ag no ramo r < 0, obtendo uma

solugdo real.

3.4 CASO 2B. O COEFICIENTE DE «a,, NA EQUACAO (39) E ZERO, MAS
OS TERMOS RESTANTES NO COEFICIENTE DE " NAO SE ANU-
LAM.

Nesse caso apenas a maior raiz m + N da equacgdo indicial (3.19) determinard um

conjunto de valores dos a’s em fun¢@o do ag. Portanto existird apenas uma solucio em série de
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Frobenius da equacao (3.14).

Observacao 3.14. A segunda solugdo independente da equagdo (3.14) serd da forma
yo = u(x) — byya (z)log(z), x>0 (3.44)

onde N ¢é a diferenca inteira positiva entre as raizes da equagdo indicial (3.19), y; é uma solugdo
em série de Frobenius da equacdo (3.14) obtida com a maior raiz m + N, e u(x) é uma solugdo

em série de Frobenius da equagdo
22"+ xfid + fou = by[2xy) + (fi — Dyl (3.45)
da forma
u(z) = 2™ (by + byx + bp® + - - - ), (3.46)
com f1 e fo como na equacdo (3.13).

Se, em (3.45), substituirmos u e suas respectivas derivadas, e a solu¢cdo em série de
Frobenius v, e sua derivada, entdo o resultado da equagdo nos permitird encontrar os valores dos

b's em (3.46). Ndo deduziremos este resultado aqui. Mais informagdoes podem ser encontradas
em (POLLARD; TENENBAUM, 1985).

Exemplo 3.15. Vamos encontrar a solucdo da seguinte equacdo

o2y —x(2—z)y + 2+ 2y =0 (3.47)

Dividindo a equagdo por x? e aplicando as definicées de singularidade 3.2 e singula-
ridade regular 3.3, temos que x = 0 é uma singularidade regular de (3.47). Portanto vamos

procurar pela série de Frobenius da forma (3.23)

Comparando (3.47) com a equacdo (3.14), temos que

filx) ==2+4=z

(3.48)
fo(z) =2+ 2°

Como as duas fungoes sdo polinomios, ambas jd estdo representadas em forma de séries.

Agora podemos comparar (3.48) com (3.15) para assim obter os seguintes coeficientes
bo = —2, bl = 1, Cyo = 2, Cc1 = O, Cy = 1 (349)

todos os outros b's e s sdo zero.

Substituindo os valores de (3.49) na equagdo indicial teremos a seguinte equagdo

mm—1)—2m+2=0&m*—-3m+2=0 (3.50)
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Assim temos que as raizes da equagdo indicial serdo m = 1 e m = 2. A diferenca entre
elas é N = 1 que é um numero inteiro. Usando a menor raiz m = 1 e os valores em (3.49),

m+1

igualando a zero o coeficiente de x da equacdo (3.18), teremos o seguinte

a1(2—4+2)+a0(1+0):O@a10+a0:0 (351)

Logo o coeficiente ay = ay € zero, no entanto, o coeficiente ay ndo é igual a zero.
Portanto a raiz m = 1 ndo levard a uma solucdo, e por isso usaremos a maior raiz m = 2,

m—1

vamos igualar a zero o coeficiente de x da equacdo (3.18), obteremos

a1(3:2—-2-3+42)+2a=0< a; = —ag (3.52)

E para obter a féormula de recursdo, vamos igualar a zero o coeficiente de ™" da

equagdo (3.18)

an[24+n)(1+n)—2(2+n)+2|+ (1 +n)ay,—1+a,2=0<

(3.53)
(n*+n)a, = —(n+1Dap1 —apo, 1n>2
Usando a formula de recursdo, teremos o seguinte
)
n=2:6ay=—-3a1 —ag =309 — Ay & Ay = —
o (3.54)
n=3:12a3 = —4as — a1 :—§a0+a0<:>a3:—%

Substituindo na série de Frobenius m = 2 e os valores obtidos com a formula de recursdo,

chegamos na seguinte expressao

2 $3

y12a0x2<1—x—|—2—36—-~-> (3.55)

onde vy, representa os quatro primeiros termos da solugcdo em série de Frobenius da equagdo
(3.47). Como fi e fs sdo polinémios suas representacoes em séries sdo vdlidas para todo .

Entdo, pelo teorema 3.7, v, é também vdlida para todo x exceto talvez para x = (.

3.5 CASO 3. AS RAIZES DA EQUACAO INDICIAL SAO IGUAIS.

Se as raizes da equacgdo indicial s@o iguais, teremos apenas um conjunto de valores dos
a's e portanto apenas uma solucdo em série de Frobenius da equagdo (3.14) que serd obtida da

equacao (3.18).
Exemplo 3.16. Vamos encontrar a solugcdo geral da seguinte equacdo

o2y + xy + 2Py =0 (3.56)
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Dividindo a equagdo por x? e aplicando as definicées de singularidade 3.2 e singula-
ridade regular 3.3, temos que x = 0 é uma singularidade regular de (3.56). Portanto vamos

procurar pela série de Frobenius da forma (3.23)

Comparando (3.56) com a equagdo (3.14), temos que

fiz) =1

(3.57)
fo(x) = 2°

Como ambas fungées sdo polinomios, temos que ambas jd estdo representadas em forma

de séries. Agora podemos comparar (3.57) com (3.15) para assim obter os seguintes coeficientes

b[) = 1, Co = 0, Ccl = O, Cy = 1 (358)

Todos os outros U's e c's sdo zero. Substituindo os valores de (3.58) na equagdo indicial

teremos a seguinte equagao

mm—1)+m=0&m?>=0 (3.59)

Logo ambas raizes sdo iguais m = 0. Portanto haverd apenas uma solu¢do em série

™+ da equacdo (3.18),

de Frobenius. Usando a raiz m = 0, e igualando zero o coeficiente de x
obteremos

a1(1+0) +ao(0) =0 a; =0 (3.60)

Agora podemos obter a formula de recursdo, para isso vamos igualar a zero o coeficiente

m+n

de x da equagdo (3.18)

an[(n)(n —1) + (1) ()] + an-1(0) + an (1) = 0 &

. (3.61)
n2a, = —Gp_o < a, = _¢ 22, n > 2
n
Usando a formula de recursdo, teremos o seguinte
1
71221&2:—?&0,
1
n:3:a3:—§a1:0,
1 1
n=4:a4 = _ECQ = WGO’ (3.62)
1
n=>5:as —§a3 0,
‘ 1 1
n=00= Tt = 0 e g

Substituindo na série de Frobenius m = 0 e os valores obtidos com a formula de recursdo,

chegamos na seguinte solugdo

2 4 6 8
ylza(](l—x ro__° v —) (3.63)

2R TR e 2
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Pelo teorema 3.7 essa série é valida para todo x. Uma segunda solucdo para equacdo
(3.56) pode ser encontrada, pela substituicdo da equagdo (3.44) pois duas raizes iguais podem
ser vistas como o caso das raizes que diferem por um inteiro N, com N = 0 e com o coeficiente

ag # 0. Assim reduz-se ao caso anterior. Entdo a solugdo geral de (3.56) é dada por

2> 145 4 l4+5+3
_ 3.6

y—C1y1+02<22—22'42$ 22-42-623:
1 1
ppltgt-ty

(1) e dog(a)) 20

(3.64)

Onde vy, ¢ dado em (3.63).
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4 FORMULA RECURSIVA GERAL

Neste capitulo consideramos a equacao
a(z)y” + b(x)y + c(x)y = g(=) (4.1)

sujeita as condigdes iniciais y(zg) = k1 e y'(xg) = ko, com k1 e ky € R e onde a(z), b(z) e ¢(x)
sdo funcdes analiticas em = = 1z, ou seja, podem ser representadas, em uma vizinhanca de z,

da seguinte forma

o

; l’ — ZL’O
= Z:Obn(x — )"

o0 4.2)
o(z) =) ez — 20)"
n=0
= Z gn(x — 10)"
n=0
Vamos admitir que a equagdo (4.1) possua uma solucio analitica em x = x
= Z Yn(z — 20)", 4.3)
n=0

utilizaremos o método das derivadas sucessivas para obter uma férmula recursiva geral e encontrar

os coeficientes ¥,,’s da solu¢ao em série de poténcias.

Como y(x) e os coeficientes a(z), b(x), c(x) sdo fungdes analiticas podemos derivar a
equacgao (4.1) quanta vezes queiramos, logo derivando-a n — 2 vezes termo a termo, e aplicando
a regra geral de Leibniz temos

n

2 /n—2 4 4
5 ( Z_ )awy(n—z) (4.4)

=0

N (n—2) & (n-2 (i), (n—1—i)
by =3, )" (4.5)

n—2 - ) )
(ey)"? =" (” . 2) clyn=2=) (4.6)

Visando igualar os indices das derivadas de y vamos fazer as seguintes mudancas de
varidvel i =n — j,i =n —j — 1l e 1 =n — j — 2, entdo substituir nas equacgdes (4.4) (4.5) e

(4.6) respectivamente, obtendo

_ " (n =2\ iy S (n =2\ Gl
(ay//)(n 2):z< _)a( J)y(J):Z< ,)a( )y() 4.7)
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n—e—1

(by’)("_2) — zn: ( n B 2 )b” J= 1) zn: ( n—2 ) p(n— i—l)y(i) (4.8)

(Cy)(n—Q) — Z < - 2) 7720 — Z ( . )C(n—z—Q)y(Z)’ (4.9)

—T\n—1—2
onde consideramos como zero todas as combinagdes fora do Triangulo de Pascal.

Derivando a equacdo (4.1) n — 2 vezes para entdo substituir as equagdes (4.7), (4.8) e
(4.9) em (4.1) obtemos:

g(@)" 2 =(a(@)y") "2 + (b(2)y) " + (c(a)y) "
" (n—2 N n n—2 n—2 - 4
_ (n—1), () p(n— i— 1 (n—i—2), ()
3] Etie o vk LS S
(4.10)
Usando o fato, que para uma fung¢fo analitica temos, f(x) = X f,(z — x¢)" obtemos

f™(x4) = n!f,; de modo que:

i=0
onde consideramos a(") = 0,5 = 0, c) = 0 parai < 0, teremos a seguinte equagio

n

Z Z_lan z+2bn12+cn21)yl_gn—2 (412)

=0

Se tivermos g(x) = 0, teremos o caso homogéneo, também se ay # 0 podemos isolar y,,

em termos de yo, ¥1, . . - Y»_1 obtendo

11 7iti = Da.._ b Ny
ynziz (Z(Z )an Z+Z n—1—1 + Cn—2 Z))yl (413)

ap =\ n(n—1) nn—1) n(n-—1

Essa férmula nos permite encontrar os valores de y,, em funcao de yo, y1, . . . y,—1. Note
que inicialmente conhecemos os valores de 1y € y; portanto nesse caso a recursdo terd inicio em

n = 2.

Fizemos a implementacao da férmula (4.13) no MATLAB, os exemplos abaixo mostra a
comparagdo entre as solu¢des da nossa implementacao com as solucdes da rotina ODE45 rotina

padrdao do Matlab para resolver equagdes diferenciais.
Exemplo 4.1. Dada a seguinte E.D.O
e"y" + sin(z)y' + cos(x)y =0 (4.14)

comy(0)=1ey’(0)=0
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Aplicando a formula (4.12) obteremos a seguinte solu¢do em série

1 1 1
=1— 2?4+ =3+ —a*+ ... 4.15
y(x) 4x +36x + 1929: + ( )

Agora vamos comparar o resultado gerado pela nossa formula recursiva implementada
no MATLAB com a solugdo da rotina ODE45.

Figura 4 — Férmula de recorréncia (em azul), solucao da rotina ODE45(em vermelho).

B Figure 1 - ] x

File Edit Yiew Inset Tools Desktop Window Help §

Qdde | k| ROV EM- S| 0 =O
graficos: exp[x)y(z)+sin(x)y'+cos[}{)y=ﬂ

! ! ! ! I Program; Serie []

— ODE45

1) OSSR SRS DSOS NS AR SE—

1) G S SR RS MO SR B—

Fonte: Autoria propria / criada no Matlab.

Exemplo 4.2. Dada a seguinte E.D.O

1
17y” + cos(x)y + "y =0 (4.16)
—x
comy(0)=0ey’(0)=1
Aplicando a formula (4.12) obteremos a seguinte solu¢cdo em série

Lo 1 3 L4
=x—- —x’ - — . 4.17
ylx) ==z 2% +36x T + (4.17)
Agora vamos comparar o resultado gerado pela nossa formula recursiva implementada

no MATLAB com a solugdo da rotina ODE45.
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Figura 5 — Férmula de recorréncia (em azul), solucao da rotina ODE45(em vermelho).

B Fiqure 1 - O X
File Edit Wiew |nset Tools Desktop Window Help o

J_jd;’ h +\_\{rr?‘@l:h._£'@|]@ E

graficos: (141 -x)y(2)+cns(x)y'+exy20

T e N— e L

) R = Programa Serie

—— ODE45
D ______________________________________________________________________ —
0.5 preme e froemoeees o e e e .
-05 i 05 1 15 2

Fonte: Autoria prépria / criada no Matlab.

Exemplo 4.3. Dada a seguinte E.D.O
1
17]/’ +e"y + cos(x)y =0 (4.18)
—x
comy(0)=1ey’(0)=0
Aplicando a formula (4.12) obteremos a seguinte solu¢do em série

1 1 11
y(r) =1- "2+ —a° - >

o 41
AT 19200" T (4.19)

Agora vamos comparar o resultado gerado pela nossa formula recursiva implementada
no MATLAB com a solucdo da rotina ODE45.
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Figura 6 — Férmula de recorréncia (em azul), solucao da rotina ODE45(em vermelho).

Figure 1 - | X
File Edit ¥iew [nset Tools Desktop Window Help o
Ddde | M| RAT9EL-S | 0EH O

graficos: (1f[1—x))yfzj—exy'+cns(x)y=0
7 s S SR T T e =

Frograma Serie
— ODE4&

-

Fonte: Autoria prépria / criada no Matlab.

Nos exemplos vistos anteriormente ay # 0, se ap = 0 precisamos diferenciar entre
diversas situacdes. Agora estamos interessados em estudar as condi¢des para quais a equagao

(4.1) vai admitir uma solucao analitica.

Quando procuramos solugdes da forma de Frobenius

y(x) = (x — xo)" i yi(z — x0)" (4.20)

=0

com yy # 0, r € R, para o P.V.I (4.1), obtemos as seguintes restricdes para as condigdes iniciais

Tabela 1 — Tabela de restri¢coes.

y(@o) | y'(xo)

r <0 Fo0 t+oo

r=20 YweER|yeER
0<r<l1 0 +oo

r=1 0 1 €R
r >0 0 0

Autoria prépria.

Entdo existird uma soluc@o em série de poténcias para o P.V.I (4.1) para qualquer valor
inicial se y(z) for analitica e de ordem 0, como enunciado no 4.5. Para os casos particulares com

Yo = 0 as possiveis solugdes teriam que satisfazer » > 1.
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Definicao 4.4. Seja y(x) uma fun¢do da forma
y(x) = (z = x0)" Y yi(w — xo)’ 4.21)
i=0

comyy # 0 e tal que Y y;(x — x0)" converge para x numa vizinhanga de . Definimos a ordem
de y em xy como
oy) :=r (4.22)

Se a fungdo y é analitica em x, entdo sua ordem é o indice do primeiro coeficiente ndo nulo de

sua expansdo em série de poténcias em x.

Lema 4.5. As solucées do PV.I (4.1) da forma y(z) = (x — x0)" 2520 yi(x — 30)" devem ter
r € Zseg#0.

Demonstracdo:
Para tal solugdo teriamos, a(x)y” + b(z)y + c(x)y ou é igual a zero ou tem ordem v + n, para
algumn € Z. Mas g tem ordem m, m € 7, que faz com que (4.1) seja impossivel de ser satisfeita

se r ndo for inteiro.
0J

Por conveniéncia vamos fazer a seguinte substitui¢do i — n — ¢, para entdo podermos

escrever a equacdo (4.12) da seguinte forma

Y ((n — Z) (TL — 17— 1)@1 —+ (Tl — Z‘)bi,1 + Ci,Q) Yn—i — Gn—2 (423)
=0

)

Definicao 4.6. Dizemos que a equagdo (4.1) tem um ponto k-singular x se existir k € N, tal

que
a, =0, comn € {0,.... k—1}

b, =0, comn e {0,..., k—2} (4.24)
¢, =0, comne{0,....,k—3}

onde pelos um dos termos ay, by_1 e c_o € diferente de zero.

Observacao 4.7. Para o ponto k-singular xy o lado esquerdo da equacdo (4.23) serd igual a

zeroparan = 2, ...k — 1. Logo isto vai implicar em uma restri¢do para a fungdo g(x)
go=91 = = Gg3=0
Além disso, se k = 1, a equacao (4.23) nos da paran = 2

coYo + boy1 = 9o (4.25)

para essa equagao temos trés possibilidades:
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* Se ¢y = by, entdo gy = 0.

(90 — coy0)

* Se by # 0, entdo y; = 2
0

. Secgyé()ebo:(),entﬁoyo:@.
Co

Logo pode nao ser possivel resolver o P.V.I para qualquer condicao inicial.

Além disso, se k > 2, paran = k e paran = k + 1, a equacio (4.23) retorna

Ck—2Y0 = Jr—2 (4.26)

ch—1Y0(bk—1 + Ck—2)y1 = Gr—1 (4.27)

Considerando y, e y; como varidveis livres no sistema acima, entao teremos uma das

seguintes possibilidades

* Se as equagdes sdo L.I. entdo y e y; sdo determinados pelos coeficientes a(x), b(z), ¢(z) e
g(x), entdo o P.V.I. pode ser resolvido apenas para esses valores iniciais especificos. Além
disso qualquer mudanga em vy, € y; implica em uma impossibilidade para a existéncia de

uma soluc¢do analitica, mostrando assim uma instabilidade na regularidade da solucao.

e Se cpo = cx_1 = b1 = 0, entdo g(z) tem outras duas restri¢cdes em seus coeficientes

Gk—1 = gr—2 = 0.
* Se as equacdes sdao L.D. mas nem todos s@o zero, entdo um dos seguintes casos ocorre:

1. cx_o = 0, entdo y, e y; estdo relacionados pela equagdo (4.27), determinando uma

reta e R? das condigdes iniciais admissiveis (yo, 1)

. . Ch—1Gk—
2. chs # 0e by = —cy_s entdo o sistema admitird solugdo apenas se ——95=2 —
Ck—2
k-2
Jk—1, Caso em que yp = ——
Ck—2
Definicao 4.8. O P.V.I (4.1) é dito ser admissivel em um ponto k-singular x se
Go=0=...=Ggr-3=0 (4.28)

e um dos itens abaixo se verifica:

1. k=0;
2. k=1e

a) COZbQZOEQQZO;
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—C
b) bO#Oeylz(gO . 0y0>
0
c) 607&0,()0:063/0:@
Co

3. k>2e

a) cp—2(bp—1 + cr—2) #0e

Jk—2 ~ Gk—1— Ch19k—2/Ch—2

Yo = — U1
Ck—2 br—1 + Cr—2

l’)) Clk—9o = Cl—1 = bk—l =0e k-1 = Gk—2 = 0.
c) cr_o =0, gr—2=0ecr_1yo + br—1y1 = gr—1
d) ci—o#0, b1 = —Ch_2, Cho1Gk—2/Ch—2 = Jr—1 € Yo = Jk—2/Cr—2

Teorema 4.9. Se o P.V.I (4.1) ndo é admissivel em um ponto k-singular x(, entdo ndo existe

solucdo analitica para problema centrado em x.

Demonstragao:
Se o P.V.I (4.1) nao for admissivel em um ponto k-singular x, entdo existe uma contradi¢do na
observacao 4.7, no entanto, as restricdes partem da hipétese que existe solucdo analitica para o

P.V.I (4.1) centrado em x e, assim, contradizem essa hipétese.

O

Observacao 4.10. Se o PV.I (4.1) for admissivel em um ponto k-singular x entdo ambos lados
da equagdo (4.1) podem ser divididos por (v — 10)*~2, de modo que os tinicos valores de

interesse para k sejam 0, 1 e 2.

Além disso, sendo o P.V.I admissivel em um ponto k-singular x, a equacdo (4.23) pode

ser usada recursivamente para calcular ¥, em termos de yo, Y1, - - -, Yn—k—1

(n—k)(n—1=k)ax + (n—k)bg_1 + ck—2)Yn_k =

- | | | (4.29)
Jn—o — Z (n—k—i)n—1—k—d)ajx +(n—k —1)bitr—1 + Citk—2) Yn—k—i
i1

enquanto ndo for satisfeita

(n—Fk)n—1—=k)ar + (n — k)bk—1 + cx—2)Yn—r =0 (4.30)

Se algum natural n — k = d + 1 satisfaz (4.30), entdo (4.23) nos dard uma restri¢cao sobre

os coeficientes 1, ¥s . . . y4 encontrados anteriormente.
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Teorema 4.11. Suponha que o P.V.I (4.1) é admissivel e os coeficientes y1, Y, ..., Yya, d > 1,
satisfazem a equagdo (4.29) e que a equagdo (4.30) é vdlida paran—k = d+1. Se y1,ya, - . ., Y4
ndo satisfazem

d+1

S ((d+1=10)(d—i)air + (d+ 1= i)bik—1+ Cir—2) Yar1—i = Ga+h—1 (4.31)

i=1

entdo o P.V.I (4.1) ndo possui solucdo analitica.

Demonstragdo:

Segue-se do fato que os coeficientes de uma solu¢do analitica de (4.1) devem satisfazer

a equagdo (4.29) e entdo a equacgdo (4.31) que ndo possui incognitas.

OJ
Por outro lado, se
(d+ 1)dag + (d+ 1)bg—1 + c—2=0 (4.32)
e os coeficientes o, y1, - - ., yq satisfazem a equagdo (4.31), entdo o coeficiente de y4.1 na

equacgdo (4.29) é zero paran — k = d + 1. De modo que ¥y, 1 ndo € determinado por 4o, y; - - - Yq
e portanto pode ser escolhido para assumir qualquer valor. Entdo, paran — k > d + 1, y,—&

depende da escolha do valor vy, 1.

Exemplo 4.12. O PV.]
2’y —2zy + (2+2%)y =0, y(0) =a, y'(0)=4 (4.33)

é 2-singular em xo = 0 e cai no caso 3, d) da definicdo 4.8 e entdo é admissivel apenas se
y(0) = 0. Além disso a equagdo (4.30) é vdlida para n = 4 e a restri¢do (4.31) € satisfeita por

Yo = 0 e y1 = 5. Dessa maneira podemos atribuir qualquer valor para y,,_y = yo = 0.

Tomando vy, = [ = 0 encontramos as seguintes solugcoes usando a relagdo de recorrén-

cia, para as escolhas o = 6 = 1 (azul), y, = 0 = 2 (vermelho), y, = 6 = 3 (vermelho).
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Figura 7 — Relacdo de recorréncia, para as escolhas iy, = 6 = 1 (azul), y» = 6 = 2 (vermelho),
yo = 6 = 3 (vermelho).

30

20 b

30 : : : : : : : : :
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
Fonte: Autoria prépria / criada no Matlab.

Pode-se verificar que essas solucdes estdo corretas, pois y(x) = Czsen(z) resolve o
PV.I para qualquer constante C, e essas solucdes estdo de acordo com os resultados numéricos

para C = 1,2, 3 respectivamente.

Tomando y, = B = 1 encontramos as seguintes solucoes usando a relagdo de recorréncia

para as escolhas yo = § = 0 (azul), yo = § = 1 (vermelho), y, = 0 = 2 (verde).
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Figura 8 — Relacdo de recorréncia para as escolhas y, = 6 = 0 (azul), y» = 0 = 1 (vermelho),
Yo = 6 = 2 (verde).

30 T T T T T T T T T

20 b

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
Fonte: Autoria prépria / criada no Matlab.

o

Teorema 4.13. Vamos supor que o P.V.I (4.1) é admissivel e os coeficientes Yo, y1 . .. Yg, d > 1,
satisfazem a equagdo (4.29) e que n — k = d + 1 é a unica solucdo natural para equacdo
(4.30). Se yo, y1 - . . yq satisfizerem a equacdo (4.31), entdo o P.V.I (4.1) tem infinitas solugoes
analiticas em uma vizinhanga de x, que sdo determinadas por Yy, y1 e alguma constante fixada

Ya+1 através da relagdo de recorréncia (4.29).

O método descrito acima implica que o coeficiente deve ser dado dessa maneira. A

convergéncia da série entdo obtida em uma vizinhanca de z serd estudado no préximo capitulo.

Observacao 4.14. Vé-se imediatamente que a equacdo (4.30) é quadrdtica, entdo pode ter até
duas raizes. Se a menor raiz d + 1 for natural e satisfizer as condi¢des do teorema 4.13 e
e + 1 € N for a segunda raiz, com e > d, entdo vy, y1, . . . , Y. estdo sujeitas a restricdo

e+1

d (le+1—id)(e—D)amr+ (e +1—0)birp—1 + Cirk—2) Yer1—i = Jeth-1 (4.34)
i=1

Essa equacdo é linear em vy, vy, . . . , Y. € entdo existem trés possiveis resultados:

1. A equacdo (4.34) ndo é vdlida, independente do valor escolhido para y4.1. Isso significa

que o P.V.I (4.1) ndo admite solucdo analitica.

2. Existe um tinico valor para y,1 que torna a equacdo (4.34) vdlida. Isso significa que

existem infinitas solucoes para o P.V.I (4.1), que dependem da varidvel y.. 1.
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3. A equacdo (4.34) é vdlida para qualquer y,1 € R. Isso significa que existem infinitas
solucoes, para o PV.I (4.1), que dependem de duas varidveis livres Yqi1, Yei1-

Teorema 4.15. Vamos supor que o P.V.I (4.1) é admissivel e que os coeficientes o, Y1, - - -, Yd

, d > 1 satisfazem a equagdo (4.29) e quen —k =d+1len—k=e+ 1, comd < e sdo as

solucoes naturais da equagdo (4.30). Além disso, se Yo, Y1, - . . , Ya Satisfizerem
d+1
Y (([d+1=i)(d—i)am, + (d 41— i)biyp—1 + Citr—2) Yar1—i = Jarh-1 (4.35)

i=1
entdo seja yq.1 alguma constante arbitrdria e a equagdo (4.29) determina y,, paran = d +

1,...,e

Entdo a condicdo

e+1

> ((e+1—1d)(e —d)amn + (e+ 1 — D)bisr—1 + Cith—2) Yetr1—i = Getrh1 (4.36)
=1

tem trés possiveis resultados:

1. Nao é possivel resolver, entdo o P.V.I (4.1) ndo tem solugdo analitica.

2. Existe um tvinico valor y,.1 que resolve a equacdo (4.36), entdo existem infinitas solucoes
para o PV.I (4.1) em uma vizinhanga de x, que sdo dadas por diferentes escolhas de ..,

através da relacdo de recorréncia (4.29).

3. A equacdo (4.36) é vdlida para qualquer 4.1 entdo existem infinitas solucoes para o P.V.I
(4.1) numa vizinhanca de x,, que sdao dadas pelas escolhas nas constantes 4.1 € Yei1

através da relacdo de recorréncia (4.29).

O método descrito acima implica que o coeficiente deve ser dado dessa maneira. Que a

série entdo obtida converge em uma vizinhanga de z serd estudado no préximo capitulo.

Definicao 4.16. Seja o P.V.I (4.1) admissivel em um ponto k — singular xq e que os coeficientes
Yo, Y1, - - - , Ya Satisfazem a equacdo (4.29) paran — k = 2...d. Dizemos que o P.V.I é d-
degenerado se

(d+ 1)day, + (d+ 1)bg_1+c2=0 (4.37)

d+1

Y Ud+1=a)(d—i)aip + (d+1 = )bk + Cirro| Yay1-i # Gark (4.38)
i=1

Além disso dizemos que o P.V.I (4.1) é ndo-degenerado se ndo for d — degenerado para

nenhum d € N.

Observacao 4.17. Os teoremas 4.13 e 4.15 mostram que operadores d — degenerado nao

possuem solucdes analiticas.
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5 CONVERGENCIA DO METODO

A principal referéncia para este capitulo ¢ ADAMES(2017).

Com o objetivo de completar nossa prova da convergéncia do método de série de

poténcias, serd necessario realizar uma mudanca de varidvel no problema (4.1):

Observacao 5.1. Uma funcdo y : (xg — o, xg + ) — R € solugdo do P.V.I (4.1) se, e somente
se, a fungdo § : (pro — pa, pro + pa) — R definida como §(x) = y(x/p) for a solu¢do do P.V.I

a(x)g" () + b(2)7 () + &(2)g(x) = §(z), (5.1)
com os valores iniciais §(Zo) = yo, ¥ (To) = 11/p € com To = pxg e
a(z) = pPalz/p) = p* ) ZZ(SU — pxo)”,
b(x) = pb(x/p) = p_ zfl(fc — po)",
o) = e(a/p) = 32w = pro)",
(x) = gla/p) = 32 i = pro)",

(5.2)

Note que os coeficientes da série de poténcias (em Ty ) de a(x), b(z), &(x) e §(z) sdo

respectivamente
Qp
an(z) = ,
pn—Q
~ b,
bn(x) = 1
P (5.3)
- Cn
Cn(x) = —,
pTL
~ 9n
gn(x) = =
p?’b

Além disso o problema (4.1) é k-singular e admissivel em x( se e somente se o problema

(5.1) for k-singular e admissivel em Tq = pxy.

Observacao 5.2. Devemos provar no teorema 5.13, que para p suficientemente grande, a série
de poténcias obtida para o problema com a mudanga de varidvel converge em (pxg — 1, pro+ 1)
e, entdo, é uma solucdo () para o PV.I (5.1) nessa vizinhanga. Isto implica, pela observagdo

anterior, que y(x) = y(x/p) resolve o PV.I (4.1) e o seu raio de convergéncia é de pelo menos
1/p.

Antes de continuarmos a resolver o P.V.I (5.1), escolheremos a varidvel p de forma a

garantir um pequeno valor para algumas quantidades.
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Lema 5.3. Sejam @, a, b, b, ¢, ¢, §, g definidos assim como na observacdo 5.1. Entdo existe p > (

eng € N tal que n > ng implica

nz_fc —(n—k—z)(n—l—k—z)derk—(n—k—z)Berk,l—5l+k,2 <& (54)
=1 (n,—-k)(n,—-l —-k)dk«+-(n —-k)bk_1-+-5k_2 )
e ~
9n—2
= <e 5.5
(TL — k)(n —-1- k’)CNLk -+ (TL — k’)bk_l + Ek_g ( )
Demonstracdo:

Note que para n suficientemente grande, temos que
|(n—k)(n—1—Fk)ag + (n — k)bx_1 + cp_a| > |ag| + |br_1| + |cx2| >0  (5.6)

de modo que

nz_f —(TL — k- z)(n —1—-k- Z)ELH_k — (n — k- ’i)bi+k_1 — éi+k—2
i=1 (7’L — k)(?’L —1- k‘)dk + (n — k‘)bk_l -+ 6k_2

‘ N itk ADigk—1 G2
_ nk|—(n—k—i)(n—1—-Fk— Z)pi+k—2 —(n—k- Z)pi+k—2 - pith—2
i=1 L 11—k Ak I be—1  Cr—2
(n=k)n—1-k)——+n—k——+—-— (5.7)
P P P
< n—k —(n — k- z)(n —1—-k- i)ai+k — (n — k- i)bi+k_1 — Cjtk—2
it (Jax| 4+ [bk—1] + |cx—2|)p’

—(n —k— Z)(n —1—-k—- i)ai+k - (TL —k— i)bi+k_1 — Cit+k—2

. <eeR
(|ag| + [bk—1] + [ck—2])p?

IN
.Mg

s
I
—_

para algum p suficientemente grande, pois a tiltima soma pode ser vista como a série de poténcias

Nl=n—k—i)(n—1—k—d)amr — (n—k —)birr_1 — Cirr—2|(x — 20)", (5.8)
i=1
. 1 N o . .
aplicada em © = — + x. Essa série de poténcias tem o coeficiente de (x — x)° igual a zero e

converge para x com |x — xo| < minpg, py, pe onde pq, py € pe sdo os raios de convergéncia de
a(z),b(x) e c(x), respectivamente. Além disso, ny € N e p podem ser tomados suficientemente

grandes de forma que a seguinte inequacdo seja vdlida

gn—Q
(Tl — k;)(n —1- k’)&k + (Tl — k’)gk,1 —+ 6k72

<e€ (5.9)

para algum n > ng, pois para p grande o suficiente o raio de convergéncia de g serd maior do

que 1 e, portanto, Y, g, deverd ser convergente e, entdo, lim g, = 0.
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Observacao 5.4. Note que essas estimativas incluem alguns P.V.I que sdo singulares irregulares,
no sentido do método de Frobenius em x, e nossa prova da convergéncia (teorema 5.13) também

se verifica para tais casos.

O PV.I (4.1) é singular irregular exatamente quando for k-singular com a;, = 0. Apesar
de provarmos para alguns casos singulares, as estimativas no Lema 5.3 tém um polinomio de
segundo grau no numerador, mas apenas um polinomio de primeiro grau, ou uma constante, no
denominador. Entdo é necessdrio que p > 1 para que a soma seja convergente. Isto significa que
podemos apenas garantir que as solugcoes em pontos singulares irregulares convergem em uma
vizinhanga de xo com raio 1/p < 1. Esperamos que tais solugdes sejam convergentes apenas

em uma pequena vizinhanga de x.

Exemplo 5.5. O PV.]
25y + 227y — 6y = 2%, y(0) =, y'(0) = 3 (5.10)

é 3-singular em xy = 0 e cai na categoria 3, a) da defini¢cdo 4.8 e entdo é admissivel apenas
se y(0) = ¢/ (0) = 0. Além disso a equagdo (4.30) é vdlida para n = 6 e a restri¢do (4.31) é
satisfeita. De modo que podemos atribuir qualquer valor para y3 = 9.

Tomando y3 = 6 = 1 (azul), y3 = 6 = 10 (vermelho) e y3 = 6 = 50 (verde), plotamos

as seguintes solugoes, que convergem apenas em uma pequena vizinhanga de x.

Figura 9 — y3 = 6 = 1 (azul), y3 = 6 = 10 (vermelho) e y3 = § = 50 (verde).

T T T T T T T

0.25F .

0.2 T

0_1 |- B B B . B -

0.05F .

-0.05}- : : : . : . -

—01} ]

-0.15} . . . . -

-0.2F 1

-0.25F .

-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2
Fonte: Autoria propria / criada no Matlab.
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Observacao 5.6. Agora vamos provar a convergéncia do método da série de poténcias para

o PVI (5.1) em alguma vizinhanga de xy sob a hipdtese que para n suficientemente grande

teremos

nok —(n — k- Z)(’I’L —1—-k- ’L.)CLH_}C — (n —k— Z.)bz‘—i-k—l — Cit+k—2

< 5.11

; (n—k)(n— 1 — k)ag + (n — k)bt + c .11

e
Gn—2
< e. 5.12
(= B)(n — 1= Rax+ (11— e 1 +ona| —© (5.12)

Seja L um operador ndo-degenerado k-singular. Além disso sejat € N grande o

suficiente de modo que n — k > t implica
mn—k)n—1—=k)ar + (n —k)bg_1 +cxo2#0 (5.13)
€Yo, Y1, - - -, Yz satisfazem a equagdo (4.29).

Com intuito de expressar a relacdo de recorréncia (4.29) de forma mais compacta,

denotaremos
in —(’I’L — k- Z)(’I’L —1—-k— i)aHk — (n —k— Z')bz‘+k_1 — Cit+k—2
¢ = (5.14)
(n—Fk)(n—1—Fk)ar + (n — k)bg—1 + cx—2
9n—2
n._ 5.15
Y = TR =1 = Rag + (1 — K)bees + o2 (5.15)
Com essa notagdo a equagdo (4.29) pode ser escrita como
n—k L n—k
Yn—k =g + Z G Yn—k—i = W + G Yn—k—1 + Z G Yn—t—i
i=1 =2
L n—k—-1 . n—k
=+ G+ Z G Yn—1—k—i) + Z G Yn—k—i (5.16)
i=1 =2
L ) n—k—1 L n—k—1 )
=Y+ G+ G Z G Yn—1—k—i + Z G Y1
i=1 i=1
e portanto
n—k—1
ok =G D (GG G k1 (5.17)
=1

(2

sen—k—1>1t.

Como a relacdo de recorréncia (4.29) é afim, é possivel construir uma familia de
matrizes para calcular v,y em termos de vy, . . . , Yn_r_1. De fato, usamos a familia de matrizes
m—k+1)x(n—Fk+2):

100 0 0 A7
010 0 0 ¢k

o010 0 Gt

A=1o 00 1 0 (ke (5.18)
000 0 1 P
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Lema 5.7. Sejam yg, v1, - - . , y; constantes que satisfazem a equacdo (4.29) paran—k = 2, ... 1,

seja d — k > t, e suponha que y,_. satisfaz a equagdo (4.29), isto é

d—k
Yai = Tk + 2 G Yamkei (5.19)
i=1
e, paran > d, y,_ pode ser escrito como uma fungdo afim de yo, Y1, - - -, Yd—k
d—k
Yn—k = 2+ D TilYa—k-i (5.20)
=0
com z,xq,...,Tq_r, o € R. Além disso escreveremos
r=(2,2q_p,...,T1,70) . (5.21)
Entdo vy, i pode também ser escrito como uma fungdo afim de yo, Y1, - - -, Yd—k—1-
d—k
Ynok =2+ Y TilYa—r—i; (5.22)

i=1
com i = (Adx)) e ¥ = (Ala)g_pyosparal <i<d—k.

Demonstracdo:

Por hipotese temos

d—Fk d—k
Yn—k =2+ Z TilYd—k—i = 2 + ToYd—k + Z TilYd—k—i
i=0 i=1
dk d—k
=2+ 2o(Vp + D G Ya-k-i) + D TilYak—i (5.23)
=1 =1
d—k

=(z + z07}) + Z(xz + xoC;i’d)yd—k—i
=1

Por outro lado,

(Adx), = 2 4 2oy (5.24)

e
(Afw)g_pyoi = 2 + 20" (5.25)
]

Observacao 5.8. Com intuito de aplicar essas matrizes recursivamente e encontrar y,_j em
termos de um conjunto fixado de valores dados vy, . . ., yi, para algum t > 2 precisamos que

todas tenham dimensoes compativeis, e fazemos isso preenchendo-as com zeros para assim
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obtermos uma familia de operadores A7 : (' — (' definida por:

1 000 0 o7k 0
0100 0 ¢ 0
0010 0 ¢ oo
_ 0001 ...0¢ "0 ..
Ap=1. . . . . . : : (5.20)
000 0
0 0 0 0
Observacao 5.9. Usando essa notacdo segue que os coeficientes de 1,yo, Y1, ..., Yn—k—2 Na

equagdo (5.17) sdo respectivamente, as primeiras n — k entradas do vetor

gls
n—k,n
k
n—k—1n
k
n—k—2,n

p=Ar1| R (5.27)

1,n
k

€Yn— =T (17y0ay17 s 7yn—k—2707 .- )

Além disso x é exatamente a coluna n — k + 2 do produto A}~ A7 Isso significa que se

a equagdo (4.29) é vdlida para y,_y, para algumn — k > d — k >t > k entdo y,,_j pode ser

calculado em termos de vy, y1, - . ., y: pela aplicacdo desses operadores lineares sucessivamente.
Mais precisamente
n
Tk
n—k,n
k
n—k—1,n
k
n—k—2n
k
_ Attk+1 At+k+2 n—1
Yn—k _Ak Ak Ak . ’ (17y07y17"‘7yt707"') (528)
1n
k
0

Isso motiva a seguinte defini¢ao:

Definicdo 5.10. Seja n > t + k + 1 um niimero natural e T]' um operador linear sobre (*
definido por
Ty = AR ALERZ AR AR (5.29)
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Vamos agora nos atentar para como essa sequéncia de operadores se comporta quando n cresce.

Lema 5.11. As matrizes que representam 1} sdo da forma

0O ... 0 ¢é ¢§ o (bgfkft 0
01 ... 0 gb% ¢% o gb?_k_t
e = o ke (5.30)
00 ... 1 ¢}y o4y ... nokt
00 ... 0 0 0o ... 0 0
Além disso
0 ... 0 ¢ & - noh=t o gnok—til o
01 ...0 ¢ 0 B PRt gutksttl
TI:LJFI - T]?AZJFI - : : ni B - .7 (531)
(b;kl ¢§+1 e ¢t+1k t t—l—lk t+1 0

Isto €, as primeiras n — k + 2 colunas de T,f“ sdo idénticas as primeiras n — k + 2

colunas de T} e a unica coluna ndo nula é a coluna na posi¢do (n — k + 3).

Isso pode ser visto usando indugdo, do fato que as primeiras n — k + 2 colunas de A}
sdo exatamente as mesmas como que as primeiras n — k + 2 da identidade e a unica coluna nao

nula é a colunan — k + 3.

Observacao 5.12. Da observagdo 5.9 segue que
T I S T I N THC W (5.32)

Isso significa que a convergéncia da série de poténcias y = Y y,(x — x¢)" estd relacionada a

convergéncia da sequéncia de operadores T} € B((', ().

Teorema 5.13. Considere um P.V.I k-singular, ndo degenerado, admissivel da forma (5.1), e
sejam p € R en > ng € N grande suficiente de modo a tornar as estimativas do lema 5.3
vdlidas para € < 3 Adicionalmente seja t € N grande o suficiente de modo que a equagdo
(4.30) ndo seja vdlida para n — k > t. Além disso, sejam vy, y1,...,Yy: 0s primeiros t + 1
coeficientes dados pela equagdo (4.29) em termos de y, e y; e possivelmente duas constantes
arbitrdrias 1,11 € Yer1 como nos teoremas 4.13 e 4.15. Entdo os coeficientes y,,_, dados pela

equacdo (5.32) definem uma série de poténcias

Z Yn(x — 20)" (5.33)
n=0
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que converge para todo x com |x — xy| < 1 e resolve o PV.I (4.1)

Demonstracdo:
Sejam as constantes C,i’" e . definidas como nas equagoes (5.14) e (5.15). Além disso seja a
familia de operadores T}* € B((*, () definidos como na defini¢do 5.10. Mostraremos que a

sequéncia de operadores T;""" converge para algum operador T}, € B({*,("); e para fazer isso

mostraremos que || T} || € limitado e (T}*x) é de Cauchy em (* para qualquer x € (* (Teorema
da Convergéncia de operador forte em (KREYSZIG, 1978.)

De fato, como as estimativas do lema 5.3 sdo vdlidas para n > n

>

=1

i,n
k

1
<e< 5 (5.34)

1
e <e< 5 (5.35)

Assim paran > ng e algum x € (', x = (x1, 22, 3,...) com ||z||, = 1, vale

@l < > rximxnk+2|(|v:;\+21<,1’"r> <Y ml<t 536

=1 =1 i=1

Entdo || A} (x)||; < 1 paratodon > ng e

) n no
ITel < | I A TT J4if, < | T 4 (5.37)
i=t+1 | i=no+1 i=t+1
Além disso, se denotarmos x" = (0,0,...,0, Ty, Tpi1, Tnsa,...) € L, para o operador em

B(l, (%) que atua como identidade nas primeiras n entradas de x e como zero para as outras

entradas, é possivel mostrar que T} (x) é uma sequéncia de Cauchy:

[T7(@) - (@), = || TT AL ( il Az—fnm) (x)

i=t+1 i=n+1

1

no ) n-+p )
<| IT 4 ( I1 Az—fnm) ()
i=t+1 1 i=n+1 1 (5 38)
ng ] n+p )
<| II 4 (H Az) (2"
i=t+1 1 i=n-+1 1

n
<| T A s RS
i=t+1 L !

para n suficientemente grande, pois x € (!
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Entdo existe um operador linear limitado T € B({*, (') tal que T} converge fortemente'

paraT'. Além disso

0 ... 0 & @& ... oFt o0
01 ...0 ¢1 ¢§ B A |
T — : . . . n_:_ . (5.39)
00 ... ¢t+1 ¢t+1 U K c N | B
o 0 0 ... 0 0

ois A7} preserva as primeiras n — k + 1 colunas.
k

Em particular, T é definida para alguma sequéncia da forma x = (0,1, (z — x¢), (x —

To)?%, (x — x0)3,...), com |z — x9| < 1, e a equagdo (5.32) implica

o0 o0
= yulz—20)" =Y ynslz — zo)" "
n=0 n==k

=yo+yi(—z0)+...+ylz—z0)'+ D yoslz— zo)" 7k
n=t+1+k

= Z @6 (@ —20)" T + o (1+ i ¢7f_k_t($—$o)n_k)
(5.40)

n=t+1+k n=t+1+k

+ 1 ((x — xo) + i ¢y a — $o)n_k) + ...

n=t+1+k

+ Y ((95—550) + Z Oyt (v — )nk)

= (T(@)h +y0(T(@))2 + -+ y(T(x))142

A convergéncia de T (x) implica que os cdlculos acima fazem sentido e a restri¢do |x — xo| < 1

implica que o raio de convergéncia serd pelo menos 1.

O

O P.VI (4.1) tem uma unica solu¢do analitica, ndo possui nenhuma solucao, ou possui
varias solucdes analiticas exatamente quando o P.V.I (5.1) tiver uma uma tnica solucdo analitica,
ndo possuir nenhuma solucao, ou possuir varias solu¢des analiticas. Além disso, o raio de
convergéncia de y para o problema sem mudanca de varidvel é de pelo menos 1, onde p é uma

constante que faz as estimativas do lema 5.3 valerem.

! Uma sequéncia de operadores convergir fortemente em ¢! significa que ||77(z) — T'(x)|| — 0 para todo = € £*.
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6 CONCLUSAO

Ao estudar o método das derivadas sucessivas, conseguimos desenvolver um método
alternativo (4.12) para o célculo dos coeficientes da solu¢do em série de uma equacao diferencial
ordindria, no entanto, estudamos também um método que nos permitiu analisar solu¢des em uma

vizinhanca de um ponto singular, esse € método é conhecido por método de Frobenius.

Durante o estudo de solugdes de Frobenius, obtivemos a tabela 1 que mostra as restrigdes
de P.V.I. para a solucdo de Frobenius e dessa tabela concluimos que o caso mais interessante € o

caso em que a solugdo € uma funcao analitica.

Utilizamos a definicdo de um ponto k-singular, que consta em ADAMES(2017), para
nos auxiliar no estudo das restri¢des de uma solugdo analitica de um P.V.I, vistas na observacao

4.7 a qual motivou a defini¢do de P.V.I admissivel 4.8.

No exemplo 4.12 temos um resultado bem interessante, pois obtivemos um P.V.I que
possui infinitas solucdes, o qual a rotina ODE45 ndo conseguiu resolver, no entanto encontramos
a solu¢@o do P.V.I e comparamos com as solu¢des produzidas pela nossa férmula de recorréncia

e observamos que de fato a solucdes estdo bem proximas.

Nos teoremas 4.13 e 4.15, estudamos a existéncia e a quantidade de solugdes determi-
nadas por uma ou duas constantes geradas pela férmula recursiva, e portanto nos restou provar

apenas a convergéncia do método no capitulo 5.

No capitulo 5, que trata da convergéncia do método, fizemos uma mudanca de varidvel de
acordo com a observagdo 5.1, de forma a produzirmos as estimativas do lema 5.3 e concluimos
que essas também sdo vdlidas para P.V.I's singulares irregulares, no entanto, esperamos que
solugdes nesses pontos sejam convergente numa pequena vizinhanca de x( e o exemplo 5.5, nos

mostra exatamente este resultado e também a existéncia de infinitas solucoes.

Por fim enunciamos e provamos o teorema 5.13, referente a convergéncia do método e
para o provar utilizamos o Teorema da Convergéncia forte de operador encontrado em (KREY'S-
ZIG, 1978), concluindo assim que o método desenvolvido de fato converge para a solugdo
analitica do P.V.I.
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