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RESUMO

FAGUNDES, Izabel Cristina. SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS
DE PRIMEIRA ORDEM. 74 f. Trabalho de Conclusao de Curso — Departamento de Ma-
tematica, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Cornélio Procépio, 2015.

Neste trabalho de conclusdo de curso estudamos conceitos de sistemas de equacdes diferencias
ordindrias lineares de primeira ordem e, a partir da compreensao desses conceitos, abordamos a
estabilidade desses sistemas. Apresentamos teoremas que garantem tanto a existéncia e unici-
dade de solugdes quanto os principais fatos sobre a estrutura das solucdes de um sistema linear
homogéneo. Exibimos soluc¢des de sistemas lineares de E.D.O homogéneos com coeficien-
tes constantes e fizemos a generalizacdo das solugdes por exponencial de matriz. Mostramos
como obter solucdes para sistemas lineares de E.D.O nao homogéneos. E por fim, fizemos a
classificacdo de quando uma solugdo € estdvel, assintoticamente estdvel ou instavel de acordo
com o tipo de autovalor.

Palavras-chave: Sistemas lineares, Solucdes de Sistemas Lineares, Equagdes Diferenciais Or-
dindrias



ABSTRACT

FAGUNDES, Izabel Cristina. ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS SYSTEMS OF
FIRST ORDER. 74 f. Trabalho de Conclusdo de Curso — Departamento de Matemaética, Uni-
versidade Tecnoldgica Federal do Parana. Cornélio Procépio, 2015.

In this course conclusion work we study concepts of first order linear ordinary differencial equa-
tions systems and from the understanding of these concepts, we approach the stability of these
systems. We present theorems that guarantee both the existence anduniqueness of solutions as
the main facts about the structure of homogeneous linear system solutions. Exhibit linear ODE
systems solutions homogeneous with constant coefficients and made the generalization of solu-
tions by exponential matrix. We show how to get solutions for non homogeneous linear ODE
systems. Finally, we made a classification of how much a solution is stable, asymptotically
stable or unstable according to the kind of eigenvalue.

Keywords: linear systems, Linear Systems Solutions, Ordinary Differential Equations
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1 INTRODUCAO

No estudo de circuitos elétricos, sistema mecanicos, espécies em competicao ou em
areas como fisica, biologia, economia e engenharia, hd uma gama de problemas que podem ser
descritos como um sistema de Equagdes Diferenciais Ordinarias (E.D.O) cuja solugdes descre-
vem esses fendmenos e no qual € interessante saber o comportamento do mesmo no decorrer
de sua evolugdo, o que consiste em suma no estudo de sua estabilidade. Visa-se assim, obter

informacdes sobre o comportamento qualitativo de solucdes para esses problemas.

O objetivo deste trabalho é estudar, conceituar, sistemas de E.D.O e fazer uma andlise
qualitativa de suas solugdes. Para isso, realizamos um estudo sobre as solucdes e os métodos
de sua obtenc¢do tanto nos casos homogéneos como nos nao homogéneos. Esse estudo contri-
buird para a complementacao curricular relacionado ao estudo de equacdes diferenciais, além
de permitir que futuramente haja um aprofundamento em sistemas dindmicos e na teoria de

semigrupos para equagdes diferenciais parciais.

Inicialmente definimos alguns conceitos preliminares como matriz de fungdes, autova-

lores, autovetores, série e sequéncia, que serdo necessarios para a obtencao de solugdes.

Em seguida, definimos sistemas de equacdes diferenciais ordindrias, os teoremas ne-
cessarios para estruturar as solucdes e estudar seu comportamento. A partir disso, procuramos
um método para obter essas solugdes para o caso homogéneo e o ndo homogéneo. Termina-
mos esse capitulo com a caracterizacdo da formato geral das solugdes de um problema de valor
inicial.

E por fim, fizemos o estudo qualitativo das solucdes de sistemas de E.D.O, classifi-
cando as solugdes em estdvel, assintoticamente estavel ou instdvel de acordo com os autova-
lores. Com a breve apresentacao do que se refere a este trabalho segue o desenvolvimento do

mesmo.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, serdo apresentados conceitos sobre matrizes, autovalores e autoveto-
res que serdo utilizados ao longo deste texto. Alguns destes serdo retomados com alguma
frequéncia no desenvolvimento de novos conceitos e outros serdo aprofundados. Para tanto,
serdo pressuposto o conceito de matriz, seus tipos especiais como matriz nula, identidade e

diagonal e suas operacdes e propriedades bésicas, tal como o célculo de determinante.
2.1 MATRIZ DE FUNCOES

No decorrer deste trabalho serd necessario considerar matrizes cujas entradas sao fungdes

de uma variavel real ¢, como por exemplo

xl(t) all(t) aln(t)
x(t) = : e A(t)=

aml(t) amn(t)

nx1 mxn

A matriz A(r) € dita continua em ¢ = f(, em um intervalo o0 < t < f3, se todos os seus
elementos a;; :|ot, B[— R forem funcdes reais continuas em #9. Se A(¢) for continua em todos

os pontos do intervalo, entdo ela é continua no intervalo.
A(t) é diferencidvel se todas suas entradas sdo fungdes diferencidveis e sua derivada

dA « :
< € definida por

dA da,-j . .
2= (= =1,... =1,... 1
G- (o) st e =l m

ou seja, cada entrada de %(t) ¢ a derivada da entrada correspondente de A(¢). Do mesmo

modo, a integral de uma matriz de funcdes é definida por

b b
/A(t)dt: /ajj(t)dt , i=1l,...om e j=1,...,n. (2)
a a

mxn
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Utilizaremos as seguintes propriedades do cédlculo elementar que também sao validas

funcdes matriciais

1. 4(CA(t))=C%L(r), onde C é uma matriz constante;

2.2 AUTOVALORES E AUTOVETORES

No desenvolvimento deste trabalho serd necessario utilizarmos conceitos de autovalo-
res e autovetores para obtermos as solucdes de sistemas lineares homogéneos com coeficientes

contantes.

Uma transformacao linear 7 é uma funcdo que preserva as operacdes de espacos

vetoriais, isto é, T : U — V satisfaz
T(lul —|—u2) = lT(ul) —+ T(uz),

para todo uj,u, € U e A € Konde U,V sdo espacos vetoriais sobre um corpo K. Se U =V, isto
¢, o dominio e contradominio sdo iguais a transformagao 7 € dita operador linear. Além disso
se U,V tem dim n e m entdo a toda transformacao linear estd associada uma matriz m X n sobre

K veja em [3], pag.94.

Dessa maneira, seja T : V — V um operador linear, um autovalor de 7 ¢ um elemento
A € K tal que existe um vetor ndo nulo v € V com T (v) = Av, consequentemente, todo vetor

ndo nulo v € V tal que T'(v) = Av é chamado de autovetor de T associado a A.

Decorre disso, que dado A,,«, uma matriz. Diz-se que um nimero A € C é um auto-

valor de A, se existe um vetor ndo nulo & € R" tal que
AE =A¢. 3)

O vetor & é chamado autovetor correspondente ao autovalor A de A,

Pela linearidade das matrizes a equagdo (3) pode ser reescrita como

(A—ADE =0 )
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onde
1
0 1
I=
00 ... 1

¢ a matriz identidade de ordem n. Denotando

vemos que a equacgao (4) equivale a

(

(an—A)& + and + o+ ainén =
anéi + (an—-24)&% + -+ + ap&n = )
\ am&i + am& + -+ (am—2A)& = 0.
Note que, §; = & = --- =, = 0 é uma solugdo para sistema (5), no entanto, investi-

garemos a existéncia de solucao nao trivial.

Para isso, supomos que o determinante da matriz dos coeficientes A € zero, pois, assim

o sistema terd mais de uma solucao. Logo, o sistema (4) tem solu¢des nao nulas se, e somente
se, 0 A satisfaz a equagdo

det(A —AI)

0. (6)

O polinomio caracteristico de A da equagao (6) é dado por

6111—)» aln ain

anq azz—/l a
det(A—AD)=| , o,

anl an cee Ay — A

logo,

Py(x)=(x—=A)" ... (x—A)"
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com Ay,...,A € Cer; < 1. Note que se

entao

Py(A) = A2 —2(trA) A +detA.

Exemplo 1. Para encontrar os autovalores e autovetores da matriz
5 -1
A= ,
3 1
os autovalores A e os autovetores & devem satisfazer a equagdo (A — A1)E = 0, isto é,
5-4 -1 & 0
= : (7N
3 1-2 & 0
Os autovalores sdo as raizes da equacdo

det(A —AX) = =A2—61+8=0.

5-2 -1
3 1-2

Logo, A =2 e A = 4 e substituindo os autovalores encontrados na equacdo (7) é possivel

encontrar os autovetores associados.

G- 6)

Note que, cada linha desta equagdo vetorial leva a condi¢do 3&; — & = 0, entdo o autovetor

!
3

onde k é constante. Observamos entdo que qualquer miiltiplo ndo nulo do vetor ( é
3

Para A =2,

associado ao autovalor Ay =2 é

também autovetor associado ao mesmo Ay = 2.

Substituindo A, = 4, temos

Co)E) - (6)

Neste caso, a condicdo resultante é & = &,. Logo, o autovetor associado ao autovalor A, = 4
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[N

2.3 SERIE E SEQUENCIAS

Nessa secao serdo expostos os conceitos de série, sequéncia e uma nocao bdsica de
quando esta é convergente. Essas no¢des serdo necessarias para compreender mais a diante o

conceito de exponencial de matrizes.

Definicao 1. Uma sequéncia de niimeros reais é uma funcdo x : N — R, que associa a cada
niimero natural n um nimero real x,, denominado o n-ésimo termo da sequéncia. Esta serd

representada por (x,) para indicar a sequéncia cujo n-ésimo termo é x;,.
Definicao 2. Uma série é uma soma
s:a1—|—a2+...+an+...

com um niimero infinito de parcelas. Dada um sequéncia (a,) € R, a partir dela formamos uma

nova sequéncia (sy), a qual

s = a1+ap

Sp = a1t+ay+---+ay

Os niimeros s, sdo chamados somas parciais da série Y _ ay. A parcela é a, denomi-

nada termo geral da série.

A série ) a, é dita convergente se existir o limite

lims,=s
n—oo

€ mais,

S=Y an=aj+ay+ o tay+e

n=1
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serd chamado soma da série. Caso, lims, ndo exista, diremos que » _ a, é uma série divergente.

Uma série )  a, diz-se absolutamente convergente quando ) |a,| converge.

Os testes de convergéncia sdao ferramentas que utilizamos para identificar se a série
converge ou ndao. Utilizaremos, a seguir, um deles para exemplificar a convergéncia do série
dada.

Teorema 1 (Teste de d’ Alembert). Seja a, # 0 para todo n € N. Se existir uma constante c tal

n+1 n+1

< ¢ < 1 para todo n suficientemente grande (em particular, se lim

que < 1) entdo

a série Zan serd absolutamente convergente.

Demonstracao: Veja em [6], Corolario 1, pag. 42.

O exponencial pode ser descrito na forma de uma série convergente conhecida como

série de poténcias, definida como

(oo}
2 X X"

x
Z;k——1+x+2'+3'+ Rawia )
De fato,
(k+1)
i ();(H)! i xkFDky i B
B e B T == T

Logo, como s =0 < 1 pelo Teste de d’ Alembert a série Y, ji— € absolutamente convergente

e, consequentemente, convergente, veja em [6], pag. 41.

As fungdes cos e sen podem ser descritas como as, respectivas, séries

[eo) [

1) 1)
cosf = %Ozn e sene):ZLez"“

onde cada série converge para todo nimero real 6.

Considerando x = i60, 6 € R, na série de poténcias

onde mostra-se que converge para todo niimero real ou complexo. Obtemos,

TR TR TR TR R TR (10)

0 i(if?)” 202 503 et P05 65 97



Como, i = —1,i3 = —i,i* = 1,i°> =i,... Entdo, a série (10) é reescrita como

2! 4! 6! 3!

. 2 4 6 3
ef = (1_9_+9__9_+...>+i(9_9_+

Consequentemente, (11) torna-se

el? = cosh + isen6,

esse ultimo resultado é conhecido como formula de Euler.

0> i’9’
5*7*'”)‘

16

(1)
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3 SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE PRIMEIRA
ORDEM

Ao modelarmos um problema de circuitos elétricos, ou um sistema massa-mola, ou até
mesmo de um péndulo em um plano sobre a agdo gravitacional podemos recair num Sistema de
Equagdes Diferenciais Ordindrias ou numa equacgdo diferencial ordinéria (E.D.O) que, por sua

vez, sempre pode ser transformada num sistema de E.D.O.

Nessa secdo faremos um estudo sobre teoremas referentes aos principais resultados so-
bre as solucdes de sistema de E.D.O. Para em seguida, exibirmos um método de encontrar essas
solugdes, quando for conveniente e/ou necessdrio. Isso porque hd casos em que encontrar essas
solugdes € invidvel, ai entdo € feito um estudo qualitativo do comportamento dessas solucdes.

Veremos estudos qualitativos das solugdes de sistema de E.D.O no capitulo 4.

3.1 INTRODUCAO AOS SISTEMAS

Como motivacdo para esse estudo apresentamos a seguinte situa¢do: considere uma
massa m pendurada em uma das extremidades de uma mola vertical com comprimento original
[. A massa causa um alongamento L da mola para baixo (sentido positivo). Existem duas forgas
agindo sobre o ponto onde a massa estd presa a mola. A for¢a gravitacional ou peso da massa,
puxa para baixo e tem modulo igual a mg, onde g € a aceleracdo da gravidade. Ha também uma
forga, F;,, devido a mola que puxa para cima. Se supusermos que o alongamento L da mola é
pequeno, a for¢a da mola fica muito proxima de ser proporcional a L (isso € conhecido como a
lei de Hooke). Assim,

Fn=—kL, (12)

onde k é chamada de constante da mola e o sinal de menos é devido ao fato de que a forca da

mola puxa para cima. Como a massa estd em equilibrio, entdo

mg — KL =0. (13)
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Para um dado peso W = mg, pode-se medir L e depois usar (13) para determinar k que tem

unidades de for¢a/comprimento

]
&
T

Figura 1: Sistema massa-mola

Fonte: (BOYCE; DIPRIMA, 2013)

Estudaremos o movimento da massa, seja na presenca de uma forga externa ou sob um
deslocamento inicial. Onde s(7) é o deslocamento da massa a partir de sua posi¢ao de equilibrio
no instante 7. Assim, s(¢) estd relacionado as forcas que agem sobre a massa pela lei de Newton
F = ma, logo

f(2) =ms" (1) (14)

onde s”(¢) é a aceleragdo e f(¢) a forga total. Assim, para que possamos determinar f(r),

existem quatro forgcas separadas que temos que considerar:

1. Forga peso:
P =mg (15)

que age sempre para baixo.

2. Forca da mola que age sempre para restaurar a mola a sua posi¢ao natural:
Fn=—k(L+s), L+s5s>0 (16)
onde k € a constante elastica da mola.

3. Forca de resisténcia, que pode ser de diversas fontes como do meio onde a massa se
movimenta (inclusive o ar), dissipacdo de energia interna, atrito entre a massa e qualquer
guia (se existir). De qualquer forma, supomos que essa forca é proporcional a velocidade
escalar s(r), logo :

Fy=-ys'(t), v>0 (17)
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onde Y € a constante de amortecimento, essa for¢ca sempre age no sentido oposto ao sen-

tido de movimento da massa

4. Forca externa, que pode ser para cimo ou para baixo dependendo se F(t) é positiva ou
negativa. Ela pode ser uma forga aplicada diretamente na massa ou devida ao movimento

da estrutura onde esta presa a mola:

F=F(1). (18)

Considerando as forcas (15), (16). (17) e (18), reescrevemos (14), como

mg—k(L+s)—vys +F(t) = ms" (19)
ms’ —mg+KL+ks+vys = F(t) (20)
ms' +vys'+ks = F(t). (1)

onde m, Y, k sdo positivas.

Agora, consideremos duas massas, como mostra a Figura (2), que se movem em uma
superficie sem atrito sob a influéncia de forgas externas Fi(r) e F>(¢) e que sédo restringidas em
seus movimento pelas trés molas com constantes k1, ky, k3. Utilizando argumentos andlogos aos

da situacdo anterior obtemos as as seguintes coordenadas x; € x; para as duas massas

mlxlll = —(ki+ko)x1 +koxy+ Fi (1) (23)
myxy = koxy — (ko +k3)x2+ Fo(1), (24)

onde ky,ky, k3 sdo positivas.

W WA e mel

Figura 2: Sistema com duas massas e trés molas

Fonte: (BOYCE; DIPRIMA, 2013)

A partir dessas situagdes seguem definicdes necessarias para que possamos compreen-

der e posteriormente resolver esse problema.

Definicao 1. Um sistema de equacdes diferenciais de 1¢ ordem é a conjuncdo de duas ou mais

equagdes diferenciais ordindrias com n varidveis dependentes, x = (x1,...,x,) € R", cada uma
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delas fungdo de uma uinica varidvel independente, t € I C R, que podem ser representadas da

forma
.
xll(t):Fl(t7xl(t>7 7xn(t))
X5 (1) = B (t,x1(t),...,xu(t
4 (1) = (0,1 (0). - () o6
X (1) = Fu(t,x1(2),...,x, (1))
onde F; : R 5 R" i =1,....n, funcbes continuas com suas derivadas parciais continuas,
dada em um intervalo I : a@ <t < .
De maneira geral uma E.D.O arbitraria de ordem n da forma:
YW =F(tyy, "), @7
pode ser escrita como um sistema de E.D.O, definindo as variaveis x,x2, ..., X, por
(
X1 = Ys
o= Y,
L Xn = y(n—l)’
de onde obtemos
X = x,
X, = x3,
X, o=y
note ainda que de (27) temos
x;l:y(”) =F(t,X1,X2,...,Xpn). (28)

Particularmente uma E.D.O de segundo grau como a equacdo (21) apresentada na

motivacao inicial pode ser resolvida através de um sistema de E.D.O. Redefinindo as varidveis

como descrito anteriormente, transformaremos a E.D.O resultante da motivacao inicial em um

sistema de E.D.O, considerando

X1 =S

0 que implica em

/
e xn==s
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temos
F(t)=ms"+ys +ks = x,=-x———x1+—=.
m m m
Assim, os sistema massa-mola € da forma

/

/o k
Xy = —X1 —yX2 +7

No caso de uma massa pesando 19,6 kg que € esticada por uma mola 2,45 m, supomos
que a massa € deslocada 12 m para o sentido positivo e depois € solta. A massa estd em um
meio que exerce uma resisténcia viscosa de 8 kg, quando a massa esta a uma velocidade de 8
m/s.

O movimento do sistema massa-mola € descrito segundo o modelo (21) pela E.D.O de
segunda ordem
5" 40,55 +2s = 0. (29)

Para escrever (29) como um sistema de E.D.O, definimos

X1 = S,

x, = §.
Assim, x] = x; e x, = s”. Substituindo em (29), temos

x'2+0,5x2+2x1 =0 ou x'2 = —2x1 —0,5x,.

Logo, x; e x; satisfazem o seguinte sistema de duas equagdes diferenciais de primeira ordem:

X = X)
x, = —0,5x —2x;.
Note que, de (26), temos
Fi(t,x1,%2) = X,
Fy(t,x1,x2) = —0,5x —2x;.

Defini¢ao 2. Uma solugdo para o sistema (26) consiste em n fungées reais derivdveis xj : I — R
tais que, para cada t € I,

xXj(t) = fit,x1(),- . xa(t))
enquanto que a énupla x(t) = (x1(t),x2(2),...,x,(t)) dessas fungées constitui uma solucdo da

equagéo X' = f(t,x) em I.
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Seja um sistema da forma

X, =3x; —2x
1 1 2 (33)
xh = 2x1 —2x)

Resolvemos a 1° equagdo isolando xp, substituimos na 2° equagao para obté-la com
apenas Xxp,

—x{ + x| +2x; =0.
Que ap0s ser resolvida possibilita a determinagdo de x;. Entdo a solucdo para esse sistema sera

t 2t

x1(t) = cret + e

1 2t

(34)
x(t) = 2cie”’ + 3o

O método para calcular a solu¢io de um sistema de E.D.O por substituicdo de varidveis,
em sistemas mais complicados, ndo € pratico ou vidvel. Entdo definiremos a seguir métodos sao
mais genéricos, onde dadas algumas condi¢des nos possibilitam que encontremos as solucdes

dos sistemas.

Um problema de valor inicial (P.V.I) é constituido pelo sistema de equagdes diferen-

ciais ordindrias (26) e por condicdes iniciais fornecidas, da forma

xl(to):x(l), xz(to):xg, . xn(to):xg (35)

0,0 0

onde 7o € um valor especificado de r em I € x}, x5, ..., x,; sdo constantes dadas.

Podemos notar que um Problema de Valor Inicial de um sistema de E.D.O € analogo
ao P.V.I de uma E.D.O, entdo € natural verificarmos outras analogias, como por exemplo a

existéncia e unicidade de solu¢des para o P.V.I (35) em um intervalo dado.

Teorema 2 (Existéncia e Unicidade). Suponha que cada uma das funcoes Fy,...,F, em (26)
i iqis OF1 9F 9k, 9F o5 / i
e suas derivadas parciais Txi g g gy S0 continuas em uma regido Z do

espagco tx1xy . .. x, definida por o <t < B tal que ) < x1 < Bi,... 0, < x, < By e suponha que

o0 ponto (to,x?,x87...,x0

o) estd em Z. Entdo, existe um intervalo |t —to| < h no qual existe uma

tinica solu¢do xy = @1(t),...,x, = @,(t) do sistema de equagées diferenciais (26) que também

satisfaz as condigoes iniciais (35).

Demonstracao: Veja em [2], pag. 229 , Teorema 7.4.

Faremos agora uma distin¢ao inicial sobre a formas de sistemas, visto que o método de

constru¢do de solucao a ser empregado muda consideravelmente conforme suas caracteristicas.
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Definicao 3. O sistema (26) é dito linear se cada uma das fungées Fi,...,F, em (26) for uma
fungdo linear das varidveis dependentes x1,x>,...,x,. Caso contrdrio, dizemos que o sistema

(26) ¢ ndo linear.

No caso em que Fi, ..., F, sdo fungdes lineares, sejam p;; : I — R e g : I — R fungdes
continuas, o sistema (26)pode ser reescrito da seguinte forma

/

Xy (1) = pr1(t)x1 + . + pra(t)xn + 81(2)
x5(t) = par(t)x1 + ... + pon(t)xn + g2(2)
. ) (36)
\ X1 () = pu1(0)x1 + .. 4 pun(t)x, + g (1)
comi,j=1,...,n, reescrevendo o sistema (36) na forma de equacao matricial, temos
x'(t) =P(t)x(1) +g(1). (37)
Seja x;(t) : I — R comi=1,...,n como componentes de um vetor x(); g;(¢),...,g,(f) como

componentes de um vetor g(z) e p; j(t) como entradas de uma matriz P(t),, <, o sistema (37)

fica da forma

x1(t) pu(t) . pialt) xi(1) 81(7)

xn(l) pnl(t) pnn(t) xn(l) gn(t)

Se g(¢) = 0 entdo o sistema ¢ dito homogeéneo, isto é, se todas as func¢des g (7),...g,(r) forem

identicamente nulas no intervalo / e consequentemente ter-se-a
X' (1) =P(t)x(t) (38)

caso contrdario, ele sera dito nao homogéneo.

As equacoes (23) e (24) do sistema de massa-mola multiplo, por exemplo, podem ser

escritas na forma de um sistema nao-homogéneo, através da redefini¢ao de variaveis. Considere

/ / ~
Y1 = X1,Y2 = X2,Y3 = X],Y4 = X}, entao

/ / 7
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assim, o sistema resultante sera

(

Y= 3
Yo = Y4
k1+k:
yé — (1“’ Z)y + y 4 = ()
_ Kk (k +k) ()
\yi;—m—iyl 23y+m2,
que na forma matricial fica
/
1 0 0 1 0 V1 0
Y2 0 0 0 1 V2 0
= (k|+k2) ko + F](t
y3 —=m - w00 y3 TR
k ko+-k F;
iz w00 )\ n B

Agora apresentaremos teoremas que estruturam os resultados sobre as solugdes de
sistemas lineares homogéneos e em seguida exibiremos métodos para encontrar as solugdes dos

sistemas lineares.

Teorema 3 (Principio da Superposi¢do). Seja u(z),v(t) solugées do sistema homogéneo (38),

em um intervalo 1. Entdo, a combinagdo linear
x(t) = cru(t) +c2v(1), (41)

onde os c1,ca, sdo constantes arbitrdrias, é também uma solugdo no intervalo 1.

Demonstracao: Note que, ao derivarmos a combinagao (41), obtemos
[C]ll(l‘) + CzV(l‘)]/ = C]ll/(t) —I—Cle(l‘)
e como, por hipdtese, u(t), v(z) sdo solugdes do sistema (38), entdo

' (t)+cv'(t) = cP(H)u(t) +caP(¢)v(t)
= P(t)[ciu(r) + cpv(2)].

Portanto a combinag@o linear cju(r) + cv(¢) também é uma solucgdo do sistema (38) no inter-

valo I.

Definicao 4. Um conjunto de solucoes x; : I — R do sistema é linearmente dependente se

existem constantes c,...,cy, ndo simultaneamente nulas, tais que

C]X(l) ([) _|_ [N _|_ CnX(n) (l‘) = 0’ (44)
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para todo t € I. Caso ¢y = cy = --- = ¢, = 0 for a tnica solu¢do para a qual os cy,...,cy,
satisfazem (44), entdo o conjunto das solugcdes XV (1), x2)(r),... . x"(r) é dito linearmente
independente.

Segue, agora, a defini¢ao que utilizaremos como ferramenta para saber se as solu¢oes
de (38) sdo ou nao L.I.

Definicao 5. Dadas as solugcoes

N0 0, (1)
(1) (2) (n)

W= | 2| xon=| 20| = 2O s
D) 2t ()

wixD (), x?(1),...,x"W ()] = | : (46)

€ chamado o wronskiano das solucoes.

Teorema 4. Sejam xV) (1), x?)(z),...,x")(t) solucées do sistema homogéneo (38) em um inter-

valo 1. Uma condigdo necessdria e suficiente para que o conjunto de solugoes seja linearmente

2)

independente é que W[x(V, x?) . . ,x(”)] (to) # 0 para algumty € 1.

Demonstracao:
Sejam x(1(¢),x(1),...,x" (¢) solugdes do sistema homogéneo (38) em um intervalo
I do tipo
1 2 n
y §<r> E ;<r> E §<r>
1 2 n
R B B CIOR B R
D) 21 ()
Inicialmente utilizaremos o fato do W[x(1),x(?) ... x("](1y) # 0 para todo 1 € I para

mostrar que as solucdes sao L.I.
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Suponha que
erxW (1) + enx® (1) + -+ + cx" (t9) = 0. “7)

mostraremos que ¢y = ¢y = ... = Cp.
Note que, se

(1) (n)

c1Y (t0) +02xg2)(t0) +... +epx) (to) =
Clxgl)(fo) +sz§2)(t0) + +cnxg”)(t0) —

clxsll)(to) —|—czx$l2)(t0) +... —i—cnxg,n)(to) =0

entao,
AV(to) xP(10) A (19) ¢ 0
x5 (to) x5 )(t0> x5 (to) 2 | 0
W) w2 (0) o xw) )\ e 0
Porém como W [x(1) x() ... x(W](1y) # 0 para todo 1y € I ¢ o sistema é homogéneo,

entdo existe uma uma unica soluc¢do para o sistema (47). Logo a solucdo para este sistema &

c1 =cy =+ =c, = 0. Portanto as solu¢des sdo L.I

Agora utilizaremos a contra positiva de que se as solu¢des sio L.I entao

w(x() x() ... x"](1y) # 0 para algum 7o € I entdo x(1),x? ... x(W ¢ LDemI.

Suponha que W [x(1),x®) ... x("](1)) = 0 para algum #) € I. Logo,
) o (0)
) .. 1 (1w0)

entdo existe ¢ = (cy,...,c,) # 0 € R" tal que x(fp)c = 0 € R”, logo
aixD (1) + ...+ cx™ (19) = 0. (48)

Definindo x(¢) = ¢;x(V (1) 4 ... 4+ ¢,x"(¢), com ¢ € I. Note que,

X(Z‘()) =0

¢ um P.V.I com z = 0 € R” como solugdo. No entanto, temos que (48) também € solugcdao do
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P.V.I. Logo, segue do T.E.U que
x(t) = cixV(@0) +... 4+ cx™ () =0

paratodot € I em que ¢ = (cy,...,¢,) # (0,...,0) € R". Logo x . xWégLDeml.

Teorema 5. Se x(V) (1),... ,x() (t) formam um conjunto de solugdes linearmente independente
de (38) em a <t < B, entdo cada solugcdo x(t) = ¢(t),do sistema (38) pode ser expressa de

maneira iinica como combinagdo linear de x\V(1),...,x" (1),

o(t) = cixV () + - +ex (1), (49)

Demonstracdo: Sejam ¢ : I — R uma solugdo para (38) e 7y € I. Definindo § = ¢(zp) € R".
Logo ¢ e solugdo para o P.V.I
{ X(1) = PO)x()
x(t) = &

Como x(z),...,x"(¢) sdo solugdes L.I, em particular, existe (ci,...,c,) € R” tal que
1w0) w0\ e &
o) o M) )\ e &,

Definindo x() = ¢;x(V) + ...+ ¢,x") com ¢ € I. Segue que x(t) é solucdo para o referido P.V.I,
donde x(1) = ¢(¢), pelo T.E.U. Observando os teoremas 3 e 5 é possivel notar que o primeiro
afirma que todas as solucdes do sistema (38) podem ser escritas da forma (49), enquanto o
segundo diz que todas as expressdes do tipo (49), sdao solucdes do sistema (38). Com base

nisso, apresentamos a seguinte definicao,

Definiciio 6 (Conjunto Fundamental de Solugdes). Qualquer conjunto XV (¢),....x" () de n
solucoes linearmente independentes do sistema homogéneo (38) em um intervalo 1 é chamado

um conjunto fundamental de solucdes neste intervalo.

Defini¢do 7 (Solugdo Geral - Sistema Homogéneo). Seja x(V)(¢),...,x")(¢) um conjunto funda-
mental de solugoes do sistema homogéneo (38) em um intervalo 1. Define-se a solugdo geral

do sistema no intervalo como
x(t) = eixV (1) + eox@ (1) 4 -+ + e,xM (1),
onde os cj, i = 1,2,...,n, sdo constantes arbitrdrias.

Apbs conhecermos quem séo as solucdes x(!) (1),... ,x() (1) é necessdrio saber se estas
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sdo linearmente dependentes, pois com isso poderemos definir a solu¢do geral desse sistema.

Para isso € necessdrio as solucoes satisfacam o critério do teorema a seguir.

Teorema 6. Se as funcées x\V (1), ..., x") () sdo solucdes do sistema (38) para todo t € I, entéo

wix( ... x](t) ou é identicamente nulo ou nunca se anula nesse intervalo.

Demonstracao: Sem perda de generalidade consideremos o caso 2 x 2 (Para casos mais gerais
veja em [5] Teorema 7.2 pag.269). Sejam x(V)(r),x(?)(r) solugdes do sistema homogéneo (38),

para todo ¢ € I, e considere o wronskiano dessas solugdes, isto €

(1 (2
X X
wix x)() :‘ by [=xe
N I)
Note que,
dw dr o @ 2) (1
= = U Y] (50)
d m] e nld d o) 2) [ d q
— {Exg )] xg)—l—xg ) [Exg )] — {Exg )} xg ) —xg ) [Exg )] . (1))
Por outro lado, sabemos que x'(¢) = P(7)x(¢), onde
x(1) = <x1 > e P(1) = ( pu(t) puaft) )
X2 pa(t) px(r)
Assim, para
(1) Xy
x(t) = x(l) )
2
temos
d
Exﬁ” = angl)—l?lzxgl) (53)
d
) = ) = pxd! (54)
t
e para
2) X
x(t) = x(z) ;
2
temos
d
Exﬁz) = angz) —Plzxgz) (56)
d
S5 = pax? — p. (57)
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Substituindo (53), (54), (56) e (57) em (51), obtemos

0 P )l )
- P lxgl)xgz) + P22x§2)x§1) —P1 1X§2)x§1) - Pzzxgl)xgz)
= (pu+p2) <X§1)x§2) _ng)xg))

= (pu+pn)W.

Obtemos W resolvendo

W' = (pn+pn)W

W/
w o= (p11+p2)
d
o In|W|] = (p11+p2)
In|W| = /(P11+P22)dl+61
W — Cef(l’ll‘f'PZZ)dt.

Como e/ (Pr1+p2)di # 0, entdo W = 0 se, e somente se ¢ = (. Portanto W[X(l),X(l)] ou é nulo ou

nuca se anula no intervalo /.

Com base no Teorema 6, temos que o wronskiano € suficiente para determinar a partir
de um ponto do intervalo a <t < 8 se x()(¢), ..., x(") () formam um conjunto fundamental ou

nao.

O teorema seguinte nos garantird que dado um conjunto de solucdes em um intervalo

I sempre existe um conjunto fundamental mostrando quem ao menos sera esse conjunto.

Teorema 7. Sejam

1 0
0
0 0
e além disso, suponha que xV)(1),....x"(t) sdo solucdes do sistema (38) satisfazendo as

condigdes iniciais
x(r0) = e ... x (1) = e

respectivamente, onde ty é um ponto qualquer no intervalo o < t < B, entdo xV(¢),...,x" (1)



30

forma um conjunto fundamental de solugées para o sistema (38).

Demonstracio: Note que, a existéncia e unicidade das solugdes x(1)(¢),x?)(¢),...,x")(¢) sdo

garantidas pelo Teorema 2. Calculando o wronskiano dessas solugdes quanto ¢ = #y, obtemos

01 ... 0
wixM x® L xW) @) = | =1.
00 ... 1
Portanto, pelo Teorema 4, x(V)(¢),x(2) (1), ..., x(")(¢) sdo linearmente independentes e pela definicio

6 formam um conjunto fundamental de solucdes.

3.2 SISTEMAS LINEARES HOMOGENEOS COM COEFICIENTES CONSTANTES

Nesta secdo serdo estudados os métodos para encontrar as solugdes de sistemas do tipo,

em que P() = A, ndo depende de 7. Neste caso, dizemos que esse sistema tem os coeficientes,
isto €,
X (t) = Ax(¢) (61)

onde A, «, tem entradas reais constantes.

Iniciaremos o estudo da solu¢do de um sistema a partir do caso unidimensional, ou

seja, para n = 1, que consiste de uma E.D.O de primeira ordem-
X (t) = ax(t),
com a € R constante. Nesse caso, temos que a solu¢cdao da E.D.O € da forma

x(t) =ce”, t,ceR
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pois,

X(t) = ax(t)

O
d
L)) = a
In|x(t)] = at+c
x(t) = ce” t,ceR.

Com base na forma da solu¢do obtida investigaremos a existéncia de solugdes para o

sistema (61) de ordem n, supondo que ela seja da forma

x(t)=EM, teR (63)
onde
&
E=1
&n
onde §; e RouC,comi=1,...,neoexpoente A € R ou C devem ser determinados.

Derivando (63) e substituindo na equacgdo (61), encontramos
EdeM = A,

Como e* = 0, para todo 7 € R e em particular, / C R entdo

AE=EA
AE—EA=0
note que EA = A& assim
AE—AIE=0
(A—ADE =0 (64)

onde I, é a matriz identidade. Assim x(z) = ée’l’ ¢ uma solugdo de (61) se A for um autovalor

e & e for um autovetor associado a matriz de coeficientes A.

Neste trabalho estudaremos as solucdes dos sistema 2 x 2 pois dentre outras coisas,

nos permite visualizar o plano xx; o qual utilizaremos para fazer o estudo das solucdes. Para



encontrarmos os autovalores de A, € necessario calcularmos
det(A—AI)

isto é, se

entao

det(A—AI) = . i
21 2 —

ail—A  an ‘

= (a1 —A)(axn—A)—apa

2
= A" — (a1 +axn)r+ajaxn —ana

= A2 —(trA)A +detA,

onde trA = ay| +ay; e detA = ayjaz; — appaz;. Note que,

1. Se detA =0, de (69) concluimos que existe pelo menos um autovalor nulo.

2. Se detA < 0, de (69) entdo existe A; >0e A, <O.

3. Se detA > 0errA = 0,de (69) entdo A; e A; sdo autovalores 1maginarios puros.
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(65)

(66)

(67)
(68)
(69)

4. SedetA >0err’A < 4(detA),de (69) entdo A; e A; sdo autovalores em pares complexos

conjugados.

Esses casos estdo enquadrados em trés se¢des posteriores

1. Autovalores reais e distintos.
2. Autovalores reais e repetidos.

3. Autovalores em pares complexos conjugados.

No que se segue faremos o estudo das solucdes em cada um dos trés casos anteriores.

3.2.1 AUTOVALORES REAIS DISTINTOS

No caso em que a raiz do polindmio caracteristico de existam autovetores reais distin-

tos 6(1),6(2) associados aos autovalores A, A,, respectivamente, e que 5(1),5

forem L.I, as
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solucdes correspondentes do sistema de ordem 2 X 2,
X (t) = Ax(¢) (71)

serao da forma
xD()=gWeht o x®)(r) =@M, (72)

Pelo Teorema 4 ao calcularmos o wronskiano das solu¢des encontradas e mostrarmos
que ele € ndo nulo para todo ¢ € I temos um conjunto L.I de solucdes e pela Definicdo 6 elas
formam um conjunto fundamental para o referido sistema. Assim, calculando o wronskiano
dessas solugdes:

égl)ellt égz)elzt
W[x(l),x(z)] =
égl)ellt égz)elzt

(73)

éél) 552)
Analisando o ultimo determinante de (73), podemos concluir que tanto o exponencial nunca
serd nulo quanto o determinante com os autovetores 5(1),5(2) pois, eles sdo linearmente inde-
pendentes. Consequentemente, W [x(") x(?)](r) # 0 com r € I e x(1),x(?) formam um conjunto

fundamental.

Entao pela Defini¢ao 7 solucao geral da Equagao (71) é
x(t) = clﬁ(l)el” +C2§(2)e’12t. (74)

Exemplo 1. Encontrar a solucdo do sistema para o caso em que

2 —1
A= ;
, 2 —1
X = X, (75)
3 =2

buscando determinar os autovalores e autovetores da matriz dos coeficientes, obtendo assim, o

ou seja, considere o sistema
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() ()-(0)

como ndo queremos a solugdo trivial do sistema (76), temos que

sistema

2—-1 —1
= 2-A)(-2—A1)+3 (77)
. _2_1‘ (2-2)(-2-2)
= A2-1=0 (78)
As raizes do polinomio caracteristico de (78) sdo Ay =1 e Ay = —1, que sdo os auto-

valores da matriz de coeficientes em (75).

((E)-(0)

Assim, &, = &, e o autovetor 5(1) associado ao autovalor Ay =1 é

m_ 1
(1)

Analogamente, para A = —1 temos que &, = 3&, e o autovetor § @) associado ao autovalor

M=—1¢
1
@) _ .

Qualquer k miiltiplo do autovetores 5(1) e é(z) também sdo autovetores, porém iremos COnsi-

Para A = 1, temos

derar o k = 1 nos proximos casos.

Por fim, as solugées do sistema (75) sdo

Note que

isto é, o wronskiano dessas solucées nunca se anula. Portanto, x( ¢ x(2) formam um conjunto
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fundamental de solugédes e a solugdo geral é dada por

x(t) = cixM4ex?

1 1

= ] e+ ) e

3

onde c1 e ¢ sdo contantes arbitrdrias.

3.2.2 AUTOVALORES REAIS REPETIDOS

Analisando novamente o sistema com coeficientes constantes (71), no caso em que a
matriz A tem autovalores repetidos, pode ndo haver 2 autovetores linearmente independente

associados a esse autovalor.

Note que, supondo que A; = A, = A é uma raiz de multiplicidade 2 resultante da raiz
do polindmio det(A — AI) = 0 de grau 2, s6 hd duas opgdes: ou existem 2 ou existem menos
do que 2 vetores linearmente independente associados ao autovalor A. No primeiro caso, ndo
fara diferenca que A; = A, visto que ainda havera um conjunto fundamental de solugdes para

o sistema (71) da forma éh.

~ . At
No entanto, quando houver menos do que 2 solugdes do sistema (71) da forma &
associadas a esse autovalor, serd preciso encontrar outras solu¢des de forma diferente para que

se possa construir a solugdo geral (74).

Entdo por analogia aos resultados para E.D.O de ordem n procuraremos outras solu¢des
envolvendo produtos de fungdes polinomiais e exponenciais. Diferentemente de uma tnica
E.D.O de segunda ordem, em um sistema de E.D.O 2 x 2 que possui um autovalor A repetido
o termo da forma ne’l’ nao serd um multiplo da primeira solugao éeh. Entao considerando o
caso em que existe um autovalor duplo € um tnico autovetor associado independente &. Temos

que uma solugdo é

x(V(0) = g,

onde & satisfaz

(A—2AD)E =0. (81)

Supondo que a segunda solucdo seja da forma

x?(r) = Ete* + et (82)
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onde
n= 5
Uy
para verificarmos essa solucao a substituimos no sistema (71) obtendo
AEtM + (E+An)et = A(Ete! +nel).

Note que igualando os coeficientes de teM e M, temos

AE = A& E+An =An
0=A5—-15 &E=An—-An

encontrando assim as condi¢oes
(A—ADE = 0 (83)
(A=ADn = ¢ (84)
em que 7 deve satisfazer o sistema ndo homogéneo (84).

Embora det(A — AI) = 0, é possivel resolver a equacio (84) para 1. O vetor 1 € dito

autovalor generalizado associado ao autovalor A.

Exemplo 1. Note que utilizando o processo jd conhecido no sistema

, <3 —4)
x = X (86)
1 -1

Sabemos que p(A) = det(A — A1) =0 = A?> — 24 +1 =0 logo A = 1 é um autovalor de
multiplicidade 2 que tem um tinico autovetor correspondente linearmente independente &, =

2&,. E a solugdo para o sistema (86) é

como ndo existe uma segunda solucdo da forma x = §e’lt, utilizaremos (82) para encontrar

uma segunda solucdo e formarmos um conjunto fundamental de solugaes.

Ao resolvermos o sistema (A — AI)n = &, nos deparamos com a seguinte matriz au-

2 —412
I =21

mentada
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onde N = 14 2n,, entdo a candidata a segunda solugdo é da forma

o (e () ()

Note que, o segundo termo da solucdo y(t) é miiltiplo da solucao xV) (1), o que torna o conjunto

{x(1),y(t)} L.D, suprimindo esse termo obtemos

x(z)(t):czl <?>tet+ <(1)>et].

Ao calcularmos o wronskiano obtemos W[x(l),x(z)] = ¢ ¢, portanto, x(D ¢ x(2) formam um

conjunto fundamental de solucdes para o sistema (86). E a solucdo geral é

x = cixV@)4+ex®(r)

= e+ o
1

onde c1 e ¢y sdo contantes arbitrdrias.

Analisaremos agora o caso em que o polindmio caracteristico tem raizes complexas .

3.2.3 AUTOVALORES EM PARES COMPLEXOS CONJUGADOS
Para finalizar essa discussdo sobre solu¢des vamos considerar o caso em que 0 po-
lindbmio caracteristico (65) apresenta autovalores em pares complexos conjugados.

Supondo que A} = a+if} e A, = a —if} sejam os autovalores da matriz dos coeficientes
A dosistema (61),comax e Re f € R*e 6(1) & (2) sejam os respectivos autovetores associados
A, As.

Temos que, A; € 5(1) satisfazem

A-aDEW =0 (88)
e assim o conjugado de (88), é
(A-anE" =0
onde A,I € RZ. Como
Moo= A



38

concluimos que x(1)(r) = x?(¢), pois

x(D(t) = g(l)emt — @bt —x)(y),

Como as solugdes do sistema (61) sdo complexas conjugadas € possivel encontrar duas solugdes
reais de (61) correspondentes aos autovalores A; e A, tomando as partes real e imagindria de

x(D(¢) ou de x{?) (). Com efeito, seja & = a+ ib, onde

b 1/
a— A , b= ! e 5 — él = a1 T 1 ,
a by & ap +iby
assim, temos que

V(@) = (a+ib)el@tPr
xD(@) = (atib)e® P
xD(1) = (a+ib)e™ (cos Pt + isen Br).

Separando a parte real da imagindria,

x(V(r) = e (acos Br —bsen Bt) 4 ie™ (asen fr — bsen Bt).

Considerando x(V)(¢) = u(r) 4 iv(z), tém-se

u(t) = e%(acosPr—bsen fr) , 1)
v(r) = e%(asen Bt+bcospft) . (92)

Inicialmente mostraremos que u(z) e v() sdo solugdes do sistema (61). Note que

Au+iAv = A(u+iv)
= Ax
N
— AEM
= (a+if)(u+iv)
= (ou—pBv)+i(av+Pu).

Portanto,

95)

Au = ou — v
Av = av + fu



Por outro lado,

u'(r)

e, de maneira andloga,

V(1)
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(oca— Bb)e™ cos(Bt) — (Ba+ ab)esen (Br)
Aae® cos(fBt) — Abe® sen (Bt)

Alae® cos(Bt) —be™sen (Bt)]

Au(r)

(oca— Bb)e*sen (Bt) + (Ba+ ab)e™ cos(Br)
Aae¥sen (Bt) + Abe™ cos(Br)

Alae¥sen (Br) +be® cos(Pt)]

Av(t).

Logo u(t) e v(r) sao solugdes de (61). Consideremos agora

égl) 552)
J= ,
égl) 5&2)

note que detJ # 0, pois 6(1) e 5(2) sdo L.I, logo

Portanto,

B ay +ibq ay —ib; ‘

ar +iby ar —iby

e b1
a by | | i —i
a; b
£ 0. (99)
ar by

Verificaremos agora, através do wronskiano que u(z), v(¢) formam um conjunto fundamental de
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solugdes reais para o sistema (61). De fato,
e*(ajcos Bt —bysen Br) e (ajsen B+ by cosPi)
W(t),v(r)] =

e*(aycos Bt —bysen Bt) e (aysen Bt + by cos Bt)

(aycos Bt —bysen Bt)  (ajsen Br+bycosft)
— eat
(aycos Bt —bysen Bt)  (ajsen Bt + by cos Bt)
a| @1 b cosfBt sen Pt
= e :
ay by —sen 3t cosft
b
=t | 7 (101)
ar» by

Como e* £ ( para todo 7 € I e por (99) o determinante também € ndo nulo. Logo
Wlu(z),v(t)] # 0, consequentemente u(z) e v(¢) sdo L.I formando um conjunto fundamental de

solugdes reais e a solucdo geral € da forma

X(1) = cu(t)+cv(t)
= c1[e™(acos Bt —bsen Bt)] + c2[e™ (asen Bt +bcos Bt)].

Exemplo 1. Agora, a partir do que mostramos vamos encontrar o conjunto fundamental de

X = X (103)
1 -1

Para isso determinaremos um autovalor e o autovetor associado da matriz dos coefi-

() = ( 2i )e(—l—i-Zi)t
1

solugoes reais do sistema

cientes A, obtendo assim,

onde

Portanto,
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calculando o wronskiano de u(t) e v(t) , temos que

| —2sin(2) 2cos(2t) | o2
Wu,v](t) = cos(2¢) sin(2r) - -

logo, u(t) e v(t) formam um conjunto fundamental de solugdes reais que procurdvamos.
3.3 MATRIZES FUNDAMENTAIS

Nessa secao estudaremos as matrizes fundamentais relacionadas ao P.V.I do sistema
(38) com condig¢0es iniciais do tipo (35) para caracterizar as solugdes encontradas nas secoes

anteriores e assim procurarmos generalizar sua forma.

Definicao 1. Sejam

Xn (1) Xn (1) Xn(2)

um conjunto fundamental de n vetores solucdo do sistema homogéneo (38) em um intervalo

I C R,. Amatriz

Yy =] ° o (104)
Doy P

é chamada uma matriz fundamental do sistema no intervalo I C R.

Note que, uma matriz fundamental € invertivel, visto que suas colunas sdo vetores

linearmente independentes.

Assim, podemos escrever a solucao geral
do sistema homogéneo (38), em termos de ¥(¢),

x(t) =¥(1)c, (105)
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onde
Cl

Cn
€ um vetor constante com componentes arbitrdrias . Se tivermos um problema de valor inicial

da forma

X)) = 0. (106)

{x’(t) = P(r)x(¢)

onde #y € um ponto dadoem / C Re x" é um vetor constante, basta escolher o vetor ¢ de forma

que ele satisfaca a condi¢do inicial anterior. Isto é,
¥(1p)e =x". (107)

Logo, como ¥(1y) é invertivel,
c=%"1(r)x". (108)

Assim, substituindo (108) em (105) temos
x(t) = W) ¥ (1)x°, (109)

segue entdo, que esta ultima equacgdo € a solugdo do P.V.I (106).

No entanto, para resolver o problema de valor inicial também € possivel utilizar a

equagdo (107). A seguir verificaremos que a matriz fundamental W satisfaz o sistema (38).

Note que, como x' = P(¢)x, temos

/
xS,l) N x,(1n) x;(l) N x:/,(n)
pd ) i
pnlxgl)“‘---_"pnnxlgl) pnlxgn)‘i‘---‘{‘pnnxi(’tn)
P11 --- Pla X(ll) xgn)
Pnl -+ Pmn X,(ql) xgln)

Assim,

W = P(1)P. (111)
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, < 2 -5 )
X = X (112)
3 -2
e e!
ﬂWw=(é),ﬂ%n=<%ﬁ>

Exemplo 1. Considerando o sistema

e suas solugoes

Um caso particular da matriz fundamental € a chamada matriz principal, cujas co-
lunas sdo os vetores x\1)(r),...,x")(¢) dados pelo Teorema 7 e que serd representada por ®.

Além do sistema (38), esse vetores satisfazem as condi¢des iniciais
x (1) = e\,

onde el/) ¢ um vetor unitdrio, com a Jj-€ésima posicdo igual a 1 e com todas as outras componen-

tes nulas. Logo, ®(7) tem a propriedade

0
01 ... 0
Do) =1 | =L (113)
0 0 . |

Observando a matriz (113), é trivial que a ®~!(zy) = I. Logo, segue da equacio (109),
que
x(t) = ®(1)x°, (114)

Quando um fendmeno fisico for comecgar em varios estados iniciais diferentes isso
corresponderd a um sistema de equacdes diferenciais que deverd ser resolvido repetidamente
sujeito a condicoes iniciais diferentes. Nessa situacdo depois de ter determinado a matriz ¢
€ possivel encontrar as solucdes para cada conjunto de condi¢des iniciais a partir da equagdo
(114). [1]

Sendo assim, vamos encontrar a matriz principal que satisfaca ®(0) = I, utilizando a



44
partir da matriz fundamental
e e!
Y(r) = .
el 3e!
Encontraremos os valores de ¢, utilizando a equagao (107). Isto €,
Y(0)e=1

Isso implica em duas condicdes,

1 1 1 1 c1te=1 3 1
= = = Cl=—=< € C)—=—=
1 3 o 0 c1+3c=0 2 2

e
1 1 C1 0 c1+c=0 1 1
= = = Cl=—= € (==
1 3 () 1 c1+3c=1 2
Por, (109)
xgl)(t) _ e e! %
xgl)(t) el 3e! —%
(1 e
e
xgz) (1) B e el —%
xgz) (1) el 3e! %
_ —%et + %e"
—1e +3e!
Portanto,

(1) = %et — %e" —%e’ + %e‘t
N get_ieit _let+§e7t '
2 2 2 2

Note que, com a matriz principal encontrada anteriormente € possivel resolver o seguinte P.V.1

(25, oo 2
(3)e-(2)
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De (107) é possivel definir novamente o vetor c,

1 1 1 2 c1tcp=2 7 3
= = :>Clz— € (p=—=
1 3 o —~1 c1+3c=—1 2 2

Assim a solu¢do do referido P.V.I é

x(1) = %(1)6’ - %<;>e_t.

3.3.1 GENERALIZANDO AS SOLUCOES E O P.V.I

ApOs conhecermos o processo que obtém as solugdes do sistema homogéneo (46) uti-

lizando autovalores e autovetores buscaremos a forma genérica de sua representacao.

Dessa forma, a partir dos conceitos relativos a matriz fundamental e da série (9) da
secdo 2.3, definiremos o exponencial de uma matriz. Como foi mostrado no inicio da se¢do 3.2,

um sistema unidimensional recai em uma E.D.O de primeira ordem a qual sabemos que e da

{ x/((é; =ax (121)
X = X0

forma

onde a € constante. Sua solugdo sera

x = xpe”. (122)

Agora, buscaremos representar genericamente a solucdo de um sistema. Para isso, considere-

mos o P.V.I referente ao sistema de ordem » abaixo,

x =Ax
0 (123)
X =X

com A, x, uma matriz constante.

Observe que a solugdo de (123) pode ser escrita na forma x(z) = ®(z)x", onde ®(0) =1
e como o formato do P.V.I da E.D.O (121) € andlogo ao P.V.I do sistema (123), entdo estende-

remos o formato da solucao (122) para a solugdo do sistema (123).

Para analisarmos a possibilidade de estender o formato da solucdo partiremos do fato

que a fungdo exponencial escalar e também é representada pela série de poténcias

> a
=1+ T (124)
n=1
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que converge para todo ¢. Substituindo o escalar a pela matriz A, , na série (124), vemos que

*° ngn A2t2 Antn
I+ =l A S (125)

n=1

onde I é a matriz identidade. Note que, cada termo da série (125) é uma matriz n X n. Onde
cada elemento dessa soma de matrizes converge para todo t quando n — oo. (ver [4], pag.64-66.)

Entdo, a soma da série (125) define uma nova matriz de ordem n, que € denotada por A isto é,

> Al
M1+ 20 (126)
De (1), ao diferenciarmos cada termo da série (126), obtemos

d . A , ;o (AR A3 Army/
el — I'+(A -
dt[e ] + (At) + o) Tl ) o) T

2A% 3A312 nA"" !

= 0+ (A
e (37)+ (723) ¢ +(12 o)

Afwns () () ()

= A

Portanto, ¢’ satisfaz a equacdo diferencial

d At At
—le™] = Ae™.
il
Além disso, tomando ¢ = 0, €A’ resulta em

eAt ‘t:() = I

Por outro lado, a matriz principal ® satisfaz o mesmo P.V.I que a ¢®?, isto &,
P = AP
®(0)=1
Do Teorema 2, referente a unicidade de solucao, concluimos que

Al =D,
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Logo, a solug@o do P.V.I (123) pode ser escrita da forma

que € andloga a solugdo (122) do P.V.I (121).

Concluimos assim, que o formato da solu¢do de um P.V.I de um sistema em R" mantém-
se semelhante ao formato da solu¢do de uma E.D.O em R. Isto é, a dimensao finita a qual o
P.V.I esta definido ndo influencia no fato de que ele pode ser resolvido de forma geral por uma

exponencial da matriz A, «, dos coeficientes.

3.4 SISTEMAS LINEARES NAO HOMOGENEOS

Até o momento obtivemos as solucdes para os sistemas homogéneos com coeficientes

contantes. Agora obteremos as solucdes de sistemas nio homogéneo.

Dado o sistema nao homogenéneo
X (1) =P(1)x(1) +8(0), (128)
onde P(z),x(r) e g(¢) sdo continuas para todo 7 € I e cujo sistema homogéneo associado é

X (t) = P(1)x. (129)

Note que, sendo X e X; duas solugdes do sistema ndo homogéneo (128) e conside-

rando
H(x) = x'(r) = P(1)x(r) +g(t),
obtemos
H(Xi) = Xj()-P@)Xi () =g() . HX) = X5 (1) = P(1)Xo (1) = g(t)
H(X,) = g() H(X;) = g(@)

Subtraindo a segunda da primeira, temos
H(Xy)(r) —H(Xp) () = g(t) —g(1) = 0. (130)

Por outro lado,
H(X;)(r) = H(X)(r) = H(X; —X)(1) (131)

De (130) e (131), segue que
H(X; —X;)(¢) =0. (132)
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Portanto X — X5 € solug@o do sistema (129) e além disso, pode ser expresso como combinacao
linear das solu¢des de um conjunto fundamental, visto que, todas as solu¢des do sistema (129)

podem ser expressas dessa maneira segundo o Teorema 5. Ou seja,

X; —Xo = cixV(0) 4+ 4 e xM (1), (133)

Considerando X; = ®(¢) como solugdo geral do sistema (128) e X, = y,(¢) uma

solucdo particular do referido sistema, obtemos de (133)

(1) —yp(t) = axV()+-+ex(r) (134)
®(1t) = crxV()+--+enx(0) +y,(0). (135)

Note que, y,(7) = c1x(V () +--- +¢,x")(¢) é a solugdo geral do sistema (129), assim

(1) = ya(1) +yp(1).

A partir do conhecimento do formato da solucao geral (135) do sistema nao homogéneo

(128), a segdo seguinte procura o método para obter a solucdo particular y, ().

3.4.1 VARIACAO DOS PARAMETROS
Nesta se¢do discutiremos um método para obtencdo solucio para sistemas de E.D.O
nao homogéneos.

Dada W(¢) a matriz fundamental para o sistema homogéneo associado (129) utilizare-
mos o método de variagdo de pardmetros para construir uma solugdo particular y,(z), e assim,

a solucdo geral do sistema (128).

Dessa forma, considere ¥(¢)c a solucgéo geral do sistema homogéneo (129), buscare-
mos uma solu¢do do sistema linear ndo homogéneo (128) substituindo-se o vetor ¢ por uma

funcdo vetorial u(z).

Suponha que a solugdo de (128) € da forma
x(1) = P(t)u(t), (137)
onde u(z) é um vetor a ser determinado. Substituindo (137) em (128), obtemos

W (t)u(t) +P()u' (1) =P(t)¥(t)u(t) + g(t). (138)



49

De (111) W'(t) = P(1)¥(¢), logo a equagdo (138) fica reduzida a

Note que, existe W~ (z), pois ¥(¢) é invertivel em qualquer intervalo onde P(¢) é continua.

Assim, temos

P (1)g(r) (139)
u'() = (g (140)

Logo, u(t) é qualquer vetor que satisfaz a equacao (140), a menos de um vetor constante ¢, u(z),
ou seja,

u(t) = / Wl ()g(r)di + ¢ (142)

onde a constante ¢ € R" € arbitraria. Substituindo (142) em (137) temos que a solucdo geral do

sistema (128) poderé ser definida como

x(1) :‘P(t)/‘P_l(t)g(t)dt+‘{’(t)c. (143)

Dessa forma, é possivel encontrarmos a solucdo de um P.V.I, para isso considere a condi¢ao
inicial
x(19) = x. (144)

Escolhendo convenientemente o limite inferior na integracdo da equagdo (143) como o ponto
inicial 7, encontramos a solucao do P.V.I constituido pelo sistema (128) e o dado inicial (144).

Assim a solugdo geral (143) € reescrita da forma
t
x(t) =¥(t)e+ (1) / P! (s5)g(s)ds, (145)
fo

Note que, com ¢ = 7y o termo da integral na equacao (145) € zero, logo, a condicao inicial (144)

também sera satisfeita se escolhermos
_ w1 0
c=¥ (r)x . (146)

Portanto,
X(t) = (W (19)x° + (1) / w1 ()g(s)ds, (147)

€ a solu¢do do P.V.I para todot € [.

Exemplo 1. Utilizando o método de variacdo dos pardmetros encontraremos a solucdo geral
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v (2 7% 4 (€)= axe (1) (148)
B 3 -2 t N s

do sistema

Como a solugdo de (148) é dada por x(t) = ¥ (t)u(t), com u(t) satisfazendo ¥(t)u'(t) = g(1),

isto é,

Resolvendo (150), obtemos

Logo,

() = dt+terslery

u = ~t+-e '+=-e'+c

1 7 ) > 1,
t 1 t

u(t) = Eet - Eet - ZeZt + ¢y,

concluimos assim, que

x(t) = ¥(r)u(r)

(e (0-0)

ou seja, encontramos a solugdo geral de (148).

_|_
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4 ESTABILIDADE DE SISTEMAS

Nessa secao descreveremos sobre o comportamento de solucdes, para isso faremos
um estudo das trajetérias de suas curvas em sua vizinhanca. E exemplificaremos analisando

qualitativamente exemplos de sistemas lineares homogéneos.

Para se obter uma compreensdo qualitativa do comportamento das solug¢des calcula-
mos o campo de direcdes dessas solucdes, que pode ser construido calculando-se as funcgdes f
(aqui representando as f; de um sistema de E.D.O) em cada ponto de uma malha retangular e
desenhando um pequeno segmento de reta cujo coeficiente angular € o valor da fun¢do f naquele
ponto. O plano x;x, é chamado de plano de fase e para termos uma ideia do comportamento
global da totalidade das solugdes do sistema com diferentes condi¢des iniciais esbocamos uma
amostra representativa de curvas-solucoes, ou trajetorias, para um sistema dado. O plano de

fase pode ser chamado de retrato de fase.

Consideremos no caso 2 x 2 um sistema linear

i _
ddx[ (xluxz) (154)
d_t2 = G(Xl,)Q)

onde F,G : R? — R sdo continuas com derivadas parciais continuas em algum dominio D do
plano x1x,. Se x(l),xg € um ponto desse dominio entdo pelo Teorema (2) existe uma tinica solu¢ao

x1 = ¢(t),xy = y(t) do sistema (154) que satisfaz as condigdes iniciais

X1 (l()) :x(l), X2(t0> ZX(Z). (155)

Faremos agora a distin¢do entre dois tipos de sistemas pois, a anélise qualitativa que
realizaremos, a partir de agora, € ttil apenas para os sistemas do tipo auténomo, que sao quando
as fungdes F, G nao dependem da varidvel independente ¢, mas apenas das varidveis dependentes
X1 € xp. Por outro lado, se um ou mais elementos da matriz dos coeficientes forem uma funcao

da variavel independente 7, o sistema € dito nao autonomo.
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Escrevendo o sistema autdnomo (154) da forma
x = f(x). (156)
Vemos que um exemplo deste sistema €
X = Ax, (157)

onde Ay, € uma matriz constante. O sistema autdonomo (154) tem um campo de direcdes
associado que € independente do tempo. Consequentemente, hd uma trajetéria passando pelo
ponto (x(l),xg) no plano de fase. Isto €, todas as solugdes que satisfazem uma condi¢ao inicial

da forma (155) percorrem a mesma trajetoria independente do instante 7y no qual elas estdo em

(x7,23)-

Os pontos, se existirem, onde f(x) = 0 sdo chamados de pontos criticos do sistema
autdbnomo (156). Analogamente, para o sistema (157) os pontos onde Ax = 0 correspondem a

solucgdes de equilibrio (constantes) e também sdo chamados de pontos criticos.

Definicao 1. Um ponto de critico x* do sistema autonomo (156) é estdvel se, dado € > 0, existe

0 > 0, tal que para toda solugcdo x(t) = ¢(t) do sistema (154), que satisfaz em t = 0,
19(0) —x°|| <8,
existe para todo t positivo e satisfaz
I|o(r) —x°|| <&, paratodo t>0.

Um ponto critico que ndo é estdvel, chama-se instdvel.

Em outras palavras, um ponto critico x’ do sistema (156) é dito estavel se, todas as
solugdes que comecem “suficientemente préximas” (a uma distncia menor do que &) de x°
permanecem “préximas” (a uma distdncia menor que €) de x°, para todo ¢ > 0. Caso contririo,

o ponto critico € dito instavel, como o ilustrado na figura 3.



53

Figura 3: Ponto critico estavel e ponto critico instavel

0

Definicao 2. Um ponto critico X° é assintoticamente estdvel se ele é estdvel e se existir & com

0 < &y < 9, tal que, se uma solugdo x(t) = §(t) satisfaz

19(0) —x°[| < &,
entdo
fimo() ="

Isto €, um ponto critico x? do sistema (156) é dito assintoticamente estavel se, as tra-
jetérias que comecam “suficientemente préximas” de x° ndio apenas permanecem “préximas”,

mas t&m que acabar tendendo a x” quando ¢t — . Que pode ser visto na figura 4

Figura 4: Ponto critico assintoticamente estavel

Para analisar o sistema (157) supomos que det(A) # 0, logo o dnico ponto critico do
desse sistema € x = (. Assim, caracterizaremos o sistema de acordo com o padrao geométrico
formado pelas trajetérias de suas solucdes. Esses casos sdo classificados de acordo com a

natureza dos autovalores da matriz A.
CASO 1. Autovalores reais distintos nao nulos com sinais iguais

Considere a solugdo geral do sistema (157) no caso 2 X 2 como

x(t) = clé(l)e’h’ —l—czé(z)e’bt, com Ay # . (158)



54

1. Sinais negativos: O ponto critico de um campo linear é dito né atrator, ou pogo, ou né
estavel quando para o caso em que A4; < A, < 0 independentemente da condigdo inicial
(n2o-nula), quando

lim x(t) = lim c1EWeM? 4 e, EP Mt = (0,0)

t—roo

: Y (1) At (2) ot _ o
m x(t) = lim 16 e +eag T =

isto &, todas as Orbitas das solucOes vém desde o infinito até a origem. Suponha que

5(1) ,& (2) s30 como o ilustrado na Figura 5 e reescrevendo a solug@o geral como
x(1) = ot [Clé(l)e(lrb)t +02§(2)]7

note que, quando ¢, # 0 o termo ¢1& M=)t desprezivel comparado com ¢, & @) para
t suficientemente grande, ja que A; — Ay < 0. Com exceco das solugdes que comecam
exatamente na reta na direcao de 5(1) , todas as solugdes tenderdo ao ponto critico tangente
a reta na direcao 5(2). Se porém, analisarmos quando o ¢ for suficientemente pequeno e

¢1 # 0, observamos que o termo que envolve 41 serd o dominante da solugio.

xz A
o : e
L Y el
N
" 3
st !
pel {ﬂ' s é{l} o
‘Pm&w ycwgs\'*"“m M
g
_,:\;-'5,*' % 53
= =
e P
L r e o, x
g " s
s s ‘}\&\ st
s il
e S—
o 3
s
| e
Jw:gyaﬁ
™ e

Figura 5: N¢ atrator

Fonte: (BOYCE; DIPRIMA, 2013)

Observando o sistema

/

X B -1 -1 X
y 0 -0,25 y
onde seus autovalores sio A} = —1e A, = —%. Podemos perceber o comportamento
1

citado anteriormente em seu campo de direcdes' a seguir,

10s grificos de campo de diregdes que ilustram os préximos exemplos forma implementados no Maple 13.
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e N = T
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Figura 6: Campo de dire¢oes de um né atrator

Fonte: (Maple 13)

Logo o ponto critico (0,0) é um no atrator que € assintoticamente estavel.

. Sinais positivos: O ponto critico é de um campo linear é chamado né repulsor, ou fonte,
ou noé instavel quando para o caso em que 0 < A, < A independentemente da condi¢do
inicial (ndo-nula), a solu¢do comporta-se de maneira andloga a descricdo do caso (1)
trocando apenas ¢ por —t e, isto é, o sentido do movimento ¢é se afastando do ponto critico

na origem.

Exemplo 1. O sistema

/
X 5 —1 X

y 31 y
cujos autovalores sdo A =2 e Ay = 4. Tem o ponto critico (0,0) instdvel e é chamado de

no repulsor. Analogamente a situacdo anterior porém, com o sentido oposto seu campo

de direg¢oes serd
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Figura 7: Campo de direcoes de um né repulsor

Fonte: (Maple 13)

CASO 1.1 Autovalores Nulos Suponha que J,‘(l) e 6(2) sdo como os ilustrado na

figuraSe
x(1) = ot [clg(l)e(ll*lﬂf +025(2)]’

onde A; =0e A, > 0. Note que, quando ¢; # 0 o termo ¢ & (D (0-2)1 g desprezivel comparado
com czé(z) para ¢ suficientemente grande, ja que —A, < 0. Todas as solugdes se afastardo da
reta na direcao 5(2). Se porém, analisarmos quando o ¢ for suficientemente pequeno e ¢; # 0,
observamos que o termo que envolve EM’ serd o dominante da solucdo. Ou seja, se o sistema

tem um autovalor nulo, entdo existe uma reta de pontos de equilibrio.

Exemplo 2. O sistema
/

X 11 X
y 11 y
cujos autovalores sdo Ay =0 e Ay = 2. Observe que todas as solugdes sdo retas. E que as

solucédes (paralelos ao autovetor associado a Ay) se afastam de cada ponto de equilibrio..

Para o caso em que o autovalor ndo nulo for negativo as solucdes (paralelas ao autove-

tor associado a A;) irdo para cada ponto de equilibrio.
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Figura 8: Campo de direcoes com autovalor nulo

Fonte: (Maple 13)

CASO 2. Autovalores reais distintos nao nulos com sinais diferentes

Seja x(t) a solugdo de (157) da forma (158), suponha que A; > 0 e A, < 0 e os autoveto-
res 5(1) & (2) s30 como o mostrado na Figura 9. Quando a solu¢do comega em um ponto inicial
na reta contendo a origem na dire¢ao de 5(1), ¢y = 0. Logo para todo ¢ a solu¢do permanecera
nessa reta e, como A; > 0, x(1) — *eo quanto r — 0. Ja se a solugdo comega em um ponto ini-
cial pertencente a reta na direcio de 6(2) , a situac@o é semelhante, porém x(¢) — 0 com ¢ — oo,
visto que A, < 0. As solugdes que comegam em outros pontos iniciais tem um comportamento
que combina com as retas determinadas pelos autovetores, numa espécie de compensagao , em
que uma coordenada tende a +oo enquanto a outra tende a 0. Em geral, a curva descrita pela

solu¢do parece uma hipérbole e o ponto critico é chamado de ponto de sela.



Figura 9: Ponto de sela

Fonte: (BOYCE;

Exemplo 3. Note que, o sistema
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DIPRIMA, 2013)

(0,0) é um ponto de sela que é instdvel, como mostra a Figura 10.
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Figura 10: Ponto de sela
Fonte: (Maple 13)
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X 3 -2 X
y 2 2 y
possui autovalores Ay =2 e Ay = —1 e como seus sinais sdo opostos o ponto critico
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CASO 3. Autovalores Iguais

Supondo que A; = A, = A hd dois subcasos, que depende se o autovalor tem um ou dois
autovetores independentes. Consideraremos os autovalores negativos, pois se forem positivos

as trajetdrias sdo andlogas, porém o movimento € em sentido contrério.

1. Dois autovetores linearmente independentes: A solucdo geral do sistema (157) continua
da forma (158), onde 5(1),5(2) sdo independentes. Mesmo que a razdo 7! seja inde-
pendente de ¢, ela ainda depende de 5(]),5(2) e das constantes arbitrdrias c1,cp. Assim,
qualquer trajetdria estd contida em retas que contém a origem (veja na Figura 11). Nesse

caso, o ponto critico € dito nd proprio ou ponto estrela.

Xo A

Figura 11: Ponto estrela

Fonte: (BOYCE; DIPRIMA, 2013)

O sistema
/
by -1 0 X
y 0 -1 y
possui apenas um autovalor A = —1 porém, ele possui dois autovetores linearmente in-

dependentes, por isso o ponto critico (0,0) é chamado de né préprio e é assintoticamente

estavel, como mostra a Figura 12.
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Figura 12: Ponto de estrela

Fonte: (Maple 13)

2. Um autovetor linearmente independente: Agora a solucao do sistema (157) é da forma
X(1) = c1EM + ey (Ere! 4-met), (159)

onde & € o autovetor e 1 é o autovetor generalizado associado ao autovalor repetido. Com
t — oo 0 termo dominante da solugdo (159) é czéeh , em consequéncia disso, quando
t — oo todas as trajetdrias tendem a origem e s@o tangentes a reta na direcao do autovetor.
O que acontece inclusive quando ¢, = 0, visto que, nesse caso, a solucéo x(7) = clﬁem
pertence a reta. De maneira andloga, quando t — —oo 0 termo czgeh permanece sendo

dominante, ja que cada trajetdria € assintética a uma reta paralela a §.

As posigdes relativas de & e 1 definem a orientagdo das trajetérias. E para localizéd-las

reescreveremos a solugdo (159) na forma
_ At o At
x(t) = [(c1§ +cam) +c28t]e™ = ye™, (160)

onde y =x(1) = [(c1& +can) + c2&1]. Dessa forma, a quantidade escalar ¢*! afeta apenas
o tamanho de x, enquanto y determina a direcao e o sentido de x. O que podemos observar

na figura a seguir de uma possivel situacdo.
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Figura 13: N6 improéprio

Fonte: (BOYCE; DIPRIMA, 2013)

O sistema

G- ()0

possui apenas um autovalor A = —3 porém, diferentemente, do exemplo anterior ele
gera apenas um autovetor independente, por isso o ponto critico (0,0) é chamado de

n6 improprio e € assintoticamente estdvel, como mostra a Figura 14.
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Figura 14: N6 improéprio

Fonte: (Maple 13)

Note que, nos casos dos nds préprios ou impréoprios o que definird se eles serdo assintoti-
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camente estdvel ou instdvel serd o fato de seus autovalores serem negativos ou positivos,

respectivamente.

CASO 4. Autovalores Complexos

Suponha que os autovalores sdo o +if3, onde a # 0 e «, B € R. Os sistemas com esses

autovalores é da forma, a menos de uma mudanga de base,

(@ B,
X-(_[3 a) (161)

x/1 = oxy + Bxo, xlz = —Bx; + ox;. (162)

ou, em forma escalar,

Vamos utilizar as coordenadas polares p e 0 dadas por

p2:x%+x%, tanezj%. (163)
1
Ao diferenciarmos (163), obtemos
pp’ = x1x] +xx5, (164)
;o /
(sec?0)0 — 2201 (165)
X1
Substituindo as equacdes (162) em (164), temos que
!/
p =0op,
logo,
p =ce™, (167)

onde ¢ € uma constante. Agora, substituindo as equacdes (162) em (165) e usando o fato de que
2

sec’ = %2’ obtemos
1

9/:_/37

e, portanto
6 = —Bt+ 6, (168)

onde 6y € o valor de 6 quando t = 0.

Note que as equacdes (167) e (168) sdo equagdes paramétricas em coordenadas polares
das trajetérias do sistema (161). Segue da equacdo (168) que 6 diminui quando ¢ aumenta, pois
B > 0, assim sendo, a sentido da trajetdria € no sentido hordrio. De (167) vemos que quando

t »ooentdo p —+0se o <0equep — o sea>0. Como mostra as figuras (15) e (16) as



trajetorias sao espirais que se afastam ou tendem a origem dependendo do sinal de o.
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Figura 15: Fonte Espiral
Fonte: (BOYCE; DIPRIMA, 2013)
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Figura 16: Sorvedouro Espiral

Fonte: (BOYCE; DIPRIMA, 2013)
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Nesse caso, os pontos criticos sdo ditos pontos espirais. Os termos utilizados para
se referir a pontos espirais cujas trajetorias se afastam ou se aproximam do ponto critico sdo,

respectivamente, fonte espiral e sorvedouro espiral.

Para exemplificar utilizaremos o seguinte sistema

/

X B -1 —4 by
y -1 y
cujos autovalores sdo A} = —1+42i e A, = —1 — 24, logo o ponto critico (0,0) é cha-

mado € um sorvedouro espiral que € assintoticamente estavel, como pode ser visto a Figura 17.
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Figura 17: Sorvedouro espiral

Fonte: (Maple 13)
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CASO 5. Autovalores Imaginarios Puros

No caso em que o = 0, os autovalores sao +if3 e o sistema (161) fica da forma

, ( 0 B)
X = X.
—B 0

E analogamente ao Caso 4, obtemos

e, portanto,

p:C, 9:—[31?—1—90,

onde ¢ e 6y sdo constantes. O ponto critico € chamado de centro. Verificaremos agora, que

quando os autovalores sdo imagindrios puros suas trajetdrias sio elipses> centradas na origem.

Dado o sistema

/
X ay; a X
1 _ 1 a2 1 7 (169)
b %) azr ax X2
Proposicao 1. Os autovalores da matriz de coeficientes do sistema (169) sdo imagindrios puros
se, e somente se,
ajgztan = 0, (170)

ayjap —apay; > 0. (171)

Demonstracao: (=) Vamos mostrar que se os autovalores sdo imaginarios puros entdaoo 7r =0

e o det > 0. Suponha que os autovalores de (169) sejam da forma
A=a-+i, onde oa=0. (173)

Note que, o polindmio caracteristico ¢ dado por P4(A) = A2 -1 (a1 +ax) +ajjaxn —apnay;.

Logo
2
— (a1 +axn)|” —4(aj1axn —anan
L lantan) | VI=( -4 ) )
2 2
(an+axn)  V —1\/— (@11 +az)* +4(anan —ana)
= + (175)
2 2
é raiz de P4 (A).

2No caso em que a excentricidade for 0 a elipse torna-se uma circunferéncia.
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De (173) e (174), obtemos

+
o= —(all 2a22) =0 = (a11—|—a22) =0

e também,

% —1\/— (a11 +ax)* +4(anan —apax)
2

\/— (a11 +an)? +4(aj1an —apan)

B - . ,

por outro lado, como f8 € R, entdo

— (a1 +an)* +4(anjan —apay) > 0

(a11 +axn)*
ajiazy —aipdrl > T > 0.

Portanto,

ajax —appaz; >0
(<) Supondo que aj| +ax =0e ajjax —ajpaz; > 0.
Note que, se A € autovalor, entao
2
0=A"—A (a1 +ax)+aiaxn —apa;.
Como ajj +az =0, temos
2

0=A"+anaxn—anay,

isto €,
2
A= —(ajan —ana).

Portanto,

A = +iv/(ar1axn — apas)

e assim, A é imagindrio puro. Portanto, para que os autovalores sejam imaginarios puros €

necessario e suficiente que aj; +ax = 0e ajjaz —ajpaz > 0.

Podemos encontrar as trajetérias do sistema (169) convertendo-se as equacdes desse

sistema em uma unica equacao.
dxy  apx)+anx

e 179
dx; ayjx;+apx (179)

reescrevendo (179) temos

/
a1 xy +axxy + (—6111)61 — Cl]2X2)X2 =0.
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Seja M(x1,x2) = ap1x; +axxy e N(xi,x3) = —ajx; —ajaxy. Note que,
dM( ) dN( )
—(x1,x2) =a e —(x1,x)=—ay.
de 1,42 22 dx1 1,42 11
como aj + axy = 0 entdo ayy = —ay. Portanto (179) é exata.

Integrando M (x;,x;) em relagéo a x; temos

2
ayx
/azm +axnx; dx; = Tl +axpxixy +h(x2) = f(x1,x2).

Tomando 5—£(x1 ,x2) = N(x1,x2), obtemos
df / /
E(xl,xz) =apx;+h () =—aj—apx, = h(xn)=—anx.
a12x2
logo, h(x;) = ——52

2 >
f(x1,x2) = ax1x] + 2axx1x) — aj2x3,

portanto, a integral de (179) é
a21x% +2ax1x) — alzx% =k (180)

onde k € uma constante.

Note que, (180) € a equacao da elipse na forma
Ax? +Bxy—|—Cy2 +F =0,

onde A = as1, B=2a,C = —aj» e F = —k. A qual é vélida a relacdo B> < 4AC.

Com efeito, de (171), temos que ayjaz; —azjaiz > 0, logo

apjaz > az1ai2 (181)
—4dayax < —4arian (182)
e de (170) que az, = —ay1, logo(182) pode ser reescrita como

4a%2 < —dayayp

(26122)2 < 46121 (—6112).

Portanto, as trajetdrias sdo elipses quando os autovalores sdo imagindrios puros.

Para finalizar ilustramos o que foi mostrado algebricamente com o seguinte sistema
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onde os autovalores sao A; = 3i e A, = —3i, o que faz com que o o ponto critico (0,0)

seja um centro que ¢é estavel, como pode ser visto a Figura 18.
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Figura 18: Centro
Fonte: (Maple 13)

Dessa forma, segue um resumo dos conceitos de estabilidade assintética, estabilidade

e instabilidade da solugdo de equilibrio x = 0 do sistema (157) na tabela (1).
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Tabela 1: Propriedades de Estabilidade de Sistemas Lineares x’ = Ax

AUTOVALORES TIPOS DE PONTO CRITICO ESTABILIDADE
Autovalores reais distintos
M>A>0 NOo repulsor ou fonte Instavel
M<A<O0 N6 atrator ou sorvedouro ou poco  Assintoticamente estavel
<0<y Ponto de Sela Instavel
M=0eA >0 NG repulsor Instavel
M=0eA <0 N6 Estivel
Autovalores reais iguais
M=A>0
2ALI N6 proprio ou ponto estrela Instavel
1 ALI N6 impréprio ou degenerado Instavel
M=A<0
2ALI N6 préprio ou ponto estrela Assintoticamente estavel
1 ALI N6 improprio ou degenerado Assintoticamente estavel
Autovalores Complexos
A, Ay =a+if Ponto espiral:
o >0 Fonte espiral Instavel
a<0 Sorvedouro espiral Assintoticamente estavel
M=iB, A =—if Centro Estavel

Note que A.L.I significa autovetor linearmente independente.

Como descrevemos no inicio da se¢do (3.1) o movimento de um sistema massa-mola

com amortecimento e sem forca externa é descrito pela E.D.O de segunda ordem
ms”" + s’ +ks =0, (185)

onde m, Y,k sdo positivos e representam, respectivamente, a massa, a constante de amorteci-
mento e a constate eldstica da mola. Note que, tomando x; = s, x = 5, temos que x’l =xye
X, = ", assim o sistema 2 x 2 relacionado a E.D.O (185) fica da forma

/

X1 0 1 X1
= ) 186
() - (%)) o

Note que, como foi dito anteriormente (0,0) é solugdo de equilibrio para todo sistema da forma
x' = Ax e em particular, x; = 0 e x; = 0, satisfaz o sistema (186), isto é,

() - (5 0)0)

Agora, analisaremos a estrutura e a estabilidade do ponto critico em fun¢do dos parametros
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m, Y, k. Note que, o polindmio caracteristico de (186) é

k
22+t S o,
m m
cujo discriminante é
p Y=o
m

Logo, teremos trés opcoes A > 0,A<0e A =0.

1° Se A > 0, entdo
V> —4km > 0= y* > 4km.

Nesse caso, note que

PO s VY2 —4km
L 2m
Py —Y— /72 —4dkm
2:
2m

onde pela andlise de sinais 41,4, < 0. Logo o ponto critico ¢ um no atrator que € assinto-

ticamente estavel.

2° Se A < 0, entdo
Y —dkm < 0 = y* < dkm,

ecomo o = — ﬁ < 0logo, o ponto critico é um sorvedouro espiral que € assintoticamente

estavel.

Se o amortecimento for muito pequeno, a hipétese de que nao ha amortecimento pode
dar resultados satisfatorios em intervalos de tempo pequeno ou moderados, porque nao
existir amortecimento € uma situagdo que dificilmente acontece na pratica. Porém, nesse

caso o = 0, o que tornaria o ponto critico um centro cujo comportamento & estavel.

3% Se A =0, temos

V> —4km =0 = y* = 4km,
Y
2m

ponto critico € um nd improprio assintoticamente estavel.

entdo A = —5-- e como esse autovalor s6 gera um autovetor linearmente independente o

Portanto, concluimos que nessa situagdao nao ha possibilidade de instabilidade, isto €,

as solucdo nunca se afastardo do ponto critico quando t — oo,
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5 CONCLUSAO

Iniciamos este trabalho definindo sistemas de E.D.O e, através dos teoremas, apre-
sentamos resultados que diz que dada uma condig¢do inicial ela € dnica. Entdo, apresentamos
os principais resultados que caracterizam as solug¢des de sistemas lineares. Dessa forma, utili-
zamos os autovalores e autovetores para obtermos as solugdes para o referido sistema. Além
disso, através dos resultados de matrizes fundamentais e exponencial de matriz concluimos que
de forma mais geral a solu¢ao de um P.V.I pode ser obtida por um exponencial da matriz dos
coeficientes do sistema de homogéneo, o que resulta em saber que independente da dimensao
(finita) a solucao de um P.V.I terd a mesma forma geral. E para finalizar mostramos como obter

a solucdo de um sistema ndo homogéneo.

A parte onde € mostrado que € possivel encontrar solugdes reais a partir de solucdes
complexas; quando exibimos a forma geral da solucao de um sistema nao homogéneo e, também
ao mostrarmos que as trajetérias préximas do ponto critico de autovalores imagindrios puros
sempre sao elipses foram desenvolvidas de maneira diferente do que entramos nos livros, de

maneira a contribuir com a particularidade deste trabalho.

Esse estudo nos mostrou o quao importantes sdo os contetidos aprendidos tanto no en-
sino basico como matriz, determinantes, sistemas de equagdes lineares, quanto os aprendidos
na graduagdo como autovalores e autovetores, E.D.O. Mostrando que contetidos que algebrica-
mente “parecem’ ser abstratos, na verdade sao utilizados na pratica. Assim, consideramos que
o objetivo desse trabalho de conhecer maneiras para exibir as solucdes dos sistemas de E.D.O e

estudar seu campo de direcdes foi alcangado.

Este trabalho pode resultar em possiveis desdobramentos como estudar estabilidade de

forma mais abrangente, controlabilidade e em um nivel mais avangado semigrupos.
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ANEXO A - COMANDOS DOS GRAFICOS NO MAPLE 13

Seguem abaixo o comandos de um dos exemplos que foram utilizados para gerar os

campos de dire¢oes dos exemplos no capitulo 4 e a explicagdo de como fazer os outros.

Para construir um gréafico das solugdes de um sistema de E.D.O, utilizamos o comando
DEplot do pacote DEtools cuja estrura € como no exemplo a seguir
with(DEtools): eql := diff(x(t),t)= x(t) +y(t):
eq?2 := diff(y(t),t)= x(t)+y(t):
inil:=x(0)=-1, y(0)=1:
mni2:=x(0) =1, y(0) =-1:
DEplot(eql, eq2, [x(t), y(t)], t=-1..1, [[inil], [ini2]], linecolor=red, stepsize=0.001, color=blue);

DEplot(equacdes, varidveis, dominio, condi¢des iniciais, opcdes) especificamos as
equacdes do sistema entre chaves, as varidveis (fun¢des) dependentes, o dominio (variacio de
parametros), as condic¢des iniciais na forma de lista ([[x(t0) = x0,y(t0) = yOL,[x(t1) = x1,y(t1) =
yl11],---]), depois disso, vem as op¢des que controlam a apresentacao do grafico (color € a cor do

campo de vetores, linecolor € a cor da solugdo, stepsize € o incremento do parametro).

Ap6s fazer cada grafico € aconselhdvel utilizar o comando restart para limpar a memoria

das variaveis anteriores.

O exemplo acima € referente ao sistema

(-0

Para gerar os outros exemplos basta trocar os valores dos coeficientes no comando.

, que gera o grafico
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Figura 19: exemplo

Fonte: (Maple 13)



