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RESUMO 
 

 
SILVA, Camila.  Controle Robusto de Vibrações em uma Viga de Material 
Compósito.  2017. 52 f. Trabalho de Conclusão de Curso (Graduação) – Engenharia 
de Mecânica. Universidade Tecnológica Federal do Paraná. Cornélio Procópio, 2017.  
 
 
As pesquisas em engenharia no desenvolvimento de novas técnicas de controle ativo 
de vibrações têm tido um aumento expressivo nos últimos anos. O presente trabalho 
propõe o controle ativo de vibrações em uma viga de material compósito, utilizando 
atuadores eletromagnéticos, com intuito de obter uma redução na resposta do 
deslocamento do sistema. A teoria de controle utilizada foi o controle robusto, 
especificamente o regulador linear quadrático resolvido por desigualdades matriciais 
lineares, que propõe a possibilidade da otimização de grandezas físicas através da 
adoção de um índice de desempenho. O atuador eletromagnético foi então linearizado 
utilizando uma metodologia similar a utilizadas em mancais magnéticos. A vantagem 
deste tipo de atuador é a aplicação da força de controle sem contato mecânico. Nas 
simulações numéricas obteve-se a resposta do deslocamento do sistema no domínio 
do tempo, na qual a vibração do sistema foi atenuada e também os resultados da 
função de resposta de frequência mostraram que os dois primeiros modos de vibrar 
foram atenuados, demonstrando assim, a eficiência da técnica proposta no controle 
ativo de vibrações em uma viga de material compósito. Buscando uma boa relação 
entre a força de controle e atenuação de vibração, o trabalho também propõe estudar 
a otimização de parâmetros aplicados neste controle ativo, por meio dos métodos 
heurísticos de otimização, para assim encontrar uma configuração ótima do sistema 
de controle. 
 
 
Palavras-chave: Controle Ativo de Vibrações. Controle Robusto. Atuador 
Eletromagnético. Material Compósito. Métodos Heurístico de Otimização. 
  



 
 

ABSTRACT 
 
 

SILVA, Camila.  Robust Control Applied to a Beam of Composite Material.  2017. 
52 f. End-of-Course work (Bachelor of Mechanical Engineering) – Mechanical 
Engineering. Federal Technological University of Parana. Cornélio Procópio, 2017. 
 
 
Engineering research into the development of new techniques for active vibration 
control has seen a significant increase in recent years. The present work proposes the 
active vibration control in a beam of composite material, using electromagnetic 
actuators, in order to obtain a reduction in the response of the displacement of the 
system. The control theory used was the robust control, specifically the linear quadratic 
regulator solved by linear matrix inequalities, that proposes the possibility of optimizing 
physical quantities by means the adoption of a performance index. The 
electromagnetic actuator was then linearized using a methodology similar to that used 
in magnetic bearings. The advantage of this type of actuator is that applies control 
force without mechanical contact. From numerical simulations, the system 
displacement response was obtained in the time domain, in which the vibration of the 
system was attenuated and also the results of the frequency response function showed 
that the  two fisrt vibration modes were attenuated, thus demonstrating the efficiency 
of the proposed technique in the active control of vibrations in a beam of composite 
material. Seeking a good relation between the control force and vibration attenuation, 
the work also proposes to study the optimization of parameters applied in this active 
control, by means of the heuristic optimization methods, in order to find an optimal 
configuration of the control system. 
 
 
Keywords: Active Vibration Control. Robust Control. Electromagnetic Actuator. 
Composite Material. Heuristic Optimization Methods. 
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1 INTRODUÇÃO  

 

 

O controle tem se tornado de grande importância nos processos industriais e 

de produção, onde estas áreas vêm buscando meios de otimizar o desempenho de 

sistemas mecânicos. Dentre as técnicas presentes no controle moderno, tem-se o 

controle ativo de vibrações (AVC – do inglês Active Vibration Control), que nas últimas 

décadas tem apresentado grandes avanços e novas metodologias de controle. As 

pesquisas em engenharia visando o desenvolvimento destas novas metodologias, 

como novas técnicas de controle ativo de vibração, são impulsionadas pela 

necessidade de se dispor de estruturas leves associadas a um alto desempenho de 

operação, gerando menores custos operacionais e aumentando a competitividade 

(BUENO, 2007). 

Entre as técnicas conhecidas de controle ativo de vibrações, o Controle Ótimo 

apresenta vantagens por permitir a inserção de incertezas via desigualdades 

matriciais lineares, resultando no projeto de controladores robustos. Este controle vem 

apresentando aplicações bem-sucedidas em diversas áreas. E umas das áreas de 

grande interesse atualmente, é o estudo de materiais compósitos, materiais os quais 

possuem um arranjo inovador, caracterizados por sua leveza, resistência mecânica, e 

a possibilidade de otimização de condições de funcionamento específico. Tais 

materiais são formados por lâminas fibrosas em diferentes orientações, o que permite 

a adequação para aplicações particulares (REDDY, 1997).   

No contexto destes sistemas mecânicos com ótimo desempenho, este 

trabalho propõe o uso do controle ativo modal de vibrações em uma viga de material 

compósito, utilizando atuadores eletromagnéticos por meio da aplicação do regulador 

linear quadrático (LQR – do inglês Linear Quadratic Regulator), com o objetivo de 

analisar o comportamento da resposta dinâmica, visando a atenuação de vibrações e 

considerando incertezas no modelo. 

Em busca de um bom compromisso entre a força de controle do sistema e a 

atenuação de vibração da viga, o trabalho também propõe estudar a otimização de 

parâmetros aplicados neste controle ativo, para encontrar uma configuração ótima do 

sistema de controle.  
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2 OBJETIVOS 

 

 

O trabalho propõe aplicar o controle robusto de vibrações em uma viga de 

material compósito, por meio da utilização de atuadores eletromagnéticos com a 

aplicação do regulador linear quadrático, tendo como objetivo analisar o 

comportamento da resposta dinâmica, visando a atenuação de vibrações e 

considerando incertezas no modelo. O trabalho também propõe a otimizar os 

parâmetros aplicados neste controle ativo, para assim encontrar uma configuração 

ótima do sistema de controle, buscando um bom compromisso entre a força de 

controle do sistema e a atenuação de vibração da viga. 

 

 

2.1 OBJETIVOS ESPECÍFICOS 

 

 

 Compreender e modelar os sistemas mecânicos; 

 Conciliar a modelagem de sistemas mecânicos com a aplicação do controle 

ativo de vibrações para a validação do modelo; 

 Linearizar o atuador eletromagnético; 

 Implementar o controle robusto; 

 Otimizar o sistema utilizando métodos heurísticos de otimização; 

 Simular o sistema através do software Matlab®. 
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3 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 

 

 

Nesta seção será apresentada a fundamentação teórica utilizada para 

elaboração do presente trabalho.  

 

 

3.1 MODELO DE SISTEMA 

 

 

Para o estudo do comportamento dinâmico de um sistema, é preciso a 

obtenção do modelo matemático, modelos nos quais são construções simplificadas e 

abstratas que descrevem o comportamento de sistemas de interesse (OGATA, 2003). 

A modelagem da viga estudada no presente trabalho foi apresentada por Faria 

(2006). 

 

 

3.1.1 Campo de deslocamento mecânico 

 

 

O comportamento mecânico de uma estrutura, é representado através da 

teoria de deformação de cisalhamento de primeira ordem (FSDT), representada pela 

equação (1): 

 

),,(),,,(

)),,((),,(),,,(

)),,((),,(),,,(

0

0

0

tyxwtzyxw

tyxztyxvtzyxu

tyxztyxutzyxu

y
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                                     (1) 

 

onde 𝑢0, 𝑣0 e 𝑤0 são os deslocamentos direcionais em 𝑥, 𝑦 e 𝑧, respectivamente, 

sendo o plano (x-y) o plano médio do material. 𝜓𝑥e 𝜓𝑦 são as rotação em torno dos 

eixo x e y, respectivamente, os segmentos ortogonais em relação à superfície de 

referência. 
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As variáveis mecânicas presentes na equação (1), por meio do Método de 

Elementos Finitos são descritas nas funções de forma e variáveis nodais. O elemento 

considerado na formulação é o Serendipity, um elemento plano com 3 nós por aresta, 

num total de oito nós (REDDY, 1997). 

A partir da FSDT, o deslocamento mecânico em função das coordenadas 

nodais é dado pela equação (2): 

 

     )(),()(),,,( tuNzAtzU
euu

                                      (2) 

 

onde {𝑈(𝜉, 𝜂, 𝑧, 𝑡)} = {𝑢(𝜉, 𝜂, 𝑧, 𝑡)} {𝑣(𝜉, 𝜂, 𝑧, 𝑡)} {𝑤(𝜉, 𝜂, 𝑧, 𝑡)}𝑇
,[𝐴𝑢(𝑧)] é a matriz das 

variáveis de espessura na direção z das funções dos cinco planos (𝑢0, 𝑣0, 𝑤0, 𝜓𝑥 𝑒 𝜓𝑦), 

{𝑢𝑒(𝑡)} é o vetor que contém todas as variáveis nodais e [𝑁𝑢(𝜉, 𝜂)] é a matriz dinâmica 

das funções mecânicas da viga. 

A deformação mecânica é expressa em relação das funções de forma e das 

variáveis nodais, demonstrada na equação (3): 

 

    )(),,(),,,( tuzBtz
eu

                                          (3)  

 

onde [𝐵𝑢(𝜉, 𝜂, 𝑧)] = [𝐷(𝑧)][𝑁𝑢(𝜉, 𝜂)], e [𝐷(𝑧)] é a matriz que contém operadores 

diferenciais presentes na relação deformação-deslocamento, detalhado em Chee, 

(2000). 

 

 

3.1.2 Formação da matriz elementar 

 

 

De acordo com Chee, Tong e Steven (2000), as matrizes de acoplamento 

elementar são descritas pelas equações (4) e (5): 
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onde 𝜌 é a densidade do material, [𝑀𝑒] é a matriz elementar de massa e [𝐾𝑢𝑢
𝑒 ] é a 

matriz elementar de rigidez elástica. [𝑐] e [𝐵𝑢] são as matrizes, respectivamente, da 

rigidez elétrica de entrada e 𝑉𝑒 é o volume elementar. 𝐽 é o jacobiano da transformação 

(REDDY, 1997). 

Com base nas equações (4) e (5), a matriz do modelo global representada na 

equação (6) é construída através do procedimento padrão, em que g indica as 

grandezas globais. 

 

       ggg
Fuu uug KM                                               (6) 

 

Onde {𝐹𝑔} é respectivamente a força de excitação. 

 

 

3.2 REDUÇÃO DE MODELOS 

 

 

A realização balanceada, consiste na descrição do modelo do sistema na 

forma de espaço de estados, combinando-o com as matrizes de controlabilidade e de 

observabilidade para cada graminianos de controlabilidade e observabilidade do 

sistema. O modelo reduzido é obtido negligenciando os estados associados a 

pequenos valores singulares (MEIROVITCH, 1990). A realização balanceada mínima 

do sistema é assintoticamente estável se os graminianos de controlabilidade e de 

observabilidade são iguais e diagonais (ZHOU; DOYLE, 1998). 

Considere um sistema linear estável invariante no tempo representado na 

equação (7) e equação (8): 

 

            tuBtxAtx                                               (7) 

 

       txCty                                                      (8) 
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onde �̇� (𝑡) corresponde a derivada 𝑥(𝑡) em relação ao tempo, 𝑥(𝑡) ao vetor de estado, 

[𝐴] a matriz dinâmica 𝑛𝑥𝑛, [𝐵] a matriz de entrada 𝑛𝑥𝑚, [𝐶] a matriz de saída 𝑠𝑥𝑛, 

{𝑢(𝑡)} a força de entrada e {𝑦(𝑡)} o vetor de saída, em que 𝑛 é a ordem do sistema, 

𝑚 o número de entrada e 𝑠 o número de saídas. 

O sistema é chamado balanceado, se as soluções respeitarem as equações 

de Lyapunov representadas pelas equações (9) e (10) e se 𝑃 = 𝑄 =  𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝜎1, 𝜎2. . . 𝜎𝑛). 

 

         0
TT

BBAPPA                                           (9) 

 

           0 CCAQQA
TT

                                        (10) 

 

Nas equações (9) e (10), [P] e [Q] são respectivamente os graminianos de 

controlabilidade e observabilidade, e 𝜎𝑖,𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, são os valores singulares do 

sistema (𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥. . . 𝜎𝑛 ≥ 0). 

Os valores singulares são classificados pelo seu grau de importância no 

sistema, desde o mais importante para o menos importante. Cada 𝜎1está associado a 

um estado 𝑥𝑖 do sistema balanceado, esse valor quantifica a contribuição do estado 

𝑥𝑖 para a resposta do sistema. Como 𝜎1 ≥ 𝜎2, temos então que o estado 𝑥1 afeta mais 

o comportamento do sistema do que 𝑥2.  

Na realização equilibrada, a fidelidade do modelo reduzido com o modelo 

completo (𝐴, 𝐵, 𝐶), depende da relação 𝜎𝑟 ≥  𝜎𝑟+1, onde 𝑟 é a ordem do modelo 

reduzido. A redução do sistema de espaço de estados é dada pelas equações (11) e 

(12): 

 

            tuBtxAtx rrrr                                          (11) 

 

       txCty rrr                                                  (12) 

 

onde {𝑥𝑟(𝑡)} é o vetor de estado reduzido, {𝑥𝑟(𝑡)} o vetor reduzido de entrada, [𝐴𝑟] a 

matriz reduzida dinâmica 𝑟𝑥𝑟, [𝐵𝑟] a matriz reduzida de entrada 𝑟𝑥𝑚 e [𝐶𝑟] a matriz 

reduzida de saída 𝑠𝑥𝑟. 
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Para a aplicação da realização balanceada, é preciso a transformação das 

equações (7) e (8) para o domínio modal. Para a obtenção do espaço de estados na 

forma canônica, a matriz dinâmica [𝐴] foi transformada para um matriz  de bloco 

diagonal modal, na ordem 2𝑥2, em que cada bloco corresponde a cada modo do 

sistema. 

A redução do modelo através da realização balanceada é chamada de 

truncamento balanceado (ASSUNÇÃO; HEMERLY, 1992). A redução de modelos foi 

utilizada no presente trabalho a fim de garantir a controlabilidade e observabilidade do 

sistema. 

 

 

3.2.1 Controlabilidade e observabilidade 

 

 

Os conceitos de controlabilidade e observabilidade são de fundamental 

importância no estudo de sistemas de controle e de técnicas de estimação de estados. 

Assim, são indispensáveis para projetar sistemas de controle no espaço de estados, 

nas quais as condições de controlabilidade e observabilidade podem orientar a 

obtenção de uma solução completa para o projeto de controle (OGATA, 2003). 

Normalmente a maioria dos sistemas físicos são controláveis e observáveis, 

porém os modelos matemáticos correspondentes podem não exibir a propriedade de 

controlabilidade e observabilidade. É preciso ter o conhecimento das condições para 

as quais um sistema é controlável e observável (OGATA, 2003). 

 

    

3.2.1.1 Controlabilidade  

 

 

Seja um sistema representado pela equação (7) e (8), o sistema é dito 

controlável se, para qualquer que seja o instante inicial 𝑡0, seja possível transferir todo 

estado {𝑥(𝑡0)} para qualquer estado final {𝑥(𝑡)} num tempo finito 𝑡𝑓 > 𝑡0 por intermédio 

de um vetor de excitação {𝑢(𝑡)} não sujeito a restrições (MEIROVITCH, 1990). 
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Para analisar a controlabilidade de um sistema, a forma padrão é dada pela 

análise do posto (rank) da matriz, representada pela equação (13), na qual é formada 

a partir das matrizes [𝐴] e [𝐵]. 

 

           BABABM
n

c

12 
                                      (13) 

 

Sendo [𝑀𝑐] a matriz de controlabilidade. 

Para o sistema ser controlável é necessário apresentar a condição 

apresentada pela equação (14). 

 

   nMrank c 2                                                  (14) 

 

Assim, as matrizes [𝐴] e [𝐵] são ditas controláveis. 

 

 

3.2.1.2 Observabilidade 

 

 

Seja um sistema representado pela equação (7) e (8), o sistema é dito 

completamente observável se todo estado inicial {𝑥(𝑡0)} pode ser determinado 

exatamente a partir da resposta {𝑦(𝑡)} durante um intervalo de tempo finito 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑓 

(MEIROVITCH, 1990). A partir dessa afirmação pode-se observar que todas a 

variáveis de {𝑥(𝑡)} influenciam na resposta {𝑦(𝑡)}. 

Para analisar a observabilidade de um sistema é, necessário calcular sua 

matriz de observabilidade, apresentada pela equação (15). 
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                                                (15) 

 

Sendo [𝑀𝑜] a matriz de observabilidade. 
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Para o sistema ser observável é preciso apresentar a condição apresentada 

na equação (16). 

 

   nMrank o 2                                                  (16) 

 

Neste caso, o par de matrizes ([𝐴], [𝐶]) é dito observável. 

Um sistema dinâmico pode ser classificado como um dos quatro sistemas 

apresentados pela figura 1, a partir dos conceitos de controlabilidade e 

observabilidade. 

 

 

 
Figura 1 - Quatro divisões possíveis de um sistema 
Fonte: Koroishi (2013). 

 

 

A partir da figura 1 pode-se classificar o sistema em 4 tipos: 

 

Sco = subsistema completamente controlável e observável; 

So = subsistema completamente observável e não controlável; 

Sc = subsistema completamente controlável e não observável; 

Su = subsistema completamente não controlável e não observável; 

 

 



 
 

19 
 

3.3 SISTEMA DE CONTROLE 

 

 

Os sistemas de controle são classificados em dois tipos fundamentais: os 

sistemas de controle de malha aberta e os sistemas de controle de malha fechada. 

Ogata (2003) apresenta a distinção detalhada desses dois tipos de malha de controle. 

Para os sistemas de controle a malha aberta, o sinal de saída não exerce 

nenhuma ação de controle sobre o sistema, ou seja, em um sistema de controle de 

malha aberta o sinal de saída não é medido nem realimentado para a comparação 

com a entrada. Para obter a resposta desejada este tipo de controle utiliza um atuador, 

como mostra a figura 2. 

 

 

 
Figura 2 - Sistema de controle de malha aberta 
Fonte: Koroishi (2013). 

 

 

Já os sistemas de controle a malha fechada, também conhecido como sistema 

de controle com realimentação (feedback), o sinal de erro, este dado pela diferença 

entre o sinal de entrada e o sinal de realimentação, realimenta o controlador, de 

maneira que minimize este mesmo erro, e faça que a saída dê o valor desejado. Este 

tipo de controle é ilustrado pela figura 3.  

 

 

 
Figura 3 - Sistema de controle de malha fechada com retroação 
Fonte: Koroishi (2013). 
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3.4 ESTIMADOR DE KALMAN 

 

 

O Estimador de Kalman tem função de determinar os estados modais exigidos 

pelo controlador. Para sua aplicação, os modelos precisam estar descritos na forma 

de espaço de estados. É utilizado quando se deseja minimizar os efeitos de ruídos 

nos sinais de entrada e saída do sistema, e também para estimar os estados e saídas 

do sistema (WELCH; BISHOP, 1995). 

A equação (17) representa o Estimador de Kalman: 

 

                   ttLtuBtxAtx rrrr  
                             (17) 

 

onde [𝐿] é a matriz de ganho, determinada usando o comando lqe.m no software 

Matlab®, 𝛿(𝑡) é o vetor de deslocamento e 𝛿̅ (𝑡) o vetor de deslocamento estimado. 

 

 

3.5 REGULADOR LINEAR QUADRÁTICO  

 

 

A teoria de controle ótimo e em especial a do regulador linear quadrático, 

propõem a possibilidade da otimização de grandezas físicas através da adoção de um 

índice de desempenho. O regulador linear quadrático, LQR (do inglês Linear Quadratic 

Regulator), além de ser uma técnica de controle poderosa, tem grande importância no 

controle dinâmico multivariável, ele é a base nos desenvolvimentos recentes de 

controle de sistemas lineares MIMO.  

Para sistemas em malha fechada, o LQR fornece uma metodologia para 

controlar o ganho de realimentação, garantindo uma boa margem de estabilidade. 

O controle ótimo, no presente contexto, contribui para a minimização do índice 

de desempenho levando a otimização das grandezas físicas pré-definidas (SIMÕES, 

2006). O controle da realimentação é dado pela equação (18): 

 

       txKtu                                                   (18) 
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o ganho [𝐾] é determinado com minimização do desempenho dado pela equação (19). 

 

                




0

dttuRtutxQtxJ lqr
T

lqr
T                                           (19) 

 

Onde [𝑄𝑙𝑞𝑟] é uma matriz hermitiana definida positiva (ou semi-definida 

positiva) ou real simétrica das cargas de cada estado e [𝑅𝑙𝑞𝑟]é uma matriz hermitiana 

definida positiva ou real simétrica do consumo de energia dos sinais de controle 

(ASSUNÇÃO; TEIXEIRA, 2001). 

 

 

3.5.1 Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs) 

 

 

A desigualdade matricial linear é um método importante que abrange diversos 

problemas matemáticos, seu uso é vantajoso em sistemas de controle para a 

determinação do ganho do controlador, devido a possibilidade de assumir parâmetros 

modais envolvendo incertezas. Atualmente, é tema de estudo em todo mundo, em 

diversas pesquisas que visa diferentes aplicações, como o controle ótimo e o controle 

robusto (VAN ANTWERP; BRAATZ, 2000) (SILVA; LOPES; ASSUNÇÃO, 2004). 

A técnica de controle utilizando a desigualdade matricial linear, LMI, surgiu por 

volta de 1890, a partir da tese de doutorado de Aleksandr Mihailovish Lyapunov, 

surgindo assim o Teorema de Lyapunov (BOYD et al., 1994).   

Para um sistema de controle que faz uso do teorema de Lyapunov, primeiramente são 

verificadas as condições de estabilidade para posteriormente projetar o controlador 

com as devidas restrições criadas anteriormente. Lyapunov mostrou que o sistema 

representado pela equação (20) é estável se e somente existir uma matriz positiva 

𝑃𝑙𝑚𝑖, que atenda a condição dada pela equação (21), conhecida como desigualdade 

de Lyapunov. 

 

       txAtx                                                      (20) 

 

       0 APPA lmilmi

T
                                             (21) 
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3.5.2 Regulador Linear Quadrático via LMIs 

 

 

Muitos autores têm considerado aplicações de LQR, no entanto, o uso de LMIs 

para este controlador é pouco discutido (JOHNSON; ERKUS, 2002). O regulador 

linear quadrático via LMIs é ilustrado em (ERKUS; LEE, 2004). Estes autores 

mostraram que o problema LQR via LMI, a partir da minimização do índice de 

desempenho, é descrito pela equação (22): 

 

            T

lmi

T

lmilmilmilqrXPX YNtrNYtrXtrPQtr
lmilmi

,,min                  (22) 

 

onde 𝑁 corresponde a inserção de ruído, [𝑋𝑙𝑚𝑖] e [𝑌𝑙𝑚𝑖] as soluções das LMIs 

denotadas na matriz,  e  𝑡𝑟()  ao traço da matriz. A equação (22) é sujeita a condições 

impostas pelas equações (23) e (24): 
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Sendo 𝐵𝑤 a matriz de perturbação. 

Para se obter o ganho do controlador utiliza-se a equação (25). 

 

     1
 lmiPYG                                                    (25)                                                                                                                                                 

 

 

3.5.3 Projeto do Controlador Robusto usando LMIs 

 

 

A desigualdade matricial linear é uma ferramenta útil para a resolução de 

problemas com devidas restrições, em que os parâmetros variam em um certo 
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intervalo de valores, ou seja, parâmetros envolvendo incertezas. Sua principal 

vantagem é permitir tais especificações como taxa de decaimento, grau de 

estabilidade, limitação de entrada para os atuadores e picos de saídas. 

O projeto do controlador robusto presente neste trabalho foi previamente 

apresentado por Assunção e Teixeira (2001).  As condições para a estabilidade no 

sistema com incertezas politópicas é apresentada na equação (26). 

 

             

  0

0





X

BGAXGBXA
T

i

TT

iii

                              (26) 

 

Onde 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑚 e 𝑚 é o número de incertezas. 

 

 

3.6 ATUADOR ELETROMAGNÉTICO 

 

 

A metodologia para obtenção do modelo de um atuador eletromagnético foi 

apresentada por Morais (2010). A figura 4 ilustra o modelo. 

 

 

 

Figura 4 - Eletroímã do atuador 
eletromagnético 
Fonte: Morais (2010). 
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O esquema apresentado na figura 4 consiste em uma bobina enrolada em um 

núcleo de material ferromagnético, sendo este esquema do modelo representativo do 

atuador utilizado no presente trabalho. O núcleo ferromagnético, no qual a bobina se 

encontra enrolada, é do tipo ferro doce, que proporciona o direcionamento do fluxo de 

campo magnético, reduzindo perdas devido à dispersão. Tal núcleo é composto de 

várias lâminas, reduzindo o tipo de perda relacionada com as correntes parasitas 

(correntes de Foucault) (KOROISHI, 2013). 

Entre dois fluxos eletromagnéticos iguais consecutivos, circula sempre a 

mesma quantidade de fluxo magnético. Esta hipótese vem, de fato, desprezar os 

fluxos de fuga (aqueles que não passam pelos entreferros). A figura 5 representa o 

esquema dos fluxos eletromagnéticos iguais consecutivos, em que podemos estudar 

apenas a metade do circuito magnético. 

 

 

 

Figura 5 - Fluxos de campo magnético com 
fugas 
Fonte: Koroishi (2013). 

 

 

Os fluxos circulantes em cada ramo lateral do atuador são iguais e se igualam 

a metade do fluxo que circula no ramo central. 

Para calcular as novas relutâncias do circuito mostrado na figura 5, é preciso 

conhecer o comprimento médio l e a secção transversal S de diferentes elementos do 

circuito magnético, assim como a permeabilidade µ do material. Para isto é utilizada 

a fórmula geral, representada na equação (27): 
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S

l

r 



                                                      (27) 

 

onde 𝜇𝑟 é a permeabilidade relativa do material ferromagnético do núcleo (𝜇 = 𝜇𝑟 ∙ 𝜇0), 

permeabilidade esta considerada constante. 

Qualquer que seja a corrente (ausência de saturação), calcule-se as 

relutâncias a partir das equações (28), (29), (30) e (31): 
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onde 𝜇0 é a permeabilidade magnética do vácuo. 

Para calcular os fluxos circulantes em cada um dos ramos do circuito, é 

utilizada a equação (32): 
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                                (32) 

0 

Observa-se que, se o comprimento total do circuito magnético é insignificante 

diante de 𝜇𝑟 vezes o comprimento dos entreferros, não se comete um erro significativo 

no estabelecimento da relação fluxo-corrente ao se considerar a relutância total do 

circuito magnético como sendo igual à dos entreferros. Para um valor de 𝜇𝑟 superior 



 
 

26 
 

a 500 e entreferros inferiores a 2 mm, essa aproximação resta válida enquanto o 

comprimento total do circuito for inferior a 1 m (KOROISHI, 2013). 

O fluxo total induzido nas N espirais da bobina é dado pela equação (33): 

 

LlN                                                  (33) 

 

sendo 𝐿 é a indutância do circuito. A indutância magnética no atuador eletromagnético 

(AEM) é dada pela equação (34): 
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A partir da equação (35) calcula-se a força de atração eletromagnética entre 

dois núcleos ferromagnéticos. 
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                                                   (35) 

 

Onde 𝑊𝑐𝑚𝑎𝑔 é a energia magnética que pode ser determinada pela equação 

(36). 
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A energia magnética dada acima é então igual a equação (37). 
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Por fim, a força de atração entre os dois elementos do núcleo ferromagnético 

é representada pela equação (38): 
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sendo 𝛿 a variável que se acrescenta ao entreferro para representar a vibração da 

viga na p0osição do AEM. Vale ressaltar que o AEM aplica apenas força de atração 

e, desta forma, o sinal “  ” deve ser assim entendido: o valor “+” para δ > 0; e “-“ para 

δ < 0. 

 

 

3.6.1 Linearização do atuador eletromagnético 

 

 

Analisando a equação (38), sabe-se que o atuador introduz forças 

eletromagnéticas que são aproximadamente proporcionais ao inverso do quadrado da 

distância do entreferro entre os dois elementos do circuito magnético “𝑒”, e também 

ao quadrado da corrente elétrica da bobina 𝐼. Assim, o atuador apresenta uma não 

linearidade da força magnética, quando se tem grandes correntes ou quando o fluxo 

magnético do atuador se torna saturado para pequenas lacunas, junto com as 

limitações geométricas do mesmo. 

Considerando dois atuadores em sentidos opostos, forma na qual será 

utilizada no presente trabalho, a função não linearizada da força eletromagnética do 

𝐹𝐴𝐸𝑀 é representada pela equação (39). 
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Para a obtenção dos controladores deve-se linearizar a atuação das forças 

eletromagnéticas na posição de equilíbrio do sistema (𝑥0, 𝑖0) (LARSONNER, 2009). 

Para que seja possível a linearização dos sistema, é utilizada uma corrente de 

polarização 𝑖𝑏 conforme as equações (40) e (41). 

  



 
 

28 
 

 iiI b 1                                                       (40) 

 

 iiI b 2                                                       (41) 

 

A equação (42) apresenta que a rigidez de uma malha aberta de uma 

suspensão é igual a derivada negativa da força se suspensão com o respectivo 

deslocamento (LARSONNER, 2009). 
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O ganho do atuador é dado pela equação (43). 
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                                                  (43) 

 

Substituindo as equações (40) e (41) na equação (39), e derivando em relação 

a corrente no ponto de operação (𝑥 = 0, 𝑖 = 0), tem-se a relação de 𝑘𝑖 mostrada pela 

equação (44). 
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A relação de  𝑘𝑥 é dada pela equação (45), que é obtida a partir da substituição 

das equações (40) e (41) na equação (39), e da obtenção da derivada negativa em 

relação ao deslocamento no ponto de operação (𝑥 = 0, 𝑖 = 0). 
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Aplicando a série de Taylor na equação (39) no ponto de operação, conforme 

a equação (46), é obtida a linearização da equação (39) (FURTADO, 2008). 
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Substituindo as equações (42) e (43) na equação (46) e considerando os 

termos que apresentam primeira ordem da série de Taylor, no caso, a força inicial 𝐹0, 

a corrente inicial 𝑖0 e deslocamento inicial 𝑥0, sejam iguais a zero, é obtida a força 

eletromagnética na forma linearizada, dada pela equação (47), onde apresenta uma 

aproximação linear da relação verdadeira, e precisa apenas da proximidade do ponto 

de operação. 

 

xkikF xiAEM                                                   (47) 

 

 

3.7 MÉTODOS HEURÍSITICOS DE OTIMIZAÇÃO 

 

 

A otimização busca a melhor configuração de um sistema, sem ter que testar 

todas as possibilidades, ou seja, busca melhorar o que já existe, aumentando a 

eficiência de seu desempenho e diminuindo custos de projeto e operação (LOBATO, 

2008). 

Não existe nenhum algoritmo de otimização que possa ser aplicado 

eficientemente em todas as classes de problema (EDGAR; HIMMELBLAU; LASDON, 

2001). Um método escolhido para um caso particular é fortemente dependente da 

natureza da função objetivo, das restrições e do número de variáveis independentes 

e dependentes (LOBATO, 2008). 

O problema de otimização, de forma conceitual, é caracterizado pela função 

objetivo, variáveis de projeto e funções de restrições (VANDERPLAATS, 1999). 

A função objetivo define a característica do sistema que se deseja melhorar. 

Matematicamente, é representada por uma equação dependente das variáveis de 

projeto, que podem estar explicitamente na equação ou não. 
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As variáveis de projeto, também denominadas variáveis de decisão ou de 

busca, são um conjunto de parâmetros que podem influenciar os valores da função 

objetivo. Quando manipuladas adequadamente, promovem a modificação dos valores 

da função objetivo, no sentido de aumentar ou diminuir estes valores. 

As restrições são características que dependem matematicamente das 

variáveis de projeto e limitam os valores da função objetivo, restringindo em certas 

regiões do espaço do projeto. 

Os métodos heurísticos de otimização têm recebido uma atenção especial nas 

últimas décadas. Estes métodos são baseados nos princípios e modelos de evolução 

biológica, e se destacam pela sua simplicidade conceitual e versatilidade  a resolução 

de problemas reais. Além disso, o desenvolvimento de modelos computacionais, 

baseado em mecanismos evolutivos, caracteriza-se pela configuração de algoritmos 

de otimização robustos (DEB, 2000). 

Em situações em que mais de um objetivo é requerido no processo de 

otimização, utiliza-se a otimização multiobjectivo ou multicritério. Vaanderplats (1999) 

apresenta uma técnica para otimização multicritério, chamada de Compromise 

Programming (otimização de compromisso), apresentada pela equação (48). 

 

 
    
   

2
1

2

1 

























 



K

k
best

k

worst

k

best

kkk

xFxF

xFxFW
xF                                   (48) 

 

Onde 𝑥 é o vetor das variáveis do projeto, 𝑊𝑘 fator peso de cada k-ésima 

função obetivo, 𝐹𝑘(𝑥) a k-ésima função objetivo, 𝐹𝑘
𝑏𝑒𝑠𝑡(𝑥) o melhor valor da k-ésima 

função objetivo, e 𝐹𝑘
𝑤𝑜𝑟𝑠𝑡(𝑥) o pior valor da k-ésima função objetivo. 
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4 METODOLOGIA 

  

 

No presente trabalho, o controle ativo modal é usado para o controle da 

estrutura compósita. Na figura 6 é ilustrado a forma esquemática da qual o controle 

ativo modal é utilizado, onde 𝛿 corresponde ao deslocamento, 𝑋 ao estado modal, 𝐹𝑒𝑥𝑐 

a força externa e 𝑖 a corrente elétrica. 

 

 

 

Figura 6 - Controle ativo modal baseado na realimentação 
do controle no estado modal  
Fonte: Adaptado de Conceição et al. (2009). 

 

 

No esquema apresentado na figura 6, a estrutura compósita, representada 

pela equação (6), foi então descrita na forma de espaço de estados, demonstrada nas 

equações (7) e (8), para as simulações numéricas, onde o estimador de Kalman 

determina os estados modais exigidos pelo controlador. 

Na figura 6 é possível observar que no estado modal a realimentação 

necessita de um número de controladores. O esquema requer deslocamentos e 

velocidades modais para determinar o esforço de controle dos controladores. 

A viga de material compósito estudada no presente trabalho é ilustrada na 

Figura 7. A viga tem 306 mm de comprimento, 25.5 [mm] de largura e 1 [mm] de 

espessura, e é formada por 5 camadas de grafite/epóxi de espessura de 0.2 [mm]. As 

camadas possuem as orientações de [45º /0º /45º /0º /45º], em que as de orientação 

de 0º são paralelas ao eixo x. 
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Figura 7 - Viga de material compósito em engaste-livre  
Fonte: Adaptado de Koroishi et al. (2015). 

 

 

As constantes de rigidez elástica da viga em material compósito, feita de 

grafite/epóxi (AS4/3501) dada em [GPa], são, respectivamente: 𝐶11 = 173.6; 𝐶22 =

𝐶33 = 7.61; 𝐶12 = 𝐶13 = 2.48; 𝐶23 = 2.31; 𝐶44 = 1.38; 𝐶55 = 𝐶66 = 3.45. Dos pzts são: 

𝐶11 = 𝐶22 = 𝐶33 = 102.23; 𝐶12 = 𝐶13 = 𝐶23 = 5.035; 𝐶11 = 𝐶22 = 𝐶33 = 102.23; 𝐶44 =

𝐶55 = 𝐶66 = 2.594. A densidade de massa da viga de material compósito é 1578 

[kg/m³] (FARIA, 2006). 

Na figura 8 é representado um esquema do atuador eletromagnético utilizado 

no presente trabalho. 

 

 

 

Figura 8 - Modelo do atuador 
eletromagnético  
Fonte: Koroishi (2013). 
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Os parâmetros do atuador são apresentados na tabela 1. 

 

 

Tabela 1 - Parâmetros do núcleo e da bobina 

Parâmetros Valor 

𝜇0 (H/m) 4𝜋10−7 

𝜇𝑟 700 

N (espiras) 250 

a (mm) 9,5 

b (mm) 38 

c (mm) 28,5 

d (mm) 9,5 

e (mm) 0,5 

f (mm) 22,5 

𝑖𝑏(𝐴) 0,1 

Fonte: Koroishi (2013). 

 

 

A corrente elétrica é determinada pela planta de controle e, desta forma, ela 

é determinada de acordo com a solicitação do sistema. 

A permeabilidade relativa é uma propriedade intrínseca do material 

ferromagnético utilizado no núcleo do atuador. No entanto, seu valor pode variar 

devido à sua composição e, diante disto, seu valor deve ser determinado (EDGAR; 

HIMMELBLAU; LASDON, 2001). Para isso, um dos meios adotados é, por exemplo, 

utilizar técnicas de otimização.  

A bobina é composta de 250 espiras, em que no enrolamento foi utilizado fio 

de cobre do padrão AWG24. As características do fio, segundo o padrão, são 

apresentadas na tabela 2. 

 

 

Tabela 2 - Fio de cobre AWG24 

Parâmetros Valor 

Diâmetro (mm) 0,511 

Área (mm2) 0,205 

Resistência a 20ºC (Ohm/m) 0,0842 

Corrente Máxima (A) 3,5 

 Fonte: Koroishi (2013). 



 
 

34 
 

Neste trabalho é utilizado dois atuadores eletromagnéticos (AEM1 e AEM2), 

ambos atuando na direção z. O esquema é representado na figura 9. 

 

 

 
Figura 9 - Posicionamento dos atuadores 
eletromagnéticos na viga de material compósito 
em engaste-livre 
Fonte: Autoria própria. 

 

 

Os atuadores eletromagnéticos foram posicionados na extremidade livre da 

viga, onde se encontram os maiores deslocamentos. Cada atuador age 

separadamente, aplicando apenas força de atração.  

Nota-se pela equação (38) que a amplitude da força 𝐹𝐴𝐸𝑀, depende do 

deslocamento no interior do atuador, tal fato caracteriza uma não linearidade. Diante 

disto, o modelo do atuador foi linearizado segundo o procedimento apresentado por 

Koroishi e Steffen Jr (2011), no qual tem-se a linearização do atuador eletromagnético 

utilizando uma metodologia similar à aplicada aos mancais magnéticos. 

Na simulação numérica, a força de excitação de carga 1 [N] é aplicada no 

ponto (II) ilustrado na Figura 7 e as respostas em domínio do tempo são capturadas 

no ponto (I). O atuador eletromagnético é conectado com um sistema de controle ativo, 

assim as amplitudes de vibração são minimizadas com o tempo. Para uma melhor 

semelhança possível com o comportamento real, é sobreposto ruídos brancos nos 

cálculos dos deslocamentos. As incertezas são aplicadas considerando variações de 

±10% na matriz [A] no modelo da estrutura compósita, sendo analisado 100 amostras 

dentro de intervalo de variações. 
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Buscando uma boa relação entre a força de controle do sistema e a atenuação 

de vibração da viga, para uma melhor configuração do sistema, são utilizados 

métodos heurísticos de otimização. O primeiro passo é definir a função objetivo e as 

variáveis de projeto. Em relação às variáveis de projeto, sabe-se que o controlador 

necessita tanto do deslocamento modal (𝑞) como da velocidade modal (�̇�) para 

garantir seu funcionamento. A figura 10 apresenta a forma esquemática do 

controlador. 

 

 

 
Figura 10 - Esquema do Controlador 
Fonte: Oliveira et al. (2014). 

 

 

A partir da figura 10, pode-se observar que os parâmetros de deslocamento 

modal e velocidade modal são de grande importância na determinação do ganho do 

controlador, e consequentemente da força de controle, sendo esta uma das funções 

objetivo para a otimização do sistema.  

Adotando as variáveis de projeto como dois parâmetros  𝑐1 e 𝑐2, os quais estes 

parâmetros multiplicam a componente de deslocamento modal e a componente de 

velocidade modal, de acordo com as equações (49) e (50). 

 

qcq  1                                                        (49) 

 

qcq   2                                                        (50) 

 

O intervalo de espaço de projeto é de acordo com as equações (51) e (52). 

 

1000 1  c                                                      (51) 
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1000 2  c                                                     (52) 

 

Em relação ás funções objetivo, busca-se uma relação entre a força de 

controle e a atenuação de vibração, desejando-se a minimização da amplitude da 

resposta de deslocamento e a minimização da corrente utilizadas nos atuadores 

eletromagnéticos. Para tanto, são definidas duas funções objetivo, 𝐹1 relacionada à 

reposta do sistema, ou seja ao deslocamento, e 𝐹2 relacionada à corrente elétrica, ou 

seja, referente à força de controle, ambas as funções são apresentadas pelas 

equações (53) e (54). 

 

 txF min1                                                     (53) 

 

  dtItFF u  min2
                                            (54) 

 

Com o objetivo minimizar as duas funções apresentadas, determinou-se a 

função compromisso, a qual é apresentada pela equação (55). 

 

 
    
   

    
   

2
1

2

22

222

2

11

111










































xFxF

xFxFW

xFxF

xFxFW
xF

bestworst

best

bestworst

best

                 (55) 

 

A tabela 3 apresenta dos valores das constantes da função de compromisso. 

 

 

Tabela 3 – Valores das constantes da função de compromisso 

Parâmetros Valor 

𝐹1
𝑏𝑒𝑠𝑡 0,0353 

𝐹1
𝑤𝑜𝑟𝑠𝑡 9,315 

𝐹2
𝑏𝑒𝑠𝑡 1,1756e-11 

𝐹2
𝑤𝑜𝑟𝑠𝑡 2,1628 

𝑊1 0,01 a 0,99 

𝑊2 0,99 a 0,01 

Fonte: Autoria própria. 

 



 
 

37 
 

A combinação entre 𝑊1 e 𝑊2 foram feitas da forma 𝑊1 + 𝑊2 = 1,00, buscando 

a combinação que apresente o resultado satisfatório para ambas funções objetivo. 
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5 RESULTADOS 

 

 

Para análise da eficiência desta metodologia considerando a técnica de 

controle robusto, em termos de atenuação de vibração, foram confrontados 

graficamente a redução da resposta do deslocamento do sistema, a função resposta 

em frequência e as correntes utilizadas pelos atuadores eletromagnéticos. 

Primeiramente foram obtidos resultados com a aplicação do controle ótimo na 

viga de material compósito sem a inserção de incertezas. A figura 11 apresenta o 

comportamento do deslocamento do sistema, sem controle, com controle LQR, no 

domínio do tempo. 

 

 

 
Figura 11 - Resposta do deslocamento em domínio do tempo utilizando a 
teoria de controle ótimo 
Fonte: Autoria própria. 

 

 

Pela análise da Figura 11, pode-se observar que o controle LQR estabilizou o 

deslocamento do sistema num tempo de 1 [s], mostrando que o controle LQR é 

eficiente na redução da resposta do deslocamento em domínio do tempo. 

Foram analisadas graficamente as correntes utilizadas por ambos atuadores 

eletromagnéticos (AEM1 e AEM2) no estado determinístico com a teoria de controle 

ótimo, sua resposta é mostrada pela figura 12. 
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Figura 12 – Corrente elétrica dos atuadores eletromagnéticos (AEM1 e AEM2)  
Fonte: Autoria própria. 

 

 

Analisando a figura 12 é possível observar as alternâncias dos picos entre as 

respostas obtidas dos dois atuadores e também atenuação dos picos ao longo de 

tempo. Pode-se observar também que as respostas apresentam maiores picos nos 

maiores deslocamentos, onde se tem um consumo de energia alto. 

Aplicando incertezas no modelo para a utilização da teoria do controle robusto 

e também aplicando a linearização nos atuadores eletromagnéticos, foram obtidos os 

resultados do deslocamento em domínio do tempo, da função resposta em frequência 

e das correntes utilizadas pelos atuadores eletromagnéticos. A figura 13 apresenta a 

resposta do deslocamento em domínio do tempo, em três situações, sem controle, 

com o controle robusto e com controle no estado determinístico. 
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Figura 13 - Resposta do deslocamento em domínio do tempo utilizando a 
teoria de controle robusto 
Fonte: Autoria própria. 

 

 

Analisando as respostas da figura 13, em termos de robustez, o controle 

robusto atenuou a resposta do sistema com a presença das incertezas, fato verificado 

pelo envelope presente na resposta, sendo o deslocamento do sistema atenuado num 

tempo de 1 [s], mostrando que metodologia envolvendo a teoria de controle robusto 

foi eficiente para a atenuação da resposta do deslocamento do sistema. 

Ainda para análise do comportamento do sistema, é obtida a função resposta 

em frequência (FRF) dos 3 casos, sem controle, com controle no estado determinístico 

e com controle robusto. A função resposta em frequência é mostrada na figura 14.  

 

 

 
Figura 14 – Função Resposta em Frequência 
Fonte: Autoria própria. 
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Nota-se pela figura 14, a diminuição expressiva dos picos de frequência tanto 

para o controle robusto quanto para determinístico. Em termos de robustez, o 

envelope azul mostrado ela figura 14, apresentou a atenuação dos dois primeiros 

modos, sendo o primeiro atenuado cerca de 16.8 [dB] e o segundo modo atenuado 

cerca de 11.7 [dB]. Os modos mais elevados não apresentaram excedentes com o 

uso do controle. Vale destacar, pela análise de controlabilidade, o sistema era 

controlável considerando apenas os dois primeiros modos do sistema. 

Com a linearização do atuador eletromagnético, foram analisadas 

graficamente a corrente utilizada nos atuadores eletromagnéticos, para o estado 

determinístico e para o controle robusto, sua resposta é mostrada pela figura 15. 

 

 

 
Figura 15 – Corrente elétrica com a aplicação do controle robusto 
Fonte: Autoria própria. 

 

 

De acordo com a figura 15, a corrente elétrica de controle dos atuadores 

eletromagnéticos acompanha a resposta de deslocamento apresentado pela figura 

13, agindo de forma a controlar o sistema. Nota-se em termos de robustez, que o 

consumo de energia utilizado no controle robusto aumenta nas primeiras oscilações, 

e logo depois acompanha os picos do estado determinístico, fato mostrado através do 

envelope azul da figura 15.  

Em relação a otimização, foram obtidos os valores otimizados das variáveis 

de projeto 𝑐1 e 𝑐2 em função da contribuição de 𝑊1 e 𝑊2, conforme as figuras 16 e 17. 
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Figura 16 – Variável de Projeto 𝒄𝟏 X Combinação W1-W2 
Fonte: Autoria própria. 

 

 

 
Figura 17 – Variável de Projeto c2 X Combinação W1-W2 
Fonte: Autoria própria. 

 

 

É possível observar através da figura 16 que o valor da variável de projeto 

tende a aumentar com o aumento de 𝑊1, ao mesmo tempo que 𝑊2 diminui, ou seja, 

observa-se que a variável de projeto 𝑐1 tende a aumentar à medida que aumenta a 

influência da atenuação da resposta do sistema. 

Em relação a figura 17, os valores da variável de projeto 𝑐2 possuem valores 

próximos a zero, aumentando no intervalo 0.5 a 0.99 da combinação 𝑊1 − 𝑊2, 
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intervalo da combinação em que há maior influência de 𝑊1, que corresponde a maior 

influência da atenuação da resposta do sistema. 

A relação entre as funções objetivo 𝐹1 e 𝐹2 é observada a partir da figura 18. 

 

 

 
Figura 18 – Comparação F1 X F2 
Fonte: Autoria própria. 

 

 

Analisando o resultado obtido pela Figura 18, observa-se que as funções 

objetivo 𝐹1 e 𝐹2 seguem caminhos opostos com a variação da combinação de 𝑊1 e 

𝑊2. Este resultado mostra, conforme esperado, que o aumento da diminuição da 

resposta do sistema por meio do controle ativo de vibrações através da aplicação de 

atuadores eletromagnéticos, gera um aumento no consumo de energia, fato 

observado pela resposta da corrente elétrica utilizada pelos atuadores. Diante disto, é 

preciso encontrar uma boa relação entre 𝑊1 e 𝑊2, de forma que tenha uma boa 

atenuação de vibração da viga sem causar consumo excessivo de energia. 

As figuras 19, 20 e 21 apresentam a comparação da função global entre os 

valores das funções objetivo 𝐹1 e 𝐹2 em função da variação de 𝑊1 e 𝑊2. 
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Figura 19 – Comparação da Função Global entre F1 e F2 
Fonte: Autoria própria. 

 

  

  

Figura 20 – Imagem aproximada da comparação da Função Global 
entre F1 e F2. 
Fonte: Autoria própria. 
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Figura 21 – Imagem aproximada da comparação da Função Global e F2. 
Fonte: Autoria própria. 

 

 

A partir dos resultados obtidos nas figuras 19 a 21, foi observado que a menor 

diferença entre 𝐹1 e 𝐹2 ocorre para 𝑊1 = 0.74  e 𝑊2 = 0.26, logo pode-se afirmar que 

a  função objeto 𝐹1 apresenta maior influência sobre a função global. 

Para este valores de 𝑊1 e 𝑊2, as variáveis de projeto 𝑐1 e 𝑐2 são iguais a 

87,1522 e 0,1783. A resposta do deslocamento do sistema no domínio do tempo e a 

corrente elétrica dos atuadores eletromagnéticos utilizando os valores obtidos das 

variáveis de projeto 𝑐1 e 𝑐2 são apresentados pelas figuras 22 e 23. 

 

 

 

Figura 22 - Resposta do deslocamento em domínio do tempo aplicando 
otimização 
Fonte: Autoria própria. 
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Figura 23 - Corrente elétrica com a aplicação da otimização 
Fonte: Autoria própria. 

 

 

Conforme a figura 22, com a função objetivo 𝐹1 sendo a privilegiada na função 

global, observa-se que a atenuação de vibração do sistema ocorre mais rápida, 

atenuando o sistema aproximadamente 0.4 [s]. No caso da figura 23, a primeira 

oscilação apresenta maior consumo de energia, mas as oscilações seguintes são 

atenuadas conforme a resposta do deslocamento da figura 22. 

 

 

 

 

 

 

  



 
 

47 
 

6 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

 

O presente trabalho teve como objetivo a atenuação de vibrações em uma 

viga de material compósito utilizando atuadores eletromagnéticos por meio da 

aplicação do controle robusto. Primeiramente obteve-se resultados por meio da 

aplicação do controle ótimo, sem a inserção de incertezas, no qual mostrou resultados 

satisfatórios, e a eficiência do sistema de controle. Posteriormente foram inseridas as 

devidas incertezas para a obtenção das respostas do controle robusto, que em termos 

de robustez, atenuou a resposta do sistema com a presença das incertezas, num 

tempo de 1 [s], mostrando que metodologia envolvendo a teoria de controle robusto 

foi eficiente para a atenuação da resposta do deslocamento do sistema e ainda os 

dois primeiros modos foram atenuados cerca de 16.8 [dB] para o primeiro modo, e 

11.7 [dB] para o segundo modo.  

Em busca de uma relação entre a atenuação de vibração da viga e a força de 

controle do sistema o trabalho buscou a otimização do sistema utilizando métodos 

heurísticos de otimização. Através deste método foram inseridos dois parâmetros 𝑐1 

e 𝑐2 no qual o primeiro multiplicava o deslocamento modal e o segundo a velocidade 

modal, ambos utilizados pelo controlador, sendo estes parâmetros as variáveis de 

projeto. Considerando os dois objetivos, a atenuação de vibração e a força de controle, 

como as funções objetivo 𝐹1 e 𝐹2, é utilizada a função de compromisso, na qual 

representa uma função multiobjectivo, em que é necessário estabelecer os valores 

dos coeficientes de ponderação 𝑊1 e 𝑊2, que funcionam como pesos para 𝐹1 e 𝐹2, 

respectivamente. Os valores de 𝑊1 e 𝑊2 em que apresentam um menor diferença 

entre 𝐹1 e 𝐹2, foram 𝑊1 = 0.74  e 𝑊2 = 0.26, assim 𝐹1 possui uma maior influência na 

função global. Tendo  𝐹1 maior influência na função global, a resposta a atenuação de 

vibração do sistema ocorre mais rápida, atenuando o sistema aproximadamente 0.4 

[s]. 

De modo geral, pode-se concluir que a metodologia proposta e as ferramentas 

utilizadas, apresentaram resultados satisfatórios, tornando possível sua utilização 

para melhorar o desempenho de controle ativo de vibrações em vigas de materiais 

compósitos. 
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Para trabalhos futuros a construção de uma bancada é importante para 

comparação de resultados obtidos nas simulações numéricas e de resultados obtidos 

em uma bancada experimental, para se ter um estudo mais amplo do caso. 
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