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RESUMO

LEME, Pedro Victor. Controle por realimentacdo de saida de sistemas lineares a parametros
variantes no tempo. 44 f. Trabalho de Conclusido de Curso — Engenharia de Controle e Auto-
macao, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Cornélio Procépio, 2016.

Este trabalho é dedicado ao estudo de técnicas para a sintese de controladores por realimen-
tacdo de saida para sistemas lineares a parametros variantes no tempo, tendo como principal
ferramenta o uso de desigualdades matriciais lineares. E utilizado um banco de dados de sis-
temas lineares a parametros variantes, gerado pelo autor, a serem estabilizados pelos métodos
que sdo abordados.

No decorrer do trabalho € apresentada a metodologia utilizada para implementacao das técnicas
de controle, bem como uma série de consideracdes feitas para tornar possivel a comparacdo
entre as diferentes abordagens.

Palavras-chave: Sistemas lineares a parametros variantes no tempo, controle robusto, reali-
mentacao de saida, desigualdades matriciais lineares.



ABSTRACT

LEME, Pedro Victor. Output feedback control of linear systems with time-varying parameters.
44 f. Trabalho de Conclusdo de Curso — Engenharia de Controle e Automacao, Universidade
Tecnoldgica Federal do Parand. Cornélio Procépio, 2016.

This work is dedicated to study of techniques for the synthesis of output feedback controllers
for linear systems with time-varying parameters, having as the main tool the use of linear matrix
inequalities. It is used a database of linear systems with varying parameters, generated by the
author, to be stabilized by methods that are addressed.

Along this work is presented the methodology used to implement control techniques, as well as
several considerations to make it possible to compare between different approaches.

Keywords: Linear systems with time-varying parameters, robust control, output feedback con-
trol, linear matrix inequalities.
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1 INTRODUCAO

A andlise de estabilidade e o projeto de controladores estdo presentes nos mais diversos
setores da industria, assumindo um papel essencial no funcionamento de maquinas e equipa-
mentos elétricos (OGATA, 2010). De forma simplificada, controlar um sistema significa fazer
com que este obedeca a certos requisitos pré-estabelecidos. Um exemplo pratico € o controle de
velocidade de motores trifasicos, sendo que o objetivo € fazer o motor manter uma certa rotagao

independentemente de fatores internos ou externos.

Em geral, a primeira etapa de um projeto de controle consiste em determinar o modelo
matematico para o sistema em questdo. Entretanto, diversos fatores, tais como variacdes nos
valores dos componentes fisicos do sistema, mudancas no meio em que o sistema esta inserido,
ou ainda dinamicas nao modeladas, fazem com que o modelo encontrado nio represente total-
mente o sistema analisado (AGUIRRE, 2007). Uma forma de tratar este problema ¢ englobar
os elementos incertos em um conjunto de varidveis e projetar um controlador que seja robusto
a variacao destes elementos. A esta abordagem di-se o nome de representacdo LPV (em inglés,
Linear Parameter Varying) (OLIVEIRA, 1999).

Uma técnica muito empregada na teoria de controle consiste em utilizar um conjunto
de varidveis que representam o sistema por completo, chamado de varidveis de estado, para
gerar uma lei de controle que satisfaca requisitos pré-determinados. Entretanto, em sistemas
praticos é comum que nem todas as varidveis de estado estejam disponiveis para serem utili-
zadas pelo projetista. Nestes casos, € comum utilizar a propria saida do sistema para gerar a
lei de controle. De forma geral, este método € menos abrangente quando comparado com a
realimentacao de estados, visto que informagdes do sistema podem ndo estar disponiveis na

saida.

A sintese de ganhos estabilizantes por realimentacdo de saida para sistemas depen-
dentes de parametros incertos € considerada um dos problemas mais complicados na teoria de
controle (SYRMOS et al., 1997). Neste contexto, o objetivo € realizar o projeto de controlado-
res que sejam robustos a variagdo destes parametros. Neste trabalho sdo apresentados diferentes

métodos para sintese de ganhos estabilizantes por realimentagdo de saida. O foco do estudo é re-
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alizar uma anélise acerca do comportamento de cada técnica para diferentes classes de sistemas

previamente gerados e salvos em um banco de dados.



15

2  FORMULACAO DO PROBLEMA

A necessidade de se impor um comportamento especifico para as varidveis de um sis-
tema estd presente em diversas dreas da engenharia. Um exemplo pratico € o controle de velo-
cidade de uma esteira transportadora. O motor responsavel pela movimentacao do sistema deve
manter uma velocidade constante e independente da carga solicitada. Outro exemplo de sistema
de controle amplamente utilizado estd nas industrias quimicas, onde manter a temperatura das

substancias dentro de uma faixa desejada € essencial para que o processo seja bem sucedido.

Contudo, nem sempre o sistema estudado é precisamente conhecido. E possivel que
existam varidveis incertas em seu modelo, seja por fendmenos ndo modelados ou ainda por
variacOes intrinsecas ao sistema. Essas necessidades fomentam o surgimento de diversas pes-
quisas cujo objetivo € realizar o projeto de controladores robustos que garantam a estabilidade

de sistemas incertos.

Considere o sistema linear a pardmetros variantes, dado por

€]

sendo A(0) € R"*", B(0) € R"™ e C(0) € RP*" matrizes dependentes do pardmetro 6, u(t) €
R™ a entrada de controle e y(¢) € R? a saida medida. As matrizes do sistema pertencem a um

dominio politépico e sdo definidas por

j o
S0)=Y 65, Aj=20eR: Y 6=1 6>0 i=1,..,j,, (2)
i=1 i=1
sendo que Sy, So, ..., S representam cada matriz do sistema e A; € conhecido como simplex

unitdrio de j elementos.

O problema abordado neste trabalho consiste em realizar a sintese de diferentes con-
troladores por realimentacdo de saida para uma gama de sistemas previamente gerados e que

seguem a estrutura do sistema (1).
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3 OBJETIVOS

3.1 OBIJETIVOS GERAIS

Neste trabalho utilizam-se diversos modelos de sistemas lineares a paradmetros vari-
antes no tempo gerados aleatoriamente, porém de forma a serem estabilizdveis por ganhos de
realimentacao de saida. O objetivo € realizar o controle por realimentacdo de saida destes siste-
mas por meio de trés metodologias distintas presentes na literatura e baseadas em desigualdades

matriciais lineares.

3.2 OBIJETIVOS ESPECIFICOS

e Gerar um banco de dados de sistemas politopicos com diferentes caracteristicas, entre

elas, nimero de entradas, nimero de saidas, ordem e quantidade de vértices;

e Realizar a sintese de controladores robustos por meio de realimentacdo de saida para os

sistemas gerados, utilizando trés diferentes metodologias propostas pela literatura;

e Comparar os resultados obtidos pelos diferentes métodos de acordo com a variacdao da

ordem do sistema e do niimero de vértices do politopo;

e Analisar o comportamento de cada método, mediante a variagao do nimero de entradas e

saidas.
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4 FUNDAMENTACAO TEORICA

O objetivo deste capitulo € apresentar os conceitos e defini¢des que serdo utilizados
no decorrer deste trabalho. A Sec¢do 4.1 introduz o leitor sobre algumas caracteristicas a res-
peito de sistemas lineares a parametros variantes. Na sequéncia sdo abordados aspectos sobre a
estabilidade (Secdo 4.2) e controle de sistemas lineares (Secao 4.3). A Secdo 4.4 apresenta os
conceitos de robustez e incertezas. Ao final deste capitulo, abordam-se condi¢des de desigual-

dades matriciais lineares, bem como métodos para sua resolugdo.

4.1 SISTEMAS LINEARES A PARAMETROS VARIANTES NO TEMPO

Pode-se representar um sistema linear e causal em fun¢do de um conjunto de varidveis
x(t) € R" chamadas de varidveis de estado. De forma genérica, a representagdo desta classe de

sistemas € dada por

.
=
Il
o

(£)x(2) + B(t)u(t),

3)
y(t) = C(0)x(t) + D(t)u(r),

sendo A(t) € R™", B(t) € R™"™, C(r) € RP*" e D(t) € RP*™ matrizes precisamente conhe-
cidas, u(t) € R™ a entrada de controle e y(f) € R” a saida medida. Buscar uma solugio para
problemas nesta representacdo exige o conhecimento da dependéncia temporal das matrizes
A(t), B(t), C(t) e D(t), o que nem sempre ¢ trivial. Por isso, torna-se interessante o estudo de

formas alternativas de formular problemas como este.

Uma representacdo que vem sendo amplamente utilizada para representar sistemas

lineares variantes no tempo é mostrada a seguir.

“)

Esta técnica caracteriza-se por englobar as variacOes temporais presentes nas matrizes do es-
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paco de estados em um vetor de pardmetros 6(¢). Sistemas que permitem esta formulagio sdo
chamados de sistemas lineares a pardmetros variantes! (em inglés, Linear Parameter Varying
— LPV).

Duas classes de problemas sdo comumente beneficiadas pela abordagem LPV. A pri-
meira, e utilizada neste trabalho, é quando 6(r) representa elementos incertos do modelo?,
sendo que neste caso, geralmente, se supde o conhecimento a priori dos limitantes de 6(¢). A
segunda possibilidade é quando 6(¢) representa pardmetros cujos valores sdo conhecidos em

tempo real, e podem ser utilizados na prépria lei de controle a medida em que o tempo passa.
4.2 ESTABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES

A seguir € apresentado o Teorema de Lyapunov, que é amplamente utilizado na anélise

de estabilidade de sistemas dindmicos.

Teorema 1 O sistema (3) é assintoticamente estdvel se, e somente se, existir uma funcdo de

Lyapunov v(x) tal que®

v(x) >0, Vx#0,

. )
v(x) <0, Vx#0.

Um dos maiores problemas na utilizacdo do Teorema 1 € a obten¢do de uma func¢do de
Lyapunov adequada para se analisar a estabilidade de um determinado sistema, uma vez que a

escolha inadequada da fung@o v(x) pode provocar um resultado conservador.

Uma classe de funcdes de Lyapunov para a qual a estabilidade de um sistema pode ser

facilmente verificada € a das fun¢des quadraticas, dada por

v(x) = x'Px, (6)

sendo P € R™*" uma matriz simétrica. Por meio desta funcéo, é possivel verificar a estabilidade

quadratica de um determinado sistema.

'Esta representacdo ndo é considerada genérica, porém intimeros sistemas admitem esta formulago.

ZIncertezas sdo tratadas na Secdo 4.4.

3A fungdo v(x) pode ser associada a uma fungdo de energia e as restrigdes v(x) > 0 e v(x) < 0 podem ser
entendidas como condi¢des para que a funcdo de energia sempre decres¢a no tempo € com isso se dissipe por
completo, levando o sistema a um ponto de equilibrio.
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4.3 CONTROLE POR REALIMENTACAO

De forma geral, o objetivo do controle de sistemas €, dado um estado inicial, encontrar
uma entrada de controle u(r) que seja capaz de conduzir os estados ao ponto desejado em
um tempo finito (OGATA, 2010). Se for possivel realizar este procedimento, o sistema € dito
controldavel (DORF; BISHOP, 2001). A seguir, sdo apresentadas as duas abordagens de controle
utilizadas neste trabalho: estabilizacdo por realimentacdo de estados e por realimentacdo de

saida.

4.3.1 ESTABILIZACAO POR REALIMENTACAO DE ESTADOS

Considere o sistema (3) para D(¢) = 0. O objetivo da estabiliza¢do por realimentacdo
de estados consiste em encontrar um ganho K tal que a lei de controle u(t) = Kx(t) estabilize o
sistema em malha fechada. A Figura 1 mostra o diagrama de blocos de uma realimentacao de
estados. Observa-se que, neste tipo de controle, € necessdrio ter acesso a todas as varidveis de

estado do sistema que se deseja controlar.

X(t)A’ ) Y@

A(W)x(t) + B()u(t)

u()

Figura 1: Diagrama de blocos representando uma realimen-
tacao de estados.
Fonte: Autoria Propria

4.3.2 ESTABILIZACAO POR REALIMENTACAO DE SAIDA

Quando x(¢) ndo é conhecido para todo instante de tempo, nio € possivel realizar a
realimentagdo de estados. Contudo, pode-se supor uma lei de controle da forma u(z) = Ly(t),
que € chamada de realimentacdo de saida, sendo L a matriz de ganho. Com isso, a acdo de
controle pode perder informagdes referentes ao sistema, visto que alguns estados podem ndo
afetar a saida medida (DORF; BISHOP, 2001).

A Figura 2 mostra o diagrama de blocos de uma realimentagdo de saida para o sistema
(3) para D(t) = 0. Observa-se que para esta abordagem, basta o conhecimento da saida do

sistema para cada instante de tempo.
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x(t);C(t) y(t

A()x(1) + B(tu(t)

u()

N~
A

Figura 2: Diagrama de blocos representando uma realimen-
tacao de saida.
Fonte: Autoria Propria

4.4 ROBUSTEZ

A robustez é um dos fatores mais importantes para o sucesso de um sistema de con-
trole. Um sistema € dito robusto com relacdo a uma determinada caracteristica se ele possui
a capacidade de preservd-la mesmo mediante acontecimentos imprevistos, como por exemplo,
variagdes de sua dinamica ou ainda, do meio em que se encontra inserido (OLIVEIRA, 1999).
No presente trabalho, deseja-se preservar a estabilidade, independente de variacdes de certos

parametros.

4.4.1 INCERTEZAS

Nem sempre € possivel modelar todas as dindmicas de um sistema fisico. Uma forma
de levar em consideracgdo tais dindmicas ndo modeladas € por meio da insercdo de incertezas
no modelo matemadtico. Desta forma, pode-se ter uma representacdo matematica mais fiel ao
sistema fisico real (AGUIRRE, 2007).

4.5 POLITOPOS

Um politopo € um conjunto poliedral limitado. Também pode ser definido como um
envelope convexo com finitos vértices , sendo que todo elemento pertencente ao politopo pode
ser obtido por meio de uma combinagdo convexa dos vértices (AGUIRRE, 2007). Na aborda-
gem politdpica, as matrizes do sistemas sdo escritas no extremo da regido que se deseja consi-
derar. O conjunto de todos os sistemas possiveis pode ser representado pelo conjunto convexo

dado por
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j o
M(0)=) 6M; , Aj:{OERJ: Y 6,=1, 6;>0, i:l,...,j}, (7)
i=1 i=1

sendo My, M, ..., M vértices do politopo e A; um simplex unitario de j elementos. A Figura 3

apresenta a ilustracdo de um politopo de seis vértices.

M2 : MS

M, M,

Figura 3: Ilustracao de um politopo de seis vértices.
Fonte: Adaptado de (MOREIRA et al., 2009).

4.6 DESIGUALDADES MATRICIAIS LINEARES

Para a resolu¢do de problemas de otimizacao convexos, pode-se utilizar técnicas base-
adas em desigualdades matriciais lineares (em inglés, Linear Matrix Inequalities — LMIs). O
constante processo de evolucao dos computadores em conjunto com o surgimento de pacotes
computacionais eficientes (por exemplo, (LOFBERG, 2004) e (STURM, 1999)) tém contri-

buido para o aumento da utilizacio desta técnica.

Considerando x = Ax e calculando a derivada da fung¢do de Lyapunov v(x) = x'Px,

tem-se que
v(x) = ¥ Px+x'Px = xX'A’Px + x' PAx (8)
= v(x) =" (A'P+ PA)x. )

Portanto, para sistemas lineares precisamente conhecidos, a estabilidade pode ser analisada por

meio da verificacdo das LMIs mostradas a seguir.

P>0, (10)

A'P+PA <. (1)
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Para sistemas incertos, ou seja, casos em que a matriz A € dependente de pardmetros, tem-se as

condic¢des

P(6) >0, (12)

A'(6)P(6)+P(0)A(6)+P(6) <0. (13)

Esta restricdo possui dimensao infinita, e teria que ser verificada para infinitos pontos. Rees-
crevendo a matriz A na forma politdpica e considerando P(0) = P constante, basta satisfazer as
condigdes

P>0, (14)
AP+ PA; <0, (15)

para cada um dos vértices do politopo. Este conjunto de LMIs gera condi¢cdes apenas suficientes
e apresenta conservadorismo em relacdo as restri¢cdes (12) e (13). Ou seja, o sistema pode ser

estdvel, e ainda assim ndo ser encontrada uma solucao para uma matriz P constante.

Uma das vantagens de se utilizar LMIs € que estas podem resolver problemas que en-
volvam varidveis matriciais e, além disso, podem-se impor diversas estruturas a essas variaveis.
Diversos problemas importantes relacionados com controle de sistemas podem ser resolvidos
por meio de LMIs como por exemplo, o projeto de controladores .77, e .73, ou ainda garantir a
estabilidade do sistema (OLIVEIRA, 1999).

4.6.1 METODO DE RESOLUCAO

Existem diversas técnicas para a resolucio de restricdes que envolvem desigualdades
matriciais. Neste trabalho, utiliza-se o pacote computacional SeDuMi, que tem como base o

método chamado primal-dual.

Para uma cerca solucdo define-se a distdncia dual para os problemas primal e dual
como sendo dp. Esta distancia possui propriedades interessantes, dentre elas, relevante para
este trabalho, o fato de ser sempre positiva para solucdes factiveis. Detalhes sobre o método

primal-dual podem ser visto em (VANDENBERGHE; BOYD, 1995).
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S METODOLOGIA

Neste capitulo sdao descritos e discutidos os métodos utilizados no presente trabalho.
Primeiramente apresentam-se os teoremas utilizados para estabilizacdo por realimentacio de
saida (Secdo 5.1). Em seguida, sdo apresentadas as consideracOes feitas ao longo da imple-
mentacdo de cada uma das técnicas utilizadas, bem como, sdo descritos os algoritmos para
implementagdo da sintese dos controladores (Secdo 5.2). Ao final deste capitulo sdo descritas

as caracteristicas dos diferentes sistemas utilizados a serem estabilizados.
5.1 CONDICC)ES LMIS UTILIZADAS NESTE TRABALHO

A seguir sdo apresentados os teoremas utilizados neste trabalho para gerar leis de con-

trole por realimentacdo de saida para os sistemas que serdo tratados na se¢ao 5.3.
Lema 1 (Estabilizacdo Quadrdtica) Se existirem uma matriz simétrica definida positiva W €
R™" ¢ uma matriz Y € R™" tais que'

A(6)W +WA'(0)+B(0)Y +Y'B'(0) <0, VOecA (16)

entio K =YW~! assegura a estabilidade robusta em malha fechada do sistema (4) (GEROMEL
etal., 1991).

Teorema 2 Existe L\ que estabiliza o sistema (4) se, e somente se, existirem matrizes R €

RU=P)Xn W e R ¢ Z € R™™ tais que

C
T = {1 eR™, (17)
R

W >0, (18)

''Se for considerado W dependente de parimetros, a condi¢do para estabilidade dependeré da taxa de variagio
de W e a nova condigio serd dada por A(8)W(0)+W(0)A(6) +B(0)Y +Y'B(0) —W(0) < 0. Entretanto, W
constante produz W = 0.
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A(O)W +WA'(0)+B(6)Z+Z'B'(6) <0, (19)
CWR =0, (20)
ZR =0, (1)

sendo T uma matriz de posto completo. Entdo, L| = ZC'(CWC')~! é um ganho estabilizante

de realimentagdo de saida.

Demonstracao:

Suficiéncia: Supondo que a LMI é verificada e que 7~ existe, tem-se que K = ZW !

¢ um ganho estabilizante de realimentacdo de estados e

, N1 CWC'" CWR C
K=2ZT'(TWT')"'T =7 [c’ R’} . (22)

RWC' RWFR R

Impondo as restricoes CWR' =0 e ZR' = 0 obtém-se
cwc')™! 0 C
K=|zc of (cwe) —zC'(cwC')~' ¢ (23)
0 (RWR)~'| |R| ~———
L
Necessidade: Se existe L que estabiliza o sistema, entdo 3W > 0 tal que

(A(6)+B(0)L,C)W +W(A(0)+B(0)L1C) <0 (24)
— A(0)W +WA'(8) +B(0)L,CW +WC'L\B' () <0 (25)

sendo CC+ = 0. Desta forma, Z = L,CW verifica a LMI e R = W~'C" verifica as outras

hipdteses.

Teorema 3 Se existirem Wy = Wy € R"™" e Zy € R™*" tais que

Wi 0 |
Wo = >0, (26)
0 Wa |
zo=|z o], &)

AWy +WoA'(8) +B(0)Zy+ZyB'(6) < 0, (28)
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sendo Wy € RP*P, Wy, € RU=P)X(=P) o 7, € R P As matrizes A(G) e B(0) sdo represen-

tacoes similares do sistema original, transformadas por uma matriz invertivel dada por

C
T = H e R, (29)
Q

sendo Q uma matriz arbitrdria que garanta rank cheio para matriz T. Entdo, L, = ZUWHI é

um ganho estabilizante de realimentacdo de saida para o sistema original.

Demonstracio:

Seguindo a l6gica proposta pela demonstracdo anterior € impondo que

C= [Ip OPX(”—P)} ’ (30)

0= {00-pp L) 31

sendo / uma matriz identidade e 0 uma matriz de zeros. Com isso, as restricoes (20) e (21) estao

contidas na estrutura das matrizes W e Z. Ou seja,

cwg' =11 of [W“ le] H =0 Wiz =0, (32)
0
ZQ%:PH ZJ[JZZU%ZQIO. (33)

Teorema 4 Seja K um ganho estabilizante de realimentagdo de estados. Se existirem matrizes

P=P cR"" F(0) e R"" G(6) e R H € R™" e J € R™*? tais que

P >0, (34)
H“(G) H12(9) H13(9)
Li(6) ~G(6)-G(6)  G(0)B(6) | <O, (35)
I13,(6) B(0)'G(0) —-H-H

I1,,(6) = A'(0)F'(8) + F(0)A(0) + K'B'(0)F'(6) + F(8)B(0)K,
I,(8) = P—F(0) +A'(8)G'(8) + K'B'(8)G(8),

I1,3(6) = F(6)B(8) +C'(6)J —K'H',
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I (8) = P— F'(8) + G(8)A(8) +G(8)B(0)K,
I15(6) = B'(0)F'(0) +JC(8) — HK,

entdo Ly = H™'J é um ganho de realimentagdo de saida que estabiliza o sistema (4).

Demonstracao:

Considere a matriz

7(6) = [’ 0 S], (36)
071 O

sendo S = H~'JC(8) — K. Apés a multiplicacdo da condicio (35) por 7(6) a esquerda e por

T(6) a direita, tem-se que

lrn(e) [2(8) <0, (37)

[21(0) —G(6)—G'(0)

com
I'11(68) = (A(8) +B(6)LC(6))'F'(6) + F(0)(A(0) + B(6)LC(0)),
I'12(8) =P(0) —F(6)+(A(68) +B(8)LC(0))G'(6),
I21(0)=P(8) —F'(6)+G(6)(A(8)+B(0)LC(H)).

A multiplicacdo da condicao (37) por

1 A6)+B(6)LC(B)] (38)

a esquerda e por
1 A6)+B(6)LC(6)] (39)

a direita, produz
A'(8)P+PA(8) <0, (40)

que € uma condic¢do de estabilidade conforme apresentado na secdo 4.6.

Os Teoremas 2, 3 e 4 sdo diferentes técnicas para gerar ganhos por realimentagdo de

saida e serdo comparadas no presente trabalho.
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5.2 CONSIDERACOES GERAIS

A implementacao das rotinas referentes aos Teoremas 2, 3 e 4 foi realizada no software
MatLab®. Utilizaram-se ainda dois pacotes computacionais: o interpretador Yalmip (LOF-
BERG, 2004) e o solver SeDuMi (STURM, 1999). Cada método foi avaliado em diferentes
sistemas, que sao detalhados na Secdo 5.3. Os apéndices B, C e D mostram os algoritmos
utilizados para implementacio de cada um dos métodos. E importante destacar que os algorit-
mos apresentados sdo para uma unica iteracao, ou seja, sdo aplicdveis para um dado sistema.
Os cédigos utilizados para realizacdo deste trabalho seguem a légica proposta pelos algorit-
mos, porém alteracdes sao necessdrias para tornar o algoritmo genérico para avaliar diversos

sistemas.

5.2.1 IMPLEMENTACAO DO TEOREMA 2

Como esta condi¢cdo possui restricdes de igualdade, o resultado do computo da so-
lucdo para as LMIs torna-se impreciso, visto que computacionalmente € dificil satisfazer tais
restricdes com precisdo. Desta forma, faz-se necessario a admissdo de uma tolerancia de con-
vergéncia Y para a distdncia dual da solug@o obtida pelo solver do pacote SeDuMi. Por meio
de testes empiricos, adotou-se um valor de tolerdncia y = —107!3. Desta forma, resultados que
estejam dentro da tolerancia sdo considerados factiveis. A Figura 4 ilustra a tolerancia admitida

neste trabalho.

e Valores admitidos neste trabalho

1
| [
Solugoes 1 Resultados
infactiveis : conservadores

Tolerdncia Distancia dual

Figura 4: Ilustracio da tolerancia de convergéncia admitida em contraste
com resultados conservadores e solucoes infactiveis.
Fonte: Autoria Propria

Uma vez que este método depende da definicdo de uma matriz R, adotou-se que no
maximo, para cada sistema, serdo testados 10 diferentes valores para R gerados de forma alea-

téria. Caso ndo seja encontrado um valor que torne a solugdo factivel, entende-se que o método
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nao foi capaz de encontrar uma solucdo para o sistema em questao.

5.2.2 IMPLEMENTACAO DO TEOREMA 3

Diferentemente da condicao anterior, a implementagdo da técnica proposta pelo Teo-
rema 3 ndo possui restricdes de igualdade, desta forma, ndo € necessario a imposi¢do de uma

tolerancia de convergéncia.

Assim como no Teorema 2, esta abordagem depende da definicdo de uma matriz Q e

sera adotado o mesmo critério descrito no método anterior.

5.2.3 IMPLEMENTACAO DO TEOREMA 4

Ao contrdrio das outras técnicas discutidas neste trabalho, a abordagem adotada pelo
Teorema 4 ndo depende da definicdo de matrizes aleatdrias. Contudo, este método pressupoe a
sintese de um ganho de realimentacdo de estados, para s6 entdo encontrar um controlador via
realimentacao de saida (denominado método de dois estdgios). Um primeiro ponto a ser levado
em conta é que os resultados podem sofrer variacdo dependendo da técnica utilizada para sintese
do ganho por realimentacao de estados. Neste trabalho, utilizou-se o Lema 1 para tal finalidade.
E importante ressaltar que este Lema se limita a encontrar solugdes que satisfagam a estabilidade
quadratica, que € um subconjunto da estabilidade assintética. Desta forma, este método nao €
aproveitado em sua totalidade no presente trabalho, visto que técnicas mais eficazes poderiam

ser aplicadas no primeiro estigio.

5.3 GERACAO DOS SISTEMAS UTILIZADOS

Os Teoremas apresentados na Se¢ao 5.1 foram simulados em uma base de dados com-
posta por sistemas com diferentes caracteristicas, que sao detalhadas na Tabela 1. O algoritmo
para geracao destes sistemas € apresentado no apéndice A.

Tabela 1: Caracteristicas dos sistemas utilizados neste trabalho, de acordo com a ordem, niimero de entra-
das, nimero de saidas e niimero de vértices dos politopos.

Ordem N°¢ de entradas N° de saidas N° de vértices

2% até 42 1 até 3 1 até (ordem - 1) laté4

Fonte: Autoria Prépria.
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Para cada configuracdo mostrada na Tabela 1 foram gerados 300 sistemas. Desta
forma, ao todo 21600 sistemas foram avaliados. Por questdes de simplificacdo, neste traba-
lho, os sistemas precisamente conhecidos sdo denotados como sendo sistemas de um vértice.
Para que seja possivel a utilizagdo dos Teoremas 2 e 3 todas as matrizes C foram geradas de

forma que sejam precisamente conhecidas.
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6 RESULTADOS E DISCUSSOES

O objetivo deste capitulo é apresentar os resultados obtidos a partir da implementacao
das técnicas apresentadas no Capitulo 5. Na Secado 6.1 € realizada uma andlise dos resultados
obtidos para as técnicas propostas, quando variado o nimero de vértices dos sistemas. Avalia-se
ainda o comportamento dos resultados mediante a variacdo do nimero de entradas e saidas de
cada sistema. Na Secdo 6.2 analisam-se os dados obtidos para as diferentes ordens de sistemas,
de acordo com a variacdo do numero de entradas e saidas. Comentdrios acerca do primeiro

estagio do Teorema 4 sdo realizados na Secdo 6.3.

6.1 ANALISE PARA VARIACAO DO NUMERO DE VERTICES DO POLITOPO

A Figura 5 mostra as porcentagens de solugcdes factiveis para cada um dos trés méto-
dos estudados, quando variado o niimero de vértices do politopo. Observa-se que, para todos os
casos, o Teorema 2 apresentou um baixo desempenho para encontrar solugdes factiveis. Além
disso, esta primeira anélise ndo permite a observacao de padrdes que relacionem o nimero de
solugdes factiveis com o nimero de vértices do politopo. A medida que aumenta-se o nimero
de vértices, percebe-se uma diminui¢cdo no nimero de solucdes factiveis encontradas para o
método proposto pelo Teorema 3. Para o Teorema 4, o aumento do numero de vértices cola-
borou para um um aumento de solugdes factiveis, exceto para politopos de dois vértices, que

obtiveram os piores resultados para este método.

A Tabela 2 relaciona a variacdo de vértices do politopo com o a porcentagem relativa

de solugdes factiveis conforme varia-se o nimero de saidas.
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Figura 5: Resultados obtidos para os Teoremas 2, 3 e 4. Sao mostradas as porcentagens
absolutas de solucdes factiveis, variando-se o niimero de vértices dos politopos.
Fonte: Autoria Prépria
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Tabela 2: Resultados obtidos para os Teoremas 2, 3 e 4. Sao mostradas as porcentagens relativas de solucoes
factiveis para cada um dos métodos estudados, variando-se o nimero de vértices dos politopos, bem como
o niimero de saidas.

Porcentagem de solucoes factiveis

N° de vértices Numero de saidas
1 2 3
Teorema 2
1 2.56 % 0.00 % 0.00 %
2 2.78 % 0.00 % 0.00 %
3 2.00 % 0.17 % 0.00 %
4 2.78 % 0.00 % 0.00 %

Teorema 3

1 7044 % T71.00%  79.67 %
2 49.00% 47.83% 5733 %
3 3144 % 31.00%  40.00 %
4 21.67% 2483% 2733 %
Teorema 4
1 89.66 % 100.00 % 100.00 %
2 70.78 % 83.33% 92.67 %
3 96.78 % 99.00% 99.33 %
4 98.77% 99.17 %  99.67 %

Fonte: Autoria Prépria.

Para os Teoremas 3 e 4, o aumento de saidas contribuiu para o uma maior porcentagem
de solugdes factiveis, com excecdo para o Teorema 3 aplicado a sistemas de trés vértices. Tal
contribui¢do pode ser atribuida ao fato de que, com o aumento de saidas, aumenta-se o nimero
de informacdes sobre o sistema. Em contrapartida, os resultados apresentados pelo Teorema
2 foram afetados de forma negativa pelo aumento do nimero de saidas, € o mesmo s6 obteve
resultados significantes para sistemas com uma Unica saida. Tal fato € atribuido a ineficdcia da

condi¢do de igualdade (20) em ser satisfeita para sistemas com um maior numero de saidas (que
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implica em uma maior quantidade de linhas da matriz C).

A Tabela 3 mostra a relag@o entre a variacdo de vértices do politopo e a porcentagem
de solugdes factiveis conforme varia-se o nimero de entradas.
Tabela 3: Resultados obtidos para os Teorema 2, 3 e 4. Sio mostradas as porcentagens relativas de solucoes

factiveis para cada um dos métodos estudados, variando-se o nimero de vértices dos politopos, bem como
o nimero de entradas.

Porcentagem de solucdes factiveis

N° de vértices Nimero de entradas
1 2 3
Teorema 2
1 217 % 1.33 % 0.33 %
2 233 % 1.17 % 0.67 %
3 1.67 % 1.33 % 0.17 %
4 350% 0.50 % 0.17 %

Teorema 3

1 6583 % 74.83 % 75.83 %
2 4533 % 49.33 % 55.33 %
3 24.00 % 34.50 % 39.67 %
4 1517 % 28.17 % 27.67 %
Teorema 4
1 98.67 % 97.33 % 88.50 %
2 99.33 % 89.00 % 47.50 %
3 98.83 % 99.00 % 96.00 %
4 98.33 % 99.33 % 99.00 %

Fonte: Autoria Prépria.

Uma anélise nos resultados mostrados na Tabela 3 permite observar que para os Teore-
mas 2 e 4 o aumento do nimero de entradas contribui para uma menor porcentagem de solucdes

factiveis. Uma excecdo ocorreu para o Teorema 4 em sistemas com trés e quatro vértices, onde
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ndo se observou um padrdao bem definido. Para o Teorema 3 percebe-se que conforme o nu-
mero de entradas cresce, existe um aumento das solucdes factiveis, com excecdo para sistemas
de quatro vértices e trés entradas. Destaca-se ainda, o baixo rendimento do Teorema 4 para

sistemas de dois vértices e trés entradas, inclusive sendo inferior ao desempenho do Teorema 3.

6.2 ANALISE PARA VARIACAO DA ORDEM DO SISTEMA

A Figura 6 apresenta as porcentagens de solucgdes factiveis para cada método estudado,

em contraste com a varia¢do da ordem dos sistemas avaliados.

Il Teorema 4

[ Teorema 3

[ ITeorema?2
]1.39%

4 23.67% 4
g 99.06%
[}

@
(%]
o ]1.06%
©
%3 32.72% 4
) 97.94%
o
]1.39%
78.61%
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Porcentagem de solucdes factiveis (%)

Figura 6: Resultados obtidos para os Teoremas 2, 3 e 4. S0 mostradas as porcentagens
absolutas de solucdes factiveis, variando-se a ordem dos sistemas.
Fonte: Autoria Propria

Assim como a andlise feita na se¢io anterior, o Teorema 2 ndo apresentou um padrao de
comportamento. O aumento da ordem dos sistemas ocasionou uma diminui¢do na porcentagem

de solugdes factiveis para o Teorema 3 e um crescimento desta porcentagem para o Teorema 4.

Uma relacdo entre a variacao da ordem dos sistemas e a porcentagem de solucdes fac-
tiveis conforme varia-se o numero de saidas pode ser vista na Tabela 4. Novamente para os

Teoremas 3 e 4, o aumento de saidas contribuiu para o uma maior porcentagem de solucdes
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factiveis. De forma semelhante a andlise feita anteriormente, esta contribuicao pode ser atri-
buida ao aumento de informagdes a serem utilizadas na realimentagdo. Em contrapartida, para
o Teorema 2 apenas os sistemas de segunda ordem tiveram uma quantia relevante de solucoes

factiveis.

Tabela 4: Resultados obtidos para os Teoremas 2, 3 e 4. Sao mostradas as porcentagens relativas de solucoes
factiveis para cada um dos métodos estudados, variando-se a ordem dos sistemas, bem como o niimero de
saidas.

Porcentagem de solucoes factiveis

Ol‘dem dO SiStema Nﬁmero de Saidas
1 2 3
Teorema 2
22 7.58 % - -
32 0.00 % 0.00 % -
42 0.00 % 0.08 % 0.00 %
Teorema 3
23 60.08 % - -
32 3933 % 53.67 % -
42 3000% 33.67% 51.08%
Teorema 4
23 85.17 % - -
32 90.00 % 94.42 % -
42 91.83% 9633 % 97.92 %

Fonte: Autoria Propria.

A Tabela 5 apresenta a relacdo entre a variagdo da ordem dos sistemas e a porcentagem

de solugdes factiveis de acordo com a variacdo do nimero de entradas.
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Tabela 5: Resultados obtidos para os Teoremas 2, 3 e 4. Sao mostradas as porcentagens relativas de solucoes
factiveis para cada um dos métodos estudados, variando-se a ordem dos sistemas, bem como o nimero de
entradas.

Porcentagem de solucdes factiveis

Ordem do sistema Numero de entradas
1 2 3
Teorema 2
23 1450% 6.25 % 2.00 %
32 0.00% 0.12 % 0.00 %
42 0.00% 0.00 % 0.00 %
Teorema 3
22 5525 % 61.50 % 63.50 %
32 39.62 % 48.50 % 51.37 %
42 30.33 % 40.58 % 43.83 %
Teorema 4
23 9950 % 92.25 % 63.75 %
32 9825 % 95.75 % 82.62 %
42 99.17 % 97.75 % 89.17 %

Fonte: Autoria Prépria.

Analisando a Tabela 5 fica evidente que a maior parte de solugdes factiveis para o
Teorema 2 sdao em sistemas de segunda ordem com uma tnica entrada. Os resultados obtidos
para outras ordens ndo apresentaram valores relevantes para este método. Para o Teorema 3
percebe-se que para todos os casos, o aumento do nimero de entradas beneficiou a eficicia do
método. Por fim, para o Teorema 4 o aumento do ndmero de entradas influenciou de forma

negativa o método para todas as ordens de sistemas.
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6.3 ANALISE REFERENTE AO PRIMEIRO ESTAGIO DO TEOREMA 4

A fim de avaliar a eficiéncia do primeiro estdgio do método proposto pelo Teorema 4,
averiguou-se a ocorréncia de solugdes infactiveis apenas para os casos em que o a sintese do
ganho de realimentacdo de estados nao foi possivel . Dos 21600 sistemas avaliados, apenas em
nove casos, o Lema 1 ndo foi capaz de encontrar uma solucao factivel. A Figura 7 apresenta a
quantidade de solucdes infactiveis de acordo com a varia¢ao da ordem dos sistemas (7a) e para

a variacdo do numero de vértices do politopo (7b).
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(<2 I NI

w
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o

NUmero de solucdes infactiveis
Numero de solucgbes infactiveis
N
(&)

=

o
o

2 3 4 1 2 3 4
Ordem do sistema NUmero de vértices

Figura 7: Relacio entre o nimero de solugdes infactiveis resultantes do Lema 1 em con-
traste com a variacio da ordem dos sistemas (a) e com a variacio do niimero de vértices
de cada politopo (b).

Fonte: Autoria Propria

Observa-se que, dos nove casos em que nao foram encontradas solugdes factiveis pelo
Lema 1, cinco foram para sistemas de terceira ordem e quatro para os de quarta ordem. Para
sistemas precisamente conhecidos, ndo houveram solugdes infactiveis. Uma ocorréncia de in-
factibilidade foi relacionada a politopos de dois vértices, ao passo que sistemas com trés e quatro

vértices tiveram 4 ocorréncias cada.

Uma relacdo levando em conta a variagdo do nimero de entradas e saida pode ser vista
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na Figura 8. Percebe-se que a medida que o ndmero de saidas aumenta, menor € a quantidade
de solugdes infactiveis (8a). Analisando a influéncia do nimero de entradas, observa-se que as

solucdes infactiveis se concentraram em sua totalidade em sistemas com uma Unica entrada.

NUmero de solucdes infactiveis
Numero de solucgbes infactiveis

1 2 3 1 2 3
Numero de saidas NuUmero de entradas

Figura 8: Relacio entre o nimero de solucdes infactiveis resultantes do Lema 1 em con-
traste com a variacio do niimero de saidas dos sistemas (a) e com a variacdo do nimero
de entradas (b).

Fonte: Autoria Prépria

6.4 CONSIDERACOES

De forma geral, observa-se um desempenho superior do Teorema 4 para a grande mai-
oria dos casos, exceto para sistemas de dois vértices com 3 entradas, quando obteve um ren-
dimento menor que o obtido pelo Teorema 3. Destaca-se ainda a baixa eficdcia do Teorema 2
para todas as configuracdes de sistemas apresentadas. Este fato estd atribuido a dificuldade de

se satisfazer as condi¢des de igualdade presentes nesse método.
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho foi possivel analisar o comportamento de trés técnicas distintas para a
sintese de controladores robustos por realimentacdo de saida. Todas as abordagens utilizadas
tém em comum o uso de desigualdades matriciais lineares. Para a andlise foi gerado um banco
de dados com sistemas politpicos de diferentes caracteristicas, tais como, ordem, nimero de

entradas, nimero de saidas e quantidade de vértices.

Foram levantados aspectos referentes a eficiéncia de cada método para os diversos
sistemas utilizados, avaliando assim, quais métodos sao beneficiados ou prejudicados quando

aplicados a sistemas de diferentes ordens, nimero de entradas e saidas e quantidade de vértices.

Existem diversas possibilidades para trabalhos futuros, entre elas

e O desenvolvimento de uma metodologia para escolha da matriz R do Teorema 2, bem

como, para a matriz de transformacao de similaridade do Teorema 3;

e A utilizacdo de outras abordagens para sintese do ganho de realimentacdo de estados

utilizado no primeiro estdgio do Teorema 4.
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Algoritmo 1: Algoritmo para geracdo dos sistemas utilizados

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

inicio

fim

repita

Gere as matrizes A, B e C de um sistema estavel

L < vetor de ganho aleatdrio

se o ganho de realimentacdo de saida L instabiliza o sistema entao
‘ Salve o sistema instavel encontrado

senao

‘ Descarte o sistema encontrado

fim

até que o ganho L instabilize o sistema gerado;




APENDICE B - ALGORITMO PARA IMPLEMENTACAO DO TEOREMA 2

Algoritmo 2: Algoritmo para implementac¢do do Teorema 2

1 inicio

2 tolerancia de convergencia < —10713
cont <0

rankT < 0

n < dimensao do sistema

vertices <— numero de vértices do sistema
m <— nuimero de entradas

p < numero de saidas

o X N AW

Z < variavel matricial de dimensdo m X n
10 W < varidvel matricial de dimensdo n X n

11 cont < cont + 1

12 repita

13 repita

14 R < matriz aleatéria de dimensdo (n— p) X n

15 T < [C;R]

16 rankT < posto da matriz T

17 até que o rankT seja igual a n;

18 Resolva as condig¢des (17), (18), (19), (20) e (21)

19 até que a solucdo das LMIs seja factivel (dentro da tolerdncia estabelecida)

ou cont = 10;

20 se solucdo é factivel entao
21 Lracr = ZC'(cwC')~!
22 M, + factivel’

23 senao

24 M, + ’infactivel’

25 fim

26 fim
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Algoritmo 3: Algoritmo para implementacdo do Teorema 3

1 inicio

2 cont <0

3 n < dimensao do sistema

4 vertices <— nimero de vértices do sistema

5 m < numero de entradas

6 p < nimero de saidas

7 Z11 < varidvel matricial de dimensao m x p

8 Z [le Omx(n—p)]

9 W11 ¢ varidvel matricial de dimensao p x p simétrica
10 Wy < varidvel matricial de dimensdo (n— p) X (n— p) simétrica
1| W= [Wit Opu(np):On—p)xp Warl
12 cont < cont + 1
13 repita
14 repita
15 R <+ matriz aleatéria de dimensdo (n— p) X n
16 T < [C;R]

17 rankT < posto da matriz T
18 até que o rankT seja igual a n;
19 A < TAT!

20 B+ TB

21 C«cCr!

22 Resolva as condi¢des (26) e (28)
23 até que a solucdo das LMIs seja factivel ou cont = 10,
24 se solucdo é factivel entao

25 Leacr = ZnW;!

26 M, < factivel’

27 senao

28 ‘ M> + ’infactivel’

29 fim

30 fim




APENDICE D - ALGORITMO PARA IMPLEMENTACAO DO TEOREMA 4

44

Algoritmo 4: Algoritmo para implementacao do Teorema 4

1 inicio
2 cont <+ 0
3 rankT <0
4 n < dimensao do sistema
5 vertices <— numero de vértices do sistema
6 m <— numero de entradas
7 p < numero de saidas
8 Encontre um ganho K de realimentacdo de estados que estabilize o sistema
9 se o ganho K foi encontrado entao
10 P < varidvel matricial de dimensdo n X n simétrica
11 F <« varidvel matricial de dimensdo n X n
12 G < varidvel matricial de dimensdo n X n
13 H < varidvel matricial de dimensdo m x m
14 J < variavel matricial de dimensdo m X p
15 cont <— cont + 1
16 Resolva as condi¢des (34) e (35)
17 se solucdo é factivel entao
18 Liacr =H™'J
19 M5 < *factivel’
20 senao
21 M3 < ’infactivel’
22 fim
23 senao
24 M3 + ’infactivel’
25 fim
26 fim




