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RESUMO

MAEBARA, Andre K. M. Estudo e desenvolvimento de cddigo computacional para
avaliacdo do comportamento elastopléstico de trelicas planas via Métodos dos Elementos
Finitos. 2012. 50 f. Monografia — Graduacdo em Engenharia Civil, Universidade Tecnologica
Federal do Parana. Campo Mouré&o, 2012.

O trabalho tem como objetivo principal avaliar o comportamento estrutural elastoplastico de
trelicas planas via Método dos Elementos Finitos. Para obter o sistema de equagdes
algébricas, optou-se por realizar a discretizacdo estrutural utilizando elementos finitos
isoparamétricos lineares, sendo a equagdo de equilibrio obtida via Principio dos Trabalhos
Virtuais e a matriz de rigidez do elemento explicitada no decorrer do trabalho. Na
consideracdo da ndo linearidade do material utilizou-se de um procedimento incremental-
iterativo, baseado no método de Newton-Raphson para a solugdo de sistemas nao lineares de
equacOes. Com relacdo ao modelo constitutivo, foi considerada uma relacdo constitutiva
bilinear entre tensdo e deformacdo com modulo elastoplastico tangente dado em funcdo de
diversos tipos de encruamento por deformacdo: isétropo, cineméatico e misto. De modo a
validar a formulacdo apresentada, foram desenvolvidas rotinas de calculos computacionais
que contemplam analises numéricas, possibilitando assim caracterizar o comportamento
estrutural desejado. Por fim, sdo apresentados exemplos visando uma analise quantitativa e
qualitativa dos resultados obtidos.

Palavras-chave: N&o linearidade de material, Plasticidade, Trelicas planas, Método dos
Elementos Finitos.



ABSTRACT

MAEBARA, Andre K. Study and development of computational code to elastoplastic analysis
of two-dimensional trusses by Finite Element Method. 2012. 50 f. Monografia — Graduagéo
em Engenharia Civil, Universidade Tecnologica Federal do Parand. Campo Mouréo, 2012.

In this work a finite element method formulation for elastoplastic analysis of two-dimensional
trusses is presented. The integral statement necessary for formulation in terms of the finite
element approximation was supplied via the principle of virtual work with isoparametric
linear elements used to approximate the displacements unknown values. A predictor/corrector
scheme is used in order to take into account the material nonlinearity while the nonlinear
system of equations is solved by using an implicit scheme. Additionally, a bilinear
constitutive stress-strain relationship was considered with several kinds of strain hardening:
isotropic, kinematic and mixed. Also, free and flexible software was developed in order to
confirm the correct development of the presented formulation. Finally, several examples are
presented to demonstrated the accuracy and validity of the presented formulation.

Keywords: Material nonlinearity, Plasticity, Two dimensional truss, Finite Element Method.
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1 INTRODUCAO

1.1 TEMA E MOTIVACAO

A engenharia de estruturas € o ramo da engenharia civil que trata do projeto e
execucao de estruturas civis, sejam elas submetidas a carregamentos estaticos ou dinamicos.
Basicamente, cabe ao engenheiro estrutural projetar e dimensionar corretamente os elementos
estruturais de forma que, ao serem submetidos as cargas previstas em projeto, se mantenham
estaveis, sem deformacdes excessivas e ndo entrem em colapso.

Em sintese a elaboracdo de um projeto estrutural segue um procedimento padrdo que
se inicia com o langamento da estrutura baseado no projeto arquitetdnico do empreendimento
e em sequéncia passa pela determinacdo das forcas externas (peso proprio, sobrecargas, dentre
outros), calculo das forcas internas (forca normal, cortante, momento fletor e torgor) nos
elementos estruturais, dimensionamento e posterior detalhamento dos elementos.

O célculo das forcas internas é feito atraves da analise estrutural que se baseia em
conceitos referentes a mecanica das estruturas. A andlise pode ser estatica, considerando
cargas constantes no tempo, ou dindmicas, levando em conta as variagdes das cargas e 0s
modos de vibracdo da estrutura.

Em geral, devido ao alto grau de complexidade envolvido neste processo, as teorias
gue modelam o comportamento dos mais variados tipos de elementos estruturais sé@o
fundamentadas em hipoteses simplificadoras que, em determinados casos, fornecem solugdes
que podem se aproximar em muito do real comportamento estrutural. E o caso, por exemplo,
da conhecida lei de Hooke, na qual é assumida a relacdo constitutiva linear entre tensdes e
deformacdes.

No entanto, em determinadas situagdes, as solucOes obtidas a partir das mencionadas
teorias ndo simulam corretamente o comportamento mecanico da estrutura analisada. Assim,
cabe ao engenheiro utilizar-se de teorias mais elaboradas. E o caso das conhecidas teorias ndo
lineares para analise estrutural.

No caso particular da ndo linearidade de material, considera-se que o material obedeca
a uma relacdo ndo linear entre tenséo e deformacdo. Como caracteristicas de comportamentos
ndo lineares podem ser citados a plasticidade, a viscosidade e modelos combinados entre

ambos.
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E evidente que quanto mais completa for & anélise estrutural desejada maior sera
também o seu grau de complexidade e, consequentemente, maior serd a dificuldade em se
obter a solucdo desejada.

Uma alternativa ao dispendioso processo de célculo estrutural, principalmente nos
tempos atuais, é a automatizacdo desta etapa do projeto através do uso de programas
computacionais especializados. Nesse caso, a utilizacdo de métodos numéricos (Método dos
Elementos Finitos, por exemplo) possibilita a obtencdo da solugdo requerida de maneira
aproximada, porém satisfatoria. Assim, o projetista tem a sua disposicdo modelos mais
refinados e também a possibilidade de alterar e/ou propor novos esquemas estruturais em
busca de um projeto final de maior eficiéncia estrutural.

Dentro do contexto apresentado, a proposta desse trabalho é apresentar uma
formulacdo do Método dos Elementos Finitos para a analise elastoplastica de trelicas planas.
Objetiva-se também apresentar o programa computacional desenvolvido visando realizar tais
analises.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo Geral

Desenvolver um cddigo computacional para avaliar o comportamento estrutural
elastoplastico de trelicas planas a partir de uma formulacdo baseada nos Métodos dos
Elementos Finitos.

1.2.2 Objetivos Especificos

Apresentar o desenvolvimento matematico necessario para a formulagéo para o estudo
de trelicas planas;

Apresentar o procedimento incremental-iterativo e o modelo constitutivo necessario
para a consideracao a anélise de tais elementos;
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Elaborar rotinas computacionais flexiveis e de facil utilizacdo que contemplem
diferentes tipos de andlises estruturais de trelicas planas;
Avaliar o comportamento estrutural elastopléstico de tais elementos através de

exemplos simulados no software elaborado.

1.3 APRESENTACAO

Neste capitulo apresenta-se uma visao geral de todo trabalho, assim descrita pelo tema
e motivacao, objetivos e apresentacao.

No segundo capitulo é feita uma breve revisao de literatura, onde € apresentado um
historico dos trabalhos relacionados ao tema, procurando-se situar o trabalho desenvolvido
dentro das areas de mecéanica das estruturas e de métodos numéricos em engenharia.

No terceiro capitulo é apresentada toda a formulacdo matematica referente a andlise
linear de trelicas planas via MEF finalizando com a apresentacdo da matriz de rigidez do
elemento.

No quarto capitulo sdo apresentados os aspectos referentes a analise elastoplastica de
trelicas planas, a saber: conceitos basicos da teoria da plasticidade, modelo constitutivo
utilizado e fluxograma do processo incremental-iterativo.

No capitulo 5 sdo expostos 0s aspetos computacionais referentes ao software
desenvolvido, apresentando o fluxograma geral de célculo e a descri¢do das sub-rotinas.

No capitulo 6 sdo apresentados exemplos de analise linear e elastoplastica de trelicas
planas. Assim sdo expostos trés exemplos de aplicacdo. Em todos os problemas as solucGes
fornecidas pela formulacédo apresentada sdo comparadas com solucBes obtidas na literatura e
em programas comerciais consagrados. Uma analise comparativa entre a solucdo elastica
linear e a elastoplastica também ¢é realizada em ambos 0s exemplos.

Para finalizar, no sétimo capitulo sdo feitas as consideracdes finais apresentando as
conclusdes do trabalho e sugestdes para trabalhos futuros.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O processo de analise estrutural demanda uma serie de calculos que se tornam mais
numerosos e complexos em funcdo da dimensdo e do tipo de estrutura em anélise. Tal
processo, antes do surgimento e disseminacdo da informatica, era efetuado pelos engenheiros
com o uso de réguas de célculo e/ou calculadoras, sendo baseado em métodos tedricos
aproximados.

Para o caso particular de trelicas isostaticas planas, um dos métodos utilizados pelos
engenheiros era o conhecido Método de Cremona. De acordo com Pareto (2003), o0 método é
baseado no calculo dos esforcos internos através de desenhos de poligonos utilizando um
desenho em escala da prépria estrutura. Esse procedimento, em funcdo da dificuldade de
execucao, complexidade e baixa precisao, atualmente cairam em desuso.

Segundo o mesmo autor, outro método utilizado para analisar tais elementos
estruturais é o Método de Ritter (ou método das se¢des) que consiste em seccionar a trelica
em secOes pré-definidas e aplicar as conhecidas equacdes de equilibrio da estatica (BEER &
JHONSTON, 1994; HIBBELER, 2005). Essa metodologia, aliada ao processo de equilibrio
dos nés, fornece as requeridas forgas normais nas barras e também as reacdes nos apoios do
elemento estrutural em andlise. (PARETO, 2003)

E importante ressaltar que os processos listados anteriormente sdo aplicaveis no
calculo de trelicas isostaticas, servindo também como base para os dispendiosos processos de
solucdo de trelicas hiperestaticas, como por exemplo o processo dos deslocamentos. (SOUZA,;
ANTUNES, 1995).

Em se tratando de métodos que descrevem o equilibrio de uma estrutura, além das
equacOes de equilibrio mencionadas, outra forma de se descrever o equilibrio de uma
estrutura é fazer uso do chamado Principio dos Trabalhos Virtuais — PTV (BEER &
JHONSTON, 1996; HIBBELER, 2004). Segundo Candeias (2007), através do PTV é possivel
calcular os deslocamentos ou forgas normais de treligas relacionando um sistema de forgas em
equilibrio virtual com um deslocamento compativel em uma estrutura, podendo ser uma
estrutura linear.

Com o avango da informatica e das técnicas computacionais, 0s métodos numericos
tém sido cada vez mais empregados na resolucdo de problemas de engenharia, permitindo

obter solugdes aproximadas com alto grau de confiabilidade.
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Uma ferramenta utilizada ¢ a “discretizacdo do continuo”. Tal ferramenta permite
expressar de forma aproximada a solucéo de sistemas continuos contendo um numero infinito
de grau de liberdade por meio de sistemas discretos contendo um numero finito de graus de
liberdade. (COOK et al, 1989)

Dentre as técnicas de discretizacdo do continuo um dos métodos mais utilizados e
mais eficientes é o Método dos Elementos Finitos — MEF.

Segundo Silva (2009) o MEF é uma ferramenta poderosa para resolver equacdes
diferencias. No caso particular da engenharia de estruturas, tais equagdes sdo advindas das
relacfes diferenciais entre deformacdo-deslocamento. Ainda segundo o autor, um método nao
pode ser considerado melhor que o outro, mas um método se torna mais eficiente quando
aplicado de forma correta.

O MEF, idealizado a partir dos trabalhos de Argyris e Kelsey (1954) e Turner et al
(1956) apud Zienkiewicz (1968) , é considerado uma ferramenta poderosa e extremamente
consolidada para modelar, matematicamente, fendmenos envolvidos na mecénica das
estruturas. Particularmente aplicado a elaboracdo de programas computacionais o MEF
ganhou consolidacdo a partir do trabalho de Clough, publicado em 1960 (BRASIL, 1990).
Alguns softwares comerciais desenvolvidos a partir do MEF podem ser citados: ANSYS,
ABAQUS, SAP, NASTRAN, dentre outros.

Aparentemente, o primeiro trabalho empregando uma formulacdo nao linear fisica
para elementos finitos € o de Turner et al. (1960), citado por Crisfield (1991), dentro do
contexto da industria aerondutica. Aplicado a solugcdes ndo lineares de estruturas trelicadas
planas o MEF ja apareceu em diversos trabalhos: Crisfield (1991), Shi (1994), Pinheiro
(2003), Rodrigues e Venturini (2005), dentre outros.
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3. O MEF APLICADO AO ESTUDO LINEAR DE TRELICAS PLANAS

Com o avango das técnicas computacionais 0s metodos numéricos tém sido cada vez
mais empregados na resolugdo de problemas de engenharia, permitindo obter solucdes
aproximadas com alto grau de confiabilidade.

Uma ferramenta muito utilizada ¢ a “discretizagdo do continuo”. Tal ferramenta
permite expressar de forma aproximada a solucéo de sistemas continuos contendo um nimero
infinito de graus de liberdade por meio de sistemas discretos com finitos graus de liberdade.

Dentre as técnicas de discretizacdo do continuo um dos métodos mais utilizados e
mais eficientes é o Método dos Elementos Finitos — MEF.

A aplicacdo do MEF se inicia através da divisdo da estrutura em elementos, ditos
“elementos finitos”, em namero e dimensdes apropriados. No caso particular das trelicas, tais
elementos coincidem com suas proprias barras. O campo de deslocamentos do elemento é
expresso em fungdo dos deslocamentos nodais, através de funcbes de aproximacdo chamadas
funcdes interpoladoras. Tendo como principio fundamental a consideragcdo do equilibrio de
corpos rigidos, no final do processo de andlise se deseja obter os referidos deslocamentos
nodais e, a partir desses, as forgas internas aos elementos estruturais.

Particularizando-se o desenvolvimento da formulacdo para apenas um elemento finito
e partindo da equacdo do PTV para corpos deformaveis, na qual a primeira parte da equacéo
relaciona o trabalho das forcas internas e a segunda parte o trabalho das forgas externas, pode-

J‘Ss*-c-dVZ E F-du;
\Y%

onde () denota o campo de deslocamentos e deformagdes virtuais.

Se escrever:

Pela lei de Hooke tem-se:

o=Ee

j 8¢ -(Ee)-dV = E F -8u;
\Y%

e assim:
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EI dg -e-dV = E F -Su; (1)
\Y

Utilizando-se das relacdes diferenciais deformacéo-deslocamento:

TR

2
OX, OX @

sendo X, a coordenada local do elemento com origem no né 1 conforme ilustra a figura 1.

Figura 1 — Coordenada local do elemento finito.

Introduzindo-se as relagdes diferenciais na equagéo (1) pode-se escrever:

Uma vez que a area da secdo transversal A do elemento permanece constante, a
integral em volume pode ser substituida por uma integral ao longo do comprimento do

elemento como segue:
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L *
el D g =) Fla 3)
. OX, OX

Como dito anteriormente, o MEF se caracteriza por aproximar 0 campo de
deslocamentos do elemento em funcdo dos deslocamentos nodais atraves de funcdes
interpoladoras. Neste trabalho foram utilizadas funcbes de aproximacdes lineares conforme

ilustra a figura 2 e sendo definidas algebricamente como segue:

Figura 2 — Fungbes aproximadoras.

Aproximando-se o0 campo de deslocamentos reais e virtuais em funcdo dos

deslocamentos nodais tem-se:
u=du, +é,u, ; du” = ¢18u; +¢26u; 4)

Substituindo-se (4) em (3) obtém-se:

L
0 . . P *
EAJ‘O 87((1)16111 + (I)z&lz ) . 87((1)1u1 + (1)2u2 ) X dxs - E F| ) Sui

S S
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ou

L
EAI (I)ijSuTujdXS = E F, - du;
0
_ O 9

sendo @ —,comiejvariandoentre 1 e 2.
OX, OX,

Colocando-se os deslocamentos virtuais Su; em evidéncia e rearranjando-se a equagdo

anterior tem-se:
L
EAJ' @ u,dx, - F tdu; =0 5)
0

Para que o produto em (5) seja nulo, tendo em vista que os deslocamentos virtuais séo
arbitrarios, ou seja, ndo todos nulos, é necessario que seja mantida a seguinte igualdade:

L
EA‘[ ®,udx, =F (6)
0

A expressdo (6) fornece a equacdo de equilibrio para um elemento finito genérico da

trelica, que escrita na forma matricial assume a forma:
[K]{u} = {F} )
sendo

[k]: matriz de rigidez do elemento, dada por (8);
{u} : vetor que contém os deslocamentos nodais em coordenadas locais;

{F} : vetor que contém as forgas nodais em coordenadas locais;
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[K]= EAj @, dx, (8)

Considerando-se as derivadas das fungbes ¢ e efetuando-se o procedimento de

integracdo dado em (8) pode-se obter a matriz de rigidez de um elemento de trelica plana

escrito em coordenadas locais como segue:

[k]= %Ll 11} ©
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4. ANALISE ELASTOPLASTICA DE ESTRUTURAS

4.1 CONCEITOS BASICOS DA TEORIA DA PLASTICIDADE

Em um regime elastico o comportamento mecanico do material, representado pelo
diagrama tensdo-deformacdo, é caracterizado por uma funcdo linear ndo apresentando
deformac6es residuais para qualquer que seja o nivel de carregamento. Nesse caso, a relacdo
constitutiva que caracteriza esse tipo de comportamento é expressa pela lei de Hooke sendo
que os ciclos de carregamento e descarregamento seguem 0 mesmo comportamento.

Em se tratando de regimes elastoplasticos, nota-se que o material apresenta dois
comportamentos distintos. Enquanto ndo é atingido o seu limite elastico (tensdo de
escoamento), seu comportamento mecanico € o descrito para regimes elasticos. No entanto,
ultrapassada a tensdo de escoamento, o material passa a trabalhar em regime plastico,
caracterizado por uma relacdo constitutiva ndo linear, com ciclos de carregamento e
descarregamento ndo coincidentes e a presenca de deformacgfes permanentes (deformacoes
plasticas residuais).

As caracteristicas descritas para regimes elasticos e elastoplasticos podem ser melhor

visualizadas na Figura 3. O trecho OA ilustrado, correspondente a tensdes inferiores a tensdo

de escoamento o, representa o regime elastico de um determinado material. Ao sofrer ciclos
de carregamento e descarregamento, 0 “caminho” percorrido é sempre o trecho linear inicial

OA. Cessado o carregamento, ndo ha a presenca de deformacdes permanentes.

Quando os niveis de tensdes ultrapassam o, , o material apresenta comportamento
plastico. Uma vez carregado a niveis superiores a o, e descarregado, este apresentara

deformagcdo residual €. A medida de € pode ser obtida a partir do “caminho” percorrido

pelo ciclo de descarregamento (trajeto paralelo ao do regime elastico).
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CA
o0
A |
o, ——— |
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1 e 1

Figura 3 — Ciclo de carregamento e descarregamento para um problema elastoplastico

unidimensional.

Considere-se um material que tenha sofrido um ciclo de carregamento e
descarregamento e que os niveis de tensfes a ele impostos tenham ultrapassado o limite de
escoamento. Uma vez descarregado, o material apresenta a deformacdo plastica residual €° e
a origem do sistema desloca-se para o ponto B (Figura 3). Ao ser submetido a um novo ciclo

de carregamento, este se dard pelo trecho linear originado pelo descarregamento do ciclo
anterior até que seja atingido um novo valor para a tensao de escoamento a'y que é funcdo da
deformacdo plastica acumulada até entdo. A essa capacidade de ganho de resisténcia

associado ao crescimento da deformacdo é denominado de encruamento ou endurecimento

por deformacdo. A Figura 4 ilustra o comportamento descrito.
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Figura 4 — Ciclo de recarregamento para um problema elastoplastico unidimensional.

O efeito Baushinger é outro fenémeno que pode ser verificado quando o material
trabalha em regime pléstico. Esse efeito, caracteristico dos metais, ocasiona uma perda de
simetria da curva tensdo x deformacdo e ocorre quando ha inversdo nos ciclos de

carregamento. Este fendmeno € ilustrado na Figura 5.
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Figura 5 — Curva tensdo x deformacdo elastoplastica — efeito Baushinger.
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Considere-se que o material tenha sido carregado até o patamar (7; (aj > O'y)e que

em seguida tenha sido descarregado totalmente. Admita-se ainda que apds ter sido
descarregado o material sofra uma inversdo no carregamento (Figura 5).

Devido a anterior plastificacdo do material, para esse novo ciclo de carregamento o

moédulo da tensdo de escoamento na compressdo passa a assumir um valor igual a o2, sendo

o, <o0,.
Assim, tem-se que a caracteristica inicial de que o comportamento do material seja o
mesmo tanto na tracdo quanto na compressao se altera a cada ciclo completo de carga e
descarga, desde que os niveis de tensBes atingidas sejam superiores ao regime plastico do
material. A curva tensdo x deformacéo, nestes casos, sofre uma translacdo nos eixos o € ¢.
Pode-se concluir que as deformacdes permanentes modificam as caracteristicas

iniciais do material retirando a sua isotropia.

4.2 MODELO ELASTOPLASTICO PARA PROBLEMAS UNIDIMENSIONAIS

A partir de ensaios uniaxiais feitos em corpos de prova pode-se avaliar as curvas de
tensdo x deformacdo que determinam o modelo constitutivo uniaxial do material e, assim,
definir o modelo elastopléstico para problemas unidimensionais.

A fim de modelar o comportamento plastico do material podem ser feitas

simplificacBes nas curvas de tensdo x deformacdo. Uma simplificacdo comumente utilizada é
a ilustrada na Figura 6, na qual adota-se um modelo bilinear (endurecimento linear ap6s o

escoamento).



24

koo

Figura 6 — Curva tensdo x deformacao elastoplastica — comportamento bilinear.
Fonte: Waidemam (2008, p. 93).

Para a deducdo das equacbes que governam o comportamento plastico considera-se
inicialmente a modelagem do encruamento isétropo linear. Ao final sdo feitas adaptacfes nas
expressdes visando a possibilidade de se efetuar andlises elastoplasticas perfeitas e
considerando-se encruamentos do tipo cinematico e misto.

Em um regime de encruamento isétropo linear, a expansdo do intervalo eléstico inicial

de tensédo ([-cy,cy]) se da simetricamente em relacdo ao seu centro e ocorre sempre que 0

passo implicar em evolucdo da deformacéo plastica.
Se durante uma solicitacdo o material trabalha em regime elastico, ou seja, nivel de

tensdo inferior a tensdo de escoamento o,, 0 moédulo de elasticidade longitudinal E é a

y H
constante de proporcionalidade entre tenséo e deformacéo e a relacdo entre as duas grandezas

é definida pela lei de Hooke como segue:
Ac = EAeg (10)

Ja em se tratando de regime elastoplastico, ou seja, incrementos de tensdo superiores a

tensdo de escoamento o, a constante de proporcionalidade entre tensdo e deformacédo é

y H

definida pelo médulo elastoplastico tangente E. e a relagéo entre elas definida por:
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Ao = E;Ac (11)

Com base na figura 6, nota-se que incrementos de deformagdo em regime
elastopléstico podem ser expressos em funcdo de duas parcelas: uma eléstica e outra pléstica.

Assim pode-se escrever:
Ae = Ae® + AP (12)
ou ainda
Ac = EAg® = E(As ; Agp) (13)
Quando os niveis de tensdo no material atingem patamares como o definido pelo ponto

B ilustrado na Figura 6, verifica-se que o limite elastico do material expande-se para

c =0, +Ka, sendo K o modulo de encruamento plastico e & um valor maior que zero que

registra o historico da deformacéo plastica no ciclo de carregamento.

Ressalta-se que o tem uma lei de evolucdo atrelada a lei de evolugdo da deformacéo

plastica. No chamado encruamento por deformacdo a varidvel é definida através da relagéo:
Ao = \Asp\ (14)

Com base no exposto, tem-se que o critério de plastificacdo pode ser representado pela

equacio que segue:

f(c)=o|-(c, +Ka)<0 (15)
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Ressalta-se que no critério apresentado os niveis de tensdo séo escritos em modulo |a|

pois é vélido tanto para tensdes normais positivas (tensdes de tracdo) quanto para tensdes

normais negativas (compresséo).
Pode-se fazer duas suposi¢cdes: na primeira se f(cs)zO e f(c+Ac)<O, entéo

verifica-se que ndo houve acimulo na evolucdo das deformagfes plasticas do material

(Ae” =0). Entdo a resposta que se tem é de que a Ac foi simplesmente elastica e

corresponde aum descarregamento.

A segunda, se f(0)=0 e (0+Ac), causou em uma evolucdo das deformacdes

plasticas do material (As” #0). Portanto f(c)zOseria uma condicdo necessaria em que

ocorreria varia¢do da deformacéo pléstica no incremento.
Pode-se definir que o valor absoluto da deformacéo plastica é a variavel AL>0, e que

essas deformacgdes podem acontecer tanto na tracdo quanto na compresséo, nota-se que:

AP =AL>0,se5>0
Ag?P =-AL<0,se5 <0

Definindo-se o operador de sinal sign( ), sendo sign(x)=+1 para x>0 e

sign(x) = -1 para x <0, pode-se escrever:

AeP = Aksign(cs) se f(c) =0eAL>0 (16)

Com base no exposto até o presente momento, observa-se que Akl e f(cs) verificam
certas condi¢Bes complementares em termos de sinal, isto é, AA>0 e f(c) <0. Além disso,

se AL>0 entdo f(c)=0 e se f(c)<0 entdo AL=0. Assim, com base nas possibilidades

apresentadas, pode-se definir a relacdo (17) denominada condi¢do de complementaridade.

AL-f(5)=0 (17)
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Ainda, considerando-se que em um nivel de tenséo f(0)=0 e gque no préximo

incremento exista AL >0, isso implica que o novo estado de tensdo tambem devera verificar

o critério de plastificacdo, ou seja, f(oc+Ac)=0. Uma vez admitida a continuidade na

fungéo f, pode-se escrever a forma linearizada de f em torno de & como segue:
f(G+AG) = f(G)+Af(G)

Tendo em vista que f(c)zO e f(0+AG)=0, pode-se dizer que a suposicao de
AL>0 implica em Af(c)=0. Tem-se ainda que, partindo de f(c)=0, as situagdes de

carregamento e descarregamento se caracterizam, respectivamente, como AL >0 se Af =0 e
AL=0 se Af <0. Tais condi¢cbes dao origem a chamada condicdo de consisténcia que é

expressa por:
AL-Af =0 (18)

Com a hipétese de encruamento por deformacgdo (equacdo (14)) e sendo AA = ‘Asp‘,

pode-se escrever AA = Aa . Admitindo-se uma linearizagdo do fluxo de plastificagdo em torno

de um certo nivel de tensédo é possivel escrever:

Af = gAc+qAa (19)
oo oo

Analisando que ? =sign (c) e Ag” = Aksign (0), a equacéo (19) desenvolve-se:
Af = sign(c)E[As - AeP ] -KAa

Af =sign(o)EAe - sign (o) EAlsign (c) - KAa
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Af =sign(o)EAe- AL(E +K)

Aplicando a condicdo de complementaridade (17) tem-se que:

sign(c)EA
p, = 390 (0) EAe (20)
(E+K)
Substituindo-se (20) em (16) e (13) tem-se:
AP = E Ag (21)
(E+K)
ExK
Ac = A 22
c (E+K) € (22)
Entdo o mddulo elastoplastico tangente dado em (11) é definido por:
ExK
E; = 23
T (E+ K) ( )

Se for dito que o modulo elastoplastico tangente E, e o modulo de encruamento

plastico K sejam iguais a zero, pode-se ter um modelo elastoplastico mais simples, 0 modelo
elastoplastico perfeito, no qual ndo se considera o endurecimento do material. Este modelo é

ilustrado na figura 7. Ent&o a equacéo (15) pode ser escrita da seguinte forma:

f(c)=|c5|—cy <0 (24)
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E, por fim, pode-se também estender todo o equacionamento descrito visando efetuar
analises ndo lineares com encruamentos cinematico e misto. Nesse caso, 0 critério de
plastificacdo e o mddulo de elastopléstico tangente sdo dados por (25), com a variavel g
definindo a nova posicdo do centro do intervalo elastico para cada instante e H ¢ o “modulo

plastico de encruamento cinematico” (SIMO & HUGHES, 1998).

f(c)=|0—q|—<0y+K(x)S0

(25)
_ E(K+H)
T (E+K+H)
CA
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Figura 7 — Modelo elastopléastico perfeito.

Toda a formulacdo utilizada na implementacdo do modelo constitutivo pode ser

melhor visualizada no item 4.3 deste trabalho.
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4.3 PROCESSO INCREMENTAL-ITERATIVO

A solucdo do problema elastopléstico proposto € possivel por meio de um procedimento
incremental-iterativo com base na solucdo elastica-linear e no modelo constitutivo em
questéo.

O carregamento aplicado na trelica € dividido em um determinado nimero n de passos
de carga. Para o primeiro passo de carga, resolve-se inicialmente o problema linear de treligas

planas e, de posse dos deslocamentos nodais, sdo calculados os valores das deformacdes totais

(°™) e, por consequéncia, as tensdes de tentativa (c” ) em todos os elementos da trelica.

Através do modelo constitutivo adotado obtém-se os valores das tensdes verdadeiras

(GV) para todos os elementos em andlise. Assim, caso as tensdes verdadeiras coincidam com

as tensdes de tentativa, 0 passo de carga é considerado puramente elastico e aplica-se um
novo incremento de carga na trelica, iniciando-se um novo processo de tentativa.

Caso as tensGes verdadeiras sejam inferiores as tensdes de tentativas tem-se que o
acréscimo de carregamento levou o material ao escoamento. Assim, é necessaria uma etapa
denominada de correcéo.

Nessa etapa as tensfes nos elementos plastificados sdo assumidas como sendo as
tensGes verdadeiras e o residuo (diferenca entre as for¢as normais de tentativa, calculadas com
as tensbes de tentativa, e as verdadeiras, calculadas com as tensdes verdadeiras) é reaplicado
na estrutura na forma de um carregamento externo. Essa etapa de corre¢do gera um
procedimento iterativo até que todo o residuo seja equilibrado pela estrutura. Vale lembrar
que, depois de atingido o escoamento, a matriz de rigidez do elemento e, consequentemente, a

matriz de rigidez global da estrutura, devem ser corrigidas a partir do célculo do médulo de

elasticidade tangente (E. ) definido pelo modelo constitutivo adotado.

O processo descrito deve ser repetido até que todo o carregamento seja aplicado na
estrutura.

Todo o procedimento descrito pode ser melhor visualizado por meio do fluxograma
ilustrado na Figura 8 ou na literatura especializada (SIMO & HUGHES, 1998).



S

n=1,nde passos de carga

¥

K-U=F> total

Uﬁr _ E(Stotal _ Dlastico )

n

n “n-1

y

£ =

n

Modelo constitutivo

—(0}_ +K -an_l)

pro_
Gn qn-l

N\ v
Passo puramente elastico Passo plastico
oplastico _ _plastico £
“ ~ “n-l _ n
_ E+K+H
— ( ]
plastico __ _pléstico el pro_
(\)& q, = 9y e =eb 7+ AL s1gn(0n qn_l)
v o _pr _
c, =oh o, = o, +AL

q, =n,, +AL-H- sign(Gﬁr - qn-l)
o} =l ~E-8.-sign(of ~q,.

_ E-(K+H)
' (E+K+H)

Residuo

Sim

Converge?

Figura 8 — Fluxograma do processo incremental-iterativo.
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5. ASPECTOS COMPUTACIONAIS

De forma a alcancar os objetivos propostos foi elaborado um programa computacional
para a analise elastopléstica de treligas planas.

A linguagem de programacdo escolhida para a elaboragéo do software foi o Fortran
por ser esta uma das mais utilizadas na comunidade cientifica e também por possuir uma
biblioteca interna de rotinas numéricas de grande utilidade.

Na sequéncia do trabalho é apresentado o esquema geral de calculo.

5.1 ESQUEMA GERAL DE CACULO

O fluxograma ilustrado na Figura 10 representa o esquema geral de calculo do
programa implementado, no qual cada bloco ilustra uma sub-rotina. A funcdo exercida por

cada sub-rotina esta descrita no item 5.2 deste trabalho.

5.2 SUB-ROTINAS

Declaracgéo de Variaveis

Neste médulo sdo declaradas todas as variaveis que sdo utilizadas no programa

computacional.
Abertura de Arquivos
Nesta sub-rotina sdo definidos o nome do arquivo de entrada de dados que sera aberto

durante a execucdo do programa e 0 arquivo de saida que contém o resultado obtido apos os

calculos (resultados de forca normal nas barras e deslocamentos nodais).
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Leitura de Dados

Nesta sub-rotina sao feitas as leituras de todos os dados necessarios para a analise da

estrutura em questao.
Propriedades Geométricas

Sub-rotina responsavel pelo calculo das propriedades geométricas de cada barra da

trelica, a saber: angulos de inclinacdo e comprimento de cada barra.
Montagem da matriz

Esta sub-rotina tem a funcéo de elaborar a matriz de rigidez da estrutura e também o
vetor de cargas. Para cada elemento da trelica é elaborada a matriz de rigidez local em
coordenadas locais, conforme descrito no capitulo 2 deste trabalho e reescrita na equacdo (26)

, € que, posteriormente, fara parte da matriz de rigidez da estrutura como um todo.

_EA[1
s _TL 1} (26)

Vale lembrar que a matriz de rigidez representada estd escrita em coordenadas locais

do elemento, ou seja, em funcéo da coordenada axial x, ilustrada na Figura 1 deste trabalho.
Dessa forma, visando diferencia-la da matriz de rigidez escrita em coordenadas globais, sera
adotada a denominacdo [ks] para denotar a matriz dada em (26).

De forma a obter a matriz [ks] escrita em coordenadas globais (X e y) é necessario que

seja feita a transformacdo de coordenadas através da matriz de transformacdo contendo os

cossenos diretores dos elementos e transcrita abaixo:

cosa 0
sen 0
R=|>¢ @7)
0 cosa.

0 Sena
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Assim, tem-se:
kg =L-kg-L' (28)

onde [kG] representa a matriz de rigidez do elemento escrita em funcdo das coordenadas

globaisx e y.
Definida a matriz de rigidez do elemento, a montagem da matriz de rigidez da
estrutura como um todo é dada por uma somatdria das matrizes elementares a partir de uma

correta definicdo das posi¢des conforme apresentado abaixo:

KoK KK 0

K, KK, 0
o T I

k4l k42 k43 + k12 k44 + k22 0

o : : .0

(0 0 o 0 Ky Ky

Vale lembrar que os termos das matrizes dos elementos que se somam sdo dados em

funcdo dos nds comuns a dois elementos.
Para finalizar, a sub-rotina executa também a montagem do vetor de cargas F escrito
em funcdo das forcas externas aplicadas nos nos da trelica como segue:

{F} =| (30)

Condigdes de contorno

Nesta sub-rotina sdo aplicadas as condi¢des de contorno do problema na matriz de

rigidez estrutural e também no vetor de cargas global. A técnica empregada ¢ a do “zero e
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um” na qual, na matriz de rigidez estrutural, apds analisados quais nos e quais 0s graus de
liberdade estdo restritos, introduz-se o nimero 1 na diagonal principal referente ao n6/direcéo
restrita e anulam-se as demais posi¢des da linha e coluna. O procedimento também anula a
posicao do vetor de cargas F no né/direcéo restrita definido.

O procedimento pode ser visualizado na equacéo (31), onde foi considerado o n6 2 da
estrutura restrito na diregéo Xx.

| K11 K12 0 K14 Kln | Ui Fi

1 1

K21 Kzz 0 K24 K2n Uy Fy
0 0 1 0 uzl | o a1

K41 K42 0 K44 K4n U>2/ Fj

_Knl Kn2 Kn3 Kn4 Knn_ Un Fn

Resolucéo do Sistema

Conforme descrito anteriormente, 0 MEF gera um sistema de equac6es definido pela
matriz de rigidez da estrutura e pelos vetores de carga e de deslocamentos nodais como segue:

[K]-{U} = F) @)

onde o vetor {U} contém os deslocamentos nodais incdgnitos no problema.
Assim, para a determinacdo do vetor {U} faz-se a pré-multiplicacdo de ambos os

termos da equacdo pela matriz inversa de [K] , OU seja:

(U} = [K]'{F} (33)

Sendo assim, nessa sub-rotina e utilizando-se da biblioteca interna do Fortran, faz-se a
inversdo da matriz [K] e a posterior multiplicacdo pelo vetor de cargas de forma a obter o

vetor de deslocamentos nodais.
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Deformacoes

O célculo das deformagdes nas barras é feito com base na relacdo diferencial entre

deformacéo e deslocamento dada em (2) e reescrita a seguir.

_ ou
OX

S

S

Tendo em vista as funcBes de aproximacdo adotadas para representar o campo de
deslocamentos do elemento (equacdo (4)) e a matriz de mudanca de coordenadas (equagéo

(27)), pode-se escrever:

o= [ out o] =t +ul]

S

£= %[(ui -u) )cosa + (uf, -uy )sena} (34)

Modelo Constitutivo

Nesta sub-rotina é realizada a verificacdo do modelo constitutivo em questao.

De posse das deformacdes totais calculadas em (34) obtém-se as tensdes reais atuantes
em cada barra da trelica e também a parcela plastica de .

O procedimento detalhado juntamente com as expressGes matematicas necessarias

para essa anélise pode ser melhor visualizados no fluxograma ilustrado na figura 8.

Critério de tolerancia

Como critério de tolerancia, adotou-se para este trabalho a comparagéo entre a norma
do vetor residuo e uma determinada tolerancia pré-estabelecida pelo usuario do software.

Assim, tem-se:

IN] < tol (35)
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Vale lembrar que para os exemplos apresentados neste trabalho foi utilizado uma

tolerancia de 107,

Forca interna

As forcas internas so representadas pela forca normal atuante nas barras da trelica. E
importante ressaltar que, visando o calculo do residuo das forcas ndo equilibradas no sistema,
nessa sub-rotina € efetuada também a decomposicdo da forca normal em parcelas x e y
atuantes nos nos conforme ilustra a Figura 10. Tais forcas serdo consideradas num posterior
equilibrio nodal.

Assim, considerando-se a for¢a normal dada por N =¢, - A, tem-se:

Fint, = Ncosa  |Fint? = -Ncosa (36)
Fintly = Nsena Fint§ = -Nsena
Fint’ %)
N
/ o
@
N
y 1 2
T Fint Fint
¥y ¥
N
o
o
D X 1 Finti

N

Figura 9 — Forcas internas nodais.

Residuo

Nesta sub-rotina € feito o clculo das forcas ndo equilibradas pelo sistema.
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Assim, efetua-se um equilibrio nodal (carregamento externo e forca interna) e o

residuo ndo equilibrado é reaplicado na estrutura como um novo carregamento externo.
Atualizacao da Matriz

Uma vez plastificada, a barra passa a assumir um modulo de elasticidade definido pelo
modulo elastoplastico tangente (equacdo (25)). Essa nova caracteristica deve ser inserida
dentro da matriz de rigidez, ou seja, para a nova iteracdo é feito o novo célculo da matriz de
rigidez do elemento plastificado (equacdo (26)) e a posterior atualizagcdo da matriz de rigidez

da estrutura.
Normal

A partir das tensBes verdadeiras o céalculo da forca normal nas barras é o mesmo feito

no célculo das forcas internas, ou seja:
N=oc,-A (37)

Reacédo de Apoio

O célculo das reacdes de apoio sé é possivel apds serem descobertos 0s deslocamentos

nodais finais. Assim, de posse do vetor {U} e utilizando-se da expressdo (32) (multiplicacao

da matriz de rigidez estrutural com o j& conhecido vetor de deslocamentos) é possivel

descobrir todas as forcas nodais, ou seja, forcas externas e reacdes de apoio.
Saida de Dados
Nesta sub-rotina € elaborado o arquivo de saida de dados no qual sdo expostos 0S

resultados de forca normal nas barras, reagdes de apoio e deslocamentos nodais obtidos apds a

analise.
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Figura 10 — Fluxograma do programa implementado.

39



40

6. ANALISE NUMERICA

6.1 TRELICA HIPERESTATICA

Neste exemplo é apresentada a analise linear de uma trelica hiperestatica. A trelica é
composta por 10 no6s e 17 barras e sua geometria, carregamento e condi¢des de vinculagéo,
estdo ilustrados na figura 11. Tém-se ainda como caracteristicas fisicas e geométricas modulo
de elasticidade longitudinal E=21000kN/cm? e &rea da secdo transversal das barras
A=10cm?.

O problema foi simulado no software elaborado considerando a anélise linear, ou seja,
estipulou-se que as tensdes atuantes nas barras fossem inferiores ao seu limite elastico. Os
dados obtidos de deslocamentos nodais e forga normal nas barras estdo reunidos nas tabelas 1
e 2 que seguem.

10 kN
® @ @ 10
] 14 15 16 17 E
300m
5 6 7 8 9 10 11 12 13
g 1 2 3 4 ®
@ & @

| |
1 200m

Figura 11 — Trelica hiperestética.

Visando validar a formulacdo proposta e também o software implementado, a trelica
foi também simulada no programa Ftool versdo 2.12 (MARTHA, 2008). Os resultados
obtidos estéo reunidos nas tabelas 1, 2 e 3.
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Tabela 1 — Deslocamentos nodais — comparagdo de resultados entre a formulacdo apresentada e o

programa Ftool.

DESLOCAMENTOS NODAIS (mm)

SOFTWARE
NG IMPLEMENTADO FTOOL DIFERENCA (%)
DES.X  DES.Y DES. X DES.Y | DES.X DES. Y

1 0 0 0 0 0 0
2 0 -1,435 0 -1,4 0 2,44
3 0,325 -2,287 0,318 -2,232 2,15 2,4
4 0,65 -1,435 0,635 -1,4 2,31 2,44
5 0,65 0 0,634 0 2,46 0
6 0,65 -0,366 0,634 -0,357 2,46 2,46
7 0,488 -1,435 0,476 -1,4 2,46 2,44
8 0,325 -2,865 0,318 -2,795 2,15 2,44
9 0,163 -1,435 0,159 -1,4 2,45 2,44
10 0 -0,366 0 -0,357 0 2,46

Tabela 2 — Forca normal nas barras — comparacgédo de resultados entre a formulacdo apresentada e o

programa Ftool.

FORCA NORMAL NAS BARRAS (kN)

SOFTWARE
BARRA IMPLEMENTADO FTOOL DIFERENCA (%)
NORMAL NORMAL NORMAL
1 0,000 0,000 0,000
2 6,666 6,666 0,000
3 6,666 6,666 0,000
4 0,000 0,000 0,000
) -5,000 -5,000 0,000
6 6,009 6,009 0,000
7 0,000 0,000 0,000
8 -6,009 -6,009 0,000
9 0,000 0,000 0,000
10 -6,009 -6,009 0,000
11 0,000 0,000 0,000
12 6,009 6,009 0,000
13 -5,000 -5,000 0,000
14 -3,333 -3,333 0,000
15 -3,333 -3,333 0,000
16 -3,333 -3,333 0,000
17 -3,333 -3,333 0,000
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Analisando-se os resultados fornecidos pelo software desenvolvido e os fornecidos
pelo Ftool pode-se observar os corretos desenvolvimento e implementagdo computacional da
formulacdo apresentada em se tratando de analises lineares. Vale ressaltar que os resultados
numéricos obtidos pela formulacdo em questdo apresentam-se exatos, ou seja, sem
aproximacgdes numeéricas envolvidas. Tal fato decorre do uso das funcbes de aproximacGes
lineares no desenvolvimento da matriz de rigidez do elemento pois representam o correto

campo de deslocamentos representativo desse elemento estrutural.

6.2 BARRA SUBMETIDA A FORCA NORMAL

Este exemplo apresenta uma barra submetida a forca normal conforme ilustra a figura
12. As caracteristicas geométricas da barra sdo: comprimento L e &rea da secdo transversal

A . Como caracteristicas mecanicas do material tém-se modulo de elasticidade longitudinal
E = 20500 kN/cm? , tensio de escoamento c, =25 kN/cm? e médulo elastoplastico tangente
E, = 2000 kN/cm? .

A barra é submetida a uma forca normal F. Os dados de deslocamento do né 2 da barra

fornecidos pela formulagdo apresentada juntamente com os fornecidos pelo programa ANSYS
séo apresentados na figura 13.

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

Figura 12 — Barra submetida a forca normal.
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0,0 T T T T T
0,0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
(1003,)/(L)

——Linear = ANSYS - -Formulagio apresentada

Figura 13 — Deslocamento vertical do no6 2.

Os diagrama apresentado na figura 13 ilustra os corretos desenvolvimento e
implementacdo computacional do algoritmo apresentado em se tratando de andlises ndo
lineares. O diagrama ilustra também a mudanca no médulo de elasticidade apés atingido a
tensdo de escoamento e também os maiores deslocamentos da estrutura quando comparados

com a analise elastica linear.

6.3 TRELICA ELASTOPLASTICA

A trelica em andlise € composta por quatro nds e trés barras com geometria,
vinculagédo e carregamento ilustrados na figura 14. Os elementos da trelica possuem segéo
transversal com area igual a A e sdo compostos por um material elastoplastico perfeito com
madulo de elasticidade transversal E e tensdo de escoamento o, . Os resultados obtidos para
0 deslocamento do nd 4 e tensdo normal nas barras estdo ilustrados nas figuras 15 e 16,

respectivamente. Nas figuras, para efeito comparativo, também estéo ilustrados os resultados

quando se considera o material perfeitamente elastico.
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Figura 14 — Trelica em anélise.

0.5

0,0 / | . |
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
(E064)(GFOL)

—Lmear —*Chen ¢ Han (1988) --Formulagio apresentada

Figura 15 — Diagramas forca-deslocamento do no 4.

Conforma a Figura 15, nota-se a diferenca entre o regime linear e o regime néo linear,

onde no regime nao linear a partir de um certo nivel de tens&o a estrutura desloca-se mais.
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0.0 \ ‘ ‘
0.0 0.5 1.0 1,

N

2.0
(Ex8,)/(6,L)

—#—Barras 1 ¢ 3 - Chen e Han (1988) — —Barras 1 ¢ 3 ——Barra 2 - Chen ¢ Han (1988) == Barra 2

Figura 16 — Diagramas tensédo-deslocamento.

Os diagramas apresentados nas figuras 15 e 16 confirmam os corretos desenvolvimento
e implementacdo computacional do algoritmo apresentado. Os diagramas ilustram também a
perda de rigidez do material a partir do momento em que € atingido o seu limite elastico. Vale
ressaltar que ndo foi possivel aplicar carregamentos maiores que o ilustrado, pois, em funcéo
do comportamento elastopléstico perfeito, todas as barras escoam e, assim, ndo ha a

convergéncia de resultados.
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7. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo principal desenvolver um cédigo computacional para
estudar o comportamento elastoplastico de trelicas planas com solugdo numérica obtida via
Meétodos dos Elementos Finitos.

De forma a alcancar os objetivos, efetuou-se todo o desenvolvimento matematico
necessario para a aplicacdo do meétodo, para se apresentar a matriz de rigidez para um
elemento finito de trelica plana com aproximacao linear para o campo de deslocamentos.

A sequéncia do trabalho se deu através da apresentacdo de conceitos basicos da
plasticidade e do algoritmo incremental-iterativo necessario para a consideracdo do
comportamento elastoplastico nas analises.

A implementagdo computacional da formulacéo desenvolvida, que gerou um software
livre e de fécil utilizacdo e manutencdo, também foi apresentada. Ainda como caracteristicas
do programa, pode-se citar sua elaboracdo em modulos e sua flexibilidade.

Os exemplos que foram desenvolvidos no item 6 deste trabalho contemplam diversos
tipos de analises numéricas possibilitando caracterizar amplamente o comportamento linear e
elastoplastico de treligas planas. Ainda em se tratando dos exemplos estudados, os resultados
indicaram a precisdo da solugdo numérica fornecida pelas analises. E importante observar
também a perda de rigidez do material a partir do momento em que € atingido o seu limite
elastico, resultando em estruturas mais deslocaveis.

Para desenvolvimentos futuros, sugere-se a implementacdo no cédigo computacional
de algoritmos que permitam efetuar ciclos de carregamento e descarregamento (fato que
ilustraria melhor o comportamento elastoplastico com encruamento cinematico e misto),
desenvolvimento teodrico e a implementacdo computacional da ndo linearidade geomeétrica nas

analises e também adequar o cddigo implementado para estudos em analise dinamica.
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