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RESUMO

Este trabalho apresenta resultados centrais da Teoria de Grupos e desenvolve um estudo so-
bre os Teoremas de Sylow no contexto da Álgebra Abstrata. Inicialmente, são introduzidos os
conceitos fundamentais relacionados à estrutura de grupos, incluindo definições, propriedades
básicas, subgrupos e classes laterais. A partir desses conceitos, aborda-se o Teorema de La-
grange e algumas de suas consequências para o estudo de grupos finitos. Também aborda-se
subgrupos normais, grupos quocientes e homomorfismos. Em seguida, introduz-se o conceito
de ação de grupos sobre conjuntos, ferramenta essencial para a demonstração e compreensão
dos três Teoremas de Sylow, permitindo analisar de maneira mais profunda a estrutura interna
dos grupos. Com base nessa construção teórica, o trabalho investiga as condições de existên-
cia, conjugação e quantidade dos p-subgrupos de Sylow. Dessa forma, os Teoremas de Sylow
mostram-se fundamentais para o desenvolvimento da Teoria de Grupos, ampliando significati-
vamente os resultados obtidos a partir do Teorema de Lagrange e contribuindo para o estudo
das estruturas algébricas abstratas.

Palavras-chave: grupos; teorema de lagrange; 𝑝-grupos; teoremas de sylow.



ABSTRACT

This work presents central results in Group Theory and develops a study of Sylow’s Theorems
in the context of Abstract Algebra. Initially, the fundamental concepts related to the structure
of groups are introduced, including definitions, basic properties, subgroups, and cosets. Based
on these concepts, Lagrange’s Theorem and some of its consequences for the study of finite
groups are discussed. Normal subgroups, quotient groups, and homomorphisms are also ad-
dressed. Next, the concept of group actions on sets is introduced, an essential tool for proving
and understanding the three Sylow Theorems, allowing a deeper analysis of the internal struc-
ture of groups. Based on this theoretical framework, the work investigates the conditions for the
existence, conjugacy, and number of Sylow p-subgroups. Thus, Sylow’s Theorems prove to be
fundamental to the development of Group Theory, significantly extending the results obtained
from Lagrange’s Theorem and contributing to the study of abstract algebraic structures.

Keywords: groups; lagrange’s theorem; 𝑝-groups; sylow’s theorems.
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1 INTRODUÇÃO

A Álgebra é uma área da Matemática que se dedica ao estudo das chamadas Estruturas

Algébricas, que generalizam as propriedades matemáticas de conjuntos númericos e suas ope-

rações, para conjuntos mais abstratos. Neste contexto, destacam-se as estruturas de Grupos,

Anéis, Corpos, Módulos, dentre outras.

Em relação à Teoria de Grupos, cujo objetivo é estudar propriedades de conjuntos muni-

dos de uma operação binária, um resultado de grande destaque é o Teorema de Lagrage. Neste

contexto, se 𝐻 é um subgrupo de 𝐺 um grupo finito, tal teorema apresenta uma relação entre

o número de elementos de 𝐻 e o número de elementos de 𝐺, mais precisamente, o resultado

afirma que a ordem de 𝐻 divide a ordem de 𝐺.

Naturalmente, surge o questionamento se a recíproca deste teorema é verdadeira. A

resposta para esta pergunta é o principal objetivo deste trabalho. Isto é, busca-se uma resposta

para o seguinte problema: Dado um número natural 𝑘 que divide a ordem de 𝐺, existe um

subgrupo 𝐻 de 𝐺 de ordem 𝑘?

A recíproca do Teorema de Lagrange falha, fato que pode ser verificado no grupo alter-

nado 𝐴4, que é um grupo de ordem 12, o qual não admite subgrupos de ordem 6. Diante disso,

temos os Teoremas de Sylow. Desenvolvidos pelo matemático norueguês Peter Ludwig Mejdell

Sylow em 1872, três teoremas estabelecem uma recíproca parcial do Teorema de Lagrange,

sendo o primeiro da existência de 𝑝-subgrupos de Sylow, o segundo sobre a conjugação destes

𝑝-subgrupos e o terceiro para a quantidade de 𝑝-subgrupos.

No Capítulo 2 deste trabalho, trataremos dos conceitos básicos a respeito da Teoria de

Grupos, estabelecendo suas definições e propriedades fundamentais. O intuito de tal capítulo é

estabelecer firmemente o contexto teórico, bem como determinar notações e resultados básicos

necessários, de modo a deixar o texto o mais completo e independente possível.

Em particular, na Seção 2.3 apresentaremos os conceitos de classes laterais e conjunto

quociente, culminando no Teorema de Lagrange e sua demonstração. Este resultado clássico

é fundamental para o trabalho, pois estabelece a motivação dos Teoremas de Sylow, que se-

rão explorados mais adiante no texto. Vale destacar que o teorema é atribuido ao matemático

italiano (naturalizado francês) Joseph Louis Lagrange (1736–1813).

No Capítulo 3, estabeleceremos a teoria de ação de um grupo sobre um conjunto, in-

troduzindo conceitos essenciais como órbitas, estabilizadores e conjugações, que fornecerão o

suporte necessário para os resultados subsequentes.

Já no Capítulo 4, trataremos dos Teoremas de Sylow, que constituem um resultado mais

geral que se aproxima da recíproca do Teorema de Lagrange. Mais especificamente, garantire-

mos que, para qualquer divisor primo 𝑝 da ordem de um grupo finito 𝐺, existe um 𝑝-subgrupo

de Sylow de ordem 𝑝𝑛, onde 𝑛 é tal que 𝑝𝑛 divide a ordem de 𝐺. Além disso, mostraremos que

todos os 𝑝-subgrupos de Sylow de um grupo são conjugados entre si no Segundo Teorema de

Sylow. Finalmente, o Terceiro Teorema de Sylow estabelecerá uma condição sobre o número de
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tais subgrupos, mostrando que essa quantidade é um divisor da ordem do grupo e congruente

a 1 módulo 𝑝.

Os Teoremas de Sylow, embora fundamentais na Teoria de Grupos Finitos, são geral-

mente abordados apenas em cursos mais avançados de Álgebra Abstrata, como em nível de

pós-graduação. Diante disso, pretende-se apresentar estes teoremas de uma forma mais ele-

mentar, com uma maior clareza e riqueza de detalhes do que é geralmente encontrado na

literatura básica sobre o tema.

Este trabalho foi desenvolvido com o propósito de estudar os Teoremas de Sylow e sua

relevância na Teoria de Grupos. Convém esclarecer que o objetivo final não é trazer contribui-

ções inéditas para a Álgebra Abstrata já existente, mas sim expor detalhadamente o conteúdo

teórico e apresentar exemplos claros de como esses teoremas são aplicados na resolução de

problemas estruturais.
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2 GRUPOS

Neste capítulo, abordaremos alguns conceitos e propriedades referentes à estrutura de

um grupo, objeto fundamental para o propósito deste Trabalho de Conclusão de Curso. As re-

ferências seguidas foram as obras (Garcia; Lequain, 2013) e de (Gonçalves, 1999), e as notas

de aula de (Ikenaga, 2018) e (Milne, 2025), as quais podem ser utilizadas para uma abordagem

mais ampla sobre o tema.

2.1 Definição e Exemplos de Grupos

Apresentaremos ao longo desta seção, a definição de grupos e faremos alguns exemplos

desta estrutura, dos quais grande parte serão utilizados nas próximas seções e nos Capítulos

3 e 4.

Definição 2.1.1. Seja 𝐺 um conjunto não vazio, munido de uma operação binária

· : 𝐺×𝐺 → 𝐺

(𝑎,𝑏) ↦→ 𝑎 · 𝑏
.

O par (𝐺, ·) é um grupo se são válidas as seguintes propriedades:

(𝑖) A operação é associativa, ou seja,

𝑎 · (𝑏 · 𝑐) = (𝑎 · 𝑏) · 𝑐,

para todos 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺.

(𝑖𝑖) Existe elemento neutro em 𝐺, ou seja, existe 𝑒 ∈ 𝐺 tal que

𝑎 · 𝑒 = 𝑒 · 𝑎 = 𝑎,

para todo 𝑎 ∈ 𝐺.

(𝑖𝑖𝑖) Todo elemento de 𝐺 possui um inverso, ou seja, para todo 𝑎 ∈ 𝐺, existe 𝑏 ∈ 𝐺 tal que

𝑎 · 𝑏 = 𝑏 · 𝑎 = 𝑒.

Muitas vezes, quando não houver possibilidade de confusão, denotaremos um grupo

(𝐺, ·) apenas por 𝐺, omitindo a operação ·. Além disso, em muitos casos, escreveremos apenas

𝑎𝑏 ao invés de 𝑎 · 𝑏.
Antes de apresentarmos exemplos de grupos, definimos uma classe especial de grupos.
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Definição 2.1.2. Dizemos que um grupo (𝐺, ·) é abeliano se a operação · em 𝐺 é comutativa,

ou seja, é válido que

𝑎 · 𝑏 = 𝑏 · 𝑎

para todos 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺.

Exemplo 2.1.3 (Grupos aditivos de conjuntos numéricos). Os pares

(Z,+), (Q,+), (R,+) e (C,+),

onde + é a operação usual de soma em Z, Q, R e C, respectivamente, são grupos.

De fato, se 𝑋 = Z, Q, R ou C, a soma de dois números pertencentes a 𝑋 também

pertence a 𝑋 , isto é, a operação é fechada na estrutura. Além disso, a soma de números

pertecentes a 𝑋 é associativa, o número 0 ∈ 𝑋 é o elemento neutro, e o inverso de um

elemento 𝑎 ∈ 𝑋 é −𝑎 ∈ 𝑋 .

Exemplo 2.1.4 (Estruturas que não são grupos). O par (Z,·), onde · é a operação de multipli-

cação usual dos números inteiros, não é um grupo pois não cumpre a propriedade do elemento

inverso. De fato, o elemento 2 ∈ Z não possui inverso multiplicativo em Z, pois 1
2
/∈ Z. Analo-

gamente, (N,+) também não é um grupo.

Exemplo 2.1.5 (Grupo aditivo dos inteiros módulo 𝑛). Seja 𝑛 ∈ N. Considere o conjunto

Z𝑛 = {0̄, 1̄, . . . , 𝑛− 1}

dos inteiros módulo 𝑛. O par (Z𝑛,+), onde

+ : Z𝑛 × Z𝑛 → Z𝑛

(𝑥̄, 𝑦) ↦→ 𝑥+ 𝑦

é um grupo abeliano finito com 𝑛 elementos.

Com efeito, dados 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 ∈ Z𝑛, observe inicialmente que a operação está bem defi-

nida pois

𝑥 = 𝑦 e 𝑧 = 𝑤 ⇒ 𝑥 ≡ 𝑦 (mod 𝑝) e 𝑧 ≡ 𝑤 (mod 𝑝)

⇒ 𝑥+ 𝑧 ≡ 𝑦 + 𝑤 (mod 𝑝)

⇒ 𝑥+ 𝑧 = 𝑦 + 𝑤.

Também,

(𝑥+ 𝑦) + 𝑧 = (𝑥+ 𝑦) + 𝑧 = (𝑥+ 𝑦) + 𝑧 = 𝑥+ (𝑦 + 𝑧) = 𝑥+ (𝑦 + 𝑧) = 𝑥+ (𝑦 + 𝑧),
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o que implica que a associatividade é válida. Além disso, o elemento neutro é 0, uma vez que

𝑥+ 0 = 𝑥+ 0 = 𝑥 = 0 + 𝑥 = 0 + 𝑥.

O inverso de 𝑥 é o elemento −𝑥, pois

𝑥+−𝑥 = 𝑥+ (−𝑥) = 0 = (−𝑥) + 𝑥 = −𝑥+ 𝑥.

Por fim, a operação é comutativa, já que

𝑥+ 𝑦 = 𝑥+ 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 = 𝑦 + 𝑥.

A seguir, mostramos a unicidade do elemento neutro e do elemento inverso na estrutura

de grupo.

Proposição 2.1.6. Seja 𝐺 um grupo. Então:

(𝑖) O elemento neutro de 𝐺 é único.

(𝑖𝑖) O elemento inverso de um elemento 𝑔 ∈ 𝐺 é único.

Demonstração. Para mostrar o item (𝑖), suponha que 𝑒, 𝑒′ ∈ 𝐺 são elementos neutros de 𝐺.

Então, temos que

𝑒 = 𝑒 · 𝑒′ = 𝑒′.

Agora, para mostrar o item (𝑖𝑖), tomemos 𝑎 ∈ 𝐺 e sejam 𝑏, 𝑏′ ∈ 𝐺 dois elementos inversos de

𝑎. Então, segue que

𝑏 = 𝑏 · 𝑒 = 𝑏 · (𝑎 · 𝑏′) = (𝑏 · 𝑎) · 𝑏′ = 𝑒 · 𝑏′ = 𝑏′.

Pela proposição anterior, faz sentido a seguinte notação:

Notação 2.1.7. Dado um grupo 𝐺 e 𝑎 ∈ 𝐺, denotaremos o único elemento inverso de 𝑎 por

𝑎−1.

Na sequência, apresentaremos algumas propriedades de grupos.

Proposição 2.1.8. Seja 𝐺 um grupo e 𝑎,𝑏,𝑐 ∈ 𝐺. Então:

(𝑖) (𝑎 · 𝑏)−1 = 𝑏−1 · 𝑎−1.

(𝑖𝑖) (𝑎−1)−1 = 𝑎.

(𝑖𝑖𝑖) Se 𝑎𝑏 = 𝑎𝑐, então 𝑏 = 𝑐.
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(𝑖𝑣) Se 𝑏𝑎 = 𝑐𝑎, então 𝑏 = 𝑐.

As propriedades (𝑖𝑖𝑖) e (𝑖𝑣) são chamadas de Leis do Cancelamento.

Demonstração. Sejam 𝑎,𝑏,𝑐 ∈ 𝐺. Temos que

(𝑏−1𝑎−1)(𝑎𝑏) = ((𝑏−1𝑎−1)𝑎)𝑏 = (𝑏−1(𝑎−1𝑎))𝑏 = (𝑏−1𝑒)𝑏 = 𝑏−1𝑏 = 𝑒,

e também

(𝑎𝑏)(𝑏−1𝑎−1) = 𝑎(𝑏(𝑏−1𝑎−1) = 𝑎((𝑏−1𝑏)𝑎−1) = 𝑎(𝑒𝑎−1) = 𝑎𝑎−1 = 𝑒,

assim, temos que 𝑏−1𝑎−1 é um inverso de 𝑎𝑏. Pela unicidade do elemento inverso, concluímos

que (𝑎 · 𝑏)−1 = 𝑏−1 · 𝑎−1, e o item (𝑖) está provado.

Para provar o item (𝑖𝑖), note que

𝑎−1𝑎 = 𝑒 = 𝑎𝑎−1,

e novamente pela unicidade do elemento inverso, segue que (𝑎−1)−1 = 𝑎.

Para (𝑖𝑖𝑖), temos que

𝑎𝑏 = 𝑎𝑐 ⇒ 𝑎−1(𝑎𝑏) = 𝑎−1(𝑎𝑐) ⇒ (𝑎−1𝑎)𝑏 = (𝑎−1𝑎)𝑐 ⇒ 𝑒𝑏 = 𝑒𝑐 ⇒ 𝑏 = 𝑐.

O item (𝑖𝑣) pode ser demonstrado de modo análogo ao item (𝑖𝑖𝑖).

A próxima definição diz respeito ao número de elementos de um grupo.

Definição 2.1.9. A cardinalidade de 𝐺, ou seja, a quantidade de elementos de 𝐺, é chamada

ordem de 𝐺, e a denotamos por |𝐺|. Ademais, um grupo 𝐺 é dito finito se |𝐺| é finita, caso

contrário, dizemos que G é infinito.

O próximo exemplo será uma fonte rica para a teoria, uma vez que será utilizado como

contra-exemplo para mostrar que a recíproca do Teorema de Lagrange, que será visto mais

adiante, não é válida.

Exemplo 2.1.10 (Grupo simétrico). Seja 𝑆 um conjunto não vazio e seja 𝐺 o conjunto das

funções bijetivas de 𝑆 em 𝑆, ou seja,

𝐺 = {𝑓 : 𝑆 → 𝑆 ; 𝑓 é bijetiva}.



15

Se considerarmos ∘ a operação de composição de funções, isto é,

∘ : 𝐺×𝐺 → 𝐺

(𝑔,𝑓) ↦→ 𝑔 ∘ 𝑓

então (𝐺,∘) é um grupo tendo a função identidade como elemento neutro. Chamamos esse

grupo de grupo das permutações do conjunto 𝑆.

Se 𝑆 = {1,2, . . . , 𝑛}, denotamos o grupo 𝐺 por 𝑆𝑛, e o chamamos de grupo simétrico

de grau 𝑛. Como 𝑆𝑛 é um grupo de permutações entre 𝑛 elementos, 𝑆𝑛 terá 𝑛! elementos, em

outras palavras, |𝑆𝑛| = 𝑛!.

Os grupos 𝑆𝑛, com 𝑛 ≥ 3, são grupos não abelianos. De fato, considerando 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑆𝑛,

definidas por

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
2, se 𝑥 = 1,

1, se 𝑥 = 2

𝑥, se 3 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛,

e 𝑔(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2, se 𝑥 = 1,

3, se 𝑥 = 2

1, se 𝑥 = 3

𝑥, se 4 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛,

temos que

(𝑔 ∘ 𝑓)(1) = 𝑔(𝑓(1)) = 𝑔(2) = 3

e

(𝑓 ∘ 𝑔)(1) = 𝑓(𝑔(1)) = 𝑓(2) = 1,

ou seja, 𝑔 ∘ 𝑓 ̸= 𝑓 ∘ 𝑔.

Usualmente, denotamos 𝑓 ∈ 𝑆𝑛 como

𝑓 =

⎛⎝ 1 2 3 . . . 𝑛

𝑓(1) 𝑓(2) 𝑓(3) . . . 𝑓(𝑛)

⎞⎠ .

Desse modo, segue que 𝑆3 é composto pelos seis elementos a seguir:

𝑒 =

⎛⎝1 2 3

1 2 3

⎞⎠ , 𝑓1 =

⎛⎝1 2 3

2 1 3

⎞⎠ = 𝑓−1
1 , 𝑓2 =

⎛⎝1 2 3

1 3 2

⎞⎠ = 𝑓−1
2 ,

𝑓3 =

⎛⎝1 2 3

3 2 1

⎞⎠ = 𝑓−1
3 , 𝑓4 =

⎛⎝1 2 3

2 3 1

⎞⎠ = 𝑓−1
5 e 𝑓5 =

⎛⎝1 2 3

3 1 2

⎞⎠ = 𝑓−1
4 .
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Definição 2.1.11. Seja 𝑆 um conjunto finito. Um 𝑟-ciclo é uma permutação 𝜎 para a qual exis-

tem 𝑟 elementos distintos 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑟 ∈ 𝑆 tais que:

𝜎(𝑖1) = 𝑖2, 𝜎(𝑖2) = 𝑖3, . . . , 𝜎(𝑖𝑟−1) = 𝑖𝑟, 𝜎(𝑖𝑟) = 𝑖1,

enquanto 𝜎 fixa todos os demais elementos de 𝑆. Este ciclo será denotado por (𝑖1 𝑖2 . . . 𝑖𝑟).

Daí, temos uma notação mais simples para os grupos simétricos de grau 𝑛.

Exemplo 2.1.12 (Elementos de 𝑆3 escritos como ciclos). Podemos denotar os elementos do

grupo 𝑆3 como 𝑒, 𝑓1 = (12), 𝑓2 = (23), 𝑓3 = (13), 𝑓4 = (132) e 𝑓5 = (123).

Observação 2.1.13. É importante destacar que nem todo elemento de um grupo simétrico 𝑆𝑛 é

um único ciclo. O grupo 𝑆3 se trata de um caso particular devido à sua ordem. A partir do grupo

𝑆4, passamos a encontrar permutações que não são ciclos, como por exemplo a permutação

𝜎 = (1 2)(3 4) ∈ 𝑆4. Para um melhor aprofundamento em relação aos ciclos, indicamos a obra

(Andrade, 2021).

A seguir, trataremos de matrizes.

Exemplo 2.1.14 (Grupo aditivo das matrizes). Sejam 𝑚 e 𝑛 dois números inteiros positivos, e

𝑋 = Z, Q, R ou C. Uma matriz 𝐴, 𝑚 por 𝑛 sobre 𝑋 é dada por 𝑚 × 𝑛 entradas 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝑋 ,

com 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 agrupados em 𝑚 linhas e 𝑛 colunas, e será representada como:

𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛
...

...
. . .

...

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 · · · 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Denotaremos por M𝑚×𝑛(𝑋) o conjunto de todas as matrizes 𝑚× 𝑛 sobre 𝑋 . No caso

onde 𝑚 = 𝑛 denotaremos 𝑀𝑚×𝑛(𝑋) = 𝑀𝑛(𝑋).

Podemos definir sobre M𝑚×𝑛(𝑋) a operação de soma de matrizes da seguinte forma:

se 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗 , 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)𝑖,𝑗 ∈ M𝑚×𝑛(𝑋), então 𝐴+𝐵 é a matriz 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗)𝑖,𝑗 ∈ M𝑚×𝑛(𝑋) tal

que, para cada par (𝑖,𝑗), temos 𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗 .

Temos que (M𝑚×𝑛(𝑋),+) é um grupo abeliano.

Com efeito, primeiramente mostraremos que a operação é associativa. Tomando 𝐴 =

(𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗 , 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)𝑖,𝑗 , 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗)𝑖,𝑗,∈ M𝑚×𝑛(𝑋), temos
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(𝐴+𝐵) + 𝐶 = ((𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗 + (𝑏𝑖𝑗)𝑖,𝑗) + (𝑐𝑖𝑗)𝑖,𝑗 = ((𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗)𝑖,𝑗) + (𝑐𝑖𝑗)𝑖,𝑗

= ((𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗) + 𝑐𝑖𝑗)𝑖,𝑗 = (𝑎𝑖𝑗 + (𝑏𝑖𝑗 + 𝑐𝑖𝑗))𝑖,𝑗

= (𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗 + ((𝑏𝑖𝑗 + 𝑐𝑖𝑗)𝑖,𝑗) = (𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗 + ((𝑏𝑖𝑗)𝑖,𝑗 + (𝑐𝑖𝑗)𝑖,𝑗)

= 𝐴+ (𝐵 + 𝐶).

O elemento neutro deste grupo é a matriz nula de M𝑚×𝑛(𝑋), dada por

(0𝑖𝑗)𝑖,𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

Já o inverso de um elemento 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗 ∈ M𝑚×𝑛(𝑋), é o elemento

−𝐴 = (−𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−𝑎11 −𝑎12 · · · −𝑎1𝑛

−𝑎21 −𝑎22 · · · −𝑎2𝑛
...

...
. . .

...

−𝑎𝑚1 −𝑎𝑚2 · · · −𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∈ M𝑚×𝑛(𝑋).

Não é difícil verificar as duas últimas afirmações, e estas serão deixadas a cargo do

leitor.

Por fim, temos que a operação é comutativa, pois tomando 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗 , 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)𝑖,𝑗 ∈
M𝑚×𝑛(K), temos que

𝐴+𝐵 = (𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗 + (𝑏𝑖𝑗)𝑖,𝑗 = (𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗)𝑖,𝑗 = (𝑏𝑖𝑗 + 𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗 = (𝑏𝑖𝑗)𝑖,𝑗 + (𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗 = 𝐵 + 𝐴.

Exemplo 2.1.15 (Grupo multiplicativo das matrizes invertíveis). Sejam 𝑚,𝑛 e 𝑝 três números

inteiros positivos, e 𝑋 = Z, Q, R ou C. Primeiramente, definiremos o produto das matrizes.

Sejam 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑖,𝑗 ∈ M𝑚×𝑛(𝑋) e 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)𝑖,𝑗 ∈ M𝑛×𝑝(𝑋), isto é, com o número de colunas

de 𝐴 igual ao número de linhas de 𝐵. Podemos definir o produto de matrizes de 𝐴 por 𝐵 como

sendo a matriz 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗)𝑖,𝑗 ∈ M𝑛×𝑝(𝑋) tal que

𝑐𝑖𝑗 =
𝑛∑︁

𝑙=1

𝑎𝑖𝑙𝑏𝑙𝑗, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 e 𝑗 = 1, . . . , 𝑝.

Nosso propósito é analisar sob quais condições o conjunto M𝑚×𝑛(𝑋) é um grupo. Note

que para termos elementos inversos, precisaríamos ter 𝑚 = 𝑛. Deixamos a cargo do leitor, a
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verificação que a estrutura (M𝑛(𝑋), ·) é associativa e tem elemento neutro

𝐼𝑑𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

Porém, vários elementos não tem inverso. Por exemplo, a matriz nula é um elemento que não

possui inverso.

Um resultado bastante conhecido sobre matrizes é que uma matriz é invertível se, e

somente se, seu determinante é não nulo. Por conta de tal resultado, definindo o conjunto

𝐺𝐿𝑛(𝑋) := {𝐴 ∈ M𝑛(𝑋) ; det(𝐴) ̸= 0},

temos que (𝐺𝐿𝑛(𝑋),·) é um grupo. Com efeito, dados 𝐴,𝐵 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝑋), temos que det(𝐴) ̸= 0

e det(𝐵) ̸= 0. Logo,

det(𝐴𝐵) = det(𝐴) det(𝐵) ̸= 0,

o que implica que 𝐴𝐵 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝑋), isto é, a operação · é fechada em 𝐺𝐿𝑛(𝑋). A associatividade

de tal estrutura segue da associatividade das matrizes. Além disso, det(𝐼𝑑𝑛) = 1 ̸= 0, o que

implica que 𝐼𝑑𝑛 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝑋), e por fim, se 𝐴 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝑋), então det(𝐴) ̸= 0 e portanto existe

𝐴−1 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝑋).

A seguir, definiremos a ideia de potenciação na estrutura de grupos, esta generaliza o

conceito de potenciação que é visto nos conjuntos numéricos desde o Ensino Básico e é uma

maneira de simplificar a notação para quando operarmos um elemento com ele mesmo por

várias vezes.

Definição 2.1.16. Seja 𝐺 um grupo e 𝑔 um elemento de 𝐺. Se 𝑛 ∈ Z, definimos

𝑔𝑛 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑒, se 𝑛 = 0

𝑔𝑛−1 · 𝑔, se 𝑛 > 0

(𝑔−𝑛)−1, se 𝑛 < 0.

A próxima proposição traz duas propriedades válidas para grupos.

Proposição 2.1.17. Seja 𝐺 um grupo e 𝑔 um elemento de 𝐺. Se 𝑚,𝑛 ∈ Z, temos:

(𝑖) 𝑔𝑚 · 𝑔𝑛 = 𝑔𝑚+𝑛.

(𝑖𝑖) (𝑔𝑚)𝑛 = 𝑔𝑚𝑛.
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Demonstração. Para provar o item (𝑖), fixe 𝑚 ∈ Z. Primeiramente, provaremos por indução

que a igualdade é válida para 𝑛 ∈ Z+ = {𝑛 ∈ Z | 𝑛 ≥ 0}. Caso 𝑛 = 0, temos

𝑔𝑚 · 𝑔0 = 𝑔𝑚 · 𝑒 = 𝑔𝑚 = 𝑔𝑚+0.

Agora, suponhamos por hipótese de indução que o resultado seja válido para 𝑛 ≥ 0. Assim,

pela Definição 2.1.16 e por hipótese de indução, obtemos

𝑔𝑚 · 𝑔𝑛+1 = 𝑔𝑚 · (𝑔𝑛 · 𝑔) = (𝑔𝑚 · 𝑔𝑛) · 𝑔 = 𝑔𝑚+𝑛 · 𝑔 = 𝑔(𝑚+𝑛)+1 = 𝑔𝑚+(𝑛+1).

Logo, o resultado é válido para todo 𝑛 ∈ Z+.

Seja agora 𝑛 ∈ Z−
* = {𝑛 ∈ Z | 𝑛 < 0}. Então 𝑛 = −𝑘, com 𝑘 ∈ Z+

* . Assim, novamente

pela Definição 2.1.16 temos

𝑔𝑚 · 𝑔𝑛 = 𝑔𝑚 · 𝑔−𝑘 = 𝑔𝑚 · (𝑔−(−𝑘))−1 = 𝑔𝑚 · (𝑔𝑘)−1. (1)

Vamos considerar dois casos: 𝑚 ≥ 𝑘 e 𝑚 < 𝑘.

Se 𝑚 ≥ 𝑘, então 𝑚− 𝑘 ≥ 0 e, pelo caso já provado, temos que 𝑔𝑚−𝑘 · 𝑔𝑘 = 𝑔𝑚. Assim,

substituindo em (1) obtemos

𝑔𝑚 · 𝑔𝑛 = 𝑔𝑚 · (𝑔𝑘)−1 = 𝑔𝑚−𝑘 · 𝑔𝑘 · (𝑔𝑘)−1 = 𝑔𝑚−𝑘 = 𝑔𝑚+𝑛,

como era o desejado.

Se 𝑚 < 𝑘, então 𝑘 − 𝑚 > 0, e pelo caso já provado, segue que 𝑔𝑘−𝑚 · 𝑔𝑚 = 𝑔𝑘.

Substituindo em (1), usando a Proposição 2.1.8 e a Definição 2.1.16, segue que

𝑔𝑚 ·𝑔𝑛 = 𝑔𝑚 ·(𝑔𝑘)−1 = 𝑔𝑚 ·(𝑔𝑘−𝑚 ·𝑔𝑚)−1 = 𝑔𝑚 ·(𝑔𝑚)−1 ·(𝑔𝑘−𝑚)−1 = 𝑔−(𝑘−𝑚) = 𝑔𝑚−𝑘 = 𝑔𝑚+𝑛,

como queríamos.

Concluímos que o resultado é válido para todo 𝑛 ∈ Z.

A demonstração do item (𝑖𝑖) é semelhante e será omitida.

A notação a seguir será usada para a noção de grupo cíclico, que será apresentada na

sequência.

Notação 2.1.18. Dado um grupo 𝐺 e um elemento 𝑔 ∈ 𝐺, denotamos

⟨𝑔⟩ = {𝑔𝑚 ; 𝑚 ∈ Z}.

Definição 2.1.19. Um grupo 𝐺 é chamado cíclico se existe um elemento 𝑔 ∈ 𝐺 tal que 𝐺 =

⟨𝑔⟩. Neste caso, o elemento 𝑔 é dito um gerador de 𝐺.
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Em seguida, apresentamos um resultado com o qual podemos relacionar grupos cíclicos

com grupos abelianos. Posteriormente, faremos um exemplo de um grupo que não é cíclico.

Proposição 2.1.20. Todo grupo cíclico é um grupo abeliano.

Demonstração. Seja 𝐺 um grupo cíclico. Assim, existe um elemento 𝑔 ∈ 𝐺 tal que 𝐺 = ⟨𝑔⟩ =
{𝑔𝑚 ; 𝑚 ∈ Z}. Tomemos 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺. Desse modo, existem inteiros 𝑝 e 𝑞 tais que 𝑎 = 𝑔𝑝 e

𝑏 = 𝑔𝑞. Então, pela Proposição 2.1.17 - item (𝑖), temos

𝑎𝑏 = 𝑔𝑝𝑔𝑞 = 𝑔𝑝+𝑞 = 𝑔𝑞+𝑝 = 𝑔𝑞𝑔𝑝 = 𝑏𝑎,

ou seja, 𝐺 é abeliano.

Exemplo 2.1.21 (4-grupo de Klein). Considere o conjunto 𝑉 = {𝑒,𝑎,𝑏,𝑐}. Defina em 𝑉 a ope-

ração * definida segundo a tabela abaixo:

* 𝑒 𝑎 𝑏 𝑐

𝑒 𝑒 𝑎 𝑏 𝑐

𝑎 𝑎 𝑒 𝑐 𝑏

𝑏 𝑏 𝑐 𝑒 𝑎

𝑐 𝑐 𝑏 𝑎 𝑒

Temos que (𝑉,*) é um grupo com elemento neutro 𝑒 e com 𝑎−1 = 𝑎, 𝑏−1 = 𝑏 e 𝑐−1 = 𝑐.

Tal grupo é chamado de 4-grupo de Klein, e como 𝑎2 = 𝑏2 = 𝑐2 = 𝑒, este grupo não é cíclico.

No próximo resultado, enfatizamos que a potência no grupo aditivo dos inteiros se com-

porta como a multiplicação neste grupo, evidenciando a importância de se ter clareza em qual

é a operação do grupo em que estamos trabalhando.

Proposição 2.1.22. Seja · a multiplicação usual dos números inteiros. Então, no grupo (Z,+) é

válida a igualdade 𝑎𝑚 = 𝑚 · 𝑎, para todos 𝑎,𝑚 ∈ Z. Em particular, 1𝑚 = 𝑚, para todo 𝑚 ∈ Z.

Demonstração. Fixe 𝑎 ∈ Z. Mostraremos o resultado por indução para o caso em que 𝑚 ≥ 0.

Se 𝑚 = 0, temos 𝑎0 = 0 = 0 · 𝑎. Agora, supondo que 𝑎𝑚 = 𝑚 · 𝑎 para algum 𝑚 ≥ 0, temos

usando a Proposição 2.1.17 que

𝑎𝑚+1 = 𝑎𝑚 + 𝑎 = 𝑚 · 𝑎+ 𝑎 = (𝑚+ 1) · 𝑎.

Por fim, se 𝑚 < 0, então −𝑚 > 0 e pela primeira parte da prova temos que

𝑎𝑚 = (𝑎−𝑚)−1 = ((−𝑚) · 𝑎)−1 = (−(𝑚 · 𝑎))−1 = 𝑚 · 𝑎,

e o resultado está provado.
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Exemplo 2.1.23 (Geradores de Z). O grupo aditivo Z é um grupo cíclico, e os elementos 1 e

−1 são os únicos geradores de Z.

Inicialmente mostraremos que Z = ⟨1⟩ = {1𝑚 ; 𝑚 ∈ Z}. Dado 𝑎 ∈ Z, temos pela

Proposição 2.1.22 que 𝑎 = 1𝑎 ∈ ⟨1⟩, e portanto Z ⊆ ⟨1⟩. Por outro lado, se 𝑥 ∈ ⟨1⟩, então

existe 𝑚 ∈ Z tal que 𝑥 = 1𝑚, e novamente pela Proposição 2.1.22 segue que 𝑥 = 𝑚 ∈ Z, e

assim ⟨1⟩ ⊆ Z. Logo, ⟨Z⟩ = ⟨1⟩. Analogamente, mostramos que ⟨Z⟩ = ⟨−1⟩ = {(−1)𝑚 ; 𝑚 ∈
Z}.

Para mostrar a unicidade de tais geradores, suponhamos que exista 𝑎 ∈ Z, com 𝑎 ̸= 1

e 𝑎 ̸= −1, tal que ⟨Z⟩ = ⟨𝑎⟩ = {𝑎𝑚 ; 𝑚 ∈ Z}. Como 1 ∈ Z, então pela Proposição 2.1.22

segue que 1 = 𝑎𝑘 = 𝑘 · 𝑎 para algum 𝑘 ∈ Z. Absurdo, pois neste caso 1 seria múltiplo de 𝑎.

Exemplo 2.1.24. Se 𝑛 é um número inteiro positivo, Z𝑛 é um grupo cíclico gerado por 1. Por

exemplo, 1 gera Z7 = {0, 1,2,3,4,5,6}, pois

1 + 1 = 2

1 + 1 + 1 = 3

1 + 1 + 1 + 1 = 4

1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 5

1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 6

1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 0

Desse modo, podemos entender o porquê de nomearmos tais grupos como grupo cícli-

cos, neste caso, se operarmos o elemento 1 com 1, e repetirmos este processo, conseguimos

fazer um ciclo e retornar ao elemento 1.

Por fim, trazemos nesta seção o grupo 𝑄8.

Exemplo 2.1.25 (Grupo 𝑄8). Considere o conjunto 𝑄 = {𝑎+ 𝑏𝑖+ 𝑐𝑗+ 𝑑𝑘; 𝑎,𝑏,𝑐,𝑑 ∈ R}, e seu

subconjunto 𝑄8 = {1, − 1,𝑖, − 𝑖,𝑗, − 𝑗,𝑘, − 𝑘} e a tabela que apresenta a operação entre os

elementos de 𝑄8.
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1 −1 𝑖 −𝑖 𝑗 −𝑗 𝑘 −𝑘

1 1 −1 𝑖 −𝑖 𝑗 −𝑗 𝑘 −𝑘

−1 −1 1 −𝑖 𝑖 −𝑗 𝑗 −𝑘 𝑘

𝑖 𝑖 −𝑖 −1 1 𝑘 −𝑘 −𝑗 𝑗

−𝑖 −𝑖 𝑖 1 −1 −𝑘 𝑘 𝑗 −𝑗

𝑗 𝑗 −𝑗 −𝑘 𝑘 −1 1 𝑖 −𝑖

−𝑗 −𝑗 𝑗 𝑘 −𝑘 1 −1 −𝑖 𝑖

𝑘 𝑘 −𝑘 𝑗 −𝑗 −𝑖 𝑖 −1 1

−𝑘 −𝑘 𝑘 −𝑗 𝑗 𝑖 −𝑖 1 −1

O conjunto 𝑄8 com a operação definida acima, formam um grupo. Observe que 𝑄8 não é abe-

liano, pois 𝑗𝑘 = 𝑖 e 𝑘𝑗 = −𝑖.

2.2 Subgrupos

É natural questionarmos a existência de subconjuntos de um conjunto que preservam

a mesma estrutura algébrica. Neste contexto, buscaremos determinar condições necessárias

para que um subconjunto não vazio de um grupo mantenha a estrutura de grupo.

Definição 2.2.1. Seja (𝐺,·) um grupo. Um subconjunto não vazio 𝐻 de 𝐺 é um subgrupo de

𝐺, que denotaremos por 𝐻 ≤ 𝐺, quando com a operação · de 𝐺, dada por · : 𝐻 ×𝐻 → 𝐻 , o

subconjunto 𝐻 é um grupo, isto é, quando são satisfeitas as seguintes condições:

(𝑖) A operação · é associativa, ou seja,

ℎ1 · (ℎ2 · ℎ3) = (ℎ1 · ℎ2) · ℎ3,

para todos ℎ1, ℎ2, ℎ3 ∈ 𝐻 .

(𝑖𝑖) Existe elemento neutro em 𝐻 , ou seja, existe 𝑒𝐻 ∈ 𝐻 tal que

ℎ · 𝑒𝐻 = 𝑒𝐻 · ℎ = ℎ,

para todo ℎ ∈ 𝐻 .

(𝑖𝑖𝑖) Todo elemento de 𝐻 possui um inverso, ou seja, para todo ℎ ∈ 𝐻 , existe 𝑘 ∈ 𝐻 tal

que

ℎ · 𝑘 = 𝑘 · ℎ = 𝑒𝐻 .
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Um questionamento que pode surgir a respeito de subgrupos, é sobre a relação do

elemento neutro e dos elementos inversos do subgrupo com os do grupo. A próxima proposição

nos mostra como se dá tal relação.

Proposição 2.2.2. Seja 𝐺 um grupo e 𝐻 subgrupo de 𝐺. Então,

(𝑖) O elemento neutro de 𝐻 é igual ao elemento neutro de 𝐺.

(𝑖𝑖) Dado ℎ ∈ 𝐻 , o inverso de ℎ em 𝐻 é igual ao inverso de ℎ em 𝐺.

Demonstração. Sejam 𝑒 o elemento neutro de 𝐺 e 𝑒𝐻 o elemento neutro de 𝐻 .

Dado 𝑎 ∈ 𝐻 ⊆ 𝐺 temos que

𝑒𝐻 · 𝑎 = 𝑎 ⇒ 𝑒𝐻 · 𝑎 · 𝑎−1 = 𝑎 · 𝑎−1 = 𝑒 ⇒ 𝑒𝐻 = 𝑒,

o que prova o item (𝑖).

Para provar o item (𝑖𝑖), sejam ℎ ∈ 𝐻 ⊆ 𝐺, ℎ−1 o inverso de ℎ em 𝐺 e ℎ−1
𝐻 o inverso de

ℎ em 𝐻 . Assim,

ℎ · ℎ−1 = 𝑒 = ℎ · ℎ−1
𝐻 ⇒ ℎ · ℎ−1 = ℎ · ℎ−1

𝐻 .

Usando a Lei do Cancelamento, concluímos que ℎ−1 = ℎ−1
𝐻 , como desejávamos.

O próximo resultado é útil para mostrar se um subconjunto de um grupo é um subgrupo,

e será usado diversas vezes para este fim ao longo do texto.

Proposição 2.2.3. Sejam 𝐺 um grupo e 𝐻 um subconjunto não vazio de 𝐺. Então, 𝐻 é um

subgrupo de 𝐺 se, e somente se, as duas condições são satisfeitas:

(𝑖) A operação é fechada em 𝐻 , ou seja, ℎ1ℎ2 ∈ 𝐻 , para todo ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻 ;

(𝑖𝑖) Para todo ℎ ∈ 𝐻 , o elemento inverso ℎ−1 pertence a 𝐻 .

Demonstração. Suponhamos que 𝐻 seja um subgrupo de 𝐺. Assim, (𝑖) é satisfeita pela Defini-

ção 2.2.1. Pela Definição 2.2.1 e pela unicidade do elemento inverso vista na Proposição 2.2.2,

(𝑖𝑖) também é satisfeita. Reciprocamente, vamos supor que (𝑖) e (𝑖𝑖) são satisfeitas, e mostrar

que 𝐻 é subgrupo de 𝐺. Pela validade de (𝑖) e (𝑖𝑖), resta mostrar que 𝑒 ∈ 𝐻 e que a operação

é associativa. Se tomarmos ℎ ∈ 𝐻 , temos por hipótese que ℎ−1 ∈ 𝐻 , e ℎℎ−1 = 𝑒 ∈ 𝐻 . E,

como 𝐻 é subconjunto de 𝐺, como a operação é associativa em 𝐺, deverá ser associativa em

𝐻 também.

Uma maneira alternativa de verificar que um subconjunto de um grupo é um subgrupo é

apresentada no seguinte resultado:

Proposição 2.2.4. Seja 𝐺 um grupo e 𝐻 um subconjunto não vazio de 𝐺. O conjunto 𝐻 será

um subgrupo de 𝐺 se, e somente se, para todo ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻 tem-se ℎ1ℎ
−1
2 ∈ 𝐻 .
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Demonstração. Mostraremos usando a equivalência obtida na Proposição 2.2.3. Suponhamos

que 𝐻 é subgrupo de 𝐺. Assim, se tomarmos ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻 , teremos ℎ−1
2 ∈ 𝐻 , e portanto

ℎ1ℎ
−1
2 ∈ 𝐻 . Reciprocamente, vamos supor que ℎ1ℎ

−1
2 ∈ 𝐻 para todo ℎ1,ℎ2 ∈ 𝐻 , e mostrar

que 𝐻 é subgrupo. Tomemos ℎ1 ∈ 𝐻 . Por hipótese, ℎ1ℎ
−1
1 = 𝑒 ∈ 𝐻 , e então 𝑒ℎ−1

1 = ℎ−1
1 ∈ 𝐻 .

Por fim, sendo ℎ1,ℎ2 ∈ 𝐻 , então ℎ−1
2 ∈ 𝐻 , e assim ℎ1ℎ2 = ℎ1(ℎ

−1
2 )−1 ∈ 𝐻 , e o resultado está

provado.

Exemplo 2.2.5 (Subgrupos triviais). Seja (𝐺, ·) um grupo. O subconjunto que contém apenas

o elemento neutro e 𝐺 são subgrupos de (𝐺, ·), os quais chamamos de subgrupos triviais.

De fato, para o subconjunto que contém apenas o elemento neutro, ou seja, o subcon-

junto {𝑒}, a operação é fechada pois a única operação possível é 𝑒 · 𝑒 = 𝑒 ∈ {𝑒}. Também,

todo elemento de {𝑒} possui inverso, uma vez que 𝑒−1 = 𝑒. Assim, pela Proposição 2.2.3, {𝑒}
é subgrupo de (𝐺, ·). Deixamos como desafio ao leitor mostrar que 𝐺 é subgrupo de (𝐺, ·).

Proposição 2.2.6. Se 𝐺 é um grupo e 𝑔 ∈ 𝐺, então ⟨𝑔⟩ é um subgrupo de 𝐺.

Demonstração. De fato, se 𝑔𝑚, 𝑔𝑛 ∈ ⟨𝑔⟩, então temos 𝑔𝑚 · 𝑔𝑛 = 𝑔𝑚+𝑛 ∈ ⟨𝑔⟩. Além disso,

𝑒 = 𝑔0 ∈ ⟨𝑔⟩. Finalmente, se 𝑔𝑛 ∈ ⟨𝑔⟩, seu inverso é 𝑔−𝑛, que também pertence a ⟨𝑔⟩.
Portanto, ⟨𝑔⟩ é um subgrupo de 𝐺 pela Proposição 2.2.3.

Antes dos próximos exemplos, faremos um resultado e definiremos um conceito.

Proposição 2.2.7. Sejam 𝐺 um grupo, 𝐾 subgrupo de 𝐺 e 𝐻 subgrupo de 𝐾. Então 𝐻 é

subgrupo de 𝐺.

Demonstração. Como 𝐻 é subgrupo de 𝐾, temos que 𝐻 é não vazio e, para quaisquer 𝑥, 𝑦 ∈
𝐻 , vale que 𝑥𝑦−1 ∈ 𝐻 . Por outro lado, como 𝐾 é subgrupo de 𝐺, a operação de 𝐾 é a

restrição da operação de 𝐺. Logo, para quaisquer 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 ⊆ 𝐾, o produto 𝑥𝑦−1 calculado em

𝐾 coincide com o produto em 𝐺.

Assim, para quaisquer 𝑥,𝑦 ∈ 𝐻 , temos 𝑥𝑦−1 ∈ 𝐻 , onde o produto é o de 𝐺. Portanto,

𝐻 é não vazio e fechado para a operação 𝑥𝑦−1 em 𝐺, o que implica que 𝐻 é subgrupo de

𝐺.

Pela proposição anterior, surge, de maneira bastate natural, a seguinte definição:

Definição 2.2.8. Seja 𝐺 um grupo. Uma cadeia de subgrupos de 𝐺 é uma uma família finita

ordenada de subgrupos de 𝐺, denotados por 𝐻1, 𝐻2, . . . , 𝐻𝑛, tal que

𝐻1 ⊆ 𝐻2 ⊆ · · · ⊆ 𝐻𝑛 ⊆ 𝐺.

Pela Proposição 2.2.7 temos na definição acima, que 𝐻𝑖 ≤ 𝐻𝑗 para todos 𝑖 < 𝑗, e

denotaremos tal cadeia por

𝐻1 ≤ 𝐻2 ≤ · · · ≤ 𝐻𝑛 ≤ 𝐺.
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Exemplo 2.2.9 (Subgrupos de conjuntos numéricos). Considerando os grupos Q, Z, R e C com

a operação + de soma, temos Z ≤ Q ≤ R ≤ C.

Exemplo 2.2.10 (Subgrupo dos múltiplos de um número inteiro). Sejam 𝑛 ∈ Z e 𝑛Z o conjunto

dos múltiplos de 𝑛, ou seja, 𝑛Z = {𝑛𝑔 ; 𝑔 ∈ Z}. Temos que (𝑛Z,+) é subgrupo de (Z,+).

De fato, primeiramente observe que 𝑛Z é não vazio, pois tomando 0 ∈ Z, temos que

𝑛 · 0 = 0 , logo 0 ∈ 𝑛Z. Agora, sendo 𝑛𝑔, 𝑛ℎ ∈ 𝑛Z, temos que 𝑛𝑔 + 𝑛ℎ = 𝑛(𝑔 + ℎ) ∈ 𝑛Z,

ou seja, a operação é fechada no subconjunto. Agora, sendo 𝑛𝑔 ∈ 𝑛Z, o inverso de 𝑛ℎ é o

elemento −𝑛ℎ ∈ 𝑛Z, pois 𝑛ℎ + (−𝑛ℎ) = 𝑛(ℎ + (−ℎ)) = 0 e −𝑛ℎ = 𝑛(−ℎ) ∈ 𝑛Z, ou seja,

todo elemento de 𝑛Z possui inverso em 𝑛Z. Desse modo, pela Proposição 2.2.3, temos que

(𝑛Z,+) é subgrupo de (Z,+).

Exemplo 2.2.11 (Subconjunto de um grupo que não é subgrupo). Seja Z2 = Z × Z =

{(𝑚,𝑛) ; 𝑚,𝑛 ∈ Z}. Definimos a operação + como

+ : Z2 × Z2 → Z2

((𝑎,𝑏),(𝑐,𝑑)) ↦→ (𝑎+ 𝑐,𝑏+ 𝑑).

Temos que (Z2,+) é um grupo. É óbvio que a operação é fechada, e facilmente se verifica que

ela é associativa, o elemento neutro é 𝑒 = (0,0) e o inverso de um elemento (𝑎,𝑏) ∈ Z2 é dado

por (−𝑎, − 𝑏) ∈ Z2. Seja agora o subconjunto 𝐻 = {(𝑥,𝑦);𝑥 + 𝑦 ≥ 0} de Z2. Note que 𝐻 é

não vazio, uma vez que 𝑒 ∈ 𝐻 pois 0 + 0 = 0 ≥ 0. A operação é fechada em 𝐻 , pois tomando

(𝑥,𝑦), (𝑧,𝑤) ∈ 𝐻 , temos que 𝑥+𝑦 ≥ 0 e 𝑧+𝑤 ≥ 0. Assim, (𝑥,𝑦)+(𝑧,𝑤) = (𝑥+𝑧,𝑦+𝑤) ∈ 𝐻 ,

pois (𝑥 + 𝑧) + (𝑦 + 𝑤) = (𝑥 + 𝑦) + (𝑧 + 𝑤) ≥ 0. No entanto temos que a condição (𝑖𝑖) da

Proposição 2.2.3 não é satisfeita, uma vez que (1,2) ∈ 𝐻 e (1,2)−1 = (−1,− 2) /∈ 𝐻 .

O próximo exemplo trata de um subgrupo do grupo simétrico. Este subgrupo terá um

papel crucial no Capítulo 4.

Exemplo 2.2.12 (Grupo Alternado 𝐴𝑛). Consideremos o polinômio 𝑃 = 𝑃 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) nas

variáveis 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, com 𝑥𝑖𝑥𝑗 = 𝑥𝑗𝑥𝑖 para todo 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}, definido pelo produto de

todas as diferenças (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗) com 𝑖 < 𝑗:

𝑃 =
∏︁

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗).

Se 𝜎 ∈ 𝑆𝑛, definimos o seguinte polinômio:

𝑃 𝜎 =
∏︁

1≤𝑖<𝑗≤𝑛

(𝑥𝜎(𝑖) − 𝑥𝜎(𝑗)).

Observe que os fatores do polinômio 𝑃 𝜎 são os mesmos de 𝑃 , a menos de sinal, o que nos

garante que 𝑃 𝜎 = ±𝑃 .
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Se 𝑃 𝜎 = 𝑃 , dizemos que 𝜎 é uma permutação par, e se 𝑃 𝜎 = −𝑃 dizemos que 𝜎 é

uma permutação ímpar.

Verifica-se facilmente que se 𝜎, 𝜏 ∈ 𝑆𝑛, então (𝑃 𝜎)𝜏 = 𝑃 𝜎∘𝜏 . Como consequência,

tem-se que o conjunto das permutações pares é um subgrupo de 𝑆𝑛.

Para fins de ilustração, temos que 𝐴3 = {𝑒, 𝜎, 𝜎−1}, onde 𝜎 = (123) e 𝜎−1 = (132).

De fato, neste caso temos que

𝑃 = (𝑥1 − 𝑥2)(𝑥1 − 𝑥3)(𝑥2 − 𝑥3)

e então,

𝑃 𝜎 = (𝑥𝜎(1) − 𝑥𝜎(2))(𝑥𝜎(1) − 𝑥𝜎(3))(𝑥𝜎(2) − 𝑥𝜎(3)) = (𝑥2 − 𝑥3)(𝑥2 − 𝑥1)(𝑥3 − 𝑥1),

e concluímos que 𝑃 𝜎 = 𝑃 . Analogamente, temos que 𝑃 𝜎−1
= 𝑃 . Pode-se verificar de maneira

similar que as demais permutações do grupo 𝑆3 são ímpares.

Um fato geral é que o número de permutações pares coincide com o número de permu-

tações ímpares. Daí, é possivel demonstrar que

|𝐴𝑛| =
𝑛!

2
.

Na sequência, definiremos o conceito de centro de um grupo.

Exemplo 2.2.13 (Centro de um grupo). Seja 𝐺 um grupo. Então

𝑍(𝐺) = {𝑔 ∈ 𝐺 ; 𝑔𝑥 = 𝑥𝑔,∀𝑥 ∈ 𝐺}

é um subgrupo de 𝐺, denominado centro do grupo G.

De fato, inicialmente note que 𝑍(𝐺) é não vazio, pois o elemento neutro de 𝐺 pertence

a 𝑍(𝐺), uma vez que 𝑒𝑔 = 𝑔 = 𝑔𝑒, para todo 𝑔 ∈ 𝐺. Agora suponha que 𝑔, ℎ ∈ 𝑍(𝐺). Assim,

𝑔𝑥 = 𝑥𝑔 e ℎ𝑥 = 𝑥ℎ, para todo 𝑥 ∈ 𝐺. Precisamos mostrar que 𝑔ℎ ∈ 𝑍(𝐺). Como

(𝑔ℎ)𝑥 = 𝑔(ℎ𝑥) = 𝑔(𝑥ℎ) = (𝑔𝑥)ℎ = (𝑥𝑔)ℎ = 𝑥(𝑔ℎ),

então 𝑔ℎ ∈ 𝑍(𝐺). Também precisamos mostrar que se 𝑔 ∈ 𝑍(𝐺) então 𝑔−1 ∈ 𝑍(𝐺). Ou seja,

que 𝑔−1𝑥 = 𝑥𝑔−1, para todo 𝑥 ∈ 𝐺. Com efeito, dado 𝑔 ∈ 𝑍(𝐺), temos

𝑔𝑥 = 𝑥𝑔 ⇔ 𝑔−1(𝑔𝑥) = 𝑔−1(𝑥𝑔) ⇔ (𝑔−1𝑔)𝑥 = (𝑔−1𝑥)𝑔 ⇔ 𝑒𝑥 = (𝑔−1𝑥)𝑔

⇔ 𝑥 = (𝑔−1𝑥)𝑔 ⇔ 𝑥𝑔−1 = (𝑔−1𝑥)(𝑔𝑔−1) ⇔ 𝑥𝑔−1 = 𝑔−1𝑥,

para todo 𝑥 ∈ 𝐺, como queríamos.
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Exemplo 2.2.14 (Centro do grupo 𝐺𝐿2(R)). Considere o grupo 𝐺𝐿2(R). Temos que

𝑍(𝐺𝐿2(R)) =

⎧⎨⎩
⎛⎝𝑎 0

0 𝑎

⎞⎠ ; 𝑎 ∈ R e 𝑎 ̸= 0

⎫⎬⎭ .

A justificativa desse fato consiste de uma verificação técnica e deixaremos a cargo do leitor.

Proposição 2.2.15. Seja 𝐺 um grupo e 𝑔 ∈ 𝐺. Então, ⟨𝑔⟩ é subgrupo de 𝐺.

Demonstração. Com efeito, 𝑒 = 𝑔0 ∈ ⟨𝑔⟩ e assim esse conjunto é não vazio. Além disso, dado

𝑎 ∈ ⟨𝑔⟩, temos que existe 𝑚 ∈ Z tal que 𝑎 = 𝑔𝑚. Logo, 𝑎−1 = (𝑔𝑚)−1 = 𝑔−𝑚 ∈ ⟨𝑔⟩. Por

fim, se 𝑎,𝑏 ∈ ⟨𝑔⟩, então existem 𝑚,𝑛 ∈ Z tais que 𝑎 = 𝑔𝑚 e 𝑏 = 𝑔𝑛, e assim, pela Proposição

2.1.17, segue que 𝑎𝑏 = 𝑔𝑚𝑔𝑛 = 𝑔𝑚+𝑛 ∈ ⟨𝑔⟩.
Portanto, ⟨𝑔⟩ ≤ 𝐺.

Definição 2.2.16. Se 𝑔 é um elemento de um grupo 𝐺, a ordem do elemento 𝑔 é a ordem do

subgrupo gerado por 𝑔. Denotaremos por |𝑔| a ordem do elemento 𝑔.

Proposição 2.2.17. Seja 𝐺 um grupo e 𝑔 ∈ 𝐺. Se existe 𝑡 ∈ N tal que 𝑔𝑡 = 𝑒 e 𝑟 = min{𝑡 ∈
N ; 𝑔𝑡 = 𝑒}, então os elementos 𝑒, 𝑔, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑟−1 são todos distintos e

⟨𝑔⟩ = {𝑒, 𝑔, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑟−1}.

Demonstração. Suponhamos que 𝑔𝑙 = 𝑔𝑚, com 0 ≤ 𝑙,𝑚 ≤ 𝑟 − 1, com 𝑙 ̸= 𝑚. Sem perda

de generalidade, podemos supor que 𝑙 < 𝑚. Assim, 𝑔𝑚−𝑙 = 𝑒 com 0 < 𝑚 − 𝑙 < 𝑟, o que é

uma contradição com a hipótese de 𝑟 ser o menor elemento com tal propriedade. Portanto, os

elementos 𝑒, 𝑔, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑟−1 são elementos distintos de 𝐺.

Agora mostraremos a afirmação feita sobre ⟨𝑔⟩. Seja 𝑚 ∈ Z. Pelo algoritmo da divisão,

exitem 𝑞,𝑙 ∈ Z tais que 𝑚 = 𝑞𝑟 + 𝑙, com 0 ≤ 𝑙 < 𝑟 e portanto, temos

𝑔𝑚 = 𝑔𝑞𝑟+𝑙 = (𝑔𝑟)𝑞𝑔𝑙 = 𝑒𝑞𝑔𝑙 = 𝑔𝑙.

Concluímos que dado 𝑚 ∈ Z, exite 0 ≤ 𝑙 < 𝑟 tal que 𝑔𝑚 = 𝑔𝑙 e assim ⟨𝑔⟩ =

{𝑒,𝑔,𝑔2, . . . , 𝑔𝑟−1}.

Proposição 2.2.18. Sejam 𝐺 um grupo e 𝑔 ∈ 𝐺. Então, a ordem de 𝑔 é finita se, e somente se,

existe 𝑘 ∈ N tal que 𝑔𝑘 = 𝑒.

Demonstração. Suponha que a ordem de 𝑔 é finita. Assim, o conjunto {𝑔𝑛 ; 𝑛 ∈ N} é finito, e

portanto devem existir 𝑚 > 𝑛 ≥ 1 tais que 𝑔𝑚 = 𝑔𝑛, o que implica que 𝑔𝑚−𝑛 = 𝑒. Denotando

por 𝑘 = 𝑚− 𝑛 > 0, temos que 𝑔𝑘 = 𝑒. Reciprocamente, se existe 𝑘 ∈ N tal que 𝑔𝑘 = 𝑒, então

pela Proposição 2.2.17 segue que ⟨𝑔⟩ = {𝑒,𝑔,𝑔2, . . . , 𝑔𝑟−1}, onde 𝑟 = min{𝑡 ∈ N ; 𝑔𝑡 = 𝑒},

isto é, |𝑔| é finita.
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Corolário 2.2.19. Seja 𝐺 um grupo finito e 𝑔 ∈ 𝐺. Então, a ordem de 𝑔 é o menor 𝑟 ∈ N tal

que 𝑔𝑟 = 𝑒 e 𝑔|𝑔| = 𝑔𝑟 = 𝑒.

Demonstração. Se 𝐺 é finito, então o subgrupo ⟨𝑔⟩ é finito, isto é, a ordem de 𝑔 é finita. Pela

Proposição 2.2.18 segue que existe 𝑘 ∈ N tal que 𝑔𝑘 = 𝑒. Logo, pela Proposição 2.2.17, segue

que ⟨𝑔⟩ = {𝑒, 𝑔, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑟−1}, onde 𝑟 = min{𝑡 ∈ N ; 𝑔𝑡 = 𝑒} e os elementos 𝑒, 𝑔, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑟−1

são todos distintos. Portanto, |𝑔| = 𝑟 e 𝑔|𝑔| = 𝑔𝑟 = 𝑒.

Corolário 2.2.20. Seja 𝐺 um grupo e 𝑔 ∈ 𝐺. Se 𝑔𝑚 = 𝑒, para algum 𝑚 ∈ Z, então |𝑔| | 𝑚.

Demonstração. Suponha 𝑔𝑚 = 𝑒. Pelo algoritmo da divisão,

𝑚 = |𝑔|𝑞 + 𝑟, com 0 ≤ 𝑟 < |𝑔| e 𝑞 ∈ Z.

Daí, segue que

𝑒 = 𝑔𝑚 = 𝑔|𝑔|𝑞+𝑟 = (𝑔|𝑔|)𝑞𝑔𝑟 = 𝑔𝑟.

Como 𝑟 < |𝑔|, segue que 𝑟 = 0. Portanto, |𝑔| | 𝑚.

2.3 Classes Laterais e o Teorema de Lagrange

Nesta seção, apresentaremos o conceito de classe lateral e resultados sobre este tema.

Além disso, também abordaremos um dos resultados principais no que diz respeito a grupos

finitos: o Teorema de Lagrange.

Proposição 2.3.1. Seja 𝐺 um grupo e 𝐻 um subgrupo de 𝐺. Sobre 𝐺, a relação definida por

𝑦 ∼
𝐸
𝑥 ⇔ ∃ ℎ ∈ 𝐻 ; 𝑦 = 𝑥ℎ,

é uma relação de equivalência.

Demonstração. A relação ∼
𝐸

é de equivalência pois satisfaz as propriedades reflexiva, simétrica

e transitiva. Para mostrar isso, sejam 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺.

Primeiramente, para a reflexividade, uma vez que 𝐻 é subgrupo de 𝐺, temos que 𝑒 ∈ 𝐻 ,

e assim como 𝑥 = 𝑥𝑒, segue que 𝑥 ∼
𝐸
𝑥.

Para a simetria, se 𝑦 ∼
𝐸
𝑥, então existe ℎ ∈ 𝐻 tal que 𝑦 = 𝑥ℎ. Operando ℎ−1 ∈ 𝐻 , em

ambos os lados desta igualdade, obtemos 𝑥 = 𝑦ℎ−1, ou seja, 𝑥 ∼
𝐸
𝑦.

Finalmente, para a transitividade, se 𝑥 ∼
𝐸

𝑦 e 𝑦 ∼
𝐸

𝑧, então existem ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻 tais

que 𝑥 = 𝑦ℎ1 e 𝑦 = 𝑧ℎ2. Ou seja, 𝑥 = (𝑧ℎ2)ℎ1, e pela associatividade do grupo 𝐺, temos que

𝑥 = 𝑧(ℎ2ℎ1), com ℎ2ℎ1 ∈ 𝐻 pois 𝐻 é subgrupo. Portanto, 𝑥 ∼
𝐸
𝑧.

A próxima proposição explicita como é uma classe de equivalência da relação definida

no resultado anterior.
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Proposição 2.3.2. É válida a seguinte igualdade de conjuntos:

{𝑦 ∈ 𝐺 ; 𝑦 ∼
𝐸
𝑥} = {𝑥ℎ ; ℎ ∈ 𝐻}.

Demonstração. Seja 𝑤 ∈ {𝑦 ∈ 𝐺 ; 𝑦 ∼
𝐸

𝑥}. Então, existe ℎ ∈ 𝐻 tal que 𝑤 = 𝑥ℎ, ou seja,

𝑤 ∈ {𝑥ℎ ; ℎ ∈ 𝐻}. Agora, seja 𝑧 ∈ {𝑥ℎ ; ℎ ∈ 𝐻}. Temos que 𝑧 é da forma 𝑧 = 𝑥ℎ com

𝑥 ∈ 𝐺 e ℎ ∈ 𝐻 . Pela definição da relação, 𝑧 ∼
𝐸

𝑥, segue que 𝑧 ∈ {𝑦 ∈ 𝐺 ; 𝑦 ∼
𝐸

𝑥}. Desse

modo, o resultado está provado.

Por conta dos resultados anteriores, tem-se o seguinte conceito:

Definição 2.3.3. A classe de equivalência {𝑦 ∈ 𝐺 ; 𝑦 ∼
𝐸

𝑥} = {𝑥ℎ ; ℎ ∈ 𝐻} é chamada

de classe lateral à esquerda de 𝐻 em 𝐺 que contém 𝑥, e será denotada por 𝑥𝐻 . Quando

não houver possibilidade de confusão, chamaremos esse conjunto de classe lateral de 𝑥 à

esquerda.

Um resultado simples, porém bastante relevante será feito em seguida.

Proposição 2.3.4. Seja 𝐺 um grupo e 𝐻 um subgrupo de 𝐺. Para quaisquer 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, temos

que 𝑦 ∈ 𝑥𝐻 se, e só se, 𝑦𝐻 = 𝑥𝐻 .

Demonstração. É trivial que se 𝑦𝐻 = 𝑥𝐻 , então 𝑦 ∈ 𝑥𝐻 . Agora, vamos supor que 𝑦 ∈ 𝑥𝐻 e

mostrar que 𝑥𝐻 = 𝑦𝐻 . Como 𝑦 ∈ 𝑥𝐻 , temos que 𝑦 = 𝑥ℎ para algum ℎ ∈ 𝐻 . Para mostrar que

𝑦𝐻 ⊆ 𝑥𝐻 , seja 𝑧 ∈ 𝑦𝐻 . Então 𝑧 = 𝑦ℎ′ para algum ℎ′ ∈ 𝐻 , ou seja, 𝑧 = (𝑥ℎ)ℎ′ = 𝑥(ℎℎ′), e

assim 𝑧 ∈ 𝑥𝐻 pois ℎℎ′ ∈ 𝐻 . Para mostrar que 𝑥𝐻 ⊆ 𝑦𝐻 , tomemos 𝑤 ∈ 𝑥𝐻 . Então 𝑤 = 𝑥ℎ′′,

para algum ℎ′′ ∈ 𝐻 . Como 𝑦 = 𝑥ℎ, temos 𝑦ℎ−1 = 𝑥, e assim 𝑤 = (𝑦ℎ−1)ℎ′′ = 𝑦(ℎ−1ℎ′′), ou

seja, 𝑤 ∈ 𝑦𝐻 , pois ℎ−1ℎ′′ ∈ 𝐻 . Desse modo, 𝑥𝐻 = 𝑦𝐻 .

De modo análogo às construções feitas anteriormente, podemos tratar das classes la-

terais à direita. Definiremos tais classes e adaptaremos os resultados precedentes para o novo

contexto. As demonstrações de tais fatos seguem de maneira análoga as que foram feitas para

o contexto das classes laterais à esquerda e portanto serão omitidas.

Proposição 2.3.5. Seja 𝐺 um grupo e 𝐻 um subgrupo de 𝐺. Sobre 𝐺, a relação definida por

𝑦 ∼
𝐷
𝑥 ⇔ ∃ ℎ ∈ 𝐻 ; 𝑦 = ℎ𝑥

é de equivalência.

Proposição 2.3.6. É válida a seguinte igualdade de conjuntos:

{𝑦 ∈ 𝐺 ; 𝑦 ∼
𝐷
𝑥} = {ℎ𝑥 ; ℎ ∈ 𝐻}.
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Definição 2.3.7. A classe de equivalência da proposição anterior será denotada por 𝐻𝑥, e cha-

mada de classe lateral à direita de 𝐻 em 𝐺 que contém 𝑥. Quando não houver possibilidade

de confusão, chamaremos esse conjunto simplesmente de classe lateral de 𝑥 à direita.

Proposição 2.3.8. Seja 𝐺 um grupo e 𝐻 um subgrupo de 𝐺. Para quaisquer 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, temos

que 𝑦 ∈ 𝐻𝑥 se, e só se, 𝐻𝑦 = 𝐻𝑥.

Não é difícil ver que no caso em que o grupo é abeliano, a classe lateral à esquerda de

um elemento coincide com a classe lateral à direita deste mesmo elemento. Formalizaremos

esse resultado na sequência.

Proposição 2.3.9. Sejam 𝐺 um grupo, 𝐻 um subgrupo de 𝐺 e 𝑥 ∈ 𝐺. Se 𝐺 é abeliano, então

𝑥𝐻 = 𝐻𝑥.

Demonstração. Segue usando a propriedade comutativa nos conjuntos obtidos nas Proposi-

ções 2.3.2 e 2.3.6.

A seguir, faremos uma observação relevante sobre as classes laterais do elemento neu-

tro.

Observação 2.3.10. Se 𝐺 é um grupo e 𝐻 um subgrupo de 𝐺, 𝐻 é a classe lateral à direita e

à esquerda do elemento neutro, ou seja, 𝑒𝐻 = 𝐻 = 𝐻𝑒. Com efeito,

𝑒𝐻 = {𝑒ℎ ; ℎ ∈ 𝐻} = {ℎ ; ℎ ∈ 𝐻} = 𝐻 = {ℎ ; ℎ ∈ 𝐻} = {ℎ𝑒 ; ℎ ∈ 𝐻} = 𝐻𝑒.

Exemplo 2.3.11. (Classes laterais) Seja o grupo (Z6,+) e o subgrupo 𝐻 = {0, 3}. Temos que

as classes laterais à esquerda dos elementos de (Z6,+) são

0 +𝐻 = {0 + ℎ ; ℎ ∈ 𝐻} = {0, 3} = 𝐻 = {3, 0} = {3 + ℎ ; ℎ ∈ 𝐻} = 3 +𝐻,

1 +𝐻 = {1 + ℎ ; ℎ ∈ 𝐻} = {1, 4} = {4, 1} = {4 + ℎ ; ℎ ∈ 𝐻} = 4 +𝐻,

e

2 +𝐻 = {2 + ℎ ; ℎ ∈ 𝐻} = {2, 5} = {5, 2} = {5 + ℎ ; ℎ ∈ 𝐻} = 5 +𝐻,

e as classes laterais à direita são

𝐻 + 0 = {ℎ+ 0 ; ℎ ∈ 𝐻} = {0, 3} = 𝐻 = {3, 0} = {ℎ+ 3 ; ℎ ∈ 𝐻} = 𝐻 + 3,

𝐻 + 1 = {ℎ+ 1 ; ℎ ∈ 𝐻} = {1, 4} = {4, 1} = {ℎ+ 4 ; ℎ ∈ 𝐻} = 𝐻 + 4

e

𝐻 + 2 = {ℎ+ 2 ; ℎ ∈ 𝐻} = {2, 5} = {5, 2} = {ℎ+ 5 ; ℎ ∈ 𝐻} = 𝐻 + 5.

Ou seja, as classes laterais à esquerda e à direita dos elementos de (Z6,+) são as

mesmas.
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A próxima definição diz respeito ao conjunto das classes laterais de um grupo sobre um

subgrupo. Tal estrutura permite “simplificar” grupos preservando suas propriedades essenciais.

Definição 2.3.12. Denotamos por 𝐺/𝐻 o conjunto de todas as classes laterais à esquerda de

𝐻 em 𝐺 e o chamamos de conjunto quociente de 𝐻 em 𝐺. Denotamos também por 𝐺/𝐷𝐻

o conjunto de todas as classes laterais à direita de 𝐻 em 𝐺.

O próximo resultado apresenta uma importante propriedade sobre conjuntos quocientes.

Proposição 2.3.13. Sejam 𝐺 um grupo e 𝐻 um subgrupo de 𝐺. Se 𝐺/𝐻 = {𝑥1𝐻, . . . ,𝑥𝑛𝐻},

então 𝐺 é a união disjunta dos elementos de 𝐺/𝐻 , ou seja,

𝐺 = 𝑥1𝐻 ∪̇ . . . ∪̇ 𝑥𝑛𝐻.

Demonstração. Seja 𝑔 ∈ 𝐺. Note que 𝑔 = 𝑔𝑒. Uma vez que 𝑒 é o elemento neutro e 𝑒 ∈ 𝐻 ,

segue trivialmente que 𝑔 ∈ 𝑔𝐻 . Logo, todo elemento de 𝐺 está em alguma classe lateral,

o que garante que 𝐺 = 𝑥1𝐻 ∪ · · · ∪ 𝑥𝑛𝐻 . Para garantir que a união é disjunta, tomemos

𝑥𝑖𝐻, 𝑥𝑗𝐻 ∈ 𝐺/𝐻 com 𝑥𝑖𝐻 ̸= 𝑥𝑗𝐻 . Afirmamos que 𝑥𝑖𝐻 ∩ 𝑥𝑗𝐻 = ∅. De fato, se existisse

𝑦 ∈ 𝑥𝑖𝐻 ∩ 𝑥𝑗𝐻 , teríamos 𝑦 ∈ 𝑥𝑖𝐻 e 𝑦 ∈ 𝑥𝑗𝐻 , e pela Proposição 2.3.4, 𝑦𝐻 = 𝑥𝑖𝐻 e

𝑦𝐻 = 𝑥𝑗𝐻 , ou seja, 𝑥𝑖𝐻 = 𝑥𝑗𝐻 , uma contradição. Portanto, o resultado está provado.

De maneira similar, podemos provar um resultado análogo ao anterior, considerando o

conjunto das classes laterais à direita ao invés do conjunto das classes lateriais à esquerda.

Enunciaremos abaixo este caso para completude do texto.

Proposição 2.3.14. Sejam 𝐺 um grupo e 𝐻 um subgrupo de 𝐺. Se 𝐺/𝐷𝐻 = {𝐻𝑥1, ...,𝐻𝑥𝑛},

então 𝐺 é a união disjunta dos elementos de 𝐺/𝐷𝐻 , ou seja,

𝐺 = 𝐻𝑥1 ∪̇ . . . ∪̇𝐻𝑥𝑛.

A próxima definição e as próximas duas proposições dizem respeito ao número de clas-

ses laterais e a relação entre o número de elementos em classes lateriais distintas.

Definição 2.3.15. Seja 𝐺 um grupo e 𝐻 um subgrupo de 𝐺. A cardinalidade do conjunto quo-

ciente é o índice de 𝐻 em 𝐺, e será denotado por (𝐺 : 𝐻).

Proposição 2.3.16. Seja 𝐺 um grupo e 𝐻 um subgrupo de 𝐺. O conjunto de todas as classes

laterais à esquerda de 𝐻 em 𝐺 tem a mesma cardinalidade que o conjunto de todas as classes

laterais à direita de 𝐻 em 𝐺.

Demonstração. Para mostrar tal fato, definimos a aplicação

𝜙 : 𝐺/𝐻 → 𝐺/𝐷𝐻

𝑥𝐻 ↦→ 𝐻𝑥−1.
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Observe que se 𝑥𝐻 = 𝑦𝐻 , então pela Proposição 2.3.4, temos que 𝑦 = 𝑥ℎ, com

ℎ ∈ 𝐻 , e assim 𝑦−1 = (𝑥ℎ)−1 = ℎ−1𝑥−1. Como ℎ−1 ∈ 𝐻 , temos que 𝐻𝑦−1 = 𝐻𝑥−1.

Portanto, a imagem independe do representante escolhido e 𝜙 está bem definida.

Em relação a injetividade de 𝜙, se 𝜙(𝑥𝐻) = 𝜙(𝑦𝐻), então 𝐻𝑥−1 = 𝐻𝑦−1, ou seja,

𝑦−1 ∈ 𝐻𝑥−1. Isso significa que 𝑦−1 = ℎ𝑥−1, e portanto 𝑥 = 𝑦ℎ. Desse modo, pela Proposição

2.3.4, 𝑥𝐻 = 𝑦𝐻 .

A sobrejetividade é imediata, uma vez que se tomarmos uma classe lateral a direita 𝐻𝑥,

temos que 𝜙(𝑥−1𝐻) = 𝐻𝑥.

Portanto, 𝜙 é uma bijeção e o resultado está provado.

Proposição 2.3.17. Seja 𝐺 um grupo e 𝐻 um subgrupo de 𝐺. Todas as classes laterais de 𝐻

em 𝐺 têm mesma cardinalidade, a qual é igual a cardinalidade de 𝐻 .

Demonstração. Escolha um elemento qualquer 𝑥 ∈ 𝐺. A função

𝜙 : 𝐻 → 𝑥𝐻

ℎ ↦→ 𝑥ℎ

é uma bijeção.

Com efeito, tomando ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻 tais que 𝜙(ℎ1) = 𝜙(ℎ2), temos

𝜙(ℎ1) = 𝜙(ℎ2) ⇒ 𝑥ℎ1 = 𝑥ℎ2 ⇒ 𝑥−1𝑥ℎ1 = 𝑥−1𝑥ℎ2 ⇒ 𝑒ℎ1 = 𝑒ℎ2 ⇒ ℎ1 = ℎ2,

ou seja, 𝜙 é injetora. Para provar que 𝜙 é sobrejetora, seja 𝑦 ∈ 𝑥𝐻 . Por definição, existe ℎ ∈ 𝐻

tal que 𝑦 = 𝑥ℎ. Logo, 𝜙(ℎ) = 𝑥ℎ = 𝑦. Como 𝑥 ∈ 𝐺 foi tomado arbitrariamente, concluímos que

todas as classes laterais de 𝐻 em 𝐺 têm a mesma cardinalidade, a qual é igual a de 𝐻 .

A seguir apresentaremos um teorema que é o principal resultado que versa sobre grupos

finitos.

Teorema 2.3.18 (Teorema de Lagrange). Sejam 𝐺 um grupo finito e 𝐻 um subgrupo de 𝐺.

Então

|𝐺| = |𝐻|(𝐺 : 𝐻).

Em particular, a ordem e o índice de 𝐻 dividem a ordem de 𝐺.

Demonstração. Como 𝐺 é finito, o conjunto quociente 𝐺/𝐻 é finito, e portanto, o índice (𝐺 : 𝐻)

também o é. Suponha que (𝐺 : 𝐻) = 𝑛 e seja 𝐺/𝐻 = {𝑔1𝐻, . . . ,𝑔𝑛𝐻}. Assim, pela

Proposição 2.3.13, 𝐺 = 𝑔1𝐻 ∪̇ . . . ∪̇ 𝑔𝑛𝐻 , e então |𝐺| = |𝑔1𝐻| + . . . + |𝑔𝑛𝐻|. Como

pela Proposição 2.3.17 todas as classes laterais de 𝐻 em 𝐺 têm mesma cardinalidade, en-

tão |𝑔1𝐻| = . . . = |𝑔𝑛𝐻| e assim, como 𝑒 ∈ 𝑔𝑖𝐻 para algum 𝑖, com 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, temos

|𝐺| = 𝑛|𝐻|, ou seja, |𝐺| = (𝐺 : 𝐻)|𝐻|.
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Exemplo 2.3.19. Considere o grupo (Z6,+) e o subgrupo 𝐻 = {0, 3}. No Exemplo 2.3.11,

apresentamos todas as classes laterais à esquerda e a direita de 𝐻 em Z6. Pelo Teorema de

Lagrange, segue que

(𝐺 : 𝐻) =
|𝐺|
|𝐻|

=
6

2
= 3.

Assim, existem 3 classes laterais à esquerda e à direita, estas que já foram listadas no exemplo

supracitado.

Finalizamos a seção com dois corolários do Teorema de Lagrange.

Corolário 2.3.20. Seja 𝐺 um grupo finito e 𝑔 ∈ 𝐺. Então a ordem de 𝑔 divide a ordem de 𝐺 e

também 𝑔|𝐺| = 𝑒.

Demonstração. Como ⟨𝑔⟩ ≤ 𝐺, então pelo Teorema de Lagrange segue que |⟨𝑔⟩| divide |𝐺|.
Disso, temos que existe 𝑘 ∈ Z tal que |𝐺| = |⟨𝑔⟩| · 𝑘, e assim

𝑔|𝐺| = 𝑔|⟨𝑔⟩|·𝑘 = (𝑔|⟨𝑔⟩|)𝑘 = 𝑒𝑘 = 𝑒.

Corolário 2.3.21. Se 𝐺 é um grupo de ordem prima, então 𝐺 é cíclico.

Demonstração. Seja 𝑔 ∈ 𝐺 ∖ {𝑒} e considere ⟨𝑔⟩ o subgrupo gerado por 𝑔. Pelo Teorema de

Lagrange, |⟨𝑔⟩| divide |𝐺|. Como 𝐺 é um grupo de ordem prima, então |𝐺| é um número primo,

e assim devemos ter |⟨𝑔⟩| = |𝐺|. Logo, 𝐺 = ⟨𝑔⟩.

2.4 Subgrupos Normais e Grupos Quocientes

Nesta seção, analisaremos sob quais condições o conjunto quociente é um grupo, ou

seja, como podemos definir uma operação em tal conjunto que o torne um grupo.

Seja 𝐺 um grupo e 𝐻 ≤ 𝐺. A maneira mais natural de definir uma operação de 𝐺 em

𝐺/𝐻 , é:

· : 𝐺/𝐻 ×𝐺/𝐻 → 𝐺/𝐻

(𝑥𝐻, 𝑦𝐻) ↦→ 𝑥𝑦𝐻
.

No entanto, é necessário verificar se tal operação está bem definida, isto é, se o re-

sultado de 𝑥𝑦𝐻 independe da escolha dos representantes 𝑥 e 𝑦 para as classes 𝑥𝐻 e 𝑦𝐻 ,

respectivamente. Faremos isso na sequência.

Proposição 2.4.1. Seja 𝐺 um grupo e 𝐻 um subgrupo de 𝐺. As seguintes afirmações são

equivalentes:

(𝑖) A operação · : 𝐺/𝐻 × 𝐺/𝐻 → 𝐺/𝐻 dada por 𝑥𝐻 · 𝑦𝐻 = 𝑥𝑦𝐻 está bem definida

em 𝐺/𝐻 .

(𝑖𝑖) 𝑔𝐻𝑔−1 ⊆ 𝐻 , para todo 𝑔 ∈ 𝐺.
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(𝑖𝑖𝑖) 𝑔𝐻𝑔−1 = 𝐻 , para todo 𝑔 ∈ 𝐺

(𝑖𝑣) 𝑔𝐻 = 𝐻𝑔, para todo 𝑔 ∈ 𝐺.

Demonstração. Para mostrar a equivalência entre (𝑖) e (𝑖𝑖), note inicialmente que dados 𝑥, 𝑦 ∈
𝐺 e ℎ, 𝑘 ∈ 𝐻 arbitrários, então 𝑥𝐻 = 𝑥ℎ𝐻 e 𝑦𝐻 = 𝑦𝑘𝐻 . Assim, a operação · está bem

definida se, e somente se, 𝑥𝑦𝐻 = 𝑥ℎ𝑦𝑘𝐻 , para todo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 e para todo ℎ, 𝑘 ∈ 𝐻 . Logo, se

e só se, 𝑦−1𝑥−1𝑥𝑦𝐻 = 𝑦−1𝑥−1𝑥ℎ𝑦𝑘𝐻 , ou seja, 𝐻 = 𝑦−1ℎ𝑦𝐻 , para todo 𝑦 ∈ 𝐺 e para todo

ℎ ∈ 𝐻 . Portanto, · está bem definida se, e somente se, 𝑔ℎ𝑔−1 ∈ 𝐻 , para todo 𝑔 ∈ 𝐺 e para

todo ℎ ∈ 𝐻 .

Já para a equivalência entre (𝑖𝑖) e (𝑖𝑖𝑖), basta mostrar apenas que (𝑖𝑖) ⇒ (𝑖𝑖𝑖). Para

isso, suponha que 𝑔𝐻𝑔−1 ⊆ 𝐻 , para todo 𝑔 ∈ 𝐺, e mostraremos que 𝐻 ⊆ 𝑔𝐻𝑔−1, para todo

𝑔 ∈ 𝐺. Sejam 𝑔 ∈ 𝐺 e ℎ ∈ 𝐻 , então ℎ = 𝑔(𝑔−1ℎ𝑔)𝑔−1 ∈ 𝑔(𝑔−1𝐻𝑔)𝑔−1 ⊆ 𝑔𝐻𝑔−1.

Por fim, para a equivalência entre (𝑖𝑖𝑖) e (𝑖𝑣), vamos supor inicialmente que 𝑔𝐻𝑔−1 =

𝐻 , para todo 𝑔 ∈ 𝐺. Seja 𝑔 ∈ 𝐺 e 𝑥 ∈ 𝑔𝐻 . Então, existe ℎ ∈ 𝐻 tal que 𝑥 = 𝑔ℎ, e com isso

𝑥𝑔−1 = 𝑔ℎ𝑔−1 ∈ 𝑔𝐻𝑔−1 = 𝐻 . Assim, existe ℎ′ ∈ 𝐻 tal que ℎ′ = 𝑥𝑔−1. Logo, 𝑥 = ℎ′𝑔 ∈ 𝐻𝑔.

Portanto, 𝑔𝐻 ⊆ 𝐻𝑔, e analogamente mostra-se que 𝐻𝑔 ⊆ 𝑔𝐻 . Concluímos que 𝑔𝐻 = 𝐻𝑔.

Reciprocamente, se 𝑔ℎ ∈ 𝑔𝐻 = 𝐻𝑔, existe ℎ′ ∈ 𝐻 tal que 𝑔ℎ = ℎ′𝑔, e então 𝑔ℎ𝑔−1 ∈ 𝐻 , ou

seja, 𝑔𝐻𝑔−1 ⊆ 𝐻 . Agora, se ℎ ∈ 𝐻 , como ℎ𝑔 ∈ 𝐻𝑔 = 𝑔𝐻 , e existe ℎ′′ ∈ 𝐻 tal que ℎ𝑔 = 𝑔ℎ′′,

então ℎ = 𝑔ℎ′′𝑔−1, ou seja, 𝐻 ⊆ 𝑔𝐻𝑔−1. Portanto, 𝑔𝐻𝑔−1 = 𝐻 , para todo 𝑔 ∈ 𝐺.

Em virtude da proposição anterior podemos definir uma classe de subgrupos que satis-

faz tais condições.

Definição 2.4.2. Um subgrupo 𝐻 de um grupo 𝐺 é dito subgrupo normal de 𝐺, e escrevemos

𝐻 ⊴ 𝐺, se 𝑔𝐻𝑔−1 ⊆ 𝐻 para todo 𝑔 ∈ 𝐺, ou equivalentemente, se satisfaz alguma das

afirmações da proposição anterior. Neste caso, as classes laterais à esquerda de 𝐻 coicidem

com as classes laterais à direita de 𝐻 , e assim chamaremos apenas de classes laterais de 𝐻 .

Agora, estamos aptos a mostrar que o conjunto quociente é de fato um grupo, quando o

subgrupo em questão é normal.

Teorema 2.4.3. Seja 𝐺 um grupo e 𝐻 um subgrupo normal de 𝐺. Então, o conjunto 𝐺/𝐻 é um

grupo com a operação · definida na Proposição 2.4.1.

Demonstração. Inicialmente, observe que se 𝐻 é um subgrupo normal de 𝐺, então pela Pro-

posição 2.4.1 segue que a operação · está bem definida. Mostraremos que 𝐺/𝐻 é um grupo.

Com efeito, sejam 𝑥𝐻, 𝑦𝐻, 𝑧𝐻 ∈ 𝐺/𝐻 . A associatividade em 𝐺/𝐻 decorre diretamente da

associatividade em 𝐺, pois

(𝑥𝐻 · 𝑦𝐻) · 𝑧𝐻 = (𝑥𝑦)𝐻 · 𝑧𝐻 = ((𝑥𝑦)𝑧)𝐻 = (𝑥(𝑦𝑧))𝐻 = 𝑥𝐻 · (𝑦𝑧)𝐻 = 𝑥𝐻 · (𝑦𝐻 · 𝑧𝐻).
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O elemento neutro de 𝐺/𝐻 é a classe lateral 𝑒𝐻 = 𝐻 ∈ 𝐺/𝐻 , uma vez que

𝑒𝐻 · 𝑥𝐻 = 𝑒𝑥𝐻 = 𝑥𝐻 = 𝑥𝑒𝐻 = 𝑥𝐻 · 𝑒𝐻.

Por fim, para cada 𝑥𝐻 ∈ 𝐺/𝐻 , o seu inverso será 𝑥−1𝐻 , pois

𝑥𝐻 · 𝑥−1𝐻 = 𝑥𝑥−1𝐻 = 𝑒𝐻 = 𝑥−1𝑥𝐻 = 𝑥−1𝐻 · 𝑥𝐻.

Definição 2.4.4. Sejam 𝐺 um grupo e 𝐻 um subgrupo normal de 𝐺. O grupo 𝐺/𝐻 é chamado

grupo quociente. Ademais, a operação · da Proposição 2.4.1 será chamada de operação

induzida de 𝐺 em 𝐺/𝐻 .

Exemplo 2.4.5 (Subgrupos normais triviais). Se 𝐺 é um grupo, então {𝑒} e 𝐺 são subgrupos

normais de 𝐺. De fato, se {𝑒} = 𝐻 , como 𝑔𝑒 = 𝑔 = 𝑒𝑔 para todo 𝑔 ∈ 𝐺, então 𝑔𝐻 = 𝐻𝑔.

Se 𝐺 = 𝐻 e 𝑔, 𝑥 ∈ 𝐺, temos que 𝑔𝑥 ∈ 𝐺 pois a operção é fechada em 𝐺, e mais ainda,

𝑔𝑥𝑔−1 ∈ 𝐺, ou seja, 𝑔𝐻𝑔−1 ⊆ 𝐻 . Portanto, pela Proposição 2.4.1, {𝑒} e 𝐺 são subgrupos

normais de 𝐺.

Exemplo 2.4.6 (Subgrupo normal). O subgrupo 𝐻 = {0, 3} de (Z6,+) é subgrupo normal,

como já mostrado no Exemplo 2.3.11.

Exemplo 2.4.7 (Subgrupo que não é normal). Seja 𝐺 = 𝑆3 e 𝐻 = {𝑒, 𝜎}, onde 𝜎 = (12). Não

é difícil verificar que 𝐻 ≤ 𝐺, porém 𝐻 não é normal a 𝐺. Com efeito, considere a permutação

𝜋 = (123), cujo elemento inverso é 𝜋−1 = (132), então temos que

𝜋 ∘ 𝜎 ∘ 𝜋−1 = (23) /∈ 𝐻.

Proposição 2.4.8. Seja 𝐺 um grupo e 𝑍(𝐺) o centro de 𝐺. Então, 𝑍(𝐺) ⊴ 𝐺.

Demonstração. Mostramos no Exemplo 2.2.13 que 𝑍(𝐺) é um subgrupo de 𝐺, mostraremos

que este é um subgrupo normal de 𝐺. Sejam 𝑧 ∈ 𝑍(𝐺) e 𝑔 ∈ 𝐺. Temos que 𝑔𝑧𝑔−1 = 𝑧𝑔𝑔−1 =

𝑧𝑒 = 𝑧, o que implica em 𝑔𝑍(𝐺)𝑔−1 ⊆ 𝑍(𝐺). Portanto, pela Proposição 2.4.1, concluímos que

𝑍(𝐺) ⊴ 𝐺.

A seguir, apresentaremos três resultados que serão usados mais adiante no texto.

Proposição 2.4.9. Sejam 𝐺 um grupo e 𝐻 um subgrupo de 𝐺. Se (𝐺 : 𝐻) = 2, então 𝐻 ⊴ 𝐺.

Demonstração. Vamos mostrar que 𝑔𝐻 = 𝐻𝑔, para todo 𝑔 ∈ 𝐺. Se 𝑔 ∈ 𝐻 , então 𝑔𝐻 = 𝐻 =

𝐻𝑔 e está provado. Agora, se 𝑔 /∈ 𝐻 , como (𝐺 : 𝐻) = 2, temos que 𝐺 = 𝐻
·
∪ 𝑔𝐻 pois

𝐺/𝐻 = {𝐻, 𝑔𝐻}. Como o número de classes laterais à esquerda e à direita são os mesmos,

então 𝐺/𝐷𝐻 = {𝐻,𝐻𝑔}, e portanto 𝐺 = 𝐻
·
∪ 𝐻𝑔. Desse modo,

𝐻
·
∪ 𝑔𝐻 = 𝐺 = 𝐻

·
∪ 𝐻𝑔,



36

ou seja, 𝑔𝐻 = 𝐻𝑔. Pela Proposição 2.4.1, 𝐻 ⊴ 𝐺.

Proposição 2.4.10. Se 𝐺 é um grupo abeliano, então todo subgrupo de 𝐺 é normal em 𝐺.

Demonstração. Sejam 𝐻 ≤ 𝐺, 𝑔 ∈ 𝐺 e ℎ ∈ 𝐻 . Então, 𝑔ℎ𝑔−1 = (𝑔𝑔−1)ℎ = ℎ, o que implica

que 𝑔𝐻𝑔−1 ⊆ 𝐻 . Portanto, 𝐻 ⊴ 𝐺.

Proposição 2.4.11. Seja 𝐺 um grupo abeliano e 𝐻 ⊴ 𝐺. Então, 𝐺/𝐻 é abeliano.

Demonstração. Sejam 𝑥𝐻, 𝑦𝐻 ∈ 𝐺/𝐻 . Então

(𝑥𝐻)(𝑦𝐻) = 𝑥𝑦𝐻 = 𝑦𝑥𝐻 = (𝑦𝐻)(𝑥𝐻),

e portanto 𝐺/𝐻 é abeliano.

Para finalizar a seção, apresentaremos o conceito de grupo simples e um exemplo.

Definição 2.4.12. Um grupo 𝐺 é dito simples se seus únicos subgrupos normais são os triviais.

Exemplo 2.4.13. Considere o grupo (Z7,+). Pelo Teorema de Lagrange os subgrupos possíveis

só podem ter ordem 1 ou 7. Logo, os único subgrupos de (Z7,+) são os triviais, que são normais

pelo Exemplo 2.4.5.

2.5 Homomorfismos e Isomorfismos

Uma maneira natural de associar conjuntos, que muitas vezes podem ter propriedades

distintas, é através de funções. No contexto da Teoria de Grupos, quando relacionamos dois

grupos através de uma função que satisfaz certas propriedades, damos o nome de homomor-

fismo. Nesta seção, abordaremos o conceito de homomorfismo, bem como um tipo especial de

tais funções, chamadas de isomorfismos.

Definição 2.5.1. Sejam (𝐺, ·) e (𝐻,×) grupos. Um homomorfismo de 𝐺 em 𝐻 é uma função

𝑓 : 𝐺 → 𝐻 tal que

𝑓(𝑥 · 𝑦) = 𝑓(𝑥)× 𝑓(𝑦),

para todos 𝑥,𝑦 ∈ 𝐺.

Observação 2.5.2. Devido a possibilidade de confusão, nesta seção denotaremos o elemento

neutro de um grupo 𝐺 por 𝑒𝐺. Também, quando não houver possibilidade de confusão, iremos

omitir as operações · e × dos grupos 𝐺 e 𝐻 , e simplesmente escrever 𝑥𝑦 para 𝑥 ·𝑦 se 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺

e 𝑧𝑤 para 𝑧 × 𝑤 se 𝑧, 𝑤 ∈ 𝐻 .

Na sequência, faremos alguns exemplos sobre homomorfismos.
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Exemplo 2.5.3 (Homomorfismo Identidade). Seja (𝐺, ·) um grupo. A função

𝐼𝑑 : 𝐺 → 𝐺

𝑔 ↦→ 𝑔

é um homomorfismo, pois

𝐼𝑑(𝑥 · 𝑦) = 𝑥 · 𝑦 = 𝐼𝑑(𝑥) · 𝐼𝑑(𝑦).

Exemplo 2.5.4 (Projeção Canônica). Seja 𝐺 um grupo. Se 𝑁 ⊴ 𝐺, a função

𝜋 : 𝐺 → 𝐺/𝑁

𝑥 ↦→ 𝑥𝑁

é um homomorfismo. De fato, pois dados 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺,

𝜋(𝑥𝑦) = 𝑥𝑦𝑁 = 𝑥𝑁𝑦𝑁 = 𝜋(𝑥)𝜋(𝑦).

Exemplo 2.5.5 (Função que não é homomorfismo). Seja o grupo (Z,+). A função

𝑓 : Z → Z

𝑥 ↦→ 𝑥2

não é um homomorfismo, pois tomando 3, 4 ∈ Z, temos

𝑓(3 + 4) = 𝑓(7) = 49 ̸= 25 = 9 + 16 = 𝑓(3) + 𝑓(4).

No próximo resultado, apresentamos duas propriedades básicas, porém bastante úteis,

que são válidas para homomorfismos.

Proposição 2.5.6. Seja 𝑓 : 𝐺 → 𝐻 um homomorfismo. Então:

(𝑖) 𝑓(𝑒𝐺) = 𝑒𝐻 .

(𝑖𝑖) 𝑓(𝑥−1) = (𝑓(𝑥))−1, para todo 𝑥 ∈ 𝐺.

Demonstração. Em (𝑖), como 𝑓 é homomorfismo, então 𝑓(𝑒𝐺) = 𝑓(𝑒𝐺𝑒𝐺) = 𝑓(𝑒𝐺)𝑓(𝑒𝐺). E,

por 𝑓(𝑒𝐺) ∈ 𝐻 , então existe (𝑓(𝑒𝐺))
−1 ∈ 𝐻 , e portanto, 𝑓(𝑒𝐺) = 𝑒𝐻 .

Para (𝑖𝑖), seja 𝑥 ∈ 𝐺. Por 𝑓 ser homomorfismo, e por (𝑖), temos

𝑓(𝑥)𝑓(𝑥−1) = 𝑓(𝑥𝑥−1) = 𝑓(𝑒𝐺) = 𝑒𝐻

e

𝑓(𝑥−1)𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥−1𝑥) = 𝑓(𝑒𝐺) = 𝑒𝐻 .
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Desse modo, 𝑓(𝑥−1) = (𝑓(𝑥))−1, para todo 𝑥 ∈ 𝐺.

A seguir, definimos alguns conjuntos, que devido a sua importância e utilização recebem

nomes especiais. Após a definição, provaremos alguns fatos sobre tais conjuntos.

Definição 2.5.7. Seja 𝑓 : 𝐺 → 𝐻 um homomorfismo.

(𝑖) O núcleo de 𝑓 , denotado por 𝐾𝑒𝑟(𝑓), é o conjunto {𝑔 ∈ 𝐺 ; 𝑓(𝑔) = 𝑒𝐻}.

(𝑖𝑖) A imagem de 𝑓 , denotada por 𝐼𝑚(𝑓), é o conjunto {𝑓(𝑔) ; 𝑔 ∈ 𝐺}.

(𝑖𝑖𝑖) Se 𝐻 ′ ≤ 𝐻 , a imagem inversa de 𝐻 ′, denotada por 𝑓−1(𝐻 ′), é o conjunto {𝑔 ∈
𝐺 ; 𝑓(𝑔) ∈ 𝐻 ′}.

Proposição 2.5.8. Se 𝑓 : 𝐺 → 𝐻 é um homomorfismo, então:

(𝑖) 𝐾𝑒𝑟(𝑓) ⊴ 𝐺.

(𝑖𝑖) 𝐼𝑚(𝑓) ≤ 𝐻

(𝑖𝑖𝑖) Se 𝐺′ ≤ 𝐺, então 𝑓(𝐺′) ≤ 𝐻 .

(𝑖𝑣) Se 𝐻 ′ ≤ 𝐻 , então 𝑓−1(𝐻 ′) ≤ 𝐺.

Demonstração. (𝑖) Primeiro, mostraremos que 𝐾𝑒𝑟(𝑓) ≤ 𝐺. Note inicialmente que 𝐾𝑒𝑟(𝑓) é

não vazio, pois 𝑓(𝑒𝐺) = 𝑒𝐻 . Sejam 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓). Então

𝑓(𝑥𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦) = 𝑒𝐻𝑒𝐻 = 𝑒𝐻 ,

ou seja, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓). Por fim, se 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓), então

𝑓(𝑥−1) = (𝑓(𝑥))−1 = (𝑒𝐻)
−1 = 𝑒𝐻 ,

ou seja, 𝑥−1 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓). Portanto, os itens (𝑖) e (𝑖𝑖) da Proposição 2.2.3 estão provados e

𝐾𝑒𝑟(𝑓) ≤ 𝐺.

Agora, para mostrar que 𝐾𝑒𝑟(𝑓) ⊴ 𝐺, sejam 𝑔 ∈ 𝐺 e 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓). Assim, 𝑓(𝑥) = 𝑒𝐻

e

𝑓(𝑔𝑥𝑔−1) = 𝑓(𝑔)𝑓(𝑥)𝑓(𝑔−1) = 𝑓(𝑔)𝑒𝐻𝑓(𝑔
−1) = 𝑓(𝑔)𝑒𝐻(𝑓(𝑔))

−1 = 𝑒𝐻 ,

ou seja, 𝑔𝑥𝑔−1 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓). Portanto, pela Proposição 2.4.1, 𝐾𝑒𝑟(𝑓) ⊴ 𝐺, como queríamos.

(𝑖𝑖) Para provar que 𝐼𝑚(𝑓) ≤ 𝐻 , note que 𝐼𝑚(𝑓) é não vazio, uma vez que 𝑓(𝑒𝐺) =

𝑒𝐻 . Agora, se 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼𝑚(𝑓), então existem 𝑥′,𝑦′ ∈ 𝐺 tais que 𝑓(𝑥′) = 𝑥 e 𝑓(𝑦′) = 𝑦. Assim

𝑓(𝑥′𝑦′) = 𝑓(𝑥′)𝑓(𝑦′) = 𝑥𝑦, ou seja, 𝑥𝑦 ∈ 𝐼𝑚(𝑓). E, como 𝑓((𝑥′)−1) = 𝑓(𝑥′)−1 = 𝑥−1, temos

𝑥−1 ∈ 𝐼𝑚(𝑓). Portanto, pela Proposição 2.2.3, 𝐼𝑚(𝑓) ≤ 𝐻 .

(𝑖𝑖𝑖) Mostra-se de modo similar ao item (𝑖𝑖).
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(𝑖𝑣) O conjunto 𝑓−1(𝐻 ′) é não vazio, pois como 𝑒𝐻 ∈ 𝐻 ′ e 𝑓(𝑒𝐺) = 𝑒𝐻 , en-

tão 𝑒𝐺 ∈ 𝑓−1(𝐻 ′). Por outro lado, se 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑓−1(𝐻 ′), então 𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦) ∈ 𝐻 ′. Assim,

𝑓(𝑥𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦) ∈ 𝐻 ′ e também 𝑓(𝑥−1) = (𝑓(𝑥))−1 ∈ 𝐻 ′. Portanto, 𝑥𝑦 ∈ 𝑓−1(𝐻 ′) e

𝑥−1 ∈ 𝑓−1(𝐻 ′).

Proposição 2.5.9. Seja 𝑓 : 𝐺 → 𝐻 um homomorfismo de grupos. Então 𝑓 é injetor se, e só

se, 𝐾𝑒𝑟(𝑓) = {𝑒𝐺}.

Demonstração. Suponha 𝑓 injetivo. Seja 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓), então 𝑓(𝑥) = 𝑒𝐻 = 𝑓(𝑒𝐺) e assim

𝑥 = 𝑒𝐺. Como 𝐾𝑒𝑟(𝑓) é subgrupo de 𝐺, segue que 𝑒𝐺 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓). Portanto, 𝐾𝑒𝑟(𝑓) = {𝑒𝐺}.

Reciprocamente, suponha 𝐾𝑒𝑟(𝑓) = {𝑒𝑔} e sejam 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 tais que 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦).

Então

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) ⇒ 𝑓(𝑥)(𝑓(𝑦))−1 = 𝑒𝐻 ⇒ 𝑓(𝑥𝑦−1) = 𝑒𝐻 ⇒ 𝑥𝑦−1 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓) = {𝑒𝐺}.

Logo, 𝑥𝑦−1 = 𝑒𝐺 o que implica que 𝑥 = 𝑦, e portanto 𝑓 é injetor.

No exemplo a seguir, mostraremos que todo subgrupo normal é o núcleo de um homo-

morfismo.

Exemplo 2.5.10. Se 𝐺 é um grupo e 𝑁 ⊴ 𝐺, então 𝑁 = 𝐾𝑒𝑟(𝜋), onde 𝜋 é a projeção

canônica dada no Exemplo 2.5.4. De fato, pois

𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝜋) ⇔ 𝜋(𝑥) = 𝑁 ⇔ 𝑥𝑁 = 𝑁 ⇔ 𝑥 ∈ 𝑁.

Definição 2.5.11. Sejam 𝐺 e 𝐻 grupos. Um isomorfismo de 𝐺 em 𝐻 é um homomorfismo

bijetor 𝑓 : 𝐺 → 𝐻 . Se existir um isomorfismo 𝑓 : 𝐺 → 𝐻 , diremos que 𝐺 e 𝐻 são isomorfos

e donotaremos por 𝐺 ∼= 𝐻 .

Exemplo 2.5.12 (Isomorfismo com Z2). Considere o conjunto 𝐺 = {−1,1} munido da multi-

plicação usual dos números inteiros. Tal estrutura é um grupo. Defina a função 𝑓 : Z2 → 𝐺

por

𝑓(0̄) = 1 e 𝑓(1̄) = −1.

Temos que 𝑓 é um homomorfismo. De fato, apresentamos as possíveis operações na tabala

abaixo:

𝑥 𝑦 𝑓(𝑥+ 𝑦) 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)

0̄ 0̄ 1 1

0̄ 1̄ −1 −1

1̄ 0̄ −1 −1

1̄ 1̄ 1 1

Claramente 𝑓 é uma bijeção e portanto, é um homomorfismo.
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De maneira análoga a abordagem feita no exemplo anterior, pode-se mostrar que qual-

quer grupo de ordem 2 é isomorfo a Z2. Assim, podemos concluir que existe apenas um grupo

de ordem 2, a menos de isomorfismo.

A seguir, apresentaremos o Teorema da Correspondência e uma de suas consequêcias.

Estes resultados serão utilizados no próximo capítulo, o qual tratará do objetivo principal deste

trabalho de conclusão de curso.

Teorema 2.5.13 (Teorema da Correspondência). Sejam 𝐺 e 𝐻 grupos, e 𝑓 : 𝐺 → 𝐻 um

homomorfismo sobrejetor. Então:

(𝑖) Para todo subgrupo 𝐺′ de 𝐺, tem-se que 𝑓(𝐺′) é subgrupo de 𝐻 . Mais ainda, se

𝐺′ ⊴ 𝐺, então 𝑓(𝐺′) ⊴ 𝐻 .

(𝑖𝑖) Para todo subgrupo 𝐻 ′ de 𝐻 , 𝑓−1(𝐻 ′) é o único subgrupo de 𝐺 que contém 𝐾𝑒𝑟(𝑓)

e tal que 𝑓(𝑓−1(𝐻 ′)) = 𝐻 ′. Mais ainda, se 𝐻 ′ ⊴ 𝐻 , então 𝑓−1(𝐻 ′) ⊴ 𝐺.

Demonstração. A seguir, são demonstrados os itens (𝑖) e (𝑖𝑖).

(𝑖) Que 𝑓(𝐺′) ≤ 𝐻 , segue da Proposição 2.5.8. Agora, suponha 𝐺′ ⊴ 𝐺 e sejam 𝑦 ∈ 𝐻

e 𝑥 ∈ 𝑓(𝐺′). Como 𝑓 é sobrejetor, existe 𝑔 ∈ 𝐺 tal que 𝑓(𝑔) = 𝑦 e também existe 𝑔′ ∈ 𝐺′ tal

que 𝑓(𝑔′) = 𝑥. Assim,

𝑦𝑥𝑦−1 = 𝑓(𝑔)𝑓(𝑔′)(𝑓(𝑔))−1 = 𝑓(𝑔)𝑓(𝑔′)𝑓(𝑔−1) = 𝑓(𝑔𝑔′𝑔−1) ∈ 𝑓(𝐺′),

pois 𝐺′ ⊴ 𝐺, e então 𝑔𝑔′𝑔−1 ∈ 𝐺′. Portanto, pela Proposição 2.4.1, 𝑓(𝐺′) ⊴ 𝐻 .

(𝑖𝑖) Temos que 𝐾𝑒𝑟(𝑓) ⊆ 𝑓−1(𝐻 ′), pois se 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓), 𝑓(𝑥) = 𝑒𝐻 ∈ 𝐻 ′, e assim

𝑥 ∈ 𝑓−1(𝐻 ′).

Agora, mostraremos que 𝑓(𝑓−1(𝐻 ′)) = 𝐻 ′. Primeiramente, note que 𝑓(𝑓−1(𝐻 ′)) ⊆
𝐻 ′, pois se 𝑥 ∈ 𝑓(𝑓−1(𝐻 ′)), tem-se 𝑥 = 𝑓(𝑦), com 𝑦 ∈ 𝑓−1(𝐻 ′), ou seja, 𝑓(𝑦) ∈ 𝐻 ′ e portanto

𝑥 = 𝑓(𝑦) ∈ 𝐻 ′. Para mostrar 𝐻 ′ ⊆ 𝑓(𝑓−1(𝐻 ′)), tomemos ℎ′ ∈ 𝐻 ′. Pela sobrejetividade de 𝑓 ,

ℎ′ = 𝑓(𝑥), para algum 𝑥 ∈ 𝐺. Então 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝐻 ′) e ℎ′ = 𝑓(𝑥) ∈ 𝑓(𝑓−1(𝐻 ′)). Desse modo,

𝑓(𝑓−1(𝐻 ′)) = 𝐻 ′.

Quanto a unicidade, suponha que 𝐻 ′ ⊴ 𝐻 e que exista outro subgrupo 𝐿 de 𝐺 que

satisfaça tais condições, ou seja 𝐿 ≤ 𝐺 tal que 𝐾𝑒𝑟(𝑓) ⊆ 𝐿 e 𝑓(𝐿) = 𝐻 ′. Mostraremos que

𝐿 = 𝑓−1(𝐻 ′). Se 𝑙 ∈ 𝐿, temos 𝑓(𝑙) ∈ 𝑓(𝐿) = 𝐻 ′. Assim, 𝑙 ∈ 𝑓−1(𝐻 ′). Por outro lado, se

ℎ ∈ 𝑓−1(𝐻 ′), então 𝑓(ℎ) ∈ 𝐻 ′ = 𝑓(𝐿), isto é, existe 𝑙 ∈ 𝐿 tal que 𝑓(ℎ) = 𝑓(𝑙), e então

𝑓(ℎ𝑙−1) = 𝑒𝐻 , ou seja, ℎ𝑙−1 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓) ⊆ 𝐿, e assim ℎ ∈ 𝐿. Portanto 𝐿 = 𝑓−1(𝐻 ′).

Por fim, suponha que 𝐻 ′ ⊴ 𝐻 e seja 𝑔 ∈ 𝐺 e ℎ ∈ 𝑓−1(𝐻 ′). Assim, 𝑓(ℎ) ∈ 𝐻 ′ e

𝑓(𝑔ℎ𝑔−1) = 𝑓(𝑔)𝑓(ℎ)𝑓(𝑔−1) = 𝑓(𝑔)𝑓(ℎ)(𝑓(𝑔))−1 ∈ 𝑓(𝑔)𝐻 ′(𝑓(𝑔))−1 = 𝐻 ′.

Desse modo, 𝑔ℎ𝑔−1 ∈ 𝑓−1(𝐻 ′) e 𝑓−1(𝐻 ′) ⊴ 𝐺.
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Corolário 2.5.14. Seja 𝐺 um grupo e 𝑁 ⊴ 𝐺. Então, todo subgrupo do grupo quociente 𝐺/𝑁

é da forma 𝐻/𝑁 , onde 𝐻 é o único subgrupo de 𝐺 contendo 𝑁 tal que 𝜋(𝐻) = 𝐻/𝑁 , onde

𝜋 : 𝐺 → 𝐺/𝑁 é a projeção canônica. Mais ainda, se 𝐻/𝑁 ⊴ 𝐺/𝑁 , então 𝐻 ⊴ 𝐺.

Demonstração. Não é difícil verificar que 𝜋 é um homomorfismo sobrejetor, com 𝐾𝑒𝑟(𝜋) = 𝑁 .

Pelo Teorema da Correspondência - item (𝑖𝑖), temos que para todo subgrupo 𝑆 de 𝐺/𝑁 , existe

um único subgrupo 𝐻 de 𝐺 contendo 𝑁 tal que 𝜋(𝐻) = 𝑆. Como 𝜋(𝐻) = {ℎ𝑁 ; ℎ ∈ 𝐻},

denotamos 𝑆 = 𝐻/𝑁 . Por fim, se 𝐻/𝑁 ⊴ 𝐺/𝑁 , novamente pelo item (𝑖𝑖) do Teorema da

Correspondência temos que 𝐻 ⊴ 𝐺, visto que 𝜋−1(𝐻/𝑁) = 𝐻 .
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3 AÇÃO DE GRUPO

Neste capítulo, definiremos alguns conceitos que serão utilizados no próximo e principal

capítulo deste trabalho. Mais precisamente, abordaremos como um grupo 𝐺 pode agir sobre um

conjunto 𝑆, definiremos o que vem a ser órbitas, estabilizadores e conjugações, entre outros.

Para o desenvolvimento deste capítulo e do Capítulo 4, foram utilizadas as obras de

(Hungerford, 1974) e (Andrade, 2021), que oferecem uma abordagem mais abrangente sobre o

tema.

Definição 3.0.1. Uma ação de um grupo 𝐺 sobre um conjunto 𝑆 é uma função 𝐺 × 𝑆 → 𝑆,

geralmente denotada por (𝑔,𝑠) ↦→ 𝑔𝑠, tal que para todo 𝑠 ∈ 𝑆 e 𝑔1,𝑔2 ∈ 𝐺,

𝑒𝑠 = 𝑠 e (𝑔1𝑔2)𝑠 = 𝑔1(𝑔2𝑠).

Quando tal ação é dada, dizemos que 𝐺 age sobre o conjunto 𝑆.

Na sequência, faremos alguns exemplos sobre o conceito definido acima.

Exemplo 3.0.2 (Ação do grupo simétrico 𝑆𝑛 sobre 𝐼𝑛). Uma ação do grupo simétrico 𝑆𝑛 sobre

o conjunto 𝐼𝑛 = {1, . . . 𝑛} é dada por (𝜎,𝑥) ↦→ 𝜎(𝑥). De fato, sendo 𝑒 ∈ 𝑆𝑛 e 𝑥 ∈ 𝐼𝑛, é óbvio

que 𝑒(𝑥) = 𝑥. Agora, sejam 𝜎, 𝜏 ∈ 𝑆𝑛. Pela definição da ação, (𝜎𝜏)𝑥 = (𝜎 ∘ 𝜏)(𝑥) = 𝜎(𝜏(𝑥)).

Exemplo 3.0.3 (Ação de translação à esquerda de 𝐺 sobre 𝐺/𝐻). Seja 𝐺 um grupo e 𝐻 ≤ 𝐺.

Definimos uma ação de 𝐺 sobre o conjunto quociente 𝐺/𝐻 por 𝑔(𝑥𝐻) ↦→ (𝑔𝑥)𝐻 .

Essa aplicação está bem definida, pois se 𝑥𝐻 = 𝑦𝐻 , então existe ℎ ∈ 𝐻 tal que

𝑦 = 𝑥ℎ. Assim, 𝑔𝑦 = 𝑔(𝑥ℎ) = (𝑔𝑥)ℎ, e portanto (𝑔𝑦)𝐻 = (𝑔𝑥)𝐻.

Além disso, 𝑒(𝑥𝐻) = (𝑒𝑥)𝐻 = 𝑥𝐻 , e para 𝑔1,𝑔2 ∈ 𝐺, tem-se

(𝑔1𝑔2)(𝑥𝐻) = ((𝑔1𝑔2)𝑥)𝐻 = (𝑔1(𝑔2𝑥))𝐻 = 𝑔1((𝑔2𝑥)𝐻).

Dizemos que 𝐺 age sobre 𝐺/𝐻 por translação à esquerda.

Exemplo 3.0.4 (Ação de conjugação). Seja 𝐺 um grupo e 𝐻 ≤ 𝐺. Uma ação do grupo 𝐻 sobre

o conjunto 𝐺 é dada por (ℎ,𝑔) ↦→ ℎ𝑔ℎ−1. De fato é uma ação, pois sendo ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻 e 𝑔 ∈ 𝐺,

temos

𝑒𝑔 = 𝑒𝑔𝑒−1 = 𝑔

e

ℎ1(ℎ2𝑔) = ℎ1(ℎ2𝑔ℎ
−1
2 ) = ℎ1(ℎ2𝑔ℎ

−1
2 )ℎ−1

1 = (ℎ1ℎ2)𝑔(ℎ1ℎ2)
−1 = (ℎ1ℎ2)𝑔.

Definição 3.0.5. A ação definida no Exemplo 3.0.4 é chamada de conjugação por ℎ e o ele-

mento ℎ𝑔ℎ−1 é dito conjugado de 𝑔.

A seguir faremos um resultado que será utilizado mais adiante.
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Proposição 3.0.6. Seja 𝐺 um grupo e 𝐻 um subgrupo de 𝐺. Então, 𝑔𝐻𝑔−1 é um subgrupo de

𝐺 para cada 𝑔 ∈ 𝐺, e 𝐻 ∼= 𝑔𝐻𝑔−1.

Demonstração. Sendo 𝑔𝐻𝑔−1 = {𝑔ℎ𝑔−1 ; ℎ ∈ 𝐻}, verifica-se facilmente que 𝑔𝐻𝑔−1 é um

subgrupo de 𝐺, para cada 𝑔 ∈ 𝐺. Quanto ao isomorfismo, basta considerarmos a função

𝜙 : 𝐻 → 𝑔𝐻𝑔−1

ℎ ↦→ 𝑔ℎ𝑔−1
.

Temos que 𝜙 é um homomorfismo, pois se 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 , então

𝜙(𝑥𝑦) = 𝑔(𝑥𝑦)𝑔−1 = 𝑔(𝑥(𝑔−1𝑔)𝑦)𝑔−1 = (𝑔𝑥𝑔−1)(𝑔𝑦𝑔−1) = 𝜙(𝑥)𝜙(𝑦).

Em relação a injetividade, dados 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 tais que 𝜙(𝑥) = 𝜙(𝑦), então 𝑔𝑥𝑔−1 = 𝑔𝑦𝑔−1, e daí,

𝑥 = 𝑦. Também, 𝜙 é sobrejetiva. Com efeito, se 𝑥 ∈ 𝑔𝐻𝑔−1, então 𝑥 = 𝑔ℎ𝑔−1 para algum

ℎ ∈ 𝐻 , ou seja, 𝜙(ℎ) = 𝑔ℎ𝑔−1 = 𝑥.

Portanto, 𝜙 é um isomorfismo, e assim, 𝐻 ∼= 𝑔𝐻𝑔−1.

Observação 3.0.7. Nas condições da proposição acima, temos que 𝐻 age sobre o conjunto 𝑆

de todos os subgrupos de 𝐺 por conjugação (ℎ,𝐾) ↦→ ℎ𝐾ℎ−1. Dizemos que o grupo ℎ𝐾ℎ−1 é

conjugado de 𝐾.

Exemplo 3.0.8 (Conjugação em 𝑆3). Considere o grupo 𝑆3 = {𝑒,(12),(13),(23),(123),(132)}
e o subgrupo 𝐾 = {𝑒,(12)}. Conjugando 𝐾 por ℎ = (123), obtemos ℎ𝑒ℎ−1 = 𝑒 e ℎ(12)ℎ−1 =

(23). Assim, 𝐾 ′ = {𝑒,(23)} é conjugado a 𝐾 e além disso, pela Proposição 3.0.6 segue que

𝐾 ∼= 𝐾 ′.

Proposição 3.0.9. Seja 𝐺 um grupo abeliano e 𝐻 um subgrupo de 𝐺. Para todo 𝑔 ∈ 𝐺, a ação

de conjugação de 𝑔 sobre 𝐻 resulta no próprio subgrupo 𝐻 , isto é, 𝑔𝐻𝑔−1 = 𝐻 .

Demonstração. De fato, se 𝐺 é abeliano então pela Proposição 2.4.10, todo subgrupo 𝐻 de 𝐺

é normal. Assim, pela proposição 2.4.1, 𝑔𝐻𝑔−1 = 𝐻 , para todo 𝑔 ∈ 𝐺.

Da proposição acima, temos que se um grupo é abeliano, os subgrupos conjugados

a um subgrupo resultam no próprio subgrupo. Sendo assim, grupo abelianos não configuram

exemplos significativos para a teoria.

Na sequência, faremos um teorema que nos permitirá definir na sequência dois concei-

tos que serão essenciais.

Teorema 3.0.10. Seja 𝐺 um grupo que age sobre um conjunto 𝑆.

(𝑖) A relação em 𝑆 dada por

𝑥∼𝑥′ ⇔ 𝑔𝑥 = 𝑥′ para algum 𝑔 ∈ 𝐺,
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é uma relação de equivalência.

(𝑖𝑖) Para cada 𝑠 ∈ 𝑆, 𝐺𝑠 = {𝑔 ∈ 𝐺 ; 𝑔𝑠 = 𝑠} é um subgrupo de 𝐺.

Demonstração. (𝑖) Primeiramente, a relação ∼ é reflexiva, visto que 𝑒𝑠 = 𝑠 implica 𝑠 ∼ 𝑠 para

todo 𝑠 ∈ 𝑆. Ademais, ∼ é simétrica pois se 𝑠1 ∼ 𝑠2, então existe 𝑔 ∈ 𝐺 tal que 𝑔𝑠1 = 𝑠2,

e assim 𝑠1 = 𝑔−1𝑠2, ou seja, 𝑠2 ∼ 𝑠1. Por fim, temos que ∼ é transitiva pois se 𝑠1 ∼ 𝑠2 e

𝑠2 ∼ 𝑠3, então existem 𝑔, ℎ ∈ 𝐺 tais que 𝑔𝑠1 = 𝑠2 e ℎ𝑠2 = 𝑠3, ou seja, ℎ(𝑔𝑠1) = 𝑠3, e assim

(ℎ𝑔)𝑠1 = 𝑠3, e portanto, 𝑠1 ∼ 𝑠3.

Assim, por satisfazer as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva, a relação ∼ é de

equivalência.

(𝑖𝑖) Note que 𝐺𝑠 é não vazio pois 𝑒 ∈ 𝐺𝑠, uma vez que 𝑒𝑠 = 𝑠 para todo 𝑠 ∈ 𝑆. Sendo

𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝐺𝑠, então 𝑠1𝑠 = 𝑠 e 𝑠2𝑠 = 𝑠. Assim,

(𝑠1𝑠2)𝑠 = 𝑠1(𝑠2𝑠) = 𝑠1𝑠 = 𝑠,

ou seja, 𝑠1𝑠2 ∈ 𝐺𝑠. Por fim, resta mostrar que se 𝑠1 ∈ 𝐺𝑠, então 𝑠−1
1 ∈ 𝐺𝑠. De fato, por 𝑠1 ∈ 𝐺𝑠,

temos que 𝑠1𝑠 = 𝑠, e daí

𝑠1𝑠 = 𝑠 ⇒ 𝑠−1
1 (𝑠1𝑠) = 𝑠−1

1 𝑠 ⇒ (𝑠−1
1 𝑠1)𝑠 = 𝑠−1

1 𝑠 ⇒ 𝑠 = 𝑠−1
1 𝑠,

ou seja, 𝑠−1
1 ∈ 𝐺𝑠.

Desse modo, temos que 𝐺𝑠 é subgrupo para cada 𝑠 ∈ 𝑆.

Definição 3.0.11. As classes de equivalência da relação ∼, definidas no item (𝑖) do Teorema

3.0.10, são chamadas de órbitas de 𝐺 em 𝑆. Denotamos a órbita de 𝑥 ∈ 𝑆 por 𝒪(𝑥). Já o

subgrupo 𝐺𝑠, definido no item (𝑖𝑖) do mesmo teorema, é chamado de estabilizador de 𝑠.

A terminologia “órbita” remete à ideia de movimento. Intuitivamente, a órbita de um ele-

mento 𝑥 sob a ação de 𝐺 compreende todos os elementos do conjunto que podem ser “al-

cançados” por 𝑥 quando este é operado por elementos de 𝐺. Essa visão é fundamental para

compreender a Equação de Classes, a qual será vista a diante, onde o grupo 𝐺 é particionado

conforme essas trajetórias distintas.

Já o nome “estabilizador” é atribuído ao grupo pois ele descreve o “equilíbrio” de um

elemento sob a ação do grupo. Enquanto a órbita representa o movimento e a mudança de um

elemento 𝑥, o estabilizador reúne todos os elementos 𝑔 ∈ 𝐺 que o mantém estável.

Exemplo 3.0.12 (Órbita e estabilizador em 𝑆3). Considere o grupo 𝑆3 agindo sobre o conjunto

𝐼3 = {1,2,3}, com a ação dada no Exemplo 3.0.2. Temos que

𝒪(1) = 𝐼3,
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pois 𝑒(1) = 1, (12)(1) = 2 e (13)(1) = 3. Já o estabilizador de 1 é o subgrupo

𝐺1 = {𝑒,(23)},

uma vez que 𝑒(1) = 1 e (23)(1) = 1, pois para os demais elementos de 𝑆3, é fácil verificar que

a propriedade não é cumprida.

Exemplo 3.0.13 (Órbita em 𝐺𝐿2(R)). Considere o grupo 𝐺𝐿2(R) agindo por conjugação sobre

o conjunto 𝑀2(R). Dado 𝐴 ∈ 𝑀2(R), temos que

𝒪(𝐴) = {𝑃𝐴𝑃−1 ; 𝑃 ∈ 𝐺𝐿2(R)},

ou seja, a órbita de 𝐴 é o conjunto de todas as matrizes em 𝑀2(R) que são semelhantes a 𝐴.

Definição 3.0.14. Se um grupo 𝐺 age sobre si mesmo por conjugação, então a órbita

𝒪(𝑥) = {𝑔𝑥𝑔−1 ; 𝑔 ∈ 𝐺},

onde 𝑥 ∈ 𝐺, é chamada classe de conjugação de 𝑥.

Se restringirmos a ação do Exemplo 3.0.13 apenas aos elementos do conjunto 𝐺𝐿2(R),
teremos o exemplo a seguir.

Exemplo 3.0.15 (Classe de conjugação em 𝐺𝐿2(R)). Considere o grupo 𝐺𝐿2(R) agindo so-

bre si mesmo por conjugação. Para qualquer matriz inversível 𝐴 ∈ 𝐺𝐿2(R), sua classe de

conjugação 𝐶𝐴 é o conjunto:

𝐶𝐴 = {𝑃𝐴𝑃−1 ; 𝑃 ∈ 𝐺𝐿2(R)}.

Definição 3.0.16. Se um grupo 𝐺 age sobre si mesmo por conjugação e 𝑥 ∈ 𝐺, então o

estabilizador

𝐺𝑥 = {𝑔 ∈ 𝐺 ; 𝑔𝑥𝑔−1 = 𝑥} = {𝑔 ∈ 𝐺 ; 𝑔𝑥 = 𝑥𝑔}

é chamado de centralizador de 𝑥, e será denotado por 𝐶𝐺(𝑥).

Definição 3.0.17. Sejam 𝐺 um grupo e 𝐾 subgrupo de 𝐺. O normalizador de 𝐾, denotado

por 𝑁𝐺(𝐾), é o conjunto 𝑁𝐺(𝐾) = {𝑔 ∈ 𝐺 ; 𝑔𝐾𝑔−1 = 𝐾}.

Proposição 3.0.18. Sejam 𝐺 um grupo e 𝐾 um subgrupo de 𝐺. O conjunto 𝑁𝐺(𝐾) é um

subgrupo de 𝐺.

Demonstração. Note que o normalizador 𝑁𝐺(𝐾) coincide com o estabilizador do subgrupo 𝐾

sob a ação de 𝐺 sobre o conjunto de seus subgrupos por conjungação. Portanto, 𝑁𝐺(𝐾) ≤
𝐺.
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Intuitivamente, o normalizador 𝑁𝐺(𝐾) pode ser visto como o maior subgrupo de 𝐺 no

qual 𝐾 é um subgrupo normal. Ou seja, o normalizador isola precisamente o conjunto de

elementos 𝑔 ∈ 𝐺 que fixam o subgrupo 𝐾 sob a ação de conjugação, garantindo a relação

𝑔𝐾𝑔−1 = 𝐾.

Proposição 3.0.19. Todo subgrupo 𝐾 de um grupo 𝐺 é normal em 𝑁𝐺(𝐾).

Demonstração. Para provar que 𝐾 é um subgrupo normal de 𝑁𝐺(𝐾), devemos verificar que

𝐾 ⊆ 𝑁𝐺(𝐾) e que a condição de normalidade é satisfeita.

Para verificar que 𝐾 ⊆ 𝑁𝐺(𝐾), seja 𝑘 ∈ 𝐾. Dado qualquer 𝑥 ∈ 𝐾, temos que 𝑘𝑥𝑘−1 ∈
𝐾, logo 𝑘𝐾𝑘−1 ⊆ 𝐾. Reciprocamente, para qualquer 𝑥 ∈ 𝐾, temos 𝑥 = 𝑘(𝑘−1𝑥𝑘)𝑘−1. Como

𝑘−1𝑥𝑘 ∈ 𝐾, temos 𝑥 ∈ 𝑘𝐾𝑘−1, logo 𝐾 ⊆ 𝑘𝐾𝑘−1. Portanto, 𝑘𝐾𝑘−1 = 𝐾, o que implica

𝑘 ∈ 𝑁𝐺(𝐾). Assim, 𝐾 ⊆ 𝑁𝐺(𝐾).

Quanto à normalidade, se tomarmos qualquer elemento 𝑔 ∈ 𝑁𝐺(𝐾), a condição

𝑔𝐾𝑔−1 = 𝐾 é satisfeita pela própria definição do conjunto. Como 𝐾 ⊆ 𝑁𝐺(𝐾), segue que

𝐾 é normal em 𝑁𝐺(𝐾).

Proposição 3.0.20. Sejam 𝐺 um grupo e 𝐾 um subgrupo de 𝐺. Então, 𝐾 é normal em 𝐺 se,

e somente se, 𝑁𝐺(𝐾) = 𝐺.

Demonstração. Suponha 𝐾 ⊴ 𝐺. Então vale 𝑔𝐾𝑔−1 = 𝐾 para todo 𝑔 ∈ 𝐺. Pela definição de

normalizador, 𝑔 ∈ 𝑁𝐺(𝐾), para todo 𝑔 ∈ 𝐺. Daí, 𝐺 ⊆ 𝑁𝐺(𝐾). É trivial que 𝑁𝐺(𝐾) ⊆ 𝐺, e

portanto, 𝑁𝐺(𝐾) = 𝐺. Reciprocamente, suponha 𝑁𝐺(𝐾) = 𝐺. Então 𝑔𝐾𝑔−1 = 𝐾, para todo

𝑔 ∈ 𝐺. Pela definição de subgrupo normal, temos 𝐾 ⊴ 𝐺.

Exemplo 3.0.21 (Normalizador do subgrupo ⟨𝑖⟩ de 𝑄8). Considere o grupo 𝑄8 e o subgrupo

𝐾 = ⟨𝑖⟩ = {1, − 1,𝑖, − 𝑖} (ver Exemplo 2.1.25). Observe que |𝑄8| = 8 e |𝐾| = 4, logo

(𝑄8 : 𝐾) = 2. Pela Proposição 2.4.9 todo subgrupo de índice 2 é normal, e então segue que

𝐾 ⊴ 𝑄8. Logo, a Proposição 3.0.20 implica que 𝑁𝑄8(𝐾) = 𝑄8.

Teorema 3.0.22. Se um grupo 𝐺 age em um conjunto 𝑆, então a cardinalidade da órbita de

𝑠 ∈ 𝑆 é o índice (𝐺 : 𝐺𝑠), ou seja, (𝐺 : 𝐺𝑠) = |𝒪(𝑠)|.

Demonstração. Seja 𝐺/𝐺𝑠 = {𝑔𝐺𝑠 ; 𝑔 ∈ 𝐺} o conjunto quociente de 𝐺𝑠 em 𝐺, e seja a órbita

𝒪(𝑠) = {𝑔𝑠 ; 𝑔 ∈ 𝐺} de 𝑠. Definindo

𝜙 : 𝐺/𝐺𝑠 → 𝒪(𝑠)

𝑔𝐺𝑠 ↦→ 𝑔𝑠,

teremos que 𝜙 é uma bijeção. De fato, temos que 𝜙 é bem definida e injetiva, pois sendo

𝑔, ℎ ∈ 𝐺, então

𝑔𝑠 = ℎ𝑠 ⇔ 𝑔𝑠 = (𝑔𝑔−1)ℎ𝑠 ⇔ 𝑔𝑠 = 𝑔(𝑔−1ℎ)𝑠 ⇔ 𝑠 = (𝑔−1ℎ)𝑠 ⇔ 𝑔−1ℎ ∈ 𝐺𝑠 ⇔ 𝑔𝐺𝑠 = ℎ𝐺𝑠.
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Além disso, 𝜙 é sobrejetiva, pois tomando 𝑦 ∈ 𝒪(𝑠), temos 𝑦 = 𝑔𝑠 para algum 𝑔 ∈ 𝐺, ou seja,

𝜙(𝑔𝐺𝑠) = 𝑔𝑠 = 𝑦.

Portanto, concluímos que (𝐺 : 𝐺𝑠) = |𝒪(𝑠)|.

Exemplo 3.0.23 (Cardinalidade de uma órbita em 𝑆3). Considere o grupo 𝑆3 agindo sobre si

mesmo por conjugação. Se tomarmos 𝑠 = (12), como 𝐺𝑠 = {𝑒,(12)}, teremos pelo Teorema

de Lagrange que (𝐺 : 𝐺𝑠) = 3, e assim, pelo teorema anterior (𝐺 : 𝐺𝑠) = |𝒪(𝑠)| = 3. A

saber, 𝒪(𝑠) = {(12),(13),(23)}.

Corolário 3.0.24. Seja 𝐺 um grupo finito e 𝐾 um subgrupo de 𝐺. Então

(𝑖) O número de elementos na classe de conjugação de 𝑥 ∈ 𝐺 é (𝐺 : 𝐶𝐺(𝑥)), o qual

divide |𝐺|.

(𝑖𝑖) (Equação de Classes) Se 𝒪(𝑥1),𝒪(𝑥2), . . . ,𝒪(𝑥𝑛), são as classes de conjugação

distintas, com 𝑥𝑖 ∈ 𝐺 para cada 𝑖, então

|𝐺| = |𝑍(𝐺)| +
∑︁

𝑥𝑖 /∈𝑍(𝐺)

(𝐺 : 𝐶𝐺(𝑥𝑖)).

Demonstração. (𝑖) Segue diretamente do Teorema 3.0.22, pois neste caso, como a ação é de

conjugação de 𝐺 é sobre si mesmo, então

𝐺𝑥 = {𝑔 ∈ 𝐺 ; 𝑔𝑥𝑔−1 = 𝑥} = {𝑔 ∈ 𝐺 ; 𝑔𝑥 = 𝑥𝑔} = 𝐶𝐺(𝑥).

(𝑖𝑖) Pelo Teorema 3.0.10 temos que a conjugação é uma relação de equivalência, assim,

como 𝒪(𝑥1),𝒪(𝑥2), . . . ,𝒪(𝑥𝑛) são as classes de conjugação distintas, temos que

𝐺 = 𝒪(𝑥1) ∪̇ 𝒪(𝑥2) ∪̇ . . . ∪̇ 𝒪(𝑥𝑛),

e portanto |𝐺| =
𝑛∑︀

𝑗=1

|𝒪(𝑥𝑗)|. Note que 𝑥 ∈ 𝑍(𝐺) se, e só se, 𝒪(𝑥) = {𝑥}. Assim, segue que

|𝒪(𝑥)| = 1, se 𝑧 ∈ 𝑍(𝐺), e |𝒪(𝑥)| > 1, se 𝑧 /∈ 𝑍(𝐺). Desse modo,

|𝐺| =
∑︁

𝑥𝑗∈𝑍(𝐺)

|𝒪(𝑥𝑗)| +
∑︁

𝑥𝑖 /∈𝑍(𝐺)

|𝒪(𝑥𝑖)|

= |𝑍(𝐺)| +
∑︁

𝑥𝑖 /∈𝑍(𝐺)

|𝒪(𝑥)|,

e pelo item (𝑖) deste corolário, obtemos
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|𝐺| = |𝑍(𝐺)| +
∑︁

𝑥𝑖 /∈𝑍(𝐺)

(𝐺 : 𝐶𝐺(𝑥𝑖)).
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4 TEOREMAS DE SYLOW

Neste capítulo, o ponto principal é fazer a análise sobre a validade de recíproca do

Teorema de Lagrange. O capítulo será dividido em três seções, na primeira, mostraremos que

a recíproca do resultado supracitado não é válida. Já na segunda, trataremos de 𝑝-grupos. Por

fim, na terceira faremos os resultados mais gerais que podem ser estabelecidos na direção da

recíproca em questão.

4.1 A Recíproca do Teorema de Lagrange

Quando temos um resultado matemático, é muito natural nos questionarmos sobre a vá-

lidade da recíproca do mesmo. Ao falar do Teorema de Lagrange, esta é um discussão bastante

ampla e que tem diversas implicações, como veremos ao longo deste capítulo.

Precisamente, quando nos questionamos sobre a recíproca do Teorema de Lagrange,

estamos interessados em responder o seguinte questionamento:

Dado um grupo 𝐺 e número natural 𝑘 que divide a ordem de 𝐺, sempre existe um subgrupo de

𝐺 de ordem 𝑘?

A resposta para essa pergunta é negativa. Como veremos no contra-exemplo a seguir.

Exemplo 4.1.1 (Não validade da recíproca do Teorema de Lagrange). Considere o grupo alter-

nado 𝐴4, o qual relembramos que é o subgrupo do grupo simétrico 𝑆4 formado pelas permuta-

ções pares. Temos que

|𝐴4| =
4!

2
= 12.

Suponha que existe um subgrupo 𝐻 de 𝐴4 de ordem 6. Então, pelo Teorema de Lagrange,

segue que (𝐴4 : 𝐻) = 2. Pela Proposição 2.4.9, podemos concluir que 𝐴4/𝐻 é um grupo. Seja

𝑔 ∈ 𝐴4 um elemento de ordem ímpar, então pelos Corolários 2.2.19 e 2.2.20 segue que

𝑔|𝑔| = 𝑒 ⇒ 𝑔|𝑔| = 𝑒 ⇒ |𝑔| | |𝑔|.

Por outro lado, como |𝐴4/𝐻| = 2, então 𝑔2 = 𝑒, e assim |𝑔| | 2. Como |𝑔| é ímpar, devemos ter

que |𝑔| = 1, ou seja, 𝑔 = 𝑒, e assim 𝑔 ∈ 𝐻 .

Como 𝐴4 contém 9 elementos de ordem ímpar, então 𝐻 teria pelo menos 9 elementos.

Absurdo, pois supomos que a ordem de 𝐻 é 6. Desse modo, não existe um subgrupo 𝐻 de 𝐴4

de ordem 6.
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4.2 𝑝-grupos

Nesta seção definiremos uma classe de grupos chamada 𝑝-grupos e apresentaremos

alguns resultados relacionados a estes grupos. Tais resultados serão fundamentais para a abor-

dagem dos Teoremas de Sylow, que serão vistos na terceira seção.

Iniciamos a seção com dois lemas.

Lema 4.2.1. Seja 𝑝 é um número primo e 𝑛 ≥ 1. Se um grupo 𝐻 de ordem 𝑝𝑛 age em um

conjunto finito 𝑋 , então 𝑋𝐻 := {𝑥 ∈ 𝑋 ; ℎ𝑥 = 𝑥,∀ℎ ∈ 𝐻} satisfaz |𝑋| ≡ |𝑋𝐻 | (mod 𝑝).

Demonstração. A partir do Teorema 3.0.10, a ação de 𝐻 em 𝑋 induz uma relação de equiva-

lência cujas classes são as órbitas. Assim, se 𝒪(𝑥1),𝒪(𝑥2), . . . ,𝒪(𝑥𝑘) são todas as classes

disjuntas, temos que

𝑋 = 𝒪(𝑥1) ∪̇ . . . ∪̇ 𝒪(𝑥𝑘), (2)

e assim,

|𝑋| =
𝑘∑︁

𝑖=1

|𝒪(𝑥𝑖)|.

Um fato é que 𝑥 ∈ 𝑋𝐻 se, e somente se, |𝒪(𝑥)| = 1, ou seja, 𝒪(𝑥) = {𝑥}. Desse fato

e pela Equação (2), temos

|𝑋| =
∑︁

𝑥𝑖∈𝑋𝐻

|𝒪(𝑥𝑖)| +
∑︁

𝑥𝑗 /∈𝑋𝐻

|𝒪(𝑥𝑗)| = |𝑋𝐻 | +
∑︁

𝑥𝑗 /∈𝑋𝐻

|𝒪(𝑥𝑗)|.

Para cada 𝑥𝑗 /∈ 𝑋𝐻 , temos pelo Teorema 3.0.22 que |𝒪(𝑥𝑗)| = (𝐻 : 𝐻𝑥𝑗
) = |𝐻|/|𝐻𝑥𝑗

|.
Como |𝐻| = 𝑝𝑛, pelo Teorema de Lagrange |𝒪(𝑥𝑗)| deve ser um divisor de 𝑝𝑛. Como os

divisores de 𝑝𝑛 são da forma 𝑝𝑚, com 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 e |𝒪(𝑥𝑗)| > 1, o menor valor de 𝑚 deve

ser 1, ou seja, devemos ter 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛. Assim, |𝒪(𝑥𝑗)| = 𝑝𝑚𝑗 , para algum 𝑚𝑗 ≥ 1, ou seja, 𝑝

divide |𝒪(𝑥𝑗)| para todo 𝑗.

Assim, |𝑋| = |𝑋𝐻 | + (𝑝𝑚1 + · · ·+ 𝑝𝑚𝑟). Como 𝑝𝑚1 + · · ·+ 𝑝𝑚𝑟 é múltiplo de 𝑝, temos

∑︁
𝑥𝑗 /∈𝑋𝐻

|𝒪(𝑥𝑗)| ≡ 0 (mod 𝑝).

Logo,

|𝑋| ≡ |𝑋𝐻 | (mod 𝑝),

e o resultado está provado.

Lema 4.2.2. Sejam 𝐺 um grupo abeliano finito e 𝑝 um número primo tal que 𝑝 | |𝐺|. Então,

existe 𝑎 ∈ 𝐺 de ordem 𝑝.

Demonstração. Como 𝑝 | |𝐺|, então |𝐺| = 𝑝𝑚, para algum 𝑚 ∈ Z. Mostraremos o resultado

por indução em 𝑚.
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Para 𝑚 = 1, temos |𝐺| = 𝑝, então como 𝐺 é finito de ordem prima, segue que 𝐺 é

cíclico pelo Corolário 2.3.21. Logo, existe 𝑎 ∈ 𝐺 tal que 𝐺 = ⟨𝑎⟩, e assim, |𝑎| = 𝑝.

Suponha o resultado válido para 𝑚 ≥ 1. Dado 𝑥 ∈ 𝐺 ∖ {𝑒}, denote 𝑟 = |𝑥|. Pelo

Teorema de Lagrange, segue que 𝑟 | |𝐺| = 𝑝𝑚.

Se 𝑝 | 𝑟, então 𝑎 = 𝑥𝑟/𝑝 satisfaz a condição desejada, pois (𝑥𝑟/𝑝)𝑝 = 𝑥𝑟 = 𝑒, ou seja,

|𝑎| = 𝑝. Agora, se 𝑝 ∤ 𝑟, então 𝑚𝑑𝑐(𝑝,𝑟) = 1 e pelo Lema de Gauss, devemos ter que 𝑟 | 𝑚.

Como 𝐺 é abeliano, pela Proposição 2.4.10, segue que ⟨𝑥⟩ ⊴ 𝐺 e assim, pela Proposição

2.4.11, concluímos que 𝐺/⟨𝑥⟩ é abeliano, e sua ordem é

𝑝𝑚

𝑟
= 𝑝

𝑚

𝑟
< 𝑝𝑚 = |𝐺|.

Por hipótese de indução, 𝐺/⟨𝑥⟩ possui um elemento de ordem 𝑝. Seja 𝑦 tal elemento. Logo,

𝑦𝑝 ∈ ⟨𝑥⟩, e como |𝑥| = 𝑟, temos 𝑒 = (𝑦𝑝)𝑟 = 𝑦𝑝𝑟 = 𝑦𝑟𝑝. Desse modo, |𝑦𝑟| = 𝑝, e tomando

𝑎 = 𝑦𝑟, concluímos a prova para este caso e a demonstração do lema.

O Teorema de Cauchy, que apresentaremos na sequência é um caso particular dos

Teoremas de Sylow, que veremos na próxima seção. Após o teorema, também faremos alguns

corolários bastante úteis na Teoria de Grupos Finitos.

Teorema 4.2.3 (Teorema de Cauchy). Sejam 𝐺 um grupo finito e 𝑝 um número primo tal que

𝑝 | |𝐺|. Então existe 𝑎 ∈ 𝐺 de ordem 𝑝.

Demonstração. Como 𝑝 | |𝐺|, segue que |𝐺| = 𝑝𝑚, para algum 𝑚 ∈ N. Provaremos o

resultado por indução em 𝑚.

Se 𝑚 = 1, então |𝐺| = 𝑝, e pelo Corolário 2.3.21, 𝐺 é cíclico. Desse modo, 𝐺 = ⟨𝑔⟩
para algum 𝑔 ∈ 𝐺, e temos |𝑔| = 𝑝.

Consideremos o resultado válido para 𝑚 ≥ 1. Pela Equação de Classes (Corolário

3.0.24), temos

|𝐺| = |𝑍(𝐺)| +
∑︁

ℎ/∈𝑍(𝐺)

(𝐺 : 𝐶𝐺(ℎ)).

Se 𝑝 | (𝐺 : 𝐶𝐺(ℎ)) para todo ℎ /∈ 𝑍(𝐺), então 𝑝 | |𝑍(𝐺)|. Como 𝑍(𝐺) é abeliano, e

pelo Lema 4.2.2, existe um elemento de ordem 𝑝 em 𝑍(𝐺) e o resultado está provado.

Agora, se existe ℎ /∈ 𝑍(𝐺) tal que 𝑝 ∤ (𝐺 : 𝐶𝐺(ℎ)), então de |𝐺| = |𝐶𝐺(ℎ)|(𝐺 : 𝐶𝐺(ℎ))

e 𝑝 | |𝐺|, concluímos que 𝑝 | |𝐶𝐺(ℎ)|. Como 𝐶𝐺(ℎ) ≤ 𝐺 e |𝐶𝐺(ℎ)| < |𝐺| (pois se |𝐶𝐺(ℎ)| =
|𝐺| ⇒ 𝐶𝐺(ℎ) = 𝐺 ⇒ ℎ ∈ 𝑍(𝐺)), então segue por hipótese de indução que 𝐶𝐺(ℎ) possui um

elemento de ordem 𝑝.

O resultado está provado.

A seguir, definimos uma importante classe de grupos.

Definição 4.2.4. Seja 𝑝 um número primo. Um grupo é chamado de 𝑝-grupo se a ordem de

cada elemento de 𝐺 é uma potência de 𝑝. Um subgrupo 𝐻 de 𝐺 é dito 𝑝-subgrupo de 𝐺, se

𝐻 é um 𝑝-grupo.
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Um fato bastante trivial, mas que vale a menção, é que ⟨𝑒⟩ é um 𝑝-subgrupo de 𝐺 para

todo primo 𝑝, pois |𝑒| = 1 = 𝑝0.

Corolário 4.2.5. Um grupo finito 𝐺 é um 𝑝-grupo se, e somente se, |𝐺| é uma potência de 𝑝.

Demonstração. Seja 𝐺 um 𝑝-grupo finito, e suponha que exista um número primo 𝑞, com 𝑞 ̸= 𝑝

tal que 𝑞 | |𝐺|. Pelo Teorema de Cauchy, 𝐺 contém um elemento de ordem 𝑞. Seja 𝑎 tal

elemento. Assim, |𝑎| = 𝑞. Como 𝐺 é 𝑝-grupo, todo elemento de 𝐺 tem como ordem uma

potência de 𝑝, ou seja, |𝑎| = 𝑝𝑛 para algum 𝑛 ∈ N. Daí, |𝑎| = 𝑝𝑛 = 𝑞, e como 𝑝 e 𝑞 são primos,

𝑝 = 𝑞. Portanto, |𝐺| é uma potência de 𝑝.

Reciprocamente, se |𝐺| = 𝑝𝑛 para algum 𝑛 ∈ N, e 𝑎 ∈ 𝐺, então pelo Teorema de

Lagrange temos que |𝑎| | |𝐺| = 𝑝𝑛. Como os únicos divisores de 𝑝𝑛 são da forma 𝑝𝑚, com

0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛, segue que |𝑎| = 𝑝𝑚. Portanto, todo elemento de 𝐺 possui como ordem uma

potência de 𝑝, segue que 𝐺 é um 𝑝-grupo.

Um resultado bastante direto será apresentado na sequência para fim de completude do

texto.

Corolário 4.2.6. Se 𝐺 é um 𝑝-grupo finito, e 𝐻 é subgrupo de 𝐺, então 𝐻 é 𝑝-subgrupo.

Demonstração. Seja 𝐺 um 𝑝-grupo e 𝐻 um subgrupo de 𝐺. Pelo Corolário 4.2.5, sabemos que

|𝐺| = 𝑝𝑛 para algum 𝑛 ∈ N. Pelo Teorema de Lagrange, sabemos que |𝐻| | |𝐺| = 𝑝𝑛, e

como os únicos divisores de 𝑝𝑛 são da forma 𝑝𝑚 com 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛, temos que |𝐻| = 𝑝𝑘, com

0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛. Novamente pelo Corolário 4.2.5, concluímos que 𝐻 é um 𝑝-subgrupo de 𝐺.

Para finalizar a seção, trazemos dois resultados que serão utilizados na próxima seção.

Lema 4.2.7. Se 𝐻 é um 𝑝-subgrupo de um grupo finito 𝐺, então

(𝐺 : 𝐻) ≡ (𝑁𝐺(𝐻) : 𝐻) (mod 𝑝).

Demonstração. Seja 𝑋 = 𝐺/𝐻 . Daí, |𝑋| = (𝐺 : 𝐻). Considere 𝐻 agindo em 𝑋 por trans-

lação a esquerda, ou seja, ℎ ∈ 𝐻 age em 𝑋 da seguinte forma: ℎ(𝑥𝐻) = (ℎ𝑥)𝐻 . Como

𝑋𝐻 = {𝑥𝐻 ∈ 𝑋 ; ℎ(𝑥𝐻) = 𝑥𝐻,∀ℎ ∈ 𝐻}, temos

𝑥𝐻 ∈ 𝑋𝐻 ⇔ ℎ(𝑥𝐻) = 𝑥𝐻,∀ℎ ∈ 𝐻

⇔ 𝑥−1ℎ𝑥𝐻 = 𝐻,∀ℎ ∈ 𝐻

⇔ 𝑥−1ℎ𝑥 ∈ 𝐻,∀ℎ ∈ 𝐻

⇔ 𝑥−1𝐻𝑥 = 𝐻

⇔ 𝑥 ∈ 𝑁𝐺(𝐻).
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Das equivalências acima, segue que uma classe lateral 𝑥𝐻 ∈ 𝑋𝐻 se, e só se, seu

representante 𝑥 pertence ao normalizador 𝑁𝐺(𝐻). Assim, |𝑋𝐻 | = (𝑁𝐺(𝐻) : 𝐻). Pelo Lema

4.2.1, |𝑋| ≡ |𝑋𝐻 | (mod 𝑝), e como |𝑋| = (𝐺 : 𝐻), então (𝐺 : 𝐻) ≡ (𝑁𝐺(𝐻) : 𝐻)

(mod 𝑝).

Corolário 4.2.8. Se 𝐻 é um 𝑝-subgrupo de um grupo finito 𝐺 tal que 𝑝 | (𝐺 : 𝐻), então

𝑁𝐺(𝐻) ̸= 𝐻 .

Demonstração. Como 𝑝 | (𝐺 : 𝐻), temos que 0 ≡ (𝐺 : 𝐻) (mod 𝑝). Pelo Lema 4.2.7,

0 ≡ (𝐺 : 𝐻) ≡ (𝑁𝐺(𝐻) : 𝐻) (mod 𝑝).

Como (𝑁𝐺(𝐻) : 𝐻) ≥ 𝑝 e 𝑝 > 1, temos que (𝑁𝐺(𝐻) : 𝐻) > 1. Assim,

(𝑁𝐺(𝐻) : 𝐻) =
|𝑁𝐺(𝐻)|

|𝐻|
> 1 ⇒ |𝑁𝐺(𝐻)| > |𝐻|.

Portanto, 𝑁𝐺(𝐻) ̸= 𝐻 .

4.3 Os Teoremas de Sylow

Nesta seção, apresentaremos os três teoremas de Sylow. Estes resultados levam o

nome do matemático norueguês Peter Ludwig Mejdell Sylow (1832–1918).

O primeiro destes três teoremas dá uma resposta positiva para a recíproca do Teorema

de Lagrange, no caso de uma potência de primo dividir a ordem de um grupo finito.

Teorema 4.3.1 (Primeiro Teorema de Sylow). Sejam 𝐺 um grupo de ordem 𝑝𝑛𝑚, onde 𝑝 é um

número primo, 𝑚,𝑛 ∈ N e 𝑚𝑑𝑐(𝑝,𝑚) = 1. Então, 𝐺 contém um subgrupo de ordem 𝑝𝑖 para

cada 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, e todo subgrupo de 𝐺 de ordem 𝑝𝑖 (𝑖 < 𝑛) é normal a algum subgrupo de

ordem 𝑝𝑖+1.

Demonstração. Provaremos o resultado por indução em 𝑖.

Para 𝑖 = 1, como 𝑝 | |𝐺|, então pelo Teorema de Cauchy existe elemento 𝑔 ∈ 𝐺 de

ordem 𝑝. Logo, ⟨𝑔⟩ é um subgrupo de 𝐺 com ordem 𝑝1.

Seja 1 ≤ 𝑖 < 𝑛 e suponha por hipótese de indução que existe 𝐻 ≤ 𝐺 com |𝐻| = 𝑝𝑖.

Temos que 𝑝 | (𝐺 : 𝐻), e pelo Lema 4.2.7 e Corolário 4.2.8, segue que

𝑝 | (𝑁𝐺(𝐻) : 𝐻) e 𝑁𝐺(𝐻) ̸= 𝐻.

Uma vez que 𝐻 ⊴ 𝑁𝐺(𝐻) e 𝑝 | |𝑁𝐺(𝐻)/𝐻|, segue novamente pelo Teorema de Cauchy que

𝑁𝐺(𝐻)/𝐻 contém um subgrupo de ordem 𝑝, que pelo Corolário 2.5.14, é da forma 𝐾/𝐻 , onde

𝐾 ≤ 𝑁𝐺(𝐻) e 𝐻 ⊆ 𝐾. Por 𝐻 ⊴ 𝑁𝐺(𝐻), em particular, 𝐻 ⊴ 𝐾, e pelo Teorema de Lagrange,
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obtemos

|𝐾| = |𝐻||𝐾/𝐻| = 𝑝𝑖𝑝 = 𝑝𝑖+1

e o resultado está provado.

Assim, o Primeiro Teorema de Sylow nos ajuda a garantir a existência de subgrupos

de certas ordens, a qual pode ser analisada a partir da decomposição da ordem do grupo em

fatores primos.

Exemplo 4.3.2 (Existência de subgrupos). Considere 𝐺 um grupo, com |𝐺| = 72. Como 72 =

23 · 32, pelo Primeiro Teorema de Sylow, temos que 𝐺 admite subgrupos de ordem 2, 4, 8, 3 e 9.

Corolário 4.3.3. Se 𝐺 é um grupo com |𝐺| ≤ 11 e 𝑑 | |𝐺|, então existe um subgrupo de 𝐺 de

ordem 𝑑.

Demonstração. Se |𝐺| = 1 o resultado é óbvio. Agora, se 2 ≤ |𝐺| ≤ 11, temos as seguintes

decomposições em fatores primos:

2, 3, 4 = 22, 5, 6 = 2 · 3, 7, 8 = 23, 9 = 32, 10 = 2 · 5, 11.

O resultado segue aplicando o Primeiro Teorema de Sylow.

Definição 4.3.4. Seja 𝐺 um grupo finito de ordem 𝑝𝑛𝑚, com 𝑛 ∈ N ∪ {0}, onde 𝑝 é primo e

𝑝 ∤ 𝑚. Um 𝑝-subgrupo de Sylow de 𝐺 é um subgrupo de 𝐺 com ordem 𝑝𝑛.

Outra forma de definir um 𝑝-subgrupo de Sylow, é dizer que um subgrupo 𝐻 de 𝐺 é um

𝑝-subgrupo de Sylow se 𝐻 é um 𝑝-subgrupo maximal de 𝐺.

Daí, temos que o Primeiro Teorema de Sylow garante a existência de ao menos um

𝑝-subgrupo de Sylow de 𝐺, como ilustramos no exemplo a seguir.

Exemplo 4.3.5 (𝑝-subgrupos de (Z100,+) ). Considere o grupo (Z100,+). Este grupo possui

ordem 100 = 22 · 52. Assim, um 2-subgrupo de Sylow é um subgrupo de ordem 4, bem como

um 5-subgrupo de Sylow é um subgrupo de ordem 25.

Proposição 4.3.6. Seja 𝐺 um grupo de ordem 𝑝𝑛𝑚, com 𝑝 primo, 𝑛 ∈ N e 𝑚𝑑𝑐(𝑚,𝑝) = 1.

Cada conjugado de um 𝑝-subgrupo de Sylow é um 𝑝-subgrupo de Sylow.

Demonstração. Seja 𝑆 um 𝑝-subgrupo de Sylow de 𝐺, e 𝑆 ′ = 𝑥−1𝑆𝑥 um conjugado de 𝑆, onde

𝑥 ∈ 𝐺. Pela Proposição 3.0.6, temos que 𝑆 ∼= 𝑆 ′, e assim, |𝑆 ′| = |𝑆|. Como 𝑆 é 𝑝-subgrupo

de Sylow, |𝑆| = 𝑝𝑛, e logo, |𝑆 ′| = 𝑝𝑛, o que prova que 𝑆 ′ é um 𝑝-subgrupo de Sylow.

Como uma recíproca a proposição anterior, temos o Segundo Teorema de Sylow.

Teorema 4.3.7 (Segundo Teorema de Sylow). Sejam 𝑃1 e 𝑃2 dois 𝑝-subgrupos de Sylow de um

grupo finito 𝐺. Então, 𝑃1 e 𝑃2 são subgrupos conjugados de 𝐺.
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Demonstração. Se 𝑝 ∤ |𝐺|, então o único subgrupo com ordem potência de 𝑝 é {𝑒}. Assim,

𝑃1 = 𝑃2 = {𝑒}. Como 𝑔{𝑒}𝑔−1 = {𝑒}, para todo 𝑔 ∈ 𝐺, segue que 𝑃1 e 𝑃2 são conjugados.

Se 𝑝 | |𝐺|, seja 𝑋 o conjunto das classes laterais à esquerda de 𝑃1 em 𝐺, ou seja, 𝑋 =

{𝑔𝑃1 ; 𝑔 ∈ 𝐺}. Assim, |𝑋| = (𝐺 : 𝑃1). Considere 𝑃2 agindo sobre 𝑋 por translação à

esquerda, isto é,

𝑦(𝑥𝑃1) = (𝑦𝑥)𝑃1,

para todo 𝑦 ∈ 𝑃2. Seja 𝑋𝑃2 = {𝑥𝑃1 ∈ 𝑋 ; ℎ(𝑥𝑃1) = 𝑥𝑃1,∀ℎ ∈ 𝑃2}. Pelo Lema 4.2.1, segue

que |𝑋| ≡ |𝑋𝑃2 | (mod 𝑝). Como 𝑝 ∤ (𝐺 : 𝑃1), pois caso contrário 𝑃1 não seria 𝑝-subgrupo de

Sylow, temos que |𝑋𝑃2| ≠ 0. Então, existe 𝑥𝑃1 ∈ 𝑋𝑃2 . Assim,

𝑦(𝑥𝑃1) = 𝑥𝑃1,∀𝑦 ∈ 𝑃2 ⇒ 𝑥−1𝑦(𝑥𝑃1) = 𝑃1,∀𝑦 ∈ 𝑃2

⇒ 𝑥−1𝑦𝑥 ∈ 𝑃1,∀𝑦 ∈ 𝑃2.

Pela Proposição 3.0.6, 𝑥−1𝑃2𝑥 ∼= 𝑃2, o que implica |𝑥−1𝑃2𝑥| = |𝑃2|. Como 𝑃1 e 𝑃2 são

𝑝-subgrupos de Sylow, temos |𝑃1| = |𝑃2|. Sendo 𝑥−1𝑃2𝑥 um subgrupo de 𝑃1 com a mesma

ordem, segue que 𝑥−1𝑃2𝑥 = 𝑃1, mostrando que 𝑃1 e 𝑃2 são conjugados.

O Segundo Teorema de Sylow nos traz uma visão para a estrutura interna do grupo,

garantindo que os 𝑝-subgrupos de Sylow não sejam objetos isolados ou diferentes entre si.

Assim, o Primeiro Teorema de Sylow garante a existência desses subgrupos, e o Segundo

Teorema de Sylow prova que todos eles pertencem a uma única classe de conjugação.

Exemplo 4.3.8 (𝑝-subgrupos conjugados de 𝐴4). Considere o grupo alternado 𝐴4. Como

|𝐴4| = 12, temos que os 3-subgrupos de Sylow são subgrupos de ordem 3. Tomando

𝑃1 = ⟨(123)⟩ = {𝑒, (123), (132)}, ao conjugar 𝑃1 por 𝑔 = (234), obtemos

𝑔𝑃1𝑔
−1 = {𝑔𝑒𝑔−1, 𝑔(123)𝑔−1, 𝑔(132)𝑔−1} = {𝑒, (124), (142)}.

Sendo 𝑃2 := {𝑒, (124), (142)}, temos 𝑃2 outro 3-subgrupo de Sylow de 𝐴4.

Vale destacar o seguinte caso particular do Segundo Teorema de Sylow:

Corolário 4.3.9. Sejam 𝐺 um grupo finito e 𝑝 um número primo. Um 𝑝-subgrupo de Sylow 𝑆 de

𝐺 é normal se, e somente se, 𝑆 é o único 𝑝-subgrupo de Sylow de 𝐺.

Demonstração. Seja 𝑆 um 𝑝-subgrupo de Sylow que é normal em 𝐺, e 𝑆 ′ outro 𝑝-subgrupo

de Sylow de 𝐺. Pelo Segundo Teorema de Sylow, 𝑥𝑆𝑥−1 = 𝑆 ′, para todo 𝑥 ∈ 𝐺. Como 𝑆 é

normal, 𝑥𝑆 = 𝑆𝑥, e assim, 𝑆𝑥𝑥−1 = 𝑆 ′, ou seja, 𝑆 = 𝑆 ′.

Reciprocamente, suponha que 𝑆 seja o único 𝑝-subgrupo de Sylow de 𝐺. Para qualquer

𝑥 ∈ 𝐺, o conjugado 𝑥𝑆𝑥−1 é um subgrupo de 𝐺 com |𝑥𝑆𝑥−1| = |𝑆|, pelas Proposições 4.3.6

e 3.0.6. Assim, 𝑥𝑆𝑥−1 também é um 𝑝-subgrupo de Sylow de 𝐺. Pela hipótese de unicidade,

devemos ter 𝑥𝑆𝑥−1 = 𝑆 para todo 𝑥 ∈ 𝐺, o que implica que 𝑆 é normal em 𝐺.
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Exemplo 4.3.10. Sejam o grupo 𝑆3, e os 2-subgrupos de Sylow de 𝑆3 dados por 𝑆1 = {𝑒, (12)},

𝑆2 = {𝑒, (13)} e 𝑆3 = {𝑒, (23)}. Pelo Corolário anterior, como não existe um único 2-subgrupo

de Sylow de 𝑆3, temos que nenhum destes subgrupos é normal em 𝑆3.

Antes de enunciar o Terceiro Teorema de Sylow, precisaremos de uma caracterização

para o número de 𝑝-subgrupos de Sylow de um grupo. Isso será feito no próximo resultado.

Corolário 4.3.11. Sejam 𝐺 um grupo finito e 𝑝 um número primo. Se 𝑆 é um 𝑝-subgrupo de

Sylow de 𝐺, então o número de 𝑝-subgrupos de Sylow é dado por (𝐺 : 𝑁𝐺(𝑆)).

Demonstração. Seja 𝑆 é um 𝑝-subgrupo de Sylow de 𝐺. Denotamos por 𝑋 o conjunto de todos

os 𝑝-subgrupos de Sylow de 𝐺. Pelo Segundo Teorema de Sylow, qualquer outro 𝑝-subgrupo

de Sylow de 𝐺 é conjugado a 𝑆. Assim, 𝑋 = {𝑔𝑆𝑔−1 ; 𝑔 ∈ 𝐺}. Ou seja, 𝑋 é a órbita de 𝑆

sob a ação de conjugação de 𝐺 sobre o conjunto de seus subgrupos. Pelo Teorema 3.0.22, o

número de elementos em uma órbita é dado pelo índice do estabilizador do elemento em 𝐺.

Neste caso, o estabilizador do subgrupo 𝑆 é o seu normalizador 𝑁𝐺(𝑆). Portanto, o número de

𝑝-subgrupos de Sylow é (𝐺 : 𝑁𝐺(𝑆)).

Exemplo 4.3.12 (Número de 2-subgrupos em 𝑆3). Seja o grupo 𝑆3 e o subgrupo 𝑆 = {𝑒, (12)}.

Verifica-se facilmente que 𝑁𝑆3(𝑆) = 𝑆, e assim, (𝑆3 : 𝑁𝑆3(𝑆)) = 6
2
= 3. Pelo Corolário

anterior, temos que o número de 2-subgrupos de Sylow de 𝑆3 é 3. A saber, são os subgrupos

explicitados no Exemplo 4.3.10.

Notação 4.3.13. Denotaremos o número de 𝑝-subgrupos de Sylow de um grupo finito 𝐺 por 𝑛𝑝.

Com a notação acima, o Corolário 4.3.9 afirma que 𝑛𝑝 = (𝐺 : 𝑁𝐺(𝑆)).

Na sequência, apresentamos o Terceiro Teorema de Sylow, o qual descreve duas pro-

priedades aritmétricas simples de 𝑛𝑝.

Teorema 4.3.14 (Terceiro Teorema de Sylow). Se 𝐺 é um grupo finito e 𝑝 um número primo,

então o número de 𝑝-subgrupos de Sylow de 𝐺 divide |𝐺| e é da forma 𝑘𝑝 + 1, para algum

𝑘 ∈ N ∪ {0}. Em outros termos, é válido que:

(𝑖) 𝑛𝑝 | |𝐺|;

(𝑖𝑖) 𝑛𝑝 ≡ 1 (mod 𝑝).

Demonstração. Se 𝑝 ∤ |𝐺|, então 𝑛𝑝 = 1 e (𝑖) e (𝑖𝑖) estão provados.

Se 𝑝 | |𝐺|, pelo Corolário 4.3.11 segue que 𝑛𝑝 = (𝐺 : 𝑁𝐺(𝑆)), onde 𝑆 é um 𝑝-

subgrupo de Sylow de 𝐺 (que existe pelo Primeiro Teorema de Sylow). Como 𝐺 é finito, temos

que (𝐺 : 𝑁𝐺(𝑆)) | |𝐺|, ou seja, 𝑛𝑝 | |𝐺| e (𝑖) está provado. Para (𝑖𝑖), considere 𝑋 o conjunto

de todos os 𝑝-subgrupos de Sylow de 𝐺, e também 𝑃 um 𝑝-subgrupo de Sylow de 𝐺 agindo

em 𝑋 por conjugação. Então, pelo Lema 4.2.1, temos que

|𝑋| ≡ |𝑋𝑃 | (mod 𝑝),
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onde 𝑋𝑃 = {𝑇 ∈ 𝑋 ; 𝑥𝑇𝑥−1 = 𝑇,∀𝑥 ∈ 𝑃}. Se 𝑄 ∈ 𝑋𝑃 , então 𝑥𝑄𝑥−1 = 𝑄 para todo

𝑥 ∈ 𝑃 , isto é, 𝑃 ≤ 𝑁𝐺(𝑄) = {𝑔 ∈ 𝐺 ; 𝑔𝑄𝑔−1 = 𝑄}. Como 𝑃 e 𝑄 são 𝑝-subgrupos de Sylow

de 𝐺, então são também 𝑝-subgrupos de Sylow de 𝑁𝐺(𝑄). Pelo Segundo Teorema de Sylow,

𝑃 e 𝑄 são conjugados em 𝑁𝐺(𝑄). Como 𝑄 ⊴ 𝑁𝐺(𝑄), segue do Corolário 4.3.9 que 𝑃 = 𝑄.

Logo, |𝑋𝑃 | = 1 e 𝑛𝑝 = |𝑋| ≡ |𝑋𝑃 | = 1 (mod 𝑝), e o resultado está provado.

O Terceiro Teorema de Sylow ajuda na restrição aritmética que limita as possibilidades

para a quantidade de 𝑝-subgrupos de Sylow dentro de um grupo finito ao determinar que o

número 𝑛𝑝 deve ser simultaneamente um divisor da ordem do grupo e congruente a 1 (mod 𝑝).

O teorema fornece um filtro rigoroso que frequentemente reduz as opções a um valor único.

Nos casos em que se encontrar 𝑛𝑝 = 1, a unicidade garante a normalidade do sub-

grupo, permitindo identificar a existência de subgrupos normais não triviais. Esta situação é

exemplificada a seguir.

Exemplo 4.3.15 (Não Simplicidade de Grupos de Ordem 15). Não existe grupo simples de

ordem 15. De fato, seja 𝐺 um grupo tal que |𝐺| = 15 = 3 ·5. Vamos analisar os 5-subgrupos de

Sylow. De acordo com o Terceiro Teorema de Sylow 𝑛5 | 15. Os divisores de 15 são 1, 3, 5, 15.

Também, como 𝑛5 ≡ 1 (mod 5), temos que 𝑛5 ∈ {1, 6, 11, 16, . . . }. O único valor que satisfaz

ambas as condições é 𝑛5 = 1. Pelo Corolário 4.3.9, como existe um único 5-subgrupo de Sylow,

ele deve ser normal em 𝐺. Como a ordem deste subgrupo é 5, ele é um subgrupo próprio e não

trivial, e portanto 𝐺 não é simples.

Exemplo 4.3.16 (Não Simplicidade de Grupos de Ordem 56). Não existe grupo simples de

ordem 56.

De fato, seja 𝐺 um grupo tal que |𝐺| = 56 = 23 · 7. Assim, os 𝑝-subgrupos de Sylow

de 𝐺 são os 2-subgrupos de Sylow de ordem 8 e os 7-subgrupos de Sylow de ordem 7. Vamos

aplicar o Terceiro Teorema de Sylow para encontrar 𝑛2 e 𝑛7.

Temos que 𝑛7 | 56 e 𝑛7 ≡ 1 (mod 7). Os divisores de 56 são 1, 2, 4, 7, 8, 14, 28 e 56, e

por outro lado, devemos ter 𝑛7 ∈ {1, 8, 15, 22, . . . }, ou seja, 𝑛7 = 1 ou 𝑛7 = 8.

Se 𝑛7 = 1, temos que o 7-subgrupo de Sylow é normal, e portanto 𝐺 não é simples.

Se 𝑛7 = 8, então existem 7-subgrupos de Sylow, 𝑆1, . . . , 𝑆8. Visto que cada 𝑆𝑖 possui

ordem prima 7, seus únicos subgrupos possíveis são os triviais. Desse modo, a interseção

𝑆𝑖 ∩ 𝑆𝑗 para 𝑖 ̸= 𝑗 é um subgrupo de ambos e, como eles são distintos, então 𝑆𝑖 ∩ 𝑆𝑗 = {𝑒}.

Assim, existem 8 · 6 = 48 elementos distintos de ordem 7 e restam 8 elementos que não

possuem ordem 7. Mas observe que temos a existência de ao menos um 2-subgrupo de Sylow

de ordem 8, o qual deverão fazer parte esses elementos restantes. Daí, existe apenas um 2-

subgrupo de Sylow, que será normal em 𝐺.

Portanto, 𝐺 não é simples.
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

As abordagens desenvolvidas ao longo deste trabalho, iniciando pelos conceitos ele-

mentares da Teoria dos Grupos, passando pelo estudo do Teorema de Lagrange e avançando

para as ações de grupos, permitiram construir uma base teórica sólida para alcançar o objetivo

principal desta pesquisa, o estudo dos Teoremas de Sylow. Além disso, os resultados obtidos

evidenciam que os Teoremas de Sylow desempenham papel central na Teoria dos Grupos, uma

vez que permitem não apenas a existência de determinados subgrupos, mas também a investi-

gação sobre sua quantidade e conjugação.

A produção deste trabalho proporcionou um significativo amadurecimento no campo da

matemática pura e no desenvolvimento do rigor lógico, consolidando uma base sólida para

estudos futuros em Álgebra Abstrata. Ademais, o texto foi estruturado com o propósito de servir

como material de apoio e acessível, servindo como uma ferramenta de consulta para outros

estudantes de graduação que enfrentam as dificuldades naturais no primeiro contato com as

estruturas algébricas.

Um dos problemas no estudo de grupos finitos consiste em determinar, dado um grupo

𝐺 de ordem 𝑛, se ele possui subgrupos normais não triviais. Nesse contexto, a teoria desenvol-

vida ao longo do trabalho permite analisar casos particulares e contribuir para a classificação

de grupos simples de ordem ≤ 60. Como exemplificado ao final do trabalho, nos casos dos gru-

pos de ordem 15 e 56, os Teoremas de Sylow fornecem ferramentas fundamentais para essa

investigação. No segundo caso, embora os teoremas não forneçam imediatamente a conclusão

desejada, uma contagem adequada dos subgrupos de Sylow permite obter o resultado.
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