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RESUMO

Este trabalho apresenta resultados centrais da Teoria de Grupos e desenvolve um estudo so-
bre os Teoremas de Sylow no contexto da Algebra Abstrata. Inicialmente, sdo introduzidos os
conceitos fundamentais relacionados a estrutura de grupos, incluindo definicoes, propriedades
basicas, subgrupos e classes laterais. A partir desses conceitos, aborda-se o Teorema de La-
grange e algumas de suas consequéncias para o estudo de grupos finitos. Também aborda-se
subgrupos normais, grupos quocientes e homomorfismos. Em seguida, introduz-se o conceito
de acao de grupos sobre conjuntos, ferramenta essencial para a demonstracao e compreensao
dos trés Teoremas de Sylow, permitindo analisar de maneira mais profunda a estrutura interna
dos grupos. Com base nessa construcao teorica, o trabalho investiga as condicdes de existén-
cia, conjugacgao e quantidade dos p-subgrupos de Sylow. Dessa forma, os Teoremas de Sylow
mostram-se fundamentais para o desenvolvimento da Teoria de Grupos, ampliando significati-
vamente os resultados obtidos a partir do Teorema de Lagrange e contribuindo para o estudo
das estruturas algébricas abstratas.

Palavras-chave: grupos; teorema de lagrange; p-grupos; teoremas de sylow.



ABSTRACT

This work presents central results in Group Theory and develops a study of Sylow’s Theorems
in the context of Abstract Algebra. Initially, the fundamental concepts related to the structure
of groups are introduced, including definitions, basic properties, subgroups, and cosets. Based
on these concepts, Lagrange’s Theorem and some of its consequences for the study of finite
groups are discussed. Normal subgroups, quotient groups, and homomorphisms are also ad-
dressed. Next, the concept of group actions on sets is introduced, an essential tool for proving
and understanding the three Sylow Theorems, allowing a deeper analysis of the internal struc-
ture of groups. Based on this theoretical framework, the work investigates the conditions for the
existence, conjugacy, and number of Sylow p-subgroups. Thus, Sylow’s Theorems prove to be
fundamental to the development of Group Theory, significantly extending the results obtained
from Lagrange’s Theorem and contributing to the study of abstract algebraic structures.

Keywords: groups; lagrange’s theorem; p-groups; sylow’s theorems.
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1 INTRODUCAO

A Algebra é uma area da Matematica que se dedica ao estudo das chamadas Estruturas
Algébricas, que generalizam as propriedades matematicas de conjuntos nimericos e suas ope-
ragbes, para conjuntos mais abstratos. Neste contexto, destacam-se as estruturas de Grupos,
Anéis, Corpos, Médulos, dentre outras.

Em relacdo a Teoria de Grupos, cujo objetivo é estudar propriedades de conjuntos muni-
dos de uma operagao binaria, um resultado de grande destaque é o Teorema de Lagrage. Neste
contexto, se H é um subgrupo de GG um grupo finito, tal teorema apresenta uma relagdo entre
0 numero de elementos de H e o nimero de elementos de (=, mais precisamente, o resultado
afirma que a ordem de H divide a ordem de G.

Naturalmente, surge o questionamento se a reciproca deste teorema é verdadeira. A
resposta para esta pergunta é o principal objetivo deste trabalho. Isto é, busca-se uma resposta
para o seguinte problema: Dado um numero natural k que divide a ordem de G, existe um
subgrupo H de G de ordem k?

A reciproca do Teorema de Lagrange falha, fato que pode ser verificado no grupo alter-
nado A4, que é um grupo de ordem 12, o qual ndo admite subgrupos de ordem 6. Diante disso,
temos os Teoremas de Sylow. Desenvolvidos pelo matematico noruegués Peter Ludwig Mejdell
Sylow em 1872, trés teoremas estabelecem uma reciproca parcial do Teorema de Lagrange,
sendo o primeiro da existéncia de p-subgrupos de Sylow, o segundo sobre a conjugacao destes
p-subgrupos e o terceiro para a quantidade de p-subgrupos.

No Capitulo 2 deste trabalho, trataremos dos conceitos basicos a respeito da Teoria de
Grupos, estabelecendo suas definicoes e propriedades fundamentais. O intuito de tal capitulo é
estabelecer firmemente o contexto tedrico, bem como determinar notacoes e resultados basicos
necessarios, de modo a deixar o texto o mais completo e independente possivel.

Em particular, na Segéo 2.3 apresentaremos 0s conceitos de classes laterais e conjunto
quociente, culminando no Teorema de Lagrange e sua demonstracdo. Este resultado classico
€ fundamental para o trabalho, pois estabelece a motivagdo dos Teoremas de Sylow, que se-
rao explorados mais adiante no texto. Vale destacar que o teorema € atribuido ao matematico
italiano (naturalizado francés) Joseph Louis Lagrange (1736—1813).

No Capitulo 3, estabeleceremos a teoria de acdo de um grupo sobre um conjunto, in-
troduzindo conceitos essenciais como orbitas, estabilizadores e conjugacgdes, que fornecerdo o
suporte necessario para os resultados subsequentes.

Ja no Capitulo 4, trataremos dos Teoremas de Sylow, que constituem um resultado mais
geral que se aproxima da reciproca do Teorema de Lagrange. Mais especificamente, garantire-
mos que, para qualquer divisor primo p da ordem de um grupo finito (&, existe um p-subgrupo
de Sylow de ordem p™, onde n é tal que p™ divide a ordem de . Além disso, mostraremos que
todos 0s p-subgrupos de Sylow de um grupo sao conjugados entre si no Segundo Teorema de
Sylow. Finalmente, o Terceiro Teorema de Sylow estabelecera uma condi¢ao sobre o nimero de



10

tais subgrupos, mostrando que essa quantidade é um divisor da ordem do grupo € congruente
a 1 médulo p.

Os Teoremas de Sylow, embora fundamentais na Teoria de Grupos Finitos, sao geral-
mente abordados apenas em cursos mais avangados de Algebra Abstrata, como em nivel de
pbds-graduacdo. Diante disso, pretende-se apresentar estes teoremas de uma forma mais ele-
mentar, com uma maior clareza e riqueza de detalhes do que é geralmente encontrado na
literatura basica sobre o tema.

Este trabalho foi desenvolvido com o propdsito de estudar os Teoremas de Sylow e sua
relevancia na Teoria de Grupos. Convém esclarecer que o objetivo final ndo é trazer contribui-
coes inéditas para a Algebra Abstrata ja existente, mas sim expor detalhadamente o contetido
tedrico e apresentar exemplos claros de como esses teoremas sao aplicados na resolucao de
problemas estruturais.
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2 GRUPOS

Neste capitulo, abordaremos alguns conceitos e propriedades referentes a estrutura de
um grupo, objeto fundamental para o propésito deste Trabalho de Conclusédo de Curso. As re-
feréncias seguidas foram as obras (Garcia; Lequain, 2013) e de (Gongalves, 1999), e as notas
de aula de (Ikenaga, 2018) e (Milne, 2025), as quais podem ser utilizadas para uma abordagem
mais ampla sobre o tema.

2.1 Definicdo e Exemplos de Grupos

Apresentaremos ao longo desta sec¢éo, a definicdo de grupos e faremos alguns exemplos
desta estrutura, dos quais grande parte serdo utilizados nas préximas secoes e nos Capitulos
3ed.

Defini¢ao 2.1.1. Seja G um conjunto ndo vazio, munido de uma operagao binaria

GxG — (
(a,b) a-b

O par (G, -) é um grupo se sdo validas as seguintes propriedades:
(z) A operagao é associativa, ou seja,
a-(b-c)=(a-b)-c,

para todos a, b, c € G.

(12) Existe elemento neutro em G, ou seja, existe ¢ € G tal que

para todo a € G.

(12¢) Todo elemento de G possui um inverso, ou seja, para todo a € G, existe b € G tal que

a-b=b-a=ce.

Muitas vezes, quando nao houver possibilidade de confusdo, denotaremos um grupo
(G, -) apenas por GG, omitindo a operagéo -. Além disso, em muitos casos, escreveremos apenas
abaoinvés de a - b.

Antes de apresentarmos exemplos de grupos, definimos uma classe especial de grupos.
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Definicdo 2.1.2. Dizemos que um grupo (G, -) é abeliano se a operagdo - em G é comutativa,
ou seja, é valido que
a-b=>b-a

para todos a,b € G.

Exemplo 2.1.3 (Grupos aditivos de conjuntos numéricos). Os pares
(Z,+), (Q4), (R+) e (C+),

onde + é a operagéo usual de somaem Z, Q, R e C, respectivamente, sdo grupos.

De fato, se X = Z, Q, R ou C, a soma de dois nimeros pertencentes a X também
pertence a X, isto é, a operagao é fechada na estrutura. Além disso, a soma de numeros
pertecentes a X é associativa, o nimero 0 € X é o elemento neutro, e o inverso de um
elementoa € X é —a € X.

Exemplo 2.1.4 (Estruturas que ndo séo grupos). O par (Z,-), onde - é a operagdo de multipli-
cagao usual dos numeros inteiros, ndo € um grupo pois nao cumpre a propriedade do elemento
inverso. De fato, o elemento 2 € Z néo possui inverso multiplicativo em Z, pois % ¢ Z. Analo-
gamente, (N,+) também nao é um grupo.

Exemplo 2.1.5 (Grupo aditivo dos inteiros médulo n). Sejan € N. Considere o conjunto
Z,={0,1,...,n—1}
dos inteiros médulo n. O par (Z,,,+), onde

+: Ly XZy — Ly

(,y) = x+y

€ um grupo abeliano finito com n elementos.

Com efeito, dados =, %, z,w € Z,, observe inicialmente que a operacdo esta bem defi-

nida pois
T=7 e z=w=z=y (modp) e z=w (mod p)
=zr+z=y+w (modp)
> Tr+z=y+w.
Também,

@T+y)+z=@F+y+z=(@+y)+tz=z+y+2)=T+@W+z2) =7+ {FY+72),



13

o que implica que a associatividade é valida. Além disso, o elemento neutro é 0, uma vez que

Z+0=2+0=2=0+2=0+7.
O inverso de T é o elemento —x, pois

T4+ —z=x+(-2)=0

I
|
=
_|_
2
Il
|
2
+
2

Por fim, a operagéo € comutativa, ja que

THy=rty=y+tr=y+T
A seguir, mostramos a unicidade do elemento neutro e do elemento inverso na estrutura
de grupo.
Proposicao 2.1.6. Seja G um grupo. Entdo:
(i) O elemento neutro de G é tnico.

(17) O elemento inverso de um elemento g € G € Unico.

Demonstragdo. Para mostrar o item (i), suponha que e, ¢’ € GG sdo elementos neutros de G.
Entéo, temos que

Agora, para mostrar o item (ii), tomemos a € G e sejam b, b’ € G dois elementos inversos de
a. Entdo, segue que

b=b-e=b-(a-b)=(b-a)-b =€-V =V

Pela proposi¢éo anterior, faz sentido a seguinte notacéo:

Notacao 2.1.7. Dado um grupo GG e a € G, denotaremos o Unico elemento inverso de a por
a L.
Na sequéncia, apresentaremos algumas propriedades de grupos.

Proposicao 2.1.8. Seja G um grupo e a,b,c € G. Entdo:
(i) (a-b)t=0b"1-al.

(ir) (aH) ! =a.

(1ii) Seab = ac, entdob = c.
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(iv) Seba = ca, entdob = c.
As propriedades (iii) e (iv) sdo chamadas de Leis do Cancelamento.

Demonstracdo. Sejam a,b,c € G. Temos que

(b ta Y (ab) = (bra Ha)b = (b a"a))b= (b"'e)b=b""b=e,
e também

(ab)(b"'a™) = a(b(b™'a™) = a((b'b)a™") = a(ea™) = aa™* = e,

assim, temos que b~'a~! é um inverso de ab. Pela unicidade do elemento inverso, concluimos
que (a-b)~' =b"1-a!, e oitem (i) esta provado.
Para provar o item (i7), note que

e novamente pela unicidade do elemento inverso, segue que (a~!)~! = a.
Para (iii), temos que

ab=ac = a '(ab) = a '(ac) = (e ra)b = (a ta)c=>eb=ec=b=rc.

O item (iv) pode ser demonstrado de modo anélogo ao item (7). O
A préxima definicao diz respeito ao numero de elementos de um grupo.

Definicao 2.1.9. A cardinalidade de G, ou seja, a quantidade de elementos de G, é chamada
ordem de G, e a denotamos por |G|. Ademais, um grupo G é dito finito se |G| é finita, caso
contrario, dizemos que G é infinito.

O préximo exemplo sera uma fonte rica para a teoria, uma vez que sera utilizado como
contra-exemplo para mostrar que a reciproca do Teorema de Lagrange, que sera visto mais

adiante, ndo é valida.

Exemplo 2.1.10 (Grupo simétrico). Seja S um conjunto ndo vazio e seja G o conjunto das
fungdes bijetivas de S em S, ou seja,

G={f:5—S5; fénbijetiva}.
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Se considerarmos o a operac¢ao de composi¢ado de fungoes, isto é,

o: GxG — (G
(9.f) = gof

entdo (G,o) é um grupo tendo a fungéo identidade como elemento neutro. Chamamos esse
grupo de grupo das permutacdes do conjunto S.

Se S ={1,2,...,n}, denotamos o grupo G por S,,, e o chamamos de grupo simétrico
de grau n. Como S,, é um grupo de permutacdes entre n elementos, S, tera n! elementos, em
Sn| = nl.

Os grupos S,,, com n > 3, sdo grupos ndo abelianos. De fato, considerando f,g € S,,,

outras palavras,

definidas por

(
( 2, sex =1,
2, sex =1,
3, sex =2
fl)=11, sex=2 e g(x)=
1, sex=3
r, sed <x<n,
N 75 sed <z <n,

temos que

ouseja,go f # fog.
Usualmente, denotamos f € .S,, como

f) f2) f3) ... fn)

1 2 3 f 1 2 3 3 1 2 3
1 2 3 213 1 3 2

123 B 123 123
fs = =t fa= =f e f= = J1
321 2 31 31 2
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Definicao 2.1.11. Seja S um conjunto finito. Um r-ciclo é uma permutacdo o para a qual exis-

tem r elementos distintos 71, 79, . . . , %, € S tais que:
0'(2.1) :ig, O'(ig) :Z"g,, ceey O'(Z'rfl) :ir, U(’ir) :il,

enquanto o fixa todos os demais elementos de S. Este ciclo serd denotado por (i; iz ... i,).
Dai, temos uma notacdo mais simples para os grupos simétricos de grau n.

Exemplo 2.1.12 (Elementos de S5 escritos como ciclos). Podemos denotar os elementos do
grupo Ss como e, fi = (12), fo = (23), fs = (13), fa = (132) e f5 = (123).

Observacio 2.1.13. E importante destacar que nem todo elemento de um grupo simétrico .S,, é
um Unico ciclo. O grupo S3 se trata de um caso particular devido a sua ordem. A partir do grupo
Sy, passamos a encontrar permutagdes que ndo sao ciclos, como por exemplo a permutagao
o = (12)(34) € Sy. Para um melhor aprofundamento em relagdo aos ciclos, indicamos a obra
(Andrade, 2021).

A seguir, trataremos de matrizes.

Exemplo 2.1.14 (Grupo aditivo das matrizes). Sejam m e n dois nimeros inteiros positivos, e
X =7Z,Q, R ou C. Uma matriz A, m por n sobre X é dada por m x n entradas a;; € X,
com1l <i<m,1 <35 < nagrupados em m linhas e n colunas, e sera representada como:

ayp a2 - Aip

g1 Qg2 - A2
A = (ai)i; =

Qm1 Am2 Amp

Denotaremos por M., «,,(X) o conjunto de todas as matrizes m x n sobre X. No caso
onde m = n denotaremos M,,«,(X) = M, (X).

Podemos definir sobre M,,,«,,(X) a operagdo de soma de matrizes da seguinte forma:
se A = (ai;)i;, B=(bij)ij € Myxn(X), entdo A+ B éamatriz C = (¢;;)i; € M,un(X) tal
que, para cada par (z,7), temos ¢;; = a;j + b;;.

Temos que (M,,,x,(X),+) é um grupo abeliano.

Com efeito, primeiramente mostraremos que a operagdo é associativa. Tomando A =
(aij)ig, B = (bij)ig, C = (Cij)ij, € Mimxn(X), temos
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(A+ B) +C = ((aij)ij + (bij)ig) + (cij)ig = ((aij + bij)ig) + (cij)ij
= ((ai; +big) + cij)ig = (aiz + (bij + ¢ij))ij
= (aij)ij + ((bij + ci)ig) = (aij)ij + ((bij)iy + (cij)ij)

—A+(B+0).

O elemento neutro deste grupo é a matriz nula de M,,,«,,(X'), dada por

(055)i5 =

Ja o inverso de um elemento A = (a;;);; € M,xn(X), é 0 elemento

—a;; —ai2 - —Qip
—Qag1 —Az2 - —Q2p
—A= (—ai-)i,- = S Man(X)
7,3 . . ) .
—am1 —Am2  —Qmp

Nao é dificil verificar as duas Ultimas afirmacdes, e estas serdo deixadas a cargo do
leitor.

Por fim, temos que a operagdo é comutativa, pois tomando A = (a;;); j, B = (b;j)i; €
M5 (K), temos que

A+ B = (aij)ij + (bi)ig = (aij + bij)ij = (bij + aij)ij = (bij)ij + (aij)ij = B+ A.

Exemplo 2.1.15 (Grupo multiplicativo das matrizes invertiveis). Sejam m,n e p trés numeros
inteiros positivos, e X = Z, Q, R ou C. Primeiramente, definiremos o produto das matrizes.
Sejam A = (a;5)i; € Myxn(X) € B = (b;j)i; € M,,x,(X), isto é, com o nimero de colunas
de A igual ao nimero de linhas de B. Podemos definir o produto de matrizes de A por B como
sendo a matriz C' = (¢;;)i; € M,,«,(X) tal que

n
Cij:E @ilblja izl,...,m e jzl,,p
=1

Nosso propdsito é analisar sob quais condi¢des o conjunto M,,,..,,(X) € um grupo. Note

que para termos elementos inversos, precisariamos ter m = n. Deixamos a cargo do leitor, a



18

verificagdo que a estrutura (M, (X), -) é associativa e tem elemento neutro

10 -0
01 0

Id, = _
00 - 1

Porém, varios elementos nao tem inverso. Por exemplo, a matriz nula é um elemento que nao
possui inverso.

Um resultado bastante conhecido sobre matrizes é que uma matriz € invertivel se, e
somente se, seu determinante é nao nulo. Por conta de tal resultado, definindo o conjunto

GL,(X):={A € M,(X); det(A) # 0},

temos que (GL,(X),-) € um grupo. Com efeito, dados A,B € GL,(X), temos que det(A) # 0
e det(B) # 0. Logo,
det(AB) = det(A) det(B) # 0,

oque implicaque AB € GL,(X), isto é, aoperagao - é fechadaem G L,,(X). A associatividade
de tal estrutura segue da associatividade das matrizes. Além disso, det(/d,) = 1 # 0, o que
implica que Id,, € GL,(X), e por fim, se A € GL,(X), entdo det(A) # 0 e portanto existe
A7l e GL,(X).

A seguir, definiremos a ideia de potenciagao na estrutura de grupos, esta generaliza o
conceito de potenciacao que é visto nos conjuntos numéricos desde o Ensino Basico e é uma
maneira de simplificar a notacao para quando operarmos um elemento com ele mesmo por
vérias vezes.

Defini¢ao 2.1.16. Seja G um grupo e g um elemento de GG. Se n € Z, definimos

.
e, sen=20
— n—1

9 =59" g, sen>0

(g™, sen<0.

A préxima proposicao traz duas propriedades validas para grupos.

Proposicao 2.1.17. Seja G um grupo e g um elemento de G. Se m,n € Z, temos:



19
Demonstragdo. Para provar o item (i), fixe m € Z. Primeiramente, provaremos por indugédo

que a igualdade é vélida paran € Z* = {n € Z | n > 0}. Caso n = 0, temos

Agora, suponhamos por hipétese de indugdo que o resultado seja valido para n > 0. Assim,
pela Definicdo 2.1.16 e por hipétese de inducao, obtemos

g gt =g (g g) = (g™ ") g =gTt g = g = gD,
Logo, o resultado é valido para todo n € Z™*.
Sejaagoran € Z; ={n € Z | n < 0}. Entdon = —k, com k € Z; . Assim, novamente
pela Definicao 2.1.16 temos
gr gt =g" g =g (g ) T =g (g5 (1)

Vamos considerar dois casos: m > ke m < k.
Sem > k, entdo m — k > 0 e, pelo caso ja provado, temos que g™ % - g¥ = ¢g™. Assim,
substituindo em (1) obtemos

como era o desejado.
Sem < k,entdo k — m > 0, e pelo caso ja provado, segue que g™ - g™ = gF.
Substituindo em (1), usando a Proposi¢do 2.1.8 e a Definigcdo 2.1.16, segue que

como queriamos.
Concluimos que o resultado é vélido para todo n € Z.
A demonstragéo do item (i) é semelhante e sera omitida. O

A notacdo a seguir serd usada para a nogao de grupo ciclico, que sera apresentada na
sequéncia.

Notacao 2.1.18. Dado um grupo G e um elemento g € GG, denotamos

(9) ={9™: meZ}.

Definicao 2.1.19. Um grupo G é chamado ciclico se existe um elemento g € G tal que G =
(g). Neste caso, o elemento g é dito um gerador de G.
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Em seguida, apresentamos um resultado com o qual podemos relacionar grupos ciclicos

com grupos abelianos. Posteriormente, faremos um exemplo de um grupo que ndo é ciclico.
Proposicao 2.1.20. Todo grupo ciclico é um grupo abeliano.

Demonstragdo. Seja G um grupo ciclico. Assim, existe um elemento g € G tal que G = (g) =
{¢g™ ; m € Z}. Tomemos a,b € G. Desse modo, existem inteiros p e ¢ tais que a = ¢” e
b = ¢4. Entéo, pela Proposigdo 2.1.17 - item (i), temos

ab = ¢P¢? = gp+q _ gq+p = ¢9¢* = ba,

ou seja, (G é abeliano. O

Exemplo 2.1.21 (4-grupo de Klein). Considere o conjunto V' = {e,a,b,c}. Defina em V' a ope-
racao x definida segundo a tabela abaixo:

1 1

Temos que (V,*) é um grupo com elemento neutroeecoma™' =a, b~ =bec™' =c.

Tal grupo é chamado de 4-grupo de Klein, e como a? = b? = ¢? = e, este grupo néo é ciclico.

No préximo resultado, enfatizamos que a poténcia no grupo aditivo dos inteiros se com-
porta como a multiplicacao neste grupo, evidenciando a importancia de se ter clareza em qual
€ a operacgao do grupo em que estamos trabalhando.

Proposicao 2.1.22. Seja - a multiplicagdo usual dos nimeros inteiros. Ent&o, no grupo (7, +) é
valida a igualdade o™ = m - a, para todos a, m € 7. Em particular, 1" = m, para todom € 7.

Demonstracdo. Fixe a € Z. Mostraremos o resultado por indugédo para o caso em que m > 0.
Sem = 0, temos a” = 0 = 0 - a. Agora, supondo que a™ = m - a para algum m > 0, temos
usando a Proposicao 2.1.17 que

a"=a"+a=m-a+a=(m+1)-a.
Por fim, se m < 0, entdo —m > 0 e pela primeira parte da prova temos que

am = (@) = ((=m)-a) " = (—(m-a) " =m-a,

e o resultado esta provado. O]
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Exemplo 2.1.23 (Geradores de Z). O grupo aditivo Z é um grupo ciclico, e os elementos 1 e
—1 s@o os unicos geradores de Z.

Inicialmente mostraremos que Z = (1) = {1™; m € Z}. Dado a € Z, temos pela
Proposicao 2.1.22 que a = 1* € (1), e portanto Z C (1). Por outro lado, se = € (1), entdo
existe m € Z tal que x = 1™, e novamente pela Proposi¢do 2.1.22 seqgue que t = m € Z, e
assim (1) C Z. Logo, (Z) = (1). Analogamente, mostramos que (Z) = (—1) = {(=1)"; m €
Z}.

Para mostrar a unicidade de tais geradores, suponhamos que exista a € Z, com a # 1
ea # —1,talque (Z) = (a) = {a™ ; m € Z}. Como 1 € Z, entdo pela Proposigéo 2.1.22
segue que 1 = a* = k - a para algum k € Z. Absurdo, pois neste caso 1 seria multiplo de a.

Exemplo 2.1.24. Se n é um ndmero inteiro positivo, Z,, € um grupo ciclico gerado por 1. Por

1+1=2

1+1+1=3
I+1+1+1=4
1+14+41+1+1=5
1+1+14+1+1+1=6
1+1+1+1+1414+1=0

Desse modo, podemos entender o porqué de nomearmos tais grupos como grupo cicli-
cos, neste caso, se operarmos o elemento 1 com 1, e repetirmos este processo, conseguimos

fazer um ciclo e retornar ao elemento 1.
Por fim, trazemos nesta se¢do o grupo (Js.

Exemplo 2.1.25 (Grupo (Qs). Considere o conjunto @ = {a + bi + ¢j + dk; a,b,c,d € R}, e seu
subconjunto Qs = {1, — 1,i, — i,j, — j,k, — k} e a tabela que apresenta a operagéo entre os
elementos de Q)s.



22

—k|—-k k —j 4§ i —i 1 -1

O conjunto ()s com a operagdo definida acima, formam um grupo. Observe que (Jg ndo é abe-
liano, pois jk =i e kj = —1.

2.2 Subgrupos

E natural questionarmos a existéncia de subconjuntos de um conjunto que preservam
a mesma estrutura algébrica. Neste contexto, buscaremos determinar condigbes necessarias
para que um subconjunto ndo vazio de um grupo mantenha a estrutura de grupo.

Definigdo 2.2.1. Seja (G,-) um grupo. Um subconjunto ndo vazio H de G é um subgrupo de
(3, que denotaremos por H < (&, quando com a operacdo - de G,dadapor-: H x H — H,0
subconjunto H é um grupo, isto é, quando sao satisfeitas as seguintes condigoes:

(1) A operagéo - é associativa, ou seja,
hi - (ha - hs) = (h1 - ha) - hs,

para todos hq, ho, hy € H.

(17) Existe elemento neutro em H, ou seja, existe ey € H tal que
h-eH:eH-h:h,

paratodo h € H.

(7i1) Todo elemento de H possui um inverso, ou seja, para todo h € H, existe k € H tal
que
h-k=k-h=eg.
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Um questionamento que pode surgir a respeito de subgrupos, é sobre a relacao do
elemento neutro e dos elementos inversos do subgrupo com os do grupo. A préxima proposicao
nos mostra como se da tal relagao.

Proposicao 2.2.2. Seja G um grupo e H subgrupo de GG. Entao,
(1) O elemento neutro de H é igual ao elemento neutro de G.
(17) Dado h € H, o inverso de h em H é igual ao inverso de h em G.

Demonstracdo. Sejam e o elemento neutro de GG e ey 0 elemento neutro de H.
Dado a € H C G temos que

eg-a=a = eH-a-a_lza-a_lze = eg=e¢,

0 que prova o item (i).
Para provar o item (ii), sejamh € H C G, h™'oinversode hem G e h,}l o inverso de
hem H. Assim,
h-ht=e=h-hy' = h-h'=hh3.

Usando a Lei do Cancelamento, concluimos que A~ = h};', como desejavamos. O

O préximo resultado é Gtil para mostrar se um subconjunto de um grupo é um subgrupo,

e sera usado diversas vezes para este fim ao longo do texto.

Proposicao 2.2.3. Sejam G um grupo e H um subconjunto ndo vazio de GG. Entdao, H é um
subgrupo de GG se, e somente se, as duas condicbes sao satisfeitas:

(1) A operagéo é fechada em H, ou seja, h1hy € H, paratodo hy,hs € H;

(ii) Paratodo h € H, o elemento inverso h™' pertence a H.

Demonstragdo. Suponhamos que H seja um subgrupo de G. Assim, (i) é satisfeita pela Defini-
¢ao 2.2.1. Pela Definicado 2.2.1 e pela unicidade do elemento inverso vista na Proposi¢do 2.2.2,
(11) também é satisfeita. Reciprocamente, vamos supor que (i) e (i) sdo satisfeitas, e mostrar
que H é subgrupo de G. Pela validade de () e (ii), resta mostrar que e € H e que a operagao
é associativa. Se tomarmos h € H, temos por hipétese que h™' € H,e hh™! = e € H. E,
como H é subconjunto de (G, como a operagao é associativa em (&, devera ser associativa em
H também. O

Uma maneira alternativa de verificar que um subconjunto de um grupo é um subgrupo é
apresentada no seguinte resultado:

Proposicao 2.2.4. Seja G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. O conjunto H serd
um subgrupo de G se, e somente se, para todo h,, hy, € H tem-se hih, ' € H.
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Demonstragcdo. Mostraremos usando a equivaléncia obtida na Proposi¢ao 2.2.3. Suponhamos
que H é subgrupo de G. Assim, se tomarmos hy,hy € H, teremos h,' € H, e portanto
hihy' € H. Reciprocamente, vamos supor que hih,' € H para todo hi,hy € H, e mostrar
que H é subgrupo. Tomemos h; € H. Por hipétese, hih|' = e € H,eentdoch;' = h;' € H.
Por fim, sendo hq,h, € H, entdo h;l € H,eassimhihy = hl(hgl)*l € H, e o resultado esta
provado. O

Exemplo 2.2.5 (Subgrupos triviais). Seja (G, -) um grupo. O subconjunto que contém apenas

o elemento neutro e GG s&o subgrupos de (G, -), os quais chamamos de subgrupos triviais.
De fato, para o subconjunto que contém apenas o elemento neutro, ou seja, o subcon-

junto {e}, a operagéo é fechada pois a Unica operagéo possivel é e - e = e € {e}. Também,

1

todo elemento de {e} possui inverso, uma vez que e~ ' = e. Assim, pela Proposigcdo 2.2.3, {¢}

é subgrupo de (G, -). Deixamos como desafio ao leitor mostrar que G é subgrupo de (G, -).
Proposicéo 2.2.6. Se G é um grupo e g € G, entdo (g) € um subgrupo de G.

Demonstragdo. De fato, se g™, 9" € (g), entdo temos g™ - g" = g™ € (g). Além disso,
e = ¢° € (g). Finalmente, se g" € (g), seu inverso é g~", que também pertence a (g).
Portanto, (g) € um subgrupo de G pela Proposigéo 2.2.3. O

Antes dos proximos exemplos, faremos um resultado e definiremos um conceito.

Proposicao 2.2.7. Sejam G um grupo, K subgrupo de G e H subgrupo de K. Entdao H é
subgrupo de G.

Demonstracdo. Como H é subgrupo de K, temos que H é ndo vazio e, para quaisquer z,y €
H, vale que zy~! € H. Por outro lado, como K é subgrupo de G, a operagédo de K é a
restricdo da operagéo de . Logo, para quaisquer z,y € H C K, o produto zy~* calculado em
K coincide com o produto em G.

Assim, para quaisquer z,y € H, temos xy~! € H, onde o produto é o de G. Portanto,
H é nao vazio e fechado para a operacdo xy ' em G, o que implica que H é subgrupo de
G. O

Pela proposicao anterior, surge, de maneira bastate natural, a seguinte definigao:
Definicao 2.2.8. Seja G um grupo. Uma cadeia de subgrupos de GG € uma uma familia finita
ordenada de subgrupos de (7, denotados por Hy, Hs, ..., H,, tal que

H CHy,C---CH,CG.

Pela Proposi¢do 2.2.7 temos na definicdo acima, que H; < H, para todos ¢ < j, e
denotaremos tal cadeia por
H <Hy<.--<H, <.
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Exemplo 2.2.9 (Subgrupos de conjuntos numéricos). Considerando os grupos Q, Z, R e C com
a operagao + de soma,temos Z < Q < R < C.

Exemplo 2.2.10 (Subgrupo dos multiplos de um nimero inteiro). Sejam n € Z e nZ o conjunto
dos mdltiplos de n, ou seja, nZ = {ng ; g € Z}. Temos que (nZ, +) é subgrupo de (Z,+).

De fato, primeiramente observe que nZ é nao vazio, pois tomando 0 € Z, temos que
n-0=0,logo 0 € nZ. Agora, sendo ng,nh € nZ, temos que ng + nh = n(g + h) € nZ,
ou seja, a operagao é fechada no subconjunto. Agora, sendo ng € nZ, o inverso de nh é o
elemento —nh € nZ, pois nh + (—nh) = n(h + (—h)) = 0 e —nh = n(—h) € nZ, ou seja,
todo elemento de nZ possui inverso em nZ. Desse modo, pela Proposigao 2.2.3, temos que
(nZ,+) é subgrupo de (Z,+).

Exemplo 2.2.11 (Subconjunto de um grupo que néo é subgrupo). Seja 72> = Z x 7 =
{(m,n) ; m,n € Z}. Definimos a operagdo + como

v ZPx72 - 72
((@b).(ed) — (a+eb+d).

Temos que (Z?,+) é um grupo. E 6bvio que a operacdo é fechada, e facilmente se verifica que
ela é associativa, o elemento neutro é e = (0,0) e o inverso de um elemento (a,b) € Z? é dado
por (—a, — b) € Z*. Seja agora o subconjunto H = {(z,y);x +y > 0} de Z*. Note que H ¢
nao vazio, umavez que e € H pois 0 + 0 = 0 > 0. A operagao é fechada em H, pois tomando
(z,y), (z,w) € H,temosque x+y > 0e z+w > 0. Assim, (z,y)+ (z,w) = (z+2z,y+w) € H,
pois (z + z) + (y + w) = (z +y) + (2 + w) > 0. No entanto temos que a condig&o (i) da
Proposigao 2.2.3 ndo ¢ satisfeita, uma vez que (1,2) € He (1,2)"' = (-1,—2) ¢ H.

O préximo exemplo trata de um subgrupo do grupo simétrico. Este subgrupo tera um
papel crucial no Capitulo 4.

Exemplo 2.2.12 (Grupo Alternado A,,). Consideremos o polindmio P = P(zy, s, ..., x,) Nas
variaveis x1, s, . . ., T, COM x;2; = x;2; paratodo ¢, j € {1,... ,n}, definido pelo produto de
todas as diferengas (z; — ;) com i < j:

P = H (; — x;).

1<i<j<n

Se o € S, definimos o seguinte polinémio:

P? = H (ZL’U(i) - J]J(j)).

1<i<j<n

Observe que os fatores do polinbmio P sdo os mesmos de P, a menos de sinal, o que nos
garante que P? = £P.
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Se P? = P, dizemos que o é uma permutacao par, e se P° = — P dizemos que o é
uma permutacao impar.

Verifica-se facilmente que se 0,7 € S, entdo (P?)” = P?°". Como consequéncia,
tem-se que o conjunto das permutacdes pares é um subgrupo de S,,.

Para fins de ilustragéo, temos que Az = {e,0,07 '}, onde 0 = (123) e 0! = (132).
De fato, neste caso temos que

P = (21 — x3) (w1 — x3) (22 — x3)
e entao,
P7 = (Zo01) = Zo(2) (To(1) — To(3))(To2) — To@m) = (T2 — 3) (22 — 1) (23 — 1),

e concluimos que P? = P. Analogamente, temos que P = P. Pode-se verificar de maneira
similar que as demais permutagdes do grupo S3 sdo impares.

Um fato geral € que o numero de permutagdes pares coincide com o nimero de permu-
tacoes impares. Dai, é possivel demonstrar que

n!

Na sequéncia, definiremos o conceito de centro de um grupo.

Exemplo 2.2.13 (Centro de um grupo). Seja G um grupo. Entao
Z(G)={9€G; gr =xg9,Vr € G}

€ um subgrupo de (G, denominado centro do grupo G.

De fato, inicialmente note que Z(G) é ndo vazio, pois o0 elemento neutro de GG pertence
a Z(G),umavez que eg = g = ge, para todo g € GG. Agora suponha que g, h € Z(G). Assim,
gxr = xg e hx = xh, paratodo x € (. Precisamos mostrar que gh € Z(G). Como

(gh)x = g(hz) = g(xh) = (gz)h = (zg)h = z(gh),

entdo gh € Z(G). Também precisamos mostrar que se g € Z(G) entdo g~! € Z(G). Ou seja,
que g 'z = xg~!, paratodo x € G. Com efeito, dado g € Z(G), temos

1

gr=xg< g '(gz) =9 '(z9) & (¢ 'g)r = (¢ 'x)g S ex = (g7 '2)g

sr=(gla)gerg =@ z)(g9 ") ey =g,

para todo = € (G, como queriamos.
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Exemplo 2.2.14 (Centro do grupo G'L,(R)). Considere o grupo G L,(R). Temos que

0
2@GLMRY = [" 7] aeR e a0
0 a

A justificativa desse fato consiste de uma verificagao técnica e deixaremos a cargo do leitor.
Proposicéo 2.2.15. Seja G um grupo e g € G. Entdo, (g) € subgrupo de G.

Demonstragdo. Com efeito, e = ¢° € (g) e assim esse conjunto é nao vazio. Além disso, dado
a € (g), temos que existe m € Z tal que a = g™. Logo, a™* = (¢™)"! = g™ € (g). Por
fim, se a,b € (g), entdo existem m,n € Z tais que a = g™ e b = ¢g", e assim, pela Proposi¢ao
2.1.17, segue que ab = g"g" = g™t € (g).

Portanto, (g9) < G. O

Definicao 2.2.16. Se g é um elemento de um grupo (&, a ordem do elemento g é a ordem do
subgrupo gerado por g. Denotaremos por |g| a ordem do elemento g.

Proposigao 2.2.17. Seja G um grupo e g € G. Se existet € N tal que g' = ¢ er = min{t €
N; ¢' = e}, entdo os elementos e, g, g°, ..., g" ! sdo todos distintos e

(9) ={e.9.9%....9" '}

Demonstragdo. Suponhamos que ¢' = ¢™, com 0 < I;m < r — 1, com [ # m. Sem perda
de generalidade, podemos supor que [ < m. Assim, ¢! = ecom0 < m — [ < r, o que é
uma contradicao com a hipétese de r ser o menor elemento com tal propriedade. Portanto, os
elementos e, g, g2, ..., ¢" ! sédo elementos distintos de G.

Agora mostraremos a afirmacao feita sobre (g). Seja m € Z. Pelo algoritmo da divis&o,
exitem q,l € Z taisque m = qr + [, com 0 < [ < r e portanto, temos

g" =97 = (¢")g' = el¢' = ¢".

Concluimos que dado m € Z, exite 0 < [ < r tal que ¢ = g¢' e assim (g) =
{e.9.9% ... g '} O

Proposicao 2.2.18. Sejam G um grupo e g € GG. Entdo, a ordem de g é finita se, e somente se,
existe k € N tal que g* = e.

Demonstragdo. Suponha que a ordem de ¢ é finita. Assim, o conjunto {¢" ; n € N} é finito, e
portanto devem existir m > n > 1 tais que ¢ = ¢", o que implica que ¢g""~" = e. Denotando
por k = m —n > 0, temos que ¢* = e. Reciprocamente, se existe k € N tal que ¢g* = e, entéo
pela Proposigdo 2.2.17 segue que (g) = {e,9.¢%,...,9" '}, onde r = min{t € N; ¢' = ¢},
isto é,

g| é finita. O
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Corolario 2.2.19. Seja G um grupo finito e g € G. Entdo, a ordem de g é o menorr € N tal
queg’ =eegld =g =e.

Demonstragdo. Se G é finito, entdo o subgrupo (g) é finito, isto é, a ordem de ¢ é finita. Pela
Proposicdo 2.2.18 segue que existe k € N tal que ¢* = e. Logo, pela Proposicéo 2.2.17, segue
que (g) = {e,9,¢% ...,9"'},onder = min{t € N; ¢' = ¢} eoselementos e, g,¢%,...,g" "

séo todos distintos. Portanto, |g| = r e g‘g‘ =g =ec. O

Corolario 2.2.20. SejaG umgrupo e g € G. Se g™ = e, para algumm € 7, entéo |g| | m.

Demonstragdo. Suponha g™ = e. Pelo algoritmo da diviséo,
m=|glg+r, com0<r<|gleqe€Z.

Dai, segue que
e=g" = glglq+r — (g\g\)qgr =g

Como r < |g|, segue que = 0. Portanto, |g| | m. O

2.3 Classes Laterais e o Teorema de Lagrange

Nesta secdo, apresentaremos o conceito de classe lateral e resultados sobre este tema.
Além disso, também abordaremos um dos resultados principais no que diz respeito a grupos
finitos: o Teorema de Lagrange.

Proposicao 2.3.1. Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Sobre GG, a relagdo definida por
yrEx@ElheH; y = xh,

é uma relacao de equivaléncia.

Demonstracgo. A relacéo ~ € de equivaléncia pois satisfaz as propriedades reflexiva, simétrica
e transitiva. Para mostrar isso, sejam x, vy, z € G.

Primeiramente, para a reflexividade, uma vez que H é subgrupo de Gz, temos que e € H,
e assim como x = xe, segue que x ~ T.

Para a simetria, se y ol entdo existe h € H tal que y = xh. Operando h~! € H, em
ambos os lados desta igualdade, obtemos x = yh ™!, ou seja, = ~ Y-

Finalmente, para a transitividade, se « ~yey~z entdo existem hy,hy € H tais
que = = yhy e y = zhy. Ou seja, © = (zhs)h1, e pela associatividade do grupo G, temos que
x = z(hghy), com hyhy € H pois H é subgrupo. Portanto, = ~ O

A préxima proposigao explicita como é uma classe de equivaléncia da relagao definida

no resultado anterior.
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Proposicao 2.3.2. E vdlida a seguinte igualdade de conjuntos:
{y e G; ygm}:{xh; he H}.

Demonstragdo. Sejaw € {y € G ; y ~ x}. Entdo, existe h € H tal que w = xh, ou seja,
w € {zh; h € H}. Agora, seja z € {xh; h € H}. Temos que z é da forma z = zh com
x € G eh € H. Pela definicdo da relago, = ~ 7, segue que z € {yeG;y ~ x}. Desse
modo, o resultado esta provado. O

Por conta dos resultados anteriores, tem-se o seguinte conceito:

Definicdo 2.3.3. A classe de equivaléncia {y € G ; y ~ x} ={zh ; h € H} é chamada
de classe lateral a esquerda de H em (G que contém z, e serd denotada por xH. Quando
nao houver possibilidade de confusdo, chamaremos esse conjunto de classe lateral de = a
esquerda.

Um resultado simples, porém bastante relevante sera feito em seguida.

Proposicao 2.3.4. Seja G um grupo e H um subgrupo de Gz. Para quaisquer x,y € GG, temos
quey € xH se,esése, yH = xH.

Demonstracéo. E trivial que se yH = xH, entdo y € xH. Agora, vamos supor que y € 2 H e
mostrarque tH = yH.Como y € x H, temos que y = xh paraalgum h € H. Para mostrar que
yH C zH, sejaz € yH. Entdo z = yh' para algum b’ € H, ou seja, z = (xh)h' = x(hh'), e
assim z € xH pois hh' € H. Para mostrar que tH C yH, tomemos w € xH. Entdo w = zh”,
para algum h” € H. Como y = xh, temos yh~! = x, e assim w = (yh~)h" = y(h~'h"), ou
seja, w € yH, pois h~*h" € H. Desse modo, vH = yH. O

De modo analogo as construgbes feitas anteriormente, podemos tratar das classes la-
terais a direita. Definiremos tais classes e adaptaremos os resultados precedentes para o novo
contexto. As demonstracdes de tais fatos seguem de maneira analoga as que foram feitas para
o contexto das classes laterais a esquerda e portanto serdao omitidas.

Proposicao 2.3.5. Seja G um grupo e H um subgrupo de GG. Sobre GG, a relagdo definida por
yer<:>E|h€H; y = hx

é de equivaléncia.

Proposicdo 2.3.6. E vdlida a seguinte igualdade de conjuntos:

{yGG;yBx}:{hx;heH}.
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Definicao 2.3.7. A classe de equivaléncia da proposicao anterior sera denotada por Hz, e cha-
mada de classe lateral a direita de H em G que contém x. Quando ndo houver possibilidade
de confusao, chamaremos esse conjunto simplesmente de classe lateral de x a direita.

Proposicao 2.3.8. Seja G um grupo e H um subgrupo de GG. Para quaisquer x,y € G, temos
quey € Hx se,esése, Hy = Hx.

N&o ¢ dificil ver que no caso em que o grupo € abeliano, a classe lateral a esquerda de
um elemento coincide com a classe lateral a direita deste mesmo elemento. Formalizaremos
esse resultado na sequéncia.

Proposicao 2.3.9. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e x € (5. Se G é abeliano, entdao
xH = Hzx.

Demonstracdo. Segue usando a propriedade comutativa nos conjuntos obtidos nas Proposi-
¢cbes 2.3.2 e 2.3.6. O

A seguir, faremos uma observagao relevante sobre as classes laterais do elemento neu-
tro.

Observacao 2.3.10. Se (G é um grupo e H um subgrupo de G, H é a classe lateral a direita e
a esquerda do elemento neutro, ou seja, eH = H = He. Com efeito,

eH={eh;heHf={h; he Hy=H={h; he Hy ={he; h€ H} = He.

Exemplo 2.3.11. (Classes laterais) Seja o grupo (Zs,+) e o subgrupo H = {0, 3}. Temos que
as classes laterais a esquerda dos elementos de (Zg,+) séo

O+ H={0+h:heH = {03} =H=1{30)=3+h; he H =3+ H,

1+H={1+h;heH}={1,4}={4,1} ={4+h; he H} =4+ H,

2+H={2+h; he H} ={2,5} ={5,2} ={h+h; he H} =5+ H,

e as classes laterais a direita sdo

H+0={h+0:heH}={0.3)=H={3,0)={h+3; he HY =H+3,

H4+1={h+1;heH}={1,4}={4,1}={h+4; he H} = H+4

H+2={h+2; he H}={25}={52}={h+5; he H} = H +5.

Ou seja, as classes laterais a esquerda e a direita dos elementos de (Zg,+) sdo as
mesmas.
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A préxima definicao diz respeito ao conjunto das classes laterais de um grupo sobre um
subgrupo. Tal estrutura permite “simplificar” grupos preservando suas propriedades essenciais.

Definigdo 2.3.12. Denotamos por G/ H o conjunto de todas as classes laterais a esquerda de
H em G e o chamamos de conjunto quociente de H em G. Denotamos também por G/pH
o conjunto de todas as classes laterais a direita de H em G.

O proximo resultado apresenta uma importante propriedade sobre conjuntos quocientes.

Proposicéo 2.3.13. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Se G/H = {x1H, ... x,H},
entdo G é a unido disjunta dos elementos de G/ H, ou seja,

G=xHU...Uz,H.

Demonstragdo. Seja g € (G. Note que g = ge. Uma vez que ¢ é o elemento neutroe e € H,
segue trivialmente que g € gH. Logo, todo elemento de GG estd em alguma classe lateral,
o0 que garante que G = z;H U --- U x,,H. Para garantir que a unido é disjunta, tomemos
v;H,x;H € G/H com x;H # z;H. Afirmamos que z;H N z;H = @. De fato, se existisse
y € x;HNax;H, teriamos y € x,H ey € x;H, e pela Proposicao 2.3.4, yH = x;H e
yH = x;H, ou seja, x;H = x;H, uma contradi¢do. Portanto, o resultado esta provado. O

De maneira similar, podemos provar um resultado analogo ao anterior, considerando o
conjunto das classes laterais a direita ao invés do conjunto das classes lateriais a esquerda.
Enunciaremos abaixo este caso para completude do texto.

Proposicéo 2.3.14. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Se G/pH = {Hz1,....Hx,},
entdo G € a unido disjunta dos elementos de G/p H, ou seja,
G=HxyU...UHz,.
A préxima definicdo e as préximas duas proposicdes dizem respeito ao nimero de clas-
ses laterais e a relagao entre o nimero de elementos em classes lateriais distintas.

Definicao 2.3.15. Seja G um grupo e H um subgrupo de GG. A cardinalidade do conjunto quo-
ciente é o indice de H em G, e sera denotado por (G : H).

Proposicao 2.3.16. Seja G um grupo e H um subgrupo de GG. O conjunto de todas as classes
laterais a esquerda de H em GG tem a mesma cardinalidade que o conjunto de todas as classes
laterais a direita de H em G.

Demonstracdo. Para mostrar tal fato, definimos a aplicacao

xH +— Hx '
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Observe que se H = yH, entdo pela Proposicao 2.3.4, temos que y = xh, com
h € H,eassimy ! = (zh)™* = h 'z~ Como h™' € H, temos que Hy ! = Hz L.
Portanto, a imagem independe do representante escolhido e ¢ estd bem definida.

Em relagéo a injetividade de ¢, se p(zH) = p(yH), entdo Hxz~' = Hy™!, ou seja,
y~t € Hx!. Isso significa que y ! = ha~!, e portanto = = yh. Desse modo, pela Proposicéo
23.4,zH = yH.

A sobrejetividade é imediata, uma vez que se tomarmos uma classe lateral a direita H x,
temos que (v 'H) = Hz.

Portanto, ¢ € uma bijecao e o resultado esta provado. O

Proposicao 2.3.17. Seja G um grupo e H um subgrupo de (5. Todas as classes laterais de H
em (G tém mesma cardinalidade, a qual é igual a cardinalidade de H .

Demonstracdo. Escolha um elemento qualquer z € G. A fungéo

v: H — zH

h — zxh

€ uma bijecao.
Com efeito, tomando hy, hy € H tais que ¢(hy) = p(hs), temos

(p(hl) = gp(hg) = xhy = zhy = l’ill'hl = l’ill'hg = eh; =ehy = hy = hg,

ou seja, i € injetora. Para provar que ¢ € sobrejetora, seja y € xH. Por definigcao, existe h € H
tal que y = zh. Logo, p(h) = xh = y. Como x € G foi tomado arbitrariamente, concluimos que
todas as classes laterais de H em GG tém a mesma cardinalidade, a qual é igual a de H. O

A seguir apresentaremos um teorema que € o principal resultado que versa sobre grupos
finitos.

Teorema 2.3.18 (Teorema de Lagrange). Sejam GG um grupo finito e H um subgrupo de G.
Entao
|G| = |H|(G : H).

Em particular, a ordem e o indice de H dividem a ordem de G.

Demonstragdo. Como G é finito, o conjunto quociente G/ H é finito, e portanto, o indice (G : H)
também o é. Suponha que (G : H) = neseja G/H = {¢g:H,...,g,H}. Assim, pela
Proposigdo 2.3.13, G = ¢gtH U ... U g,H, e entdo |G| = |¢g:H| + ... + |g.H|. Como
pela Proposicdo 2.3.17 todas as classes laterais de H em G tém mesma cardinalidade, en-
tao |1 H| = ... = |g,H| e assim, como e € ¢;H para algum i, com i = 1,...,n, temos
|G| = n|H G| =(G: H)|H|. O

, OU seja,
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Exemplo 2.3.19. Considere o grupo (Zs,+) e o subgrupo H = {0, 3}. No Exemplo 2.3.11,
apresentamos todas as classes laterais a esquerda e a direita de H em Z¢. Pelo Teorema de
Lagrange, segue que
G| _ 6
G:H)=—==-=23.
Assim, existem 3 classes laterais a esquerda e a direita, estas que ja foram listadas no exemplo
supracitado.

Finalizamos a se¢cdo com dois corolarios do Teorema de Lagrange.

Corolario 2.3.20. Seja G um grupo finito e g € G. Entdo a ordem de g divide a ordem de G e
também ¢l = e.

Demonstragdo. Como (g) < G, entéo pelo Teorema de Lagrange segue que |(g)| divide |G]|.
Disso, temos que existe k € Z tal que |G| = |(g)| - k, e assim

g6l = gtk — (glalyk — ok — . .

Corolario 2.3.21. Se G é um grupo de ordem prima, entdo GG é ciclico.

Demonstragdo. Seja g € G\ {e} e considere (g) o subgrupo gerado por g. Pelo Teorema de
Lagrange,

(g)| divide |G|. Como G é um grupo de ordem prima, entdo |G| € um nimero primo,
e assim devemos ter |(g)| = |G|. Logo, G = (g). O

2.4 Subgrupos Normais e Grupos Quocientes

Nesta secao, analisaremos sob quais condigdes o conjunto quociente € um grupo, ou
seja, como podemos definir uma operagdo em tal conjunto que o torne um grupo.
Seja G um grupo e H < (. A maneira mais natural de definir uma operagao de G em
G/H, é:
G/HxG/H — G/H
(xH,yH) +~— xyH

No entanto, é necessario verificar se tal operacdo esta bem definida, isto &, se o re-
sultado de xyH independe da escolha dos representantes x e y para as classes *H e yH,
respectivamente. Faremos isso na sequéncia.

Proposicao 2.4.1. Seja G um grupo e H um subgrupo de GG. As seguintes afirmagbes sao
equivalentes:

(1) Aoperagdo-: G/H x G/H — G/H dada por xH - yH = xyH estd bem definida
emG/H.

(i) gHg™' C H, paratodo g € G.
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(iti) gHg™' = H, paratodo g € G
(iv) gH = Hg, paratodo g € G.

Demonstragdo. Para mostrar a equivaléncia entre () e (i), note inicialmente que dados =,y €
G e h,k € H arbitrarios, entdo tH = zhH e yH = ykH. Assim, a operagéo - esta bem
definida se, e somente se, xryH = xhykH, paratodo x,y € G e paratodo h,k € H. Logo, se
esoése, y o loyH = y talzhykH, ou seja, H = y~'hyH, paratodo y € GG e para todo
h € H. Portanto, - esta bem definida se, e somente se, ghg~! € H, paratodo g € G e para
todo h € H.

Ja para a equivaléncia entre (i) e (iii), basta mostrar apenas que (ii) = (iii). Para
isso, suponha que gHg ' C H, paratodo g € G, e mostraremos que H C gHg™ !, para todo
g€ G.Sejamge Gehe H,entaoh = g(g*hg)g~' € g(¢7'Hg)g™* C gHg™ .

Por fim, para a equivaléncia entre (7ii) e (iv), vamos supor inicialmente que gHg™! =
H, paratodo g € G.Sejag € Gex € gH. Ento, existe h € H tal que x = gh, e com isso
rg ' =ghg ! € gHg ' = H. Assim, existe ' € H talque I/ = z¢g~'. Logo, z = h'g € Hyg.
Portanto, gH C Hg, e analogamente mostra-se que Hg C gH. Concluimos que gH = Hg.
Reciprocamente, se gh € gH = H g, existe ' € H tal que gh = h'g, e entdo ghg~! € H, ou
seja, gHg~! C H.Agora,se h € H,como hg € Hg = gH, e existe h” € H tal que hg = gh”,

-1

entdo h = gh"g~', ouseja, H C gHg . Portanto, gH g ' = H, paratodo g € G. O

Em virtude da proposicao anterior podemos definir uma classe de subgrupos que satis-
faz tais condicoes.

Definicao 2.4.2. Um subgrupo H de um grupo G é dito subgrupo normal de (G, e escrevemos
H < G,se gHg ! C H paratodo g € G, ou equivalentemente, se satisfaz alguma das
afirmagdes da proposicao anterior. Neste caso, as classes laterais a esquerda de H coicidem
com as classes laterais a direita de H, e assim chamaremos apenas de classes laterais de H.

Agora, estamos aptos a mostrar que o conjunto quociente é de fato um grupo, quando o
subgrupo em questao é normal.

Teorema 2.4.3. Seja G um grupo e H um subgrupo normal de GG. Entao, o conjunto G /H é um
grupo com a operagao - definida na Proposicdo 2.4.1.

Demonstragcao. Inicialmente, observe que se H é um subgrupo normal de 7, entdo pela Pro-
posicdo 2.4.1 segue que a operagéo - estd bem definida. Mostraremos que GG/ H é um grupo.
Com efeito, sejam xH,yH,zH € G/H. A associatividade em G/H decorre diretamente da
associatividade em G, pois

(xH -yH)-zH = (zy)H - zH = ((zy)2)H = (z(y2))H = xH - (yz)H = zH - (yH - zH).
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O elemento neutro de G/ H é a classe lateral eH = H € G/H, uma vez que
e -xH =exH =xH =xeH =xH -eH.
Por fim, para cada zH € G/H, o seu inverso sera ' H, pois

2H 2 'H=g2x'H=eH=a2"'2H =2""H - zH. O

Definigdo 2.4.4. Sejam GG um grupo e H um subgrupo normal de GG. O grupo GG/ H é chamado
grupo quociente. Ademais, a operacdo - da Proposicdo 2.4.1 sera chamada de operacao
induzida de G em G/H.

Exemplo 2.4.5 (Subgrupos normais triviais). Se G' é um grupo, entdo {e} e GG sdo subgrupos
normais de G. De fato, se {¢} = H, como ge = g = eg paratodo g € G, entdo gH = Hg.
Se G = Heg,x € G, temos que gr € G pois a opergdo é fechada em G, e mais ainda,
grg~t € G, ou seja, gHg~' C H. Portanto, pela Proposigdo 2.4.1, {e} e G s&o subgrupos
normais de G.

Exemplo 2.4.6 (Subgrupo normal). O subgrupo H = {0,3} de (Zg,+) é subgrupo normal,
como ja mostrado no Exemplo 2.3.11.

Exemplo 2.4.7 (Subgrupo que ndo é normal). Seja G = S; e H = {e,0}, onde 0 = (12). Néo
é dificil verificar que H < G, porém H nao é normal a G. Com efeito, considere a permutagao
7 = (123), cujo elemento inverso é 7! = (132), entdo temos que

Toconm ' =(23)¢ H.

Proposicéo 2.4.8. Seja G um grupo e Z(G) o centro de G. Entéo, Z(G) < G.

Demonstragdo. Mostramos no Exemplo 2.2.13 que Z((G) é um subgrupo de G, mostraremos
que este é um subgrupo normal de G. Sejam z € Z(G) e g € G. Temos que gzg ! = zgg~! =
ze = z, 0 que implicaem gZ(G)g~! C Z(G). Portanto, pela Proposigéo 2.4.1, concluimos que
Z(G) <G. O

A seguir, apresentaremos trés resultados que serao usados mais adiante no texto.
Proposicéo 2.4.9. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Se (G : H) = 2, entao H < G.

Demonstragdo. Vamos mostrar que gH = Hg, paratodo g € G.Se g € H,entdo gH = H =
Hyg e esta provado. Agora, se g ¢ H, como (G : H) = 2,temos que G = H U gH pois
G/H = {H,gH}. Como o nimero de classes laterais a esquerda e a direita s&o os mesmos,
entdo G/pH = {H,Hg}, e portanto G = H U Hg. Desse modo,

HUgH =G =HUHyg,
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ou seja, gH = Hyg. Pela Proposicdo 2.4.1, H < G. O
Proposicao 2.4.10. Se G é um grupo abeliano, entao todo subgrupo de G' é normal em G

Demonstragdo. Sejam H < G, g € G e h € H. Entéo, ghg~' = (997 ')h = h, 0 que implica
que gHg! C H. Portanto, H < G. ]

Proposicéo 2.4.11. Seja G um grupo abeliano e H < G. Entdo, G/ H é abeliano.

Demonstragdo. Sejam xH,yH € G/H. Entao
(zH)(yH) = zyH = yxH = (yH)(zH),

e portanto G/ H é abeliano. O
Para finalizar a secao, apresentaremos o conceito de grupo simples e um exemplo.
Definicdo 2.4.12. Um grupo G é dito simples se seus Unicos subgrupos normais sao os triviais.

Exemplo 2.4.13. Considere o grupo (Z7,+). Pelo Teorema de Lagrange os subgrupos possiveis
s6 podem ter ordem 1 ou 7. Logo, os Unico subgrupos de (Z7,+) sdo os triviais, que sdo normais
pelo Exemplo 2.4.5.

2.5 Homomorfismos e Isomorfismos

Uma maneira natural de associar conjuntos, que muitas vezes podem ter propriedades
distintas, é através de fungdes. No contexto da Teoria de Grupos, quando relacionamos dois
grupos através de uma fungé@o que satisfaz certas propriedades, damos o nome de homomor-
fismo. Nesta secao, abordaremos o conceito de homomorfismo, bem como um tipo especial de
tais funcdes, chamadas de isomorfismos.

Definigdo 2.5.1. Sejam (G, ) e (H, x) grupos. Um homomorfismo de G em H é uma fungéo
f: G — H talque

flz-y) = flz) x f(y),
para todos z,y € G.

Observacao 2.5.2. Devido a possibilidade de confusdo, nesta se¢cao denotaremos o elemento
neutro de um grupo G por ei. Também, quando nao houver possibilidade de confusao, iremos
omitir as operagdes - e x dos grupos GG e H, e simplesmente escrever xy parax-yse x,y € G
ezwparaz x wsez,we H.

Na sequéncia, faremos alguns exemplos sobre homomorfismos.
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Exemplo 2.5.3 (Homomorfismo Identidade). Seja (G, -) um grupo. A fungéo

Id: ¢ — G

g — g

€ um homomorfismo, pois
Id(x-y)=x-y=Id(z)- Id(y).

Exemplo 2.5.4 (Projecdo Candnica). Seja G um grupo. Se N < G, a fungao

. G — G/N

r — xN

€ um homomorfismo. De fato, pois dados z,y € G,
m(zy) = xyN = xNyN = w(x)n(y).
Exemplo 2.5.5 (Fungdo que ndo é homomorfismo). Seja o grupo (Z, +). A fungéo

f+zZ — Z

r = oz’

nao é um homomorfismo, pois tomando 3,4 € 7Z, temos
fB+4)=f(7)=49#25=9+16 = f(3) + f(4).

No préximo resultado, apresentamos duas propriedades basicas, porém bastante Uteis,
que sao validas para homomorfismos.
Proposicao 2.5.6. Segja f : G — H um homomorfismo. Entdo:
(i) fleg) =en.

(ir) f(z™) = (f(x))"}, paratodox € G.

Demonstragdo. Em (i), como f é homomorfismo, entdo f(eq) = f(ecea) = f(eq)f(eq). E,
por f(eq) € H, entédo existe (f(eg))~! € H, e portanto, f(eq) = eg.
Para (ii), seja = € G. Por f ser homomorfismo, e por (i), temos

fl@)f(a™) = f(z27") = flea) = en

fl@ ) f(z) = fla"'2) = flec) = en.
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Desse modo, f(z~!) = (f(z))™!, paratodo x € G. O

A seguir, definimos alguns conjuntos, que devido a sua importancia e utilizagdo recebem
nomes especiais. Apos a definigdo, provaremos alguns fatos sobre tais conjuntos.

Definicao 2.5.7. Seja f : G — H um homomorfismo.

(7) O nucleo de f, denotado por Ker(f), & oconjunto {g € G; f(g) =en}.
(i7) A imagem de f, denotada por Im(f), € o conjunto {f(g) ; g € G}.

(i1i) Se H' < H, a imagem inversa de H’, denotada por f~'(H’), é o conjunto {g €
G flg) € H'}.

Proposicao 2.5.8. Se f : G — H é um homomorfismo, entdo:
(1) Ker(f) <G.
(i) Im(f) < H
(1i1) SeG' < G, entdo f(G') < H.
(iv) Se H < H, entdo f~'(H') < G.
Demonstragdo. (i) Primeiro, mostraremos que Ker(f) < G. Note inicialmente que Ker(f) é

néo vazio, pois f(eg) = ey. Sejam z,y € Ker(f). Entao

flzy) = f(x)f(y) = enen = en,

ou seja, z,y € Ker(f). Porfim,se x € Ker(f), entdo

fl@™) = (f(@))™ = (en)™" = em,

ou seja, x~* € Ker(f). Portanto, os itens (i) e (ii) da Proposicédo 2.2.3 estdo provados e
Ker(f) <G.
Agora, para mostrar que Ker(f) < G, sejam g € Gex € Ker(f). Assim, f(z) = ey

flgxg™) = f(9)f (@) f(g™") = f(@euf(g™") = f(9)ea(f(g)) ™" = en,

ou seja, grg~' € Ker(f). Portanto, pela Proposi¢éo 2.4.1, Ker(f) < G, como queriamos.
(17) Para provar que Im(f) < H, note que Im(f) é ndo vazio, uma vez que f(eg) =
en. Agora, se x,y € Im(f), entdo existem 2’,y’ € G tais que f(z') = z e f(y') = y. Assim
f(@'y) = f(2)f(y) = 2y, ou seja, zy € Im(f). E, como f((z')7!) = f(2/)~! = 27!, temos
xz~! € I'm(f). Portanto, pela Proposi¢do 2.2.3, Im(f) < H.
(7i) Mostra-se de modo similar ao item ().
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(iv) O conjunto f~'(H') & nao vazio, pois como ey € H' e fleq) = em, en-
tdo eq € f~'(H'). Por outro lado, se z,y € f~'(H'), entdo f(z), f(y) € H'. Assim,
flxy) = f(x)f(y) € H e também f(z~') = (f(x))~' € H'. Portanto, xy € f~1(H') e
zte f7YH). O

Proposicao 2.5.9. Segja f : G — H um homomorfismo de grupos. Entao f é injetor se, e s6

se, Ker(f) = {eqg}.

Demonstragdo. Suponha f injetivo. Seja x € Ker(f), entdo f(x) = ey = f(eq) e assim
x = eg. Como Ker(f) é subgrupo de G, segue que e¢; € Ker(f). Portanto, Ker(f) = {eq}-

Reciprocamente, suponha Ker(f) = {e,} e sejam =,y € G tais que f(z) = f(y).
Entéao

f@)=f) = f@)(fW) " =en= flay™) =en =y~ € Ker(f) = {ec}.

Logo, zy~! = e 0 que implica que = = y, e portanto f é injetor. O

No exemplo a seguir, mostraremos que todo subgrupo normal é o ndcleo de um homo-
morfismo.

Exemplo 2.5.10. Se G é um grupo e N < G, entdo N = Ker(m), onde 7 é a projegéo
canbnica dada no Exemplo 2.5.4. De fato, pois

r € Ker(n) e n(x)=N&aN=NszxecN.

Defini¢ao 2.5.11. Sejam G e H grupos. Um isomorfismo de G em H é um homomorfismo
bijetor f : G — H. Se existir um isomorfismo f : G — H, diremos que G e H s&o isomorfos
e donotaremos por G = H.

Exemplo 2.5.12 (Isomorfismo com Z,). Considere o conjunto G = {—1,1} munido da multi-
plicacdo usual dos numeros inteiros. Tal estrutura € um grupo. Defina a fungdo f : Z, — G
por

fO) =1 e f(I)=-1.

Temos que f é um homomorfismo. De fato, apresentamos as possiveis operagdes na tabala

abaixo:
|y | fle+y) | f(@)f(y)
00 1 1
01 —1 —1
110 -1 —1
11 1 1

Claramente f é uma bijecéo e portanto, € um homomorfismo.
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De maneira analoga a abordagem feita no exemplo anterior, pode-se mostrar que qual-
quer grupo de ordem 2 € isomorfo a Z,. Assim, podemos concluir que existe apenas um grupo
de ordem 2, a menos de isomorfismo.

A seguir, apresentaremos o Teorema da Correspondéncia e uma de suas consequécias.
Estes resultados serdo utilizados no proximo capitulo, o qual tratara do objetivo principal deste
trabalho de conclusdo de curso.

Teorema 2.5.13 (Teorema da Correspondéncia). Sejam G e H grupos, e f : G — H um
homomorfismo sobrejetor. Entdo:

(1) Para todo subgrupo G' de G, tem-se que f(G') é subgrupo de H. Mais ainda, se
G' <4 G, entdo f(G') < H.

(i) Para todo subgrupo H' de H, f~*(H') é o unico subgrupo de G' que contém Ker(f)
e talque f(f~'(H')) = H'. Mais ainda, se H' < H, entdo f~'(H') < G.

Demonstragdo. A seguir, so demonstrados os itens (i) e (ii).

(1) Que f(G") < H, segue da Proposigéo 2.5.8. Agora, suponha G’ < G esejamy € H
ex € f(G'). Como f é sobrejetor, existe g € G tal que f(g) = y e também existe ¢’ € G’ tal
que f(¢') = x. Assim,

yry ' = o) f(9)(f9) " = flo)fd)flg") = flgdg™") € f(G),

pois G’ < G, e entdo gg'g~' € G'. Portanto, pela Proposigéo 2.4.1, f(G') < H.

(i7) Temos que Ker(f) C f~'(H’), pois se z € Ker(f), f(z) = ey € H', e assim
z € f~HH).

Agora, mostraremos que f(f~'(H')) = H'. Primeiramente, note que f(f~'(H")) C
H',poissex € f(f'(H')),tem-sex = f(y),comy € f~'(H'),ouseja, f(y) € H' e portanto
x = f(y) € H'. Paramostrar H' C f(f~'(H')), tomemos h’' € H'. Pela sobrejetividade de f,
h' = f(x), paraalgum r € G.Entao z € f~'(H') e W = f(x) € f(f~*(H')). Desse modo,
F(FI(HY) = HY.

Quanto a unicidade, suponha que H’ < H e que exista outro subgrupo L de G que
satisfaga tais condigdes, ou seja L < G tal que Ker(f) C Le f(L) = H'. Mostraremos que
L= f1YH).Sel € L,temos f(I) € f(L) = H'. Assim, [ € f~'(H’). Por outro lado, se
h € f~'(H'), entdo f(h) € H = f(L), isto é, existe | € L tal que f(h) = f(l), e entéo
f(hl™) = ey, ouseja, hl™' € Ker(f) C L,eassimh € L. Portanto L = f~'(H').

Por fim, suponhaque H' < Hesejag € Geh e f~Y(H'). Assim, f(h) € H' e

Flghg™) = F@) (W) f(g™) = F@)f W) (@) € Flg)H'(f(g)”" = H.

Desse modo, ghg™' € f~H(H') e f~1(H') < G. O
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Corolario 2.5.14. Seja G um grupo e N < G. Entdo, todo subgrupo do grupo quociente G /N
é da forma H/N, onde H é o unico subgrupo de G contendo N tal que m(H) = H/N, onde
7 : G — G/N é a projegdo canénica. Mais ainda, se H/N < G /N, entdo H < G.

Demonstragdo. Né&o é dificil verificar que m € um homomorfismo sobrejetor, com Ker(mw) = N.
Pelo Teorema da Correspondéncia - item (i7), temos que para todo subgrupo S de G /N, existe
um Unico subgrupo H de G contendo N tal que n(H) = S. Como n(H) = {hN ; h € H},
denotamos S = H/N. Por fim, se H/N < G/N, novamente pelo item (ii) do Teorema da
Correspondéncia temos que H < G, visto que 7~ !(H/N) = H. O
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3 ACAO DE GRUPO

Neste capitulo, definiremos alguns conceitos que serao utilizados no préximo e principal
capitulo deste trabalho. Mais precisamente, abordaremos como um grupo GG pode agir sobre um
conjunto S, definiremos o que vem a ser érbitas, estabilizadores e conjugagdes, entre outros.

Para o desenvolvimento deste capitulo e do Capitulo 4, foram utilizadas as obras de
(Hungerford, 1974) e (Andrade, 2021), que oferecem uma abordagem mais abrangente sobre o

tema.

Definicao 3.0.1. Uma acao de um grupo G sobre um conjunto S é uma fungdo G x S — S,
geralmente denotada por (g,s) — gs, tal que para todo s € S e g1,92 € G,

es=5s e (9g192)s = g1(925).

Quando tal agdo é dada, dizemos que GG age sobre o conjunto S.
Na sequéncia, faremos alguns exemplos sobre o conceito definido acima.

Exemplo 3.0.2 (Acao do grupo simétrico S,, sobre I,,). Uma agéo do grupo simétrico S,, sobre
o conjunto I,, = {1, ... n} é dada por (o,z) — o(x). De fato, sendo ¢ € S,, e z € I,,, & bbvio
que e(x) = x. Agora, sejam o, T € S,,. Pela definigdo da agdo, (o7)x = (0 o 7)(x) = o(7(x)).

Exemplo 3.0.3 (Acgao de translagao a esquerda de G sobre G/ H). Seja G um grupoe H < G.
Definimos uma agéo de G sobre o conjunto quociente G/ H por g(zH) — (gz)H.

Essa aplicagcdo esta bem definida, pois se tH = yH, entdo existe h € H tal que
y = xh. Assim, gy = g(xh) = (gx)h, e portanto (gy)H = (gz)H.

Além disso, e(xH) = (ex)H = zH, e para g1,9> € G, tem-se

(9192)(xH) = ((9192)x)H = (91(922))H = 91 ((g2) H ).

Dizemos que G age sobre G/ H por translacéo a esquerda.

Exemplo 3.0.4 (Acao de conjugagao). Seja G um grupo e H < (G. Uma agéo do grupo H sobre
o conjunto G é dada por (h,g) — hgh~'. De fato é uma ag&o, pois sendo i, hy € H e g € G,

temos

eg = ege_l =g

hi(hag) = hi(haghy') = hi(hoghy " )hi" = (hiha)g(haiha) ™" = (hihs)g.

Definicao 3.0.5. A acéo definida no Exemplo 3.0.4 é chamada de conjugacao por h € o ele-
mento hgh~! é dito conjugado de g.

A seguir faremos um resultado que sera utilizado mais adiante.
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Proposicao 3.0.6. Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Entéo, gH g~ é um subgrupo de
G paracadag € G,e H = gHg .

Demonstragdo. Sendo gHg™' = {ghg™' ; h € H}, verifica-se facilmente que gHg~' é um
subgrupo de G, para cada g € G. Quanto ao isomorfismo, basta considerarmos a fungdo

p: H — gHg_1
h + ghg™!

Temos que ¢ € um homomorfismo, pois se x,y € H, entdo

e(zy) = g(zy)g~" = g(z(g7 9)y)g ™" = (929 ) (gyg™") = ()0 ().

1= gyg_l, e dai,

Em relagéo a injetividade, dados z,y € H tais que ¢(z) = ¢(y), entdo gxg~
xr = y. Também, ¢ é sobrejetiva. Com efeito, se x € gHg !, entdo x = ghg~! para algum
h € H,ouseja, p(h) = ghg™! = .

Portanto, ¢ é um isomorfismo, e assim, H = gHg™!. O

Observacao 3.0.7. Nas condigdes da proposicdo acima, temos que H age sobre o conjunto .S
de todos os subgrupos de G por conjugagéo (h,K) — hKh~'. Dizemos que o grupo hKh™! é
conjugado de K.

Exemplo 3.0.8 (Conjugagéo em S3). Considere o grupo S; = {e,(12),(13),(23),(123),(132)}
e o subgrupo K = {e,(12)}. Conjugando K por h = (123), obtemos heh™' = e e h(12)h~! =
(23). Assim, K" = {e,(23)} é conjugado a K e além disso, pela Proposicdo 3.0.6 segue que
K=K’

Proposicao 3.0.9. Seja G um grupo abeliano e H um subgrupo de GG. Para todo g € GG, a agao
de conjugacao de g sobre H resulta no proprio subgrupo H, isto é, gHg~ ! = H.

Demonstracdo. De fato, se GG é abeliano entao pela Proposicdo 2.4.10, todo subgrupo H de G
é normal. Assim, pela proposicéo 2.4.1, gHg~' = H, paratodo g € G. O]

Da proposicao acima, temos que se um grupo € abeliano, os subgrupos conjugados
a um subgrupo resultam no préprio subgrupo. Sendo assim, grupo abelianos nao configuram
exemplos significativos para a teoria.

Na sequéncia, faremos um teorema que nos permitira definir na sequéncia dois concei-
tos que serao essenciais.

Teorema 3.0.10. Seja G um grupo que age sobre um conjunto S.

(1) A relagdo em S dada por

x~1' & gr = 2’ paraalgum g € G,
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é uma relagao de equivaléncia.
(1) Paracadas € S,Gs={g € G; gs = s} é um subgrupo de G.

Demonstragdo. (i) Primeiramente, a relagdo ~ é reflexiva, visto que es = s implica s ~ s para
todo s € S. Ademais, ~ é simétrica pois se s; ~ o, entdo existe ¢ € G tal que gs; = so,
e assim s; = g 'sy, Ou seja, s, ~ s;. Por fim, temos que ~ é transitiva pois se s; ~ sy e
So ~ sg, entdo existem g, h € G tais que gs; = sy € hsy = s3, ou seja, h(gs;) = s3, € assim
(hg)s1 = s3, e portanto, s ~ s3.

Assim, por satisfazer as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva, a relagdo ~ é de
equivaléncia.

(17) Note que G € ndo vazio pois ¢ € GG, uma vez que es = s para todo s € S. Sendo
S1, 82 € G, entdo s1s = s e 598 = s. Assim,

(s182)s = s1(8258) = 818 = s,

ou seja, s152 € G. Por fim, resta mostrar que se s; € G, entdo 31_1 € (. Defato, por s; € G,

temos que s15 = s, e dai
s15=35= 57" (s18) =s]'s = (s7'81)s =s]'s = s = 5] s,

ou seja, s; ' € GL.
Desse modo, temos que G, é subgrupo para cada s € S. O

Definicdo 3.0.11. As classes de equivaléncia da relagdo ~, definidas no item (i) do Teorema
3.0.10, séo chamadas de orbitas de G em S. Denotamos a 6rbita de x € S por O(x). J&4 o
subgrupo G, definido no item (i7) do mesmo teorema, é chamado de estabilizador de s.

A terminologia “6rbita” remete a ideia de movimento. Intuitivamente, a 6rbita de um ele-
mento x sob a acdo de G compreende todos os elementos do conjunto que podem ser “al-
cangados” por z quando este é operado por elementos de . Essa visdo é fundamental para
compreender a Equacao de Classes, a qual sera vista a diante, onde o grupo G é particionado
conforme essas trajetérias distintas.

Ja o0 nome “estabilizador” é atribuido ao grupo pois ele descreve o “equilibrio” de um
elemento sob a agcao do grupo. Enquanto a 6rbita representa o movimento e a mudanga de um
elemento z, o estabilizador reline todos os elementos g € G que 0 mantém estavel.

Exemplo 3.0.12 (Orbita e estabilizador em S5). Considere o grupo S5 agindo sobre o conjunto
I3 = {1,2,3}, com a agéo dada no Exemplo 3.0.2. Temos que

O(1) = I,
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pois e(1) =1, (12)(1) = 2 e (13)(1) = 3. Ja o estabilizador de 1 é o subgrupo

G1 = {e,(23)},
umavez que e(1) = 1 e (23)(1) = 1, pois para os demais elementos de S3, é facil verificar que
a propriedade nao é cumprida.
Exemplo 3.0.13 (Orbita em G'L,(R)). Considere o grupo G Ly(R) agindo por conjugagéo sobre
o conjunto M5(R). Dado A € M,(R), temos que

O(A) = {PAP™'; P € GLy(R)},

ou seja, a orbita de A é o conjunto de todas as matrizes em M, (RR) que sdo semelhantes a A.

Definicao 3.0.14. Se um grupo GG age sobre si mesmo por conjugacao, entao a érbita
O(z) = {gzg™"; g € G},

onde = € G, é chamada classe de conjugacao de .

Se restringirmos a agdo do Exemplo 3.0.13 apenas aos elementos do conjunto G Ly (RR),
teremos o exemplo a seguir.

Exemplo 3.0.15 (Classe de conjugag@o em G Ls(IR)). Considere o grupo GG L»(R) agindo so-
bre si mesmo por conjugagéo. Para qualquer matriz inversivel A € GLs(R), sua classe de
conjugacéo C'4 é o conjunto:

Cy={PAP™'; P c GLy(R)}.

Definicao 3.0.16. Se um grupo G age sobre si mesmo por conjugacdo e z € (, entdo o
estabilizador

Go={9€G;igag =2} ={g€C; gz =g}
é chamado de centralizador de z, e sera denotado por C ().

Definigdo 3.0.17. Sejam G um grupo e K subgrupo de G. O normalizador de /K, denotado
por N (K), é o conjunto Ng(K) = {g € G; gKg = K}.

Proposicédo 3.0.18. Sejam G um grupo e K um subgrupo de G. O conjunto Ng(K) é um
subgrupo de G.

Demonstragdo. Note que o normalizador Ng(K') coincide com o estabilizador do subgrupo K
sob a agdo de GG sobre o conjunto de seus subgrupos por conjungagéo. Portanto, Ng(K) <
G. O
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Intuitivamente, o normalizador N¢(K') pode ser visto como o maior subgrupo de G no
qual K é um subgrupo normal. Ou seja, o normalizador isola precisamente o conjunto de
elementos ¢ € G que fixam o subgrupo K sob a agdo de conjugacgdo, garantindo a relagdo
gKg ' =K.

Proposicao 3.0.19. Todo subgrupo K de um grupo G é normal em N¢(K).

Demonstragdo. Para provar que K é um subgrupo normal de Ng(K'), devemos verificar que
K C N¢(K) e que a condigéo de normalidade ¢ satisfeita.

Para verificar que K C Ng(K), sejak € K. Dado qualquer z € K, temos que kzk™! €
K, logo kKk~! C K. Reciprocamente, para qualquer = € K, temos z = k(k~'xk)k~'. Como
k~lzk € K, temos v € kKk™', logo K C kKk™'. Portanto, kKk™' = K, o que implica
k € Ng(K). Assim, K C Ng(K).

Quanto a normalidade, se tomarmos qualquer elemento ¢ € Ng(K), a condigdo
gKg™! = K é satisfeita pela prépria definigdo do conjunto. Como K C Ng(K), segue que
K é normal em Ng(K). O

Proposicao 3.0.20. Sejam G um grupo e K um subgrupo de GG. Entdo, K é normal em GG se,
e somente se, N(K) = G.

Demonstragdo. Suponha K < G. Entéo vale gK ¢! = K paratodo g € G. Pela definicdo de
normalizador, g € N¢(K), paratodo g € G. Dai, G C Ng(K). E trivial que Ng(K) C G, e
portanto, N¢(K) = G. Reciprocamente, suponha Ng(K) = G. Entdo gKg~' = K, para todo
g € (. Pela definicdo de subgrupo normal, temos K < G. O

Exemplo 3.0.21 (Normalizador do subgrupo (i) de g). Considere o grupo ()3 e o subgrupo
K = (i) = {1, — 1,i, — i} (ver Exemplo 2.1.25). Observe que |Qs| = 8 e |K| = 4, logo
(Qs : K) = 2. Pela Proposicdo 2.4.9 todo subgrupo de indice 2 é normal, e entdo segue que
K < Qs. Logo, a Proposigdo 3.0.20 implica que Ny (K) = Qs.

Teorema 3.0.22. Se um grupo G age em um conjunto S, entao a cardinalidade da drbita de
s € S éoindice (G : Gy), ouseja, (G : Gs) = |O(s)].

Demonstragdo. Seja G/Gs = {gGs; g € G'} o conjunto quociente de G em G, e seja a 6rbita
O(s) = {gs; g € G} de s. Definindo

v: G/Gy — O(s)
9gGs = gs,

teremos que ¢ € uma bijegcdo. De fato, temos que ¢ € bem definida e injetiva, pois sendo
g,h € G, entado

gs=hs < gs = (g9 hs = gs=g(g 'h)s & s = (¢ h)s & g 'h € G, & gG, = hG,.
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Além disso, o é sobrejetiva, pois tomando y € O(s), temos y = gs para algum g € G, ou seja,

p(9Gs) = gs = y.
Portanto, concluimos que (G : Gs) = |O(s)|. O

Exemplo 3.0.23 (Cardinalidade de uma érbita em S3). Considere o grupo S3 agindo sobre si
mesmo por conjugacdo. Se tomarmos s = (12), como G = {e,(12)}, teremos pelo Teorema
de Lagrange que (G : G,) = 3, e assim, pelo teorema anterior (G : G5) = |O(s)| = 3. A
saber, O(s) = {(12),(13),(23)}.

Corolario 3.0.24. Seja G um grupo finito e K um subgrupo de G. Entdo

(1) O numero de elementos na classe de conjugagdo de x € G é (G : Cg(x)), o qual
divide |G|.

(17) (Equacgdo de Classes) Se O(x1), O(z3),...,0(x,), sdo as classes de conjugagdo
distintas, com x; € (G para cada i, entao

Gl =1Z(@G)] + Y (G:Calx)).
;¢ 7(G)

Demonstragdo. (i) Segue diretamente do Teorema 3.0.22, pois neste caso, como a agéo é de
conjugacéo de GG é sobre si mesmo, entao

Gx:{gEG;gxg_lza:}:{gEG;g:v:a:g}:Cg(x).

(17) Pelo Teorema 3.0.10 temos que a conjugagéo é uma relagdo de equivaléncia, assim,
como O(z1),O(x2),...,O(x,) séo as classes de conjugacao distintas, temos que

G=0(x)U0(x)U...U O(x,),

e portanto |G| = > |O(z;)|. Note que = € Z(G) se, e s6 se, O(z) = {z}. Assim, segue que
j=1
|O(x)|=1,se z € Z(G),e |O(x)| > 1,se z ¢ Z(G). Desse modo,

Gl= > 10+ > 10@)

2;€2(G) 2:¢2(G)

=12(@)] + Y 0@),

e pelo item (i) deste corolario, obtemos



Gl =1Z(G)] + Y (G:Calxy)).
¢ Z(G)
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4 TEOREMAS DE SYLOW

Neste capitulo, o ponto principal é fazer a analise sobre a validade de reciproca do
Teorema de Lagrange. O capitulo sera dividido em trés secdes, na primeira, mostraremos que
a reciproca do resultado supracitado ndo é vélida. Ja na segunda, trataremos de p-grupos. Por
fim, na terceira faremos os resultados mais gerais que podem ser estabelecidos na diregdo da
reciproca em questao.

4.1 A Reciproca do Teorema de Lagrange

Quando temos um resultado matematico, € muito natural nos questionarmos sobre a va-
lidade da reciproca do mesmo. Ao falar do Teorema de Lagrange, esta é um discussao bastante
ampla e que tem diversas implicagdes, como veremos ao longo deste capitulo.

Precisamente, quando nos questionamos sobre a reciproca do Teorema de Lagrange,
estamos interessados em responder o seguinte questionamento:

Dado um grupo GG e nimero natural k que divide a ordem de (G, sempre existe um subgrupo de
G de ordem k?

A resposta para essa pergunta é negativa. Como veremos no contra-exemplo a seguir.

Exemplo 4.1.1 (Nao validade da reciproca do Teorema de Lagrange). Considere o grupo alter-
nado A4, o qual relembramos que é o subgrupo do grupo simétrico S, formado pelas permuta-
¢cOes pares. Temos que i

|Ay| = 3= 12.
Suponha que existe um subgrupo H de A, de ordem 6. Entdo, pelo Teorema de Lagrange,
segue que (A4 : H) = 2. Pela Proposigao 2.4.9, podemos concluir que A4/ H é um grupo. Seja
g € A4 um elemento de ordem impar, entdo pelos Corolarios 2.2.19 e 2.2.20 segue que

gil = = g =2 = [g]|lg|.

Por outro lado, como |A4/H| = 2, entdo g* = €, e assim |g| | 2. Como |g| & impar, devemos ter
que [g| = 1,ouseja,g =€, eassimg € H.

Como A, contém 9 elementos de ordem impar, entdo H teria pelo menos 9 elementos.
Absurdo, pois supomos que a ordem de H é 6. Desse modo, ndo existe um subgrupo H de A4
de ordem 6.
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4.2 p-grupos

Nesta se¢ao definiremos uma classe de grupos chamada p-grupos e apresentaremos
alguns resultados relacionados a estes grupos. Tais resultados serdo fundamentais para a abor-
dagem dos Teoremas de Sylow, que serao vistos na terceira secao.

Iniciamos a se¢édo com dois lemas.

Lema 4.2.1. Seja p é um numero primo e n > 1. Se um grupo H de ordem p" age em um
conjunto finito X, entdo Xy := {x € X ; hx = x,Vh € H} satisfaz | X| = |Xg| (mod p).

Demonstracdo. A partir do Teorema 3.0.10, a acdo de H em X induz uma relagdo de equiva-
léncia cujas classes sédo as orbitas. Assim, se O(x1), O(x3),...,O(x;) sdo todas as classes
disjuntas, temos que

X =0(x)U...UO0(xy), (2)

e assim,

k
X = > (0]

Um fato é que x € Xy se, e somente se,

O(x)| = 1, ou seja, O(x) = {z}. Desse fato
e pela Equacéo (2), temos

XI= D 10 + Y 10 =1Xul + Y |0()].

:D'LEXH :ITJ¢XH LBJQXH

Paracada x; ¢ Xy, temos pelo Teorema 3.0.22 que |O(z;)| = (H : Hy,) = |H|/|Hy,|.
Como |H| = p", pelo Teorema de Lagrange |O(z;)| deve ser um divisor de p™. Como os
divisores de p” séo da forma p™, com 0 < m < n e |O(z;)| > 1, o menor valor de m deve
ser 1, ou seja, devemos ter 1 < m < n. Assim, |O(x;)| = p™, para algum m; > 1, ou seja, p

divide |O(x;)| para todo j.
Assim, | X| = |Xg| + (p™ +---+p"). Como p"™ + - - -+ p™ é multiplo de p, temos
> 10()| =0 (mod p).
z; ¢ Xy
Logo,
| X[ = |Xu| (mod p),
e o resultado esta provado. O]

Lema 4.2.2. Sejam G um grupo abeliano finito e p um nimero primo tal que p | |G|. Entéo,
existe a € G de ordem p.

Demonstragdo. Como p | |G|, entdo |G| = pm, para algum m € Z. Mostraremos o resultado
por inducdo em m.
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Para m = 1, temos |G| = p, entdo como G é finito de ordem prima, segue que G é

al = p.
Suponha o resultado vdlido para m > 1. Dado z € G \ {e}, denote r = |z|. Pelo

ciclico pelo Corolario 2.3.21. Logo, existe a € G tal que G = (a), e assim,

Teorema de Lagrange, segue que r | |G| = pm.

Se p | r, entdo a = x'/P satisfaz a condigao desejada, pois (z"/?)? = 2" = e, ou seja,
la| = p. Agora, se p t r, entdo mdec(p,r) = 1 e pelo Lema de Gauss, devemos ter que r | m.
Como G é abeliano, pela Proposigdo 2.4.10, segue que (x) < G e assim, pela Proposi¢éo
2.4.11, concluimos que G/ (x) é abeliano, e sua ordem é

@:p% < pm = |G|.

Por hipotese de indugdo, GG/ (x) possui um elemento de ordem p. Seja 7 tal elemento. Logo,
y? € (x), e como |z| = r,temos e = (y*)" = y?" = y'P. Desse modo, |y"| = p, e tomando
a = y", concluimos a prova para este caso e a demonstragao do lema. O

O Teorema de Cauchy, que apresentaremos na sequéncia € um caso particular dos
Teoremas de Sylow, que veremos na proxima secao. Apos o teorema, também faremos alguns
corolarios bastante uteis na Teoria de Grupos Finitos.

Teorema 4.2.3 (Teorema de Cauchy). Sejam G um grupo finito e p um ndmero primo tal que
p | |G|. Entéo existe a € G de ordem p.

Demonstragdo. Como p | |G

, segue que |G| = pm, para algum m € N. Provaremos o
resultado por indugdo em m.

Se m = 1, entédo |G| = p, e pelo Corolério 2.3.21, G ¢ ciclico. Desse modo, G = (g)
para algum g € G, e temos |g| = p.

Consideremos o resultado valido para m > 1. Pela Equagédo de Classes (Corolario
3.0.24), temos

Gl =12(G)| + ) (G:Ca(h)).
h¢Z(G)

Sep| (G:Cg(h)) paratodo h ¢ Z(G), entdo p | |Z(G)|. Como Z(G) é abeliano, e
pelo Lema 4.2.2, existe um elemento de ordem p em Z(G) e o resultado esta provado.

Agora, seexiste h ¢ Z(G)talquept (G : Cg(h)), entdode |G| = |Ca(h)|(G : Ca(h))
e p | |G|, concluimos que p | |Cg(h)|. Como Cq(h) < G e |Ce(h)| < |G| (pois se |Cq(h)| =
|G| = Cg(h) = G = h € Z(@)), entdo segue por hipétese de indugédo que C(h) possui um
elemento de ordem p.

O resultado esta provado. O]

A seguir, definimos uma importante classe de grupos.

Definicao 4.2.4. Seja p um ndmero primo. Um grupo é chamado de p-grupo se a ordem de
cada elemento de G é uma poténcia de p. Um subgrupo H de G é dito p-subgrupo de G, se
H é um p-grupo.
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Um fato bastante trivial, mas que vale a mengao, é que (e) € um p-subgrupo de G para
todo primo p, pois |e| = 1 = p°.

Corolario 4.2.5. Um grupo finito G é um p-grupo se, e somente se,

G| é uma poténcia de p.

Demonstracdo. Seja G um p-grupo finito, e suponha que exista um ndmero primo ¢, com q # p
tal que ¢ | |G|. Pelo Teorema de Cauchy, G contém um elemento de ordem g¢. Seja a tal
elemento. Assim,

a| = q. Como G é p-grupo, todo elemento de G tem como ordem uma

poténcia de p, ou seja, |a| = p" para algum n € N. Dai, |a] = p" = ¢, € como p e ¢ s&o primos,

p = q. Portanto,

G| € uma poténcia de p.

Reciprocamente, se |G| = p" para algum n € N, e a € G, entdo pelo Teorema de
Lagrange temos que |a| | |G| = p". Como os Unicos divisores de p" séo da forma p™, com
0 < m < n, segue que |a| = p™. Portanto, todo elemento de GG possui como ordem uma
poténcia de p, segue que GG é um p-grupo. O]

Um resultado bastante direto sera apresentado na sequéncia para fim de completude do
texto.

Corolario 4.2.6. Se G é um p-grupo finito, e H é subgrupo de Gz, entdo H é p-subgrupo.

Demonstragdo. Seja GG um p-grupo e H um subgrupo de GG. Pelo Corolario 4.2.5, sabemos que
|G| = p" para algum n € N. Pelo Teorema de Lagrange, sabemos que |H| | |G| = p", e
como os Unicos divisores de p™ s&o da forma p™ com 0 < m < n, temos que |H| = p*, com
0 < m < n. Novamente pelo Corolario 4.2.5, concluimos que H é um p-subgrupo de G. O

Para finalizar a se¢éo, trazemos dois resultados que serdo utilizados na préxima secao.

Lema 4.2.7. Se H é um p-subgrupo de um grupo finito GG, entao
(G:H)=(Ng(H): H) (mod p).

Demonstragdo. Seja X = G/H. Dai, |X| = (G : H). Considere H agindo em X por trans-
lacdo a esquerda, ou seja, h € H age em X da seguinte forma: h(xH) = (hxz)H. Como
Xy={zH € X ; h(ztH) =xH,Vh € H}, temos
tH € Xy < h(zH)=xH,Yh € H
o 'haH =HNYhe H
oo the € HVYhe H
s 'Hr=H

=T c Ng(H)
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Das equivaléncias acima, segue que uma classe lateral tH € Xy se, e s6 se, seu
representante x pertence ao normalizador Ng(H). Assim, | Xy| = (Ng(H) : H). Pelo Lema
421, |X| = |Xg| (mod p), e como |X| = (G : H),entdo (G : H) = (Ng(H) : H)
(mod p). O

Corolario 4.2.8. Se H é um p-subgrupo de um grupo finito G tal que p | (G : H), entdo
Ne(H) # H.

Demonstragdo. Como p | (G : H),temos que 0 = (G : H) (mod p). Pelo Lema 4.2.7,
0=(G:H)=(Ng(H): H) (mod p).

Como (Ng(H) : H) > pep > 1,temos que (Ng(H) : H) > 1. Assim,

~ [Na(H)|

(Ne(H) : H) = H 1 = [Ng(H)| > |H|

Portanto, Nq(H) # H. O

4.3 Os Teoremas de Sylow

Nesta sec¢ao, apresentaremos os trés teoremas de Sylow. Estes resultados levam o
nome do matematico noruegués Peter Ludwig Mejdell Sylow (1832—1918).

O primeiro destes trés teoremas da uma resposta positiva para a reciproca do Teorema
de Lagrange, no caso de uma poténcia de primo dividir a ordem de um grupo finito.

Teorema 4.3.1 (Primeiro Teorema de Sylow). Sejam G um grupo de ordem p™m, onde p é um
numero primo, m,n € N e mdc(p,m) = 1. Entdo, G contém um subgrupo de ordem p' para
cadal < i < n, e todo subgrupo de G de ordem p' (¢ < n) é normal a algum subgrupo de
ordem p*ti.

Demonstragcdo. Provaremos o resultado por indugéo em <.
Parai = 1, como p | |G

, entdo pelo Teorema de Cauchy existe elemento g € G de
ordem p. Logo, (g) € um subgrupo de G' com ordem p'.

Seja 1 < i < n e suponha por hipétese de indugéo que existe H < G com |H| = p'.
Temos que p | (G : H), e pelo Lema 4.2.7 e Corolario 4.2.8, segue que

p| (Ne(H): H) e Ng(H)# H.
Umavezque H < Ng(H)ep | |No(H)/H

N (H)/H contém um subgrupo de ordem p, que pelo Corolario 2.5.14, é da forma K/ H, onde
K < Ng(H)e H C K.Por H < Ng(H), em particular, H < K, e pelo Teorema de Lagrange,

, segue novamente pelo Teorema de Cauchy que
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obtemos
K| = |H||K/H| = p'p = p*

e o resultado esta provado. O]

Assim, o Primeiro Teorema de Sylow nos ajuda a garantir a existéncia de subgrupos
de certas ordens, a qual pode ser analisada a partir da decomposi¢do da ordem do grupo em

fatores primos.

Exemplo 4.3.2 (Existéncia de subgrupos). Considere G um grupo, com |G| = 72. Como 72 =
23 .32, pelo Primeiro Teorema de Sylow, temos que G admite subgrupos de ordem 2,4, 8,3 e 9.

Corolario 4.3.3. Se G é um grupo com |G| < 11 ed | |G

, entdo existe um subgrupo de G de
ordem d.

Demonstragdo. Se |G| = 1 o resultado é 6bvio. Agora, se 2 < |G| < 11, temos as seguintes
decomposi¢des em fatores primos:

2,3,4=2%56=2-37,8=2%9=3%10=2-5, 11.

O resultado segue aplicando o Primeiro Teorema de Sylow. O

Definicdo 4.3.4. Seja G um grupo finito de ordem p™m, com n € N U {0}, onde p é primo e
p 1 m. Um p-subgrupo de Sylow de G é um subgrupo de G com ordem p™.

Outra forma de definir um p-subgrupo de Sylow, é dizer que um subgrupo H de G é um
p-subgrupo de Sylow se H é um p-subgrupo maximal de G.
Dai, temos que o Primeiro Teorema de Sylow garante a existéncia de ao menos um

p-subgrupo de Sylow de (G, como ilustramos no exemplo a seguir.

Exemplo 4.3.5 (p-subgrupos de (Zig9,+) ). Considere o grupo (Zigo,+). Este grupo possui
ordem 100 = 22 - 5. Assim, um 2-subgrupo de Sylow é um subgrupo de ordem 4, bem como
um 5-subgrupo de Sylow é um subgrupo de ordem 25.

Proposicao 4.3.6. Seja G um grupo de ordem p"m, com p primo, n € N e mdc(m,p) = 1.
Cada conjugado de um p-subgrupo de Sylow é um p-subgrupo de Sylow.

Demonstragdo. Seja S um p-subgrupo de Sylow de G, e S’ = z~ 'Sz um conjugado de S, onde
x € (. Pela Proposigdo 3.0.6, temos que S = S’, e assim, |.S’| = |S|. Como S é p-subgrupo
de Sylow, |S| = p™, e logo,

S’| = p", o que prova que S” é um p-subgrupo de Sylow. O
Como uma reciproca a proposicao anterior, temos o Segundo Teorema de Sylow.

Teorema 4.3.7 (Segundo Teorema de Sylow). Sejam P, e P, dois p-subgrupos de Sylow de um
grupo finito G. Entdo, P, e P, sdo subgrupos conjugados de G.
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Demonstragdo. Se p 1 |G|, entdo o Unico subgrupo com ordem poténcia de p é {e}. Assim,
P, = P, = {e}. Como g{e}g~' = {e}, paratodo g € G, segue que P, e P, sdo conjugados.
Se p | |G, seja X o conjunto das classes laterais a esquerda de P, em G, ou seja, X =
{gP1 ; g € G}. Assim,
esquerda, isto é,

X| = (G : P,). Considere P, agindo sobre X por translagédo a

y(ePr) = (yx) b,

paratodoy € P,. Seja Xp, = {zP, € X ; h(zP,) = xP,,Vh € P,}. Pelo Lema 4.2.1, segue
que | X| = |Xp,| (mod p). Como p1 (G : P,), pois caso contrario P, ndo seria p-subgrupo de
Sylow, temos que | Xp,| # 0. Entao, existe P, € Xp,. Assim,

y(xP) = xP,Vy € Py = 2 'y(zP,) = P,,Vy € P

= o 'yx € P,Vy € P,.

Pela Proposigéo 3.0.6, v~ Pz = P,, o que implica |z~ Pyx| = | P;|. Como P; e P, séo
p-subgrupos de Sylow, temos |P;| = |P»|. Sendo 2! P,z um subgrupo de P, com a mesma
ordem, segue que ! P,x = P;, mostrando que P, e P, sdo conjugados. O

O Segundo Teorema de Sylow nos traz uma visao para a estrutura interna do grupo,
garantindo que 0s p-subgrupos de Sylow ndo sejam objetos isolados ou diferentes entre si.
Assim, o Primeiro Teorema de Sylow garante a existéncia desses subgrupos, € 0 Segundo
Teorema de Sylow prova que todos eles pertencem a uma Unica classe de conjugacéo.

Exemplo 4.3.8 (p-subgrupos conjugados de A,). Considere o grupo alternado A;. Como
|A4] = 12, temos que os 3-subgrupos de Sylow sdo subgrupos de ordem 3. Tomando
P, = ((123)) = {e, (123),(132)}, ao conjugar P, por g = (234), obtemos

gPigt ={geg ', g(123)g7", 9(132)g7 "} = {e, (124), (142)}.

Sendo P, := {e, (124), (142)}, temos P, outro 3-subgrupo de Sylow de Aj.
Vale destacar o seguinte caso particular do Segundo Teorema de Sylow:

Corolario 4.3.9. Sejam GG um grupo finito e p um nimero primo. Um p-subgrupo de Sylow S de
G é normal se, e somente se, S é o linico p-subgrupo de Sylow de G

Demonstragdo. Seja S um p-subgrupo de Sylow que é normal em G, e S’ outro p-subgrupo
de Sylow de G. Pelo Segundo Teorema de Sylow, 2Sx~! = S’, para todo x € G. Como S é
normal, zS = Sz, e assim, Sxz~' = S’, ouseja, S = 5.

Reciprocamente, suponha que .S seja o Unico p-subgrupo de Sylow de (. Para qualquer
r € G, o conjugado zSz~! é um subgrupo de G com |zSz~ ! = |S

, pelas Proposicoes 4.3.6

e 3.0.6. Assim, xSz~ também é um p-subgrupo de Sylow de G. Pela hipétese de unicidade,

1

devemos ter xSz~ = S paratodo = € (G, o que implica que S é normal em G. O
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Exemplo 4.3.10. Sejam o grupo S3, e os 2-subgrupos de Sylow de S3 dados por S} = {e, (12)},
Sy ={e, (13)} e S3 = {e, (23)}. Pelo Corolario anterior, como nao existe um Gnico 2-subgrupo
de Sylow de S3, temos que nenhum destes subgrupos é normal em Ss.

Antes de enunciar o Terceiro Teorema de Sylow, precisaremos de uma caracterizacdo
para o numero de p-subgrupos de Sylow de um grupo. Isso serd feito no proximo resultado.

Corolario 4.3.11. Sejam G um grupo finito e p um nimero primo. Se S é um p-subgrupo de
Sylow de G, entdo o nimero de p-subgrupos de Sylow é dado por (G : N¢(S)).

Demonstragdo. Seja S é um p-subgrupo de Sylow de G. Denotamos por X o conjunto de todos
os p-subgrupos de Sylow de . Pelo Segundo Teorema de Sylow, qualquer outro p-subgrupo
de Sylow de G é conjugado a S. Assim, X = {¢gSg~!; g € G}. Ou seja, X é a 6rbita de S
sob a agdo de conjugacdo de GG sobre o conjunto de seus subgrupos. Pelo Teorema 3.0.22, o
numero de elementos em uma 6rbita é dado pelo indice do estabilizador do elemento em G.
Neste caso, o estabilizador do subgrupo .S é o seu normalizador Ng(.S). Portanto, o nimero de
p-subgrupos de Sylow é (G : Ng(.9)). O

Exemplo 4.3.12 (Nimero de 2-subgrupos em S3). Seja o grupo S3 e o subgrupo S = {e, (12)}.
Verifica-se facilmente que Ng,(S) = S, e assim, (S5 : Ng,(5)) = ¢ = 3. Pelo Corolario
anterior, temos que o nimero de 2-subgrupos de Sylow de S5 é 3. A saber, sdo os subgrupos
explicitados no Exemplo 4.3.10.

Notacéo 4.3.13. Denotaremos o nimero de p-subgrupos de Sylow de um grupo finito G por n,,.

Com a notacdo acima, o Corolario 4.3.9 afirma que n, = (G : Ng(.59)).
Na sequéncia, apresentamos o Terceiro Teorema de Sylow, o qual descreve duas pro-
priedades aritmétricas simples de 7.

Teorema 4.3.14 (Terceiro Teorema de Sylow). Se G é um grupo finito e p um ndmero primo,
entdo o nimero de p-subgrupos de Sylow de G divide |G| e é da forma kp + 1, para algum
k € NU{0}. Em outros termos, é vélido que:

H

(@) np | |G
(it) n, =1 (mod p).

Demonstragdo. Se p 1 |G|, entdon, = 1 e (i) e (ii) estdo provados.

Sep | |G
subgrupo de Sylow de GG (que existe pelo Primeiro Teorema de Sylow). Como G é finito, temos
que (G : Ng(9)) | |G
de todos os p-subgrupos de Sylow de G, e também P um p-subgrupo de Sylow de GG agindo

, pelo Corolario 4.3.11 segue que n, = (G : Ng(S)), onde S é um p-

,ou seja, n, | |G| e (i) esta provado. Para (ii), considere X o conjunto
em X por conjugagao. Entao, pelo Lema 4.2.1, temos que

| X|=|Xp| (mod p),
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onde Xp = {T € X ; 2Tz™' = T\Vx € P}. Se Q € Xp, entdo zQxr~! = (Q para todo
r e P,istoé, P< Ng(Q)={g9ge€G; gQg ' =Q}. Como P e Q séo p-subgrupos de Sylow
de G, entdo sdo também p-subgrupos de Sylow de N (Q). Pelo Segundo Teorema de Sylow,
P e @) séo conjugados em Ng(Q). Como Q < N (@), segue do Corolario 4.3.9 que P = Q.
Logo,

Xpl=1len,=|X|=|Xp| =1 (mod p), e o resultado est& provado. O

O Terceiro Teorema de Sylow ajuda na restricdo aritmética que limita as possibilidades
para a quantidade de p-subgrupos de Sylow dentro de um grupo finito ao determinar que o
ndmero n,, deve ser simultaneamente um divisor da ordem do grupo e congruente a1 (mod p).
O teorema fornece um filtro rigoroso que frequentemente reduz as opgdes a um valor Unico.

Nos casos em que se encontrar n,, = 1, a unicidade garante a normalidade do sub-
grupo, permitindo identificar a existéncia de subgrupos normais néo triviais. Esta situagéo é
exemplificada a seguir.

Exemplo 4.3.15 (Nao Simplicidade de Grupos de Ordem 15). Nao existe grupo simples de
ordem 15. De fato, seja G um grupo tal que |G| = 15 = 3-5. Vamos analisar os 5-subgrupos de
Sylow. De acordo com o Terceiro Teorema de Sylow n5 | 15. Os divisores de 15 sdo 1,3, 5, 15.
Também, como ns = 1 (mod 5), temos que ns € {1,6,11,16, ... }. O Gnico valor que satisfaz
ambas as condi¢des é n; = 1. Pelo Corolario 4.3.9, como existe um Unico 5-subgrupo de Sylow,
ele deve ser normal em (G. Como a ordem deste subgrupo é 5, ele € um subgrupo préprio e nao
trivial, e portanto GG ndo é simples.

Exemplo 4.3.16 (Nao Simplicidade de Grupos de Ordem 56). Nao existe grupo simples de
ordem 56.

De fato, seja G um grupo tal que |G| = 56 = 23 - 7. Assim, os p-subgrupos de Sylow
de G sdo os 2-subgrupos de Sylow de ordem 8 e os 7-subgrupos de Sylow de ordem 7. Vamos
aplicar o Terceiro Teorema de Sylow para encontrar ns € ns.

Temos que n7 | 56 e n; = 1 (mod 7). Os divisores de 56 sédo 1,2,4,7,8,14,28 e 56, e
por outro lado, devemos ter n; € {1,8,15,22, ...}, ou seja, n; = 1 oun; = 8.

Se n; = 1, temos que o 7-subgrupo de Sylow é normal, e portanto G ndo é simples.

Se n; = 8, entdo existem 7-subgrupos de Sylow, Si, ..., Ss. Visto que cada .S; possui
ordem prima 7, seus Unicos subgrupos possiveis sdo os triviais. Desse modo, a intersegao
SiNS; parai # j é um subgrupo de ambos e, como eles s&o distintos, entdo S; N S; = {e}.
Assim, existem 8 - 6 = 48 elementos distintos de ordem 7 e restam 8 elementos que nao
possuem ordem 7. Mas observe que temos a existéncia de ao menos um 2-subgrupo de Sylow
de ordem 8, o qual deverdo fazer parte esses elementos restantes. Dai, existe apenas um 2-
subgrupo de Sylow, que serd normal em G.

Portanto, G' ndo é simples.
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

As abordagens desenvolvidas ao longo deste trabalho, iniciando pelos conceitos ele-
mentares da Teoria dos Grupos, passando pelo estudo do Teorema de Lagrange e avangando
para as agoes de grupos, permitiram construir uma base tedrica sélida para alcangar o objetivo
principal desta pesquisa, o estudo dos Teoremas de Sylow. Além disso, os resultados obtidos
evidenciam que os Teoremas de Sylow desempenham papel central na Teoria dos Grupos, uma
vez que permitem ndo apenas a existéncia de determinados subgrupos, mas também a investi-
gacao sobre sua quantidade e conjugagéo.

A producédo deste trabalho proporcionou um significativo amadurecimento no campo da
matematica pura e no desenvolvimento do rigor légico, consolidando uma base sélida para
estudos futuros em Algebra Abstrata. Ademais, o texto foi estruturado com o propésito de servir
como material de apoio e acessivel, servindo como uma ferramenta de consulta para outros
estudantes de graduacao que enfrentam as dificuldades naturais no primeiro contato com as
estruturas algébricas.

Um dos problemas no estudo de grupos finitos consiste em determinar, dado um grupo
(G de ordem n, se ele possui subgrupos normais néo triviais. Nesse contexto, a teoria desenvol-
vida ao longo do trabalho permite analisar casos particulares e contribuir para a classificagao
de grupos simples de ordem < 60. Como exemplificado ao final do trabalho, nos casos dos gru-
pos de ordem 15 e 56, os Teoremas de Sylow fornecem ferramentas fundamentais para essa
investigacdo. No segundo caso, embora os teoremas nao fornegam imediatamente a concluséo
desejada, uma contagem adequada dos subgrupos de Sylow permite obter o resultado.



59

REFERENCIAS

ANDRADE, A. A. de. Uma introducio a teoria de grupos: Volume 1 (Algebra). Sao José do
Rio Preto: Publicacao Independente, 2021.

GARCIA, A.; LEQUAIN, Y. Elementos de Algebra. Rio de Janeiro: Instituto de Matematica
Pura e Aplicada, 2013. (Projeto Euclides).

GONGCALVES, A. Introducéo a Algebra. Rio de Janeiro: Instituto de Matematica Pura e
Aplicada, 1999. (Projeto Euclides).

HUNGERFORD, T. W. Algebra. New York: Springer, 1974. (Graduate Texts in Mathematics,
73).
IKENAGA, B. Abstract Algebra 1. Millersville: Millersville University, 2018. Notas de

aula online. Disponivel em: https:/sites.millersville.edu/bikenaga/abstract-algebra-1/
abstract-algebra-1-notes.html. Acesso em: 13 ago. 2025.

MILNE, J. S. Group Theory. Ann Arbor: University of Michigan, 2025. Versao 4.01. Notas de
aula online. Disponivel em: https://www.jmilne.org/math/GroupTheory.pdf. Acesso em: 14 mar.
2026.


https://sites.millersville.edu/bikenaga/abstract-algebra-1/abstract-algebra-1-notes.html
https://sites.millersville.edu/bikenaga/abstract-algebra-1/abstract-algebra-1-notes.html
https://www.jmilne.org/math/GroupTheory.pdf

	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	1 Introdução
	2 Grupos
	2.1 Definição e Exemplos de Grupos
	2.2 Subgrupos
	2.3 Classes Laterais e o Teorema de Lagrange
	2.4 Subgrupos Normais e Grupos Quocientes
	2.5 Homomorfismos e Isomorfismos

	3 Ação de grupo
	4 Teoremas de Sylow
	4.1 A Recíproca do Teorema de Lagrange
	4.2 p-grupos
	4.3 Os Teoremas de Sylow

	5 Considerações Finais
	Referências

