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RESUMO

Este trabalho de conclusao de curso tem como objetivo principal apresentar e pormenorizar
as demonstracdes dos teoremas classicos da Analise Funcional, servindo como um material
de apoio detalhado para leitores e estudantes da area, além de estabelecer conexdes entre
os resultados, de forma a guiar o leitor pelo trabalho. A pesquisa concentra-se na exploragao
de resultados essenciais para o estudo de espagos normados de dimenséo infinita e de ope-
radores lineares continuos. Inicialmente, o texto aborda o Teorema de Hahn-Banach em suas
formulagdes analitica e geométricas. A versao analitica é discutida no contexto da extensao
de funcionais lineares definidos em subespacos, enquanto as versdes geométricas sao explo-
radas sob a ética da separagao de subconjuntos ndo vazios, convexos € disjuntos por meio
de hiperplanos. Em seguida, o estudo avanga para os espagos de Banach, apresentando trés
resultados centrais sobre operadores lineares que dependem da completude desses espagos
e do Teorema de Baire: o Teorema da Limitagdo Uniforme, o Teorema da Aplicagdo Aberta
e o Teorema do Grafico Fechado. E detalhado como o primeiro relaciona limitagdes pontuais
com limitagbes globais de familias de operadores, e como os outros dois resultados fornecem
equivaléncias e caracterizacdes para isomorfismos e a continuidade de operadores. Por fim, o
trabalho investiga a questao da compacidade das bolas fechadas. Uma vez que essas bolas
ndo sdo compactas sob a topologia induzida pela norma em espagos de dimenséo infinita, sédo
introduzidas as topologias fraca e fraca estrela associadas a familias de funcdes. Nesse con-
texto, sdo demonstrados o Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, que garante a compacidade
da bola unitaria fechada no espaco dual sob a topologia fraca estrela, e o Teorema de Kakutani,
que estabelece a equivaléncia entre a reflexividade de um espago normado e a compacidade
de sua bola unitaria fechada sob a topologia fraca.

Palavras-chave: extensao; separacao; continuidade; operadores; compacidade.



ABSTRACT

This undergraduate thesis aims to present and detail the proofs of the classical theorems of
Functional Analysis, serving as a comprehensive support material for readers and students in
the field, in addition to establishing connections between the results so as to guide the reader
throughout the development of the work. The research focuses on exploring essential results for
the study of infinite-dimensional normed spaces and continuous linear operators. Initially, the text
addresses the Hahn-Banach Theorem in its analytical and geometrics formulations. The analy-
tical version is discussed in the context of extending linear functionals defined on subspaces,
while the geometric versions are explored from the perspective of separating nonempty, convex
and disjoint subsets using hyperplanes. Next, the study advances to Banach spaces, presen-
ting three central results on linear operators that rely on the completeness of these spaces and
Baire’s Theorem: the Uniform Boundedness Theorem, the Open Mapping Theorem, and the
Closed Graph Theorem. It details how the first one relates pointwise bounds to global bounds for
families of operators, and how the other two results provide equivalences and characterizations
for isomorphisms and the continuity of operators. Finally, the work investigates the compactness
of closed balls. Since these balls are not compact under the norm topology in infinite-dimensional
spaces, the weak and weak star topologies associated with families of functions are introduced.
In this context, the text demonstrates the Banach-Alaoglu-Bourbaki Theorem, which ensures the
compactness of the closed unit ball in the dual space under the weak star topology, and Kaku-
tani’'s Theorem, which establishes the equivalence between the reflexivity of a normed space
and the compactness of its closed unit ball under the weak topology.

Keywords: extension; separation; continuity; operators; compactness.
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1 INTRODUCAO

A Analise Funcional surgiu no inicio do século XX a partir da necessidade de estudar
problemas relacionados a equacdes diferenciais, equacdes integrais e espacos de fungdes.
O desenvolvimento dessa area esteve diretamente associado aos trabalhos de matematicos
como David Hilbert, Maurice Fréchet e Stefan Banach, cujas contribuicdes foram fundamentais
para a consolidacao da teoria dos espag¢os normados e dos operadores lineares (Hilbert, 1924;
Fréchet, 1906; Banach, 1932). A partir dessas contribui¢cdes, tornou-se possivel tratar diversos
problemas da Analise Matematica por meio de uma abordagem abstrata, unificando conceitos
algébricos, geométricos e topolégicos em uma Unica teoria.

Dentre os principais avangos proporcionados pela Andlise Funcional, destaca-se a in-
troducéo de ferramentas capazes de estudar espagos vetoriais de dimenséo infinita. Enquanto
a Algebra Linear classica concentra-se predominantemente em espagcos finitamente dimensio-
nais, a Analise Funcional amplia esse estudo ao incorporar estruturas adicionais, como normas,
métricas e topologias, permitindo analisar nogdes de convergéncia, continuidade e completude
(Kreyszig, 1991). Dessa forma, a teoria passa a fornecer instrumentos adequados para investi-
gar propriedades de operadores lineares continuos € de espacos funcionais mais gerais.

As relagbes entre Analise Funcional e Algebra Linear sdo bastante naturais, uma vez
que ambas estudam espagos vetoriais e aplicagdes lineares. Conceitos fundamentais, como
independéncia linear, base, transformacgéao linear e dualidade, aparecem em ambas as teorias.
Entretanto, existem diferencas significativas entre elas. Na Algebra Linear, muitos resultados
dependem fortemente do fato de os espacos considerados terem dimensao finita, enquanto na
Analise Funcional o estudo é direcionado principalmente para espacos infinitamente dimensio-
nais, nos quais propriedades topolégicas passam a desempenhar papel essencial (Lima, 2017).
Assim, questdes relacionadas a continuidade de operadores, convergéncia de sequéncias e
compacidade tornam-se indispensaveis no desenvolvimento da teoria.

Desse modo, pode-se interpretar a Analise Funcional como uma extensao natural da Al-
gebra Linear para contextos mais gerais. Se, por um lado, preserva a estrutura algébrica asso-
ciada aos espacos vetoriais e as aplicagoes lineares, por outro, introduz ferramentas analiticas
e topoldgicas que permitem tratar problemas que ndao podem ser resolvidos apenas por méto-
dos algébricos. E justamente essa combinagao entre Algebra, Topologia e Analise que motiva o
estudo dos resultados apresentados neste trabalho.

A importancia da Andlise Funcional pode ser observada tanto no desenvolvimento da
Matematica pura quanto em diversas aplicagdes cientificas. Resultados cldssicos, como o Te-
orema de Hahn-Banach, o Teorema da Aplicagédo Aberta e o Teorema do Grafico Fechado,
mostram como propriedades topoldgicas e algébricas podem ser combinadas para obter con-
clusdes profundas sobre operadores lineares e espacos normados (Brézis, 2011). Além disso,
a area possui aplicagdes em teoria das equagdes diferenciais, mecénica quantica, andlise nu-
mérica, otimizacao e processamento de sinais, tornando-se uma das areas centrais de imensa
importancia na Matematica moderna.



Por vezes, estudar Analise Funcional pode ser um exercicio cansativo, seja por demons-
tracdes muito resumidas dos resultados, ou por falta de direcionamento que torna compreender
a conexao entre as definigbes e teoremas uma tarefa dificil. Pensando nisso, desejamos:

» Pormenorizar as demonstracdes dos resultados enunciados.
» Conduzir o leitor pelas definicdes e teoremas.

Buscando alcancar esses objetivos, organizamos o trabalho em quatro capitulos, sendo o Ca-
pitulo 2 para as preliminares com as referéncias principais utilizadas (Munkres, 2000), (Lima,
2009), (Lima, 2017), (Oliveira, 2018) e (Coelho; Lourenco, 2005), ja os Capitulos 3, 4 e 5 sdo de-
dicados para a Analise Funcional propriamente dita, tendo como principais referéncias (Botelho;
Pellegrino; Teixeira, 2012; Brézis, 2011; Oliveira, 2018).

No Capitulo 2, trouxemos alguns dos principais conceitos e resultados de espagos to-
poldgicos, métricos, e normados, 0s quais serdo utilizados durante todo o trabalho, além de
algumas rela¢des que permeiam todos esses trés conceitos. Nos esforcamos para que esse
capitulo esteja completo, ndo sendo necessario o leitor buscar pré-requisitos em outros livros.

O Capitulo 3 contém os principais resultados que dizem respeito a extensao de funci-
onais lineares definidos num subespaco vetorial, como também a separacao de subconjuntos
por hiperplanos determinados por funcionais lineares, os famosos Teoremas de Hahn-Banach,
eu suas versdes analitica e geométricas.

Ja no Capitulo 4, reunimos trés dos teoremas mais importantes sobre operadores line-
ares em espagos normados completos, contendo resultados sobre limitagdes em norma de um
conjunto de operadores, relagdes entre a estrutura algébrica e a topolégica através de operado-
res, e uma formulagédo equivalente de continuidade para operadores lineares.

Por fim, no Capitulo 5, iniciamos com uma breve discussao sobre a compacidade das
bolas fechadas em espacos normados, visando motivar a definicdo de outras duas topologias
em espacgos normados, em geral, diferentes da topologia da norma. O capitulo finaliza com dois
resultados caracterizando a compacidade das bolas em cada uma dessas topologias.
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2 PRELIMINARES

O objetivo desse capitulo é exibir uma breve revisdo dos conhecimentos matematicos
necessarios para o entendimento dos conceitos e resultados da Analise Funcional.

Neste texto, assumiremos que o leitor tem familiaridade com os conceitos e definicoes
elementares de Algebra Linear, especialmente ao que diz respeito a espacos vetoriais e trans-
formacgdes lineares, e de Analise Real, com énfase nas propriedades do conjunto dos niumeros
reais como corpo ordenado completo e resultados envolvendo sequéncias.

Destacamos que todos os resultados que envolvem espacos vetoriais, aqui enunciados
e demonstrados, serdo sempre em espacos vetoriais reais, ou seja, espagos vetoriais sobre o
corpo dos numeros reais R.

Destacamos que a Sec¢ao 2.1 contém as no¢des basicas sobre Topologia e a Se¢do 2.2
aborda conceitos topolégicos em espacos normados.

As principais referéncias que fundamentam esse capitulo sdo (Munkres, 2000), (Coelho;
Lourenco, 2005) e (Oliveira, 2018), as quais indicamos ao leitor interessado em uma abordagem
mais ampla sobre tais conceitos.

2.1 Nocoes Basicas de Topologia

Nesta secao, apresentamos algumas nogdes de Topologia Geral que serdo fundamen-
tais ao longo do trabalho para a compreensao de certos conceitos.

E bastante natural que o primeiro contato de um matematico com nogdes topoldgicas
ocorra no curso de Andlise na Reta. Muitos dos conceitos introduzidos nesse contexto podem
ser estendidos para estruturas mais amplas, que chamamos de espacos topologicos.

Iniciamos com a definicado de uma topologia e de um espaco topolégico.

Definicao 2.1. Sejam X um conjunto qualquer e T uma familia de subconjuntos de X . Dizemos
que T é uma topologia de X se forem satisfeitas as condicoes abaixo.

1. gecrteX er.

2. Se {Uy}aen € uma familia indexada de subconjuntos de X tal que U, € T para todo

A € A, entdo U U, €.
AEA

3. SelU,,....U,eT,entaoUyN---NU, €.

O par ordenado (X, T) serda chamado de espago topoldgico e cada elemento U € 1 serd
chamado de aberto de X .

Quando n&o houver possibilidade de confusdo, omitiremos a topologia 7 do par (X,7)
e escreveremos apenas “X é um espaco topologico”. Os itens 2 e 3 da definicdo acima dizem
que T é fechado para unides arbitrarias e intersegdes finitas de seus elementos.

Ha duas topologias que sao triviais, elas serdo apresentadas a seguir.
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Exemplo 2.1. Seja X um conjunto qualquer. Duas topologias facilmente verificaveis de X s&o:
(a) 7. ={@,X}, chamada topologia trivial ou cadtica.
(b) T4 = P(X), formada por todos os subconjuntos de X, chamada topologia discreta.

O préximo exemplo trata sobre o caso ja mencionado da topologia no conjunto dos
numeros reais, comumente vista no estudo de Analise na Reta.

Exemplo 2.2. Considere o conjunto X = R. Dado A C R, definimos o interior de A, e escre-
vemos int(A), como sendo o conjunto de todos os pontos x € R tais que (x — e,z +¢) C A
para algum ¢ > (. A colegdo

T={UCR/int(U)=U}

é uma topologia em R, chamada de topologia usual de R.

De forma semelhante a ideia de base para um espaco vetorial, é possivel definir um
conjunto “mais simples” do que a topologia propriamente dita, mas que seja suficiente para
gerar todos os abertos do espaco.

Definicao 2.2. Sejam X um conjunto ndo vazio e B uma familia de subconjuntos de X . Dizemos
que B é uma base para uma topologia de X quando:

1. Paratodox € X, existe B € B tal que x € B;
2. Sex € BN By onde By, By € B, entdo existe Bs € B talque x € Bs C B N Bo.
Cada elemento B € B é chamado de elemento basico.

O préximo resultado mostra que uma base de fato gera uma topologia no conjunto em
questao, o tornando um espaco topolégico.

Teorema 2.1. Nas condicdes da Definicdo 2.2, seja T a colegao de subconjuntos de X definida
como a seguir:
Uer < VYexeU dBe B,z BCU.

Entdo T é uma topologia de X, dita topologia gerada por B.

Exemplo 2.3. Voltando para o Exemplo 2.2, note que o conjunto de todos os intervalos abertos
€ uma base para a topologia usual do conjunto dos numeros reais.

Outra caracterizagdo importantissima da topologia gerada por uma base é dada pelo
seguinte resultado:

Teorema 2.2. Sejam X um espaco topoldgico e T a topologia gerada por uma base 3. Entao T
é a colecao de todas as unibes possiveis de elementos de B.
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Dado um conjunto X, uma colecdo S de subconjuntos de X que satisfaz a condigéo 1

Us=x,

Ses

da Definicao 2.2, ou seja,

é dita uma subbase de X. Por vezes, € Util definir a topologia no conjunto a partir destas
estruturas. Nessas condi¢des, vale o:

Teorema 2.3. Se X é um conjunto qualquer, entdo a colecdo T de todas as unidées possiveis
de intersecbes finitas de S é uma topologia de X .

Demonstragdo. Em razdo do Teorema 2.2, é suficiente provar que a colecdo B de todas as
intersecdes finitas de elementos de S é uma base. De fato, como S C B, a condigdo 1 é
claramente satisfeita pela definicdo do conjunto S. Além disso, a condigdo 2 também é satisfeita,
jAquedados B; = S11N--- NSy, € B, By =5,N---NS,, € Bex € BN By, temos que

B:BlﬂBgz(Suﬂ---ﬂslm)ﬂ(521ﬂ---ﬂ52n)EB,

ex € B C By N Bs. Portanto B é uma base de 7. O

Dado um espaco topolégico arbitrario, qualquer subconjunto desse espaco recebe natu-
ralmente uma topologia induzida por ele.

Teorema 2.4. Sejam (X,T) um espago topoldgico e Y C X. A colecdo
Ty:{UngY/UET}

€ uma topologiaemY .

Definicao 2.3. Nas condigcbes do Teorema 2.4, a topologia 7 é chamada de topologia subes-
pacoemY e opar(Y,7y) é chamado de subespaco de (X,7).

Sempre que X for um espago topoldgico e Y for um subconjunto de X, se nada for
mencionado, sera assumido tacitamente que Y possui a topologia subespago.

Suponha que X e Y sejam espacos topolégicos. Como podemos construir uma topo-
logia no conjunto X x Y a partir das topologias de X e Y? Vamos responder essa pergunta
de uma forma mais geral, a saber, para um cartesiano ndao necessariamente finito (da forma
X, x -+ x X,,), mas antes disso, precisamos definir o que esse cartesiano significa. O leitor
pode imaginar que qualquer cartesiano enumeravel de conjuntos

HX”:XIXngn-xan...

neN

possa ser definido a partir de sequéncias x indexadas por N, tais que seu n-ésimo termo,
denotado por z(n) = z,, pertenga ao conjunto X,,, e essa intuicdo estd correta. Podemos
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usar essa ideia como motivacao, e assim definir o produto cartesiano de uma familia arbitraria

de conjuntos da seguinte maneira:

Definicdo 2.4. Seja { X} ca uma familia indexada de conjuntos ndo vazios. Definimos o pro-
duto cartesiano dos X, como o conjunto

HX)\:{JJ:A—) UXA/VAEA,x(/\)eXA}.

AEA AEA

As fungbes x : A — U X sdo chamadas de A-uplas e cada elemento x(\) € X, é chamado

AEA
de \-ésima coordenada de x. Costumamos denotar a fungdo x por (x)rea € 0 elemento z()\)

por x. Além disso, no caso particular em que X, = X para todo \ € A, escrevemos

[]x = X*={2:A— X/ x é funggo}.
AEA

Nas condi¢des da Definigdo 2.4, vamos definir fun¢cdes importantes relacionadas a esse
cartesiano, as chamadas projecdes. Essas projecoes serdo utilizadas para definir a topologia
nesse conjunto que chamaremos de topologia produto.

Definicao 2.5. Paracada~ € A, a fungéo

Ty - H Xy = Xy, m((@a)aen) = 2y
AEA

é chamada de projecéao de H X, sobre o seu y-ésimo fator.
AEA

Agora, podemos definir a topologia no cartesiano.

Definicdo 2.6. Seja { X }.ca uma familia de espagos topoldgicos. Definimos a topologia pro-

duto em H X como sendo a gerada pela subbase
AEA

S={m'(U)/ A€ A, U aberto em X,}.
A partir dessa definicao, podemos caracterizar os abertos de H X

AEA

Teorema 2.5. Os elementos basicos da base induzida pela subbase S tem a forma

U=]]0s

sendo U, aberto em X para todo A € A, e Uy # X, para no maximo um numero finito de
indices. Em particular, todo aberto é uma unido de conjuntos dessa forma.
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Assim como na reta, em topologia geral também temos o conceito de conjunto fechado.
Este sera definido na sequéncia.

Definicao 2.7. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que o conjunto C' C X é fechado em
XseU=X—C éabertoem X.

O préximo resultado exibe uma propriedade complementar dos conjuntos fechados em
relacdo aos conjuntos abertos de um espago topologico.

Teorema 2.6. Seja X um espaco topoldgico. Entao
(a) Os subconjuntos & e X s&o fechados.

(b) Se{C\},ca € uma colegdo de fechados, entdo ﬂ C'\ é fechado.
AeA

(c) Se(h,...,C, sdo fechados, entdo C; U --- U C,, é fechado.

Definicdo 2.8. Sejam X um espaco topolégico e A C X. Definimos o fecho de A como a
intersegdo de todos os fechados que contém A. O fecho de A é denotado por A.

Da definicao, trés coisas sao imediatas:
« ACA
» A é fechado.
« A = Ase, e somente se, A é fechado.
Teorema 2.7. Sejam X um espaco topoldgico e A C X . Entdo sdo equivalentes:
1. z € A.
2. ParatodoU C X,seU éabertoex € U, entaoU N A # O.

A seguir, definimos o importante conceito de continuidade no contexto topoldgico.

Definicao 2.9. Sejam X e Y espacos topoldgicos e f : X — Y uma funcdo. Dizemos que f
é continua no ponto a € X se, para cada aberto V' C Y tal que f(a) € V, existe um aberto
UC Xtalquea € U e f(U) C V. Mais ainda, a fungdo f sera dita continua quando for
continua em todos os pontos de X.

O préximo teorema nos da uma caracterizagao envolvendo fungdes continuas.
Teorema 2.8. Seja f : X — Y uma fungcao entre espagos topoldgicos. Entdo sao equivalentes:
(a) Afungédo f é continua.

(b) ParatodoV abertoemY, o conjunto f~1(V) = {z € X/ f(z) € V'} é aberto em X .
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As funcoes continuas sdo o coracao da topologia, dado que as propriedades topolégicas
sao preservadas pelas mesmas. Isso motiva a Definicdo 2.10.

Definicao 2.10. Sejam X e Y espacos topolégicos. Dizemos que X e Y sdo homeomorfos
se existe uma bijecdo ® : X — Y tal que ® e ! sdo continuas. Nesse caso, a aplicacdo ® é
chamada de homeomorfismo.

As duas proximas definicdes abordam os conceitos de espago de Hausdorff e conjunto
compacto, cruciais na teoria de Topologia Geral.

Definicao 2.11. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que X é um espaco de Hausdorff se,
para todos x1, x5 € X comxy # x5, existem abertos U, e U, tais que

1. 1 € Uy exy € Us.
2. U NUy,=@.
Quando (X,7) for um espago de Hausdorff, diremos também que “r é Hausdorff”.

Definicao 2.12. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que X é compacto se, para toda

colegdo A = {U,}ca de abertos tal que U Uy= X, existe A’ = {Uy,...,U,} C A tal que
AEA

uyu---ul, = X.

O conjunto A acima costuma ser chamado de “cobertura aberta de X", enquanto A’ é
chamado de “subcobertura de A”. Com essas nomenclaturas, um espago topolégico é compacto
quando toda cobertura aberta admite uma subcobertura finita.

Teorema 2.9. Todo conjunto fechado de um espago compacto é compacto.

Demonstragdo. Sejam X um espago compacto e C' C X fechado. Seja A = {U;};c; uma
cobertura aberta de C'. Como C' é fechado, U = X — C' é aberto, e portanto A U {U} é uma
cobertura aberta de X', que admite uma subcobertura finita A’ U {U} com A’ = {Uy,... U,},
ja que X é compacto. Segue pois A’ C A é uma cobertura aberta finita de C'. O

E conhecido que, em espagos métricos, todo conjunto compacto é fechado. No entanto,
essa propriedade permanece valida sob a hipdtese mais geral de que o espaco seja de Haus-
dorff. Isso motiva o proximo teorema.

Teorema 2.10. Todo subespago compacto de um espago de Hausdorff é fechado.

2.2 Topologia em Espacos Normados

Nesta secao, serao introduzidos os conceitos de espagos normados e espagos métricos
e conceitos a eles relacionados. Ademais, serao abordadas as definicbes de continuidade e
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continuidade uniforme entre espagos métricos e alguns resultados que serdo utilizados nos
capitulos posteriores deste trabalho.

Partindo de um espago vetorial, iniciamos introduzindo a nocdo de norma, que é uma
nogao abstrata de comprimento de vetor. Além disso, naturalmente definimos o conceito de

espago normado.

Defini¢do 2.13. Seja E um espago vetorial. Uma norma em E é uma fungdo || - || : E — R tal

que para todo a € R e todos x,y € E, vale:
1. x=0=|z|]| = 0.
2. x#0=|z| > 0.
3. llaz| = la] - 2]
4. |z +yll < [lzfl + [lyl-
Nesse caso, dizemos que (E || - ||) é um espaco normado.

A préxima definicao diz respeito a generalizag@o de distancia entre pontos em um con-
junto qualquer, que € o conceito de métrica. Bem como na definicao anterior, definimos de modo

bastante natural o conceito de espago métrico.

Definicao 2.14. Seja X um conjunto ndo vazio qualquer. Uma métrica em X é uma fungédo
d: X x X — R que, para todos ©,y,z € X, satisfaz:

1. d(z,x) = 0.
2 x4y = d(zy) > 0.

3. d(y,z) = d(z.y).

4. d(z.2) < d(zy) + d(y.2).

O par ordenado (X ,d) é dito um espago métrico. Além disso, costumamos chamar o valor

d(z,y) € R de distancia entre x e y.

De maneira anéloga a notagéo de espagos topoldgicos, omitiremos a norma || - || e a
métrica d dos pares ordenados, escrevendo apenas “E é um espaco normado” e “X é um
espaco métrico”.

Os dois teoremas a seguir estabelecem conexdes entre espagos normados e métricos,

e espagos métricos e topoldgicos, respectivamente.

Teorema 2.11. Se (E,|| - ||) é um espago normado, entédo a fungdo d : E x E — R, definida

pord(x,y) = ||z — y||, é uma métrica em E.
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Demonstragdo. Sejam x,y,z € E. E claro que d(z,x) = ||z — || = ||0]| = 0, e que se = # v,
entdo x — y # 0, e portanto d(x,y) = ||z — y|| > 0. Vale também

dy,z) = |ly —zl| = || = (@ —y)ll = [ =1 - [[x =yl = |z — y[| = d(z,y).
Por ultimo,
dz,z) =z =zl = |z —y+y—z[| = |z — yll + [ly — 2[| = d(z,y) + d(y,2).

Segue que d é uma métrica em E. O

Teorema 2.12. Seja (X,d) um espago métrico. A colegdo
B={B(xe) C X/z e X,e> 0},

com B(z,e) ={y € X/ d(y,z) < €}, é uma base para uma topologia de X .

Demonstragdo. Dado x € X, temos x € B(x,1) € B, satisfazendo a condi¢do 1 de base. Ja
para a condicdo 2, seja x € By N By com By = B(x1,61) € By = B(x2,2). Tome

e = min{e; — d(z,21),e9 — d(x,29) }.
Da definigdo de By e By, segue que € > 0, e é claro que x € B(z,¢). Afrmamos que
B(xz,e) C B(x1,e1) N B(x,e9).
De fato, se y € B(x,e), entdo d(y,z) < ¢, logo
d(y,x) <ep—d(z,zy) e d(yx) <ey—d(x,xz,).
Portanto,
d(y,x1) < d(y,x) +d(z,z1) <e1 e d(y,xs) < d(y,x) + d(z,xs) < &9,

donde y € B(z1,61) N B(xs,e9), concluindo que B é uma base para uma topologiade X. [

A métrica do Teorema 2.11 é chamada de métrica induzida pela norma || - ||. Analoga-
mente, a topologia do Teorema 2.12 é chamada de topologia induzida pela métrica d. Se nada
for falado, é suposto tacitamente que os espac¢os normados e 0s espagos métricos possuem,
respectivamente, a métrica induzida pela norma e a topologia induzida pela métrica.

Ao passar de uma estrutura estritamente topologica e impor métricas no dominio e con-
tradominio de uma fungéo, ha uma formulacdo equivalente de continuidade que faz uso das
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métricas citadas. Tal formulacdo é semelhante aquela estudada na disciplina de Calculo, para

fungdes de uma variavel real.
Definicédo 2.15. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos e f : X — Y uma fungdo. Dizemos
que f é continua no ponto x, € X se, paratodoc > 0, existe § > 0 tal que, paratodor € X,

dx(z,x0) < 0 = dy(f(z),f(z0)) < e.

Quando f for continua em todos os pontos de X, diremos que f é continua.
Além disso, a fungdo f sera uniformemente continua se, para todo ¢ > 0, existir 6 > 0 tal que
para todos x,y € X,

dx(z,y) <0 = dy(f(z),f(y)) <e.

Fixados dois espacos normados F; e Es, o conjunto de todas as transformacdes line-
ares continuas de F/; em E5 com as operagdes usuais € um espago vetorial. O Teorema 2.13,
descrito a seguir, motiva a definicAo de uma norma nesse espaco, que possui propriedades
Uteis na demonstracao de alguns resultados.

Teorema 2.13. Seja T : E; — E, uma transformagéo linear, com (Ey, || - ||1) e (Ea, || - ||2)
sendo espagos normados. Entdo sdo equivalentes:

(a) sup ||T(z)]]2 < oo, ou seja, T' € limitadaem B(0,1) = {z € E,/ ||z|, < 1}.
[[=fl1<1

(b) Existe C' > 0 tal que, para todo x € Ey, tem-se ||T(x)|l2 < C||x]|1-
(c¢) T é uniformemente continua.

(d) T é continua.

(e) T é continua no ponto 0 € Ej.

Demonstragdo. (¢) = (a). Por definigao, existe 6 > 0 tal que
[z = 0lly = [lzlly <0 = T (z) = T(0)[l2 = 1T (x)[l2 < 1.
Se x € Fy com ||z||; < 1, temos ||dz||; < 9, e entdo ||T'(0x)||2 < 1, concluindo que

1T ()]l < 1/0.

=1, logo
1

(a) = (b). SejaC = sup ||T(x)||2- Qualquer que seja = € E;, temos
llzll1<1

T( * ) < (), e portanto
[Ea(R

2]l

7(0) = el -7 - ) < Clelh

11

_lzlh
el

T(x)



19

(b) = (c¢).Dadoe > 0,tome é =¢/C > 0. Se ||z — y||; < J, entéo
IT(z) =Tz = [T(x = y)lls < Cllz —yly < C-e/C=e.

(¢) = (d) = (e). Segue por definicao. O

As condigbes (a) e (b) do Teorema 2.13 serdo utilizadas com bastante frequéncia nesse
trabalho como definicbes alternativas equivalentes a continuidade, entdo é importante que o
leitor se familiarize com as mesmas.

O espaco das transformacdes lineares continuas desempenha um papel fundamental
no contexto da Analise Funcional, o que motiva as seguintes defini¢des:

Definicdo 2.16. Dados os espagos normados E e F', denotaremos por L(E,F') o espago nor-

mado das transformacgées lineares continuas de E em F', munido com a norma

1Tl = sup [[T(z)|| = sup [[T(z)].
lell<1 llell=1

Definicdo 2.17. Seja E um espago normado. O dual de E ¢é o espaco L(FE,R) com a norma
da Definigdo 2.16. Denotamos esse espago por E*.

Mencionamos que os termos “transformacao linear”, “aplicagao linear” e “operador li-
near” serdo usados indistinguivelmente, sendo assim, o conjunto L(E,F") é o espago normado
das(os) transformagodes/aplicagcdes/operadores lineares continuas(os) de £ em F'.

Além disso, o termo “funcional linear” sera usado para qualquer transformacao linear de
um espago normado E em seu corpo R. Com essa nomenclatura, o conjunto £* € o espacgo
normado dos funcionais lineares continuos de £ em R.

Para encerrar a secdo, apresentamos um teorema que estabelece duas propriedades
da norma da Definicao 2.16 no espaco das transformacdes lineares continuas.

Teorema 2.14. Dados T € L(E,F), S € L(F,G) ex € E de maneira arbitréria, temos:
(@) 1T <70 ll=]].
®) ST <SI- 171

A propriedade (a) do Teorema 2.14 serd amplamente utilizada nesse trabalho.
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3 OS TEOREMAS DE HAHN-BANACH

O objetivo desse capitulo é apresentar e demonstrar a versio analitica e as versoes
geométricas do Teorema de Hahn-Banach. A versao analitica trata de estender, ao espaco todo,
funcionais lineares definidos num subespaco sob certas condigdes. J& as versbes geométricas
dizem respeito a separacao de subconjuntos convexos e disjuntos em um espago normado.

A Secao 3.1 inicia com algumas definicbes da Teoria de Conjuntos, essenciais para
compreender o Lema de Zorn, que é uma ferramenta necesséria na demonstracdo do Teorema
de Hahn-Banach. O Lema de Zorn, um dos resultados mais importantes da Teoria de Conjun-
tos, possui diversas formulacdes equivalentes sob os axiomas de Zermelo-Fraenkel, entre elas
encontram-se o Axioma da Escolha e o Principio da Boa Ordenacgéo. Esse lema, por si s6, ja
€ conteudo suficiente para um trabalho de conclusao de curso, e por isso nenhum detalhe sera
abordado aqui. Indicamos o livro (Enderton, 1977) para o leitor interessado em aprofundar a
abordagem neste tema.

O termo “funcional” em Andlise Funcional vem justamente dos funcionais lineares defini-
dos num espaco normado, pois é principalmente através deles que estudamos esses espacos,
como se olhdssemos os espacos normados “pelo lado de fora”. Por causa disso, precisamos
dispor de algumas ferramentas que fazem uso dos funcionais lineares para enriquecer esse es-
tudo, e as formas analitica e geométricas do Teorema de Hahn-Banach sdo exemplos dessas
ferramentas mencionadas.

O leitor verificara ao longo do trabalho que o poder da forma analitica do Teorema de
Hahn-Banach se encontra fortemente em seus corolérios, como também na primeira forma
geométrica e na segunda forma geométrica, que virdo a ser consequéncias da mesma. Um de
seus corolarios, a saber, o Corolario 3.3, tera participagdo especial nos Capitulos 4 € 5, em
varias ocasioes.

A Secdo 3.2 se inicia com as definicoes de hiperplano e de separacao de subconjun-
tos de um espago normado por um hiperplano. A separagédo de conjuntos por um hiperplano
nada mais € do que uma maneira algébrica, através de desigualdades em R, de representar
algo geométrico, que ficara claro com o uso de uma figura ilustrativa. Depois disso, a se¢ao
contém alguns resultados preliminares, e entao finaliza com as duas formas geométricas, que
estabelecem algumas condigbes suficientes para garantir a separagéo de subconjuntos dados.
A segunda forma, em especial, também sera utilizada no Capitulo 5.

3.1 A Forma Analitica do Teorema de Hahn-Banach

Nas demonstragdes dos resultados mencionados na introdugcao do presente capitulo,
sera utilizado o conhecido Lema de Zorn, que sera enunciado em breve. Antes de enuncia-lo,
apresentamos algumas definicdes que serdo necessarias para tal propésito.
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Definicao 3.1. Seja P um conjunto e < uma relagdo em P. Dizemos que < é uma relagcao de
ordem em P se, para todos x,y,z € P, valem as seguintes propriedades:

1. < zx.
2. Sex<yey<ux,entdox =y.
3. Serx<yey<zendox < z.

O par ordenado (P, <) é chamado de conjunto parcialmente ordenado. Mais ainda,
P ¢é totalmente ordenado se para todos x,y € P, temosx <youy < z.

Nas condi¢des da Definicdo 3.1, se () C P, entdo restringindo a relacdo < aos elemen-
tos de @, temos que (@, <) também é um conjunto parcialmente ordenado.

Definicdo 3.2. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado e () C P.
1. Um elemento u € P é uma cota superior de () se para todo x € (), vale x < u.
2. Um elementom € P é dito maximal em P se paratodox € P, m <r — m = x.

A nocao de cota superior pode ser familiar aquela dos livros de Analise Real, ja que a
definicdo aqui apresentada € a mesma. Cabe também a seguinte ressalva: o leitor ndo deve
confundir o termo “elemento maximal” com o termo “elemento maximo”. De fato, todo elemento
maximo & maximal, porém a reciproca pode ser falsa em conjuntos que nao séo totalmente
ordenados. Enfatizamos que um elemento m € P ser maximal em P significa que se x € P
e x # m, entdo x < m ou x € m nao se relacionam pela relagdo <, dai a diferenca para a
afirmacao “m é o elemento maximo de P”.

Enunciemos, entdo, o Lema de Zorn.

Lema 3.1 (Lema de Zorn). Seja P um conjunto parcialmente ordenado ndo vazio. Se todo
subconjunto () C P totalmente ordenado possui uma cota superior, entdo o conjunto P possui

um elemento maximal.

A demonstragdo do Lema de Zorn, como ja mencionado anteriormente, esta fora do
escopo desse trabalho, sendo uma complexa tarefa na teoria de conjuntos. A utilizacdo do
Lema 3.1 numa determinada proposigéo se faz seguindo os passos a seguir:

1. Definir um conjunto P # & e uma relagao de ordem < em P.

2°. Tomar arbitrariamente () C P totalmente ordenado (pela restricdo de <), e entdo exibir
uma cota superior de Q).

3°. Aplicar o Lema de Zorn, garantindo a existéncia de um elemento maximal m em P.

4°. Provar que m satisfaz as condigdes desejadas na proposicao.
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Sabendo utilizar o Lema de Zorn, estamos em condi¢des de enunciar e demonstrar o
Teorema de Hahn-Banach.

Teorema 3.1 (Teorema de Hahn-Banach, forma analitica). Sejam E um espagco normado e
p: EE — R uma fungdo que satisfaz, para todo a > 0 e todos x,y € F,

1. p(az) = ap(x).
2. p(x +y) < p(x) + p(y).

Sejam G C E um subespago vetorial e g : G — R um funcional linear tal que g(x) < p(z)
para todo x € G. Entao, existe um funcional linear f : E — R que estende g (ou seja, f|c = g)
tal que f(x) < p(x) paratodo x € E.

Demonstracdo. Utilizaremos o Lema de Zorn seguindo os 4 passos descritos acima.
12, Vamos definir um conjunto parcialmente ordenado (P, <). Seja

D(y) é um subespago vetorial de E,
P=q¢:D(p) CE—=R| GCD(p),pélinear, p|c =g, ;
e ¢(x) < p(z) paratodo x € D(p)

e seja < arelacdo em P definida por
¢1 < o <= D(p1) € D(2) € 2 estende ;.

Temos que P # @ pois g € P. Além disso, < é uma relagéo de ordem parcial. De fato,
1. Dada ¢ € P, vale ¢ < ¢ pois D(p) C D(p) e ¢ estende ¢.

2. Sep < et < p,entao D(p) = D(¢) = D, CD(p) = CD(¢)) = Re p(x) = (x)
para todo z € D, logo ¢ = 1.

3. Se o1 < vy ey < w3, entdo D(p1) € D(pa) € D(yp3) e @3 estende o, que

estende ¢4, logo 3 estende ¢, e portanto p; < 3.

Concluimos que (P, <) é um conjunto parcialmente ordenado nao vazio.
2°. Vamos provar que todo subconjunto totalmente ordenado de P possui uma cota superior.
Seja  C P um conjunto totalmente ordenado, digamos @ = {¢, : D(¢s) — R},ca. Defina

D = U D(py) e ¥:D =R, Y(x)=pi(r)sex e D(y).
AEA

Note que ) é bem definida, dado que se = € D(p;) N D(¢p;), temos que ¢; estende ¢; ou vice-
versa, pois () ¢ totalmente ordenado, e portanto (x) = ¢;(z) = ¢;(z). Precisamos provar
que ¥ € P. De fato:
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1. D é subespaco vetorial de E: E claro que D C E. Sejama € Re z,y € D. Por
definicéo, existem 7,7 € A tais que

r € D(pi) ey € D(gp;).

Como () é totalmente ordenado, vale ¢; < ¢; ou vice-versa. Sem perda de generali-
dade, digamos que D(y;) € D(y;), entdo x,y € D(y;). Como D(p;) € um espago

vetorial, temos az + y € D(y;), e portanto ax +y € U D(¢y) = D, concluindo que

AEA
D é um subespaco vetorial de F.

2. G C D:Dadoi € A, temos G C D(yp;), e portanto G C D(g;) C U D(py) = D.
AEA

3. Y élinear: Sejama € Re x,y € D. Entdo, paraalgumi € A,
Ylaz +y) = pi(ax +y) = api(z) + pi(y) = ap(z) + Y ().

4. 1|¢ = g: Vamos mostrar que para todo = € G, ¢(x) = g(x). Dado = € G, e fixado
i € A, temos G C D(yp;), e portanto x € D(¢p;). Assim, por definicao, ¥ (z) = ¢;(x),
e como ¢;(x) = g(x) pois ¢, estende g, concluindo que () = g(z).

5. Paratodo =z € D, ¢ (x) < p(x): Novamente, se x € D, entdo z € D(yp;) para algum
i € A. Segue que ¥ (x) = ¢;(x) < p(x).

Dessa forma, provamos que iy € P. Resta provarmos que para todo ¢ € A, ¢; < 1. Com

efeito, D(y;) C U D(¢y) = D = D(%), e além disso, por definigdo, dado = € D(y;), temos

AEA
Y(x) = pi(x), e portanto 1| p(,,) = ;. Concluimos que ¢ é uma cota superior de Q).

32, Aplicando o Lema de Zorn, garantimos a existéncia de um elemento maximal f em P. Como
f € P,segueque f: D(f) C E — R élinear, estende g, e f(x) < p(z) paratodo x € D(f).
Se mostrarmos que D(f) = FE, o Teorema de Hahn-Banach estara demonstrado.

42, Provemos que f satisfaz as condi¢des desejadas. De fato, se fosse D(f) # FE, existiria
xog € E tal que g ¢ D(f). Vamos construir um funcional h € P tal que f < h mas f # h,
contradizendo o fato de f ser maximal em P. Seja

D(h) ={x +txg/ x € D(f),t € R},
em outras palavras, D(h) = D(f) + [x¢], onde [zo] é 0 gerado por x(. Segue que D(h) é um

subespagco vetorial de F diferente de D(f), pois xo € D(h) — D(f). Antes de explicitar a lei de
formagao de h, provemos a seguinte afirmagao:



24

Afirmacao 1. Existe a € R tal que

f(z)+a<plz+mx), Ve D(f),

f(@) —a < p(x —x0), Vo€ D(f).

Prova da Afirmagéo 1. Dados y,z € D(f), como f(z) < p(x) para todo x € D(f), temos

f)+ f(2) = fly+2) <ply+2) =py +z0 + 2 —20) <Py + 30) + p(2 — 20),

entao
f(2) = p(z — x0) < ply + 30) — f(y),

desta forma, tomamos a € R tal que

sup [f(2) —p(z —z0)] < a < inf [p(y + z0) — f(y)],
2€D(f) yeD(f)

e a afirmacgao esta provada.
Agora, defina
h: D(h) — Rtal que h(z + txg) = f(z) + ta.

A fungéo h estd bem definida pois a soma D( f) + [x,] € direta, logo as somas x + txy € D(h)
Unicas. Por construgdo, G C D(h). Além disso, note que h € linear, pois dados ¢ € R e
x + txo,y + uxg € D(h), segue que

h(c(z + txo) + (y + uxg)) = h((cx +y) + (ct +uw)xg) = flcx +y) + (ct + u)a

= (cf (z) + cta) + (f(y) + ua) = ch(x + txg) + h(y + uxy).

Resta provar que paratodos z € D(f) et € R, h(x + tzg) < p(x + txy). Parat = 0, temos
x + 0z9 € D(f) e a desigualdade segue. Se t > 0, entdo

x X x
h(x + tzg) = th (; —|—:1:0> =t (f (?) —|—a) <t (p (; —|—x0>) = p(x + txg).
O caso t < 0 é andlogo, e garantimos que h € P. Por fim, como D(f) # D(h), temos que
f < hmas f # h, o que contradiz a maximalidade de f em P. Portanto D(f) = E, e pela
observacao feita no terceiro passo, o teorema esta demonstrado. O

As hipéteses do Teorema 3.1 ndo dizem respeito a continuidade do funcional g : G — R.
Supondo ¢ continuo, a continuidade da extensado f : £ — R é garantida automaticamente,
como nos diz o Corolario 3.1, que também sera chamado de Teorema de Hahn-Banach, dada

a importancia de estender continuamente funcionais lineares continuos.
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Corolario 3.1 (Teorema de Hahn-Banach, forma analitica). Sejam E© um espaco normado,
G C E um subespaco vetorial e g € G*. Entao existe f € E* que estende g e preserva sua
norma, ou seja, flc =g e | f|l = [lgll

Demonstracdo. Vamos definir uma funcdo auxiliar para aplicar o Teorema de Hahn-Banach.
Sejap : E — R tal que p(x) = ||g|| - ||=||- Pelas propriedades da norma, sabemos que para
todo a > 0 e todos =,y € F, valem

plaz) = gl - [laz] = fal - |l - [l«]| = ap(x),

plx+y) = llgll - llz+yll < lgll Azl + Tyl = gl - Nzl + lgll - lyll = p(z) + p(y)-

Além disso, pelas propriedades da norma em G*, temos g(x) < |g(x)| < ||lg|| - |z|| = p(x).
Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe um funcional linear f : £ — R que estende g, tal que
f(z) < p(x) paratodo = € E. Basta provarmos que ||g|| < [|f]l e ||f]| < ||g||- A primeira das
desigualdades vem pois

lgll= sup |g(x)]= sup |f(x)| < sup [f(2)] =[],
2€G, [lzl|<1 2€G, [lzl|<1 2€E, [l2l|<1

onde a segunda igualdade é vélida pois f|c = g, e a desigualdade segue de G C E. Por outro
lado, se x € E e ||z]| < 1, entdo

f@) < px) =gl - Il = llgll

e portanto || f|| = sup |f(x)| < |lg]|- Como o conjunto {|f(x)| € R/ ||z|| < 1} é limitado por
llzll<1

, segue que f é continuo, ou seja, f € E*, como queriamos demonstrar. O]

g

A seguir, apresentaremos dois corolarios. Destacamos que o segundo € uma das con-
sequéncias mais importantes da forma analitica do Teorema de Hahn-Banach.

Corolario 3.2. Seja £ um espago normado. Se 0 # xo € FE, entdo existe f € E* tal que
Ifll =1 e f(xzo) = llzoll-

Demonstragdo. Sejam G = [xo] C E o subespago gerado pelo vetor xp € Feg: G — R
dada por g(czg) = ||xo|| - c. Note que g € linear e

lgll = sup [g(czo)] = sup |[lzol - ¢[ = sup [fexol = 1.
Jezoll<1 Jezoll<1 lezol|<1

Logo, g é continua, ou seja, g € G*. Assim, pelo Corolario 3.1, existe f € E* que estende g tal
fII = llgll = 1. Portanto, f(x0) = g(z0) = ||zol

que | , € segue o resultado. O]
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Corolario 3.3. Se E é um espago normado, entao para todo x € F,

[zl = sup [f(2)] = max [f(x)]

[FilEs! lfl<1

Demonstracdo. O resultado é claro para z = 0, entdo podemos considerar apenas 0s casos
emque 0 # x € E.Dado f € E*tal que || f]| < 1, temos que

[F@)l < LA Nl < 1 lzf] = fl]]-

Desta forma,

sup [ f(2)] < [l«]-
!

Agora, como 0 # x € E, entdo pelo Corolario 3.2, existe f € E*talque ||f|| = 1e f(z) = ||z]],

e portanto
[zl = [f(@)] < sup |f(2)].
lrl<1
O fato de existir # € F tal que f(z) = ||z|| garante que max |f(x)| = ||z]|. O

IFl1<1

3.2 As Formas Geométricas do Teorema de Hahn-Banach

Nos direcionemos agora as versdes geométricas do Teorema de Banach, estudo que se
inicia com as definicdes de hiperplano, e de separacao de subconjuntos por hiperplanos.

Definicao 3.3. Sejam E um espago normado e H C E. Dizemos que H é um hiperplano se
H={xeE/ f(x)=c},

onde f é um funcional linear ndo nulo e ¢ € R. Denotamos H = [f = c|.

Defini¢do 3.4. Sejam E um espago normado, H = [f = c| um hiperplano e A,\B C E.
Dizemos que o hiperplano H separa os conjuntos A e B se

fla) <c< f(b), Va € A,Vb € B.
Mais ainda, H separa estritamente os conjuntos A e B se existe ¢ > 0 tal que

fla) <c—e<c+e< f(b), Va € A,Vb € B.

Geometricamente, se £ tem dimenséo finitae f : £ — R é um funcional linear ndo nulo,
entéo o hiperplano H é uma translagdo do subespago vetorial ker(f) C E. Como dim(R) =1
e f é sobrejetivo (por ser linear e nao nulo), entdo pelo Teorema do Nucleo e da Imagem,
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dim(F) = dim(ker(f)) + 1. A Figura 1 ilustra um exemplo de separagédo de subconjuntos por
um hiperplano no caso £ = R2.

Figura 1 — Separacao de conjuntos por um hiperplano

Na Figura 1, temos o funcional linear f : £ — R dado por f(x,y) = 2z + y. A reta roxa
é o hiperplano H = {(x,y) € R?/ f(z,y) = —4}, ou H = [f = —4], que separa estritamente
os conjuntos A = {(z,y) e R?/ 2 >0,y >0} e B={(z,y) € R?/ (z +3)* + (y + 3)* < 1},
representados pelo quadrante vermelho e pelo disco azul, respectivamente.

A Proposi¢cao 3.1 caracteriza os hiperplanos fechados exatamente como os determina-
dos por um funcional linear continuo.

Proposicéo 3.1. Sejam E um espaco normado e H = [f = ¢| um hiperplano. Entdo
f € E* < H é fechado.

Demonstragdo. Se f € E*, basta notar que H = f~'({c}) é aimagem inversa de um conjunto
fechado por uma fungao continua, e portanto é fechado. Reciprocamente, suponha que H seja
fechado. Por definicdo, H¢ é aberto e também é nao vazio, ja que f # 0. Tome xo € H€ tal que
f(zo) < c. Pela definigdo de conjunto aberto, existe > 0 tal que

B(zg,r) ={x € E/ ||x — xo|| <r} C H".

Afirmamos que
x € B(xg,r) = f(z) <,
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em outras palavras, a bola aberta de centro x( e raio r esta inteiramente contida no semies-
pago inferior ao hiperplano H. De fato, suponha por absurdo que exista x; € B(xg,r) tal que
¢ < f(x1). Como B(zo,r) N H = @, temos que a desigualdade ¢ < f(x;) é estrita. E de
facil verificagdo que qualquer bola aberta num espacgo vetorial normado é convexa, entdo em
particular, paratodo 0 < ¢ < 1, deve valer

= (1 —t)zg + tay € B(xg,r).

c — f(xo)
f(%) - f(xo)

Pl = (=0t + efto) = (1= 1200 e+ (55150 e
/

Porém, fazendo t = ,vale0<t<le

f(z1) — f(zo)

_(fégggéw)f@@+(fé5iﬁa@)
)
)

P (wo) = ef (w0) + ef (@) = F@o)f (@) _ fla) = fla)
F(er) - (o) [

mas assim z; € H, por defini¢do, e portanto x; ¢ B(xg,r), 0 que é um absurdo. Logo,
x € B(xg,r) = f(z) <c.

Note que podemos escrever B(xg,r) = {xo + rv € E/ ||v|| < 1}, e assim

- ¢ — f(xo)

v < 1= f(zo+1v) < c= f(v) .

Y

concluindo que f é limitado na bola unitaria B(0,1). Portanto, f é continuo, ou seja, f € E*, e
a demonstracao esta concluida. O]

As formas geométricas do Teorema de Hahn-Banach tratam de subconjuntos convexos
de espacos normados, definamos o que é a convexidade.

Definicao 3.5. Seja E um espaco normado. Um subconjunto C' C E é dito convexo se, para
todo par de pontos x,y € C' etodot € [0,1], temos (1 —t)x + ty € C.

Note que podemos escrever (1 — t)x + ty = x + t(y — =), e essa expressao do lado
direito da igualdade é exatamente a equacgao da reta que contém o ponto x € E e tem vetor
diretor E} € E. Restringindo os valores de ¢ € R ao intervalo [0,1], o conjunto

Sy ={r+tly—x)e E/0<t<1}
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€ 0 segmento de reta que liga os pontos x € F e y € F, e portanto a Definicdo 3.5 condiz com
a definicdo geométrica de convexidade, a saber, qualquer segmento de reta ligando qualquer
par de pontos permanece contido na figura.

Conjuntos abertos, convexos e que contém a origem de um espaco normado FE indu-
zem uma funcdo p : £ — R que é dotada de algumas propriedades interessantes. Tais fungoes
sdo chamadas de “funcionais de Minkowski”, como diz a Definicdo 3.6, e desempenham um
papel importante no estudo de espacos vetoriais topolégicos dentro da Analise Funcional. Infe-
lizmente, sua Unica utilidade nesse trabalho sera a de auxiliar na demonstracao de um teorema,
mas os leitores curiosos podem saber mais sobre este tema consultando (Botelho; Pellegrino;
Teixeira, 2012) e (Bourbaki, 2013).

Definicao 3.6. Seja C' C E um subconjunto do espago normado E tal que C' é aberto, convexo
e0 € C. Afungdo pc : E — R definida por

po(z) =inf{m >0/ z € mC}

é chamada de funcional de Minkowski de C'.

As condicdes C aberto e 0 € C' implicam que a fungdo esta bem definida, ndo assu-
mindo “valores infinitos”, essa tarefa é deixada a cargo do leitor. Na sequéncia, apresentamos
algumas propriedades da funcao p¢, das quais faremos uso no resultado que segue.

Aideia da interpretagao geométrica do funcional de Minkowski é a seguinte: dado x € F,
guanto é o minimo que devemos expandir o conjunto C' de forma que x pertenca a C' ou a sua
fronteira? Esse valor minimo determinara pc(x). Quando x pertencer ao interior de C, a fron-
teira de C ou ao exterior de C, teremos pc(z) < 1, pc(z) = 1 ou po(z) > 1, respectivamente.

Agora, provemos quatro propriedades importantes do funcional de Minkowski que serédo
utilizadas numa demonstracao adiante.

Lema 3.2. Seja C C E um aberto convexo tal que 0 € C'. Entéo, o funcional de Minkowski
p = pc : E — R satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Sea > 0ex € E, entdo p(ax) = ap(x).

(b) Sex,y € E, entdop(x +y) < p(z) + p(y).

(¢) Existe M > 0 tal que paratodox € E, 0 < p(z) < M||z||.
(d) Vale a igualdade C' = {x € E/ p(x) < 1}.

Demonstragdo. (a) Temos que

plaz) = inf{m >0/ ax € mC} =inf{m >0/ z € mC’}
a

=inf{an >0/ z € nC} =a-inf{n >0/ x € nC} = ap(x).
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(c) E claro que p é ndo negativa pela prépria definicio de infimo. Como C é aberto e 0 € C,

1
existe r > 0 tal que B(0,r) C C. Tomando M = —, segue que
T

p(z) =inf{m >0/ xz € mC} <inf{m >0/ x € mB(0,r)}

=inf{m >0/ z € B(0,rm)} = inf{m > 0/ ||z|| < rm} = M||z|,

. 1
pois m = M|lz|| = rm = rM|jz]| =7 - |jz]| = ||z
(d) Sejax € C.Como C' é aberto, entdo o vetor (1+¢)x € C para algum £ > 0 suficientemente

1
pequeno, e assim x € ——('. Agora, como
1+4+¢

>
1+8€{m_0/x€m0},

1
segue que p(z) = inf{m >0/ z € mC} < 11z <1

Por outro lado, se p(x) = inf{m > 0/ x € mC} < 1, entdo z € rC paraalgum 0 < r < 1,
x

pela definigdo de infimo. Como 0 € ', — € C' e C é convexo, temos
T

x:(l—T)O—l—r(f) e C.

r

(b) Sejam z,y € E e ¢ > 0, se provarmos que

p(x +y) <p(x)+ ply) + 2,

o resultado seguira fazendo ¢ — 0. Primeiramente, note que

(ree) = se <t

z
——— € C, pelo item (d). Agora, como C' é convexo, sabemos que
€

p(2) +

logo

paratodo 0 < ¢t < 1. Tomando t =
- p(x) +ply) + 2¢
podemos verificarque 0 <t < 1le

r+y o
p(x) +ply) +2¢
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Usando (a) e (d) novamente, segue que

plr+y) ( T4y )
- p < ]-7
p(z) +p(y) +2¢ p(z) +ply) + 2¢
donde p(z + y) < p(x) + p(y) + 2e, como queriamos demonstrar. O

O Lema 3.3 apresenta uma versao mais fraca da primeira forma geométrica do Teorema

de Hahn-Banach, a qual sera enunciada apdés o lema.

Lema 3.3. Seja C' C E um subconjunto aberto, convexo e ndo vazio. Se xy ¢ C, entdo existe
| € E* tal que para todo x € C, f(z) < f(xo).

Demonstragdo. Provemos que o resultado é valido para o caso 0 € ', o caso geral segue por
uma translagao do conjunto C' e do ponto 4. Nessas condigdes, o conjunto C' define um (Unico)
funcional de Minkowski p : E' — R. Sejam G = [z¢] C E o gerado pelo vetor zpe g : G — R
tal que g(txo) = t. Note que

t>0= g(txy) =t < tp(zxo) = p(txo),

ja que =y ¢ C implica p(zy) > 1. Logo, g(z) < p(x) para todo z € G. Como p satisfaz as
propriedades (a) e (b) do Lema 3.2, podemos aplicar o Teorema de Hahn-Banach e garantir a
existéncia de um funcional linear f : E — R que estende g : G — R, tal que f(z) < p(x) para
todo x € F. Pela propriedade (c) do Lema 3.2, temos p(z) < M ||z|| para algum M > 0, o que
garante a continuidade de f, e portanto f € E*. Por fim, dado z € C,como zy ¢ C'e f|g = g,
temos que

f(z) <plx) <1 <pleo) = f(wo),

onde a desigualdade estrita vem da propriedade (d) do Lema 3.2, como queriamos demonstrar.
No caso em que 0 ¢ C, tomamos v € C' e consideramos 0 € C' = {z —v € E/x € C} e
Yo = o — v ¢ C'. O funcional f € E* obtido vai satisfazer

[l —v) < flzo —v),

e portanto f(z) < f(x) paratodo z € C. O

Estamos em condi¢Bes de enunciar e demonstrar a primeira e a segunda formas geo-
métricas do Teorema de Hahn-Banach, e isso sera feito na sequéncia para finalizar o capitulo.

Teorema 3.2 (Teorema de Hahn-Banach, primeira forma geométrica). Sejam A,B C FE
conjuntos ndo vazios convexos e disjuntos (ou seja, AN B = &). Se A é aberto, entdo existe
um hiperplano fechado que separa A e B.
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Demonstragdo. SejaC = A— B ={a—be€ E/a € A, b€ B}. O conjunto C' é ndo vazio
pois A e B também n&o sdo. Para cada b € B, o conjunto A — {b} é aberto pois € homeomorfo
ao conjunto A (via translagao ®(z) = = — b). Note que por definigao, o conjunto

c=JA-{}

beB

€ uma unido arbitraria de abertos, e portanto é aberto. Além disso, é facil ver que C' é convexo,
poissex; =a; — by € Cexy =ay — by € Cet € [0,1], entdo da convexidade de A e B,

(]_ — t)l’l + tZL'Q = [(1 — t)a1 + tag] — [(1 — t)bl -+ tbg] € A—B= C.

Por dltimo, como AN B = &, entdo 0 ¢ C'. Nessa condi¢des, o Lema 3.3 garante que existe
f € E*tal que
flx) < f(0)=0

paratodor =a—b€ A— B.Logo,sea € Aeb € B, entdo

fla) < f(b).

Tomando sup f(a) < ¢ < gng f(b), temos que o hiperplano H = [f = | separa A e B, e como
a€A €
f é continuo, segue que H é fechado. O]

Teorema 3.3 (Teorema de Hahn-Banach, segunda forma geométrica). Sejam A,.B C E
conjuntos ndo vazios convexos e disjuntos. Se A é fechado e B é compacto, entdao existe um
hiperplano fechado que separa estritamente A e B.

Demonstragdo. De forma analoga a demonstracdo anterior, podemos definir C' = A — B e
garantir que C' é convexo, ndo vazio, e que 0 ¢ C'. Vamos provar que C' é fechado: seja (a,, —b,,)
uma sequéncia convergente de pontos de C, digamos, a,, — b, — z. Como E é um espaco
métrico relativo a métrica induzida por sua norma, segue que B é sequencialmente compacto,
e portanto b,, — b € B para alguma subsequéncia (b,, ) de (b,). Como (a,, — b,,) € uma
subsequéncia de (a,, — b, ), também vale a convergéncia

Qpy, —bp, > 2=0a—0>
Onde @ = z + b. Como a,,, — b, — zeb,, — b, entdo

ap, = (G, — bp,,) +bn, — 2 +b=a,
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e temos a € A pois A é fechado. Finalmente, comoa € Ae b € B, entdo
z=a—-beA—-—B=C,
e portanto C' é fechado. Agora, sabendo que C° é aberto e 0 € C*, tomamos r > 0 tal que

B(0,r)nC = @. Como a bola B(0,r) é aberta, pela primeira forma geométrica do Teorema de
Hahn-Banach, existe f € E* ndo nulo tal que paratodos ||z]| < 1,a € Aeb € B,

f(rz) < f(a—0).

Como f é ndo nulo, existe 2, € E tal que ||| < 1e0 < f(z). Em particular, se z = z,, entdo
paratodosa € Aeb € B,

0 <rf(zo) = f(rzo) < fla—b).

Se fizermos ¢ =

f(rzo)
2

> (0 e somarmos f(b) — ¢ em ambos os lados da Ultima desigualdade,
teremos que

f) +e < fla) —e

Por fim, basta tomar sup|[f(b) + €] < ¢ < infl[f(a) — €|, e assim obtemos
beB ac

flb)y<c—e<c+e< fla)

para todo a € A e todo b € B. Concluimos que o hiperplano fechado H = [f = ¢| separa
estritamente os conjuntos A e B. O]

O leitor mais atento pode questionar a veracidade da demonstracao, visto que seguindo
a definicdo a risca, foi provado que o hiperplano H separa B e A, e ndo A e B. Isso ndo é um
problema, pois se H = [f = c| separa (estritamente) B e A, entdo H' = [—f = —]| separa
(estritamente) A e B. Esse fato se verifica faciimente dado que

f) <c< fla) = —fla) £ —c < —f(b).
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4 OS TEOREMAS DA LIMITAGAO UNIFORME, DA APLICACAO ABERTA E DO GRAFICO
FECHADO

Neste capitulo, trataremos de trés famosos teoremas sobre operadores lineares: o Teo-
rema da Limitacao Uniforme, o Teorema da Aplicacdo Aberta e o Teorema do Grafico Fechado.
Para isso, faremos o uso do chamado Teorema de Baire, que afirma que todo espagco métrico
completo satisfaz a condicdo de Baire, a saber, toda unido enumeravel de conjuntos fechados
com interior vazio possui também interior vazio.

O Teorema da Limitacdo Uniforme serve para estabelecer uma relagcao entre as limi-
tacbes pontuais e a limitagao global de uma familia de operadores. Duas das principais con-
sequéncias do Teorema da Aplicagdo Aberta sdo justamente o Teorema do Grafico Fechado,
bem como o propésito de facilitar a tarefa de verificar que uma certa bijecao linear entre espacos
normados seja, de fato, um isomorfismo. Por fim, o Teorema do Grafico Fechado estabelece uma
maneira alternativa “mais facil” (essa expresséo ficara clara ao final desse capitulo) de provar a
continuidade de um operador linear dado.

Apesar do Teorema de Baire ndo ser um resultado propriamente de Andlise Funcional,
achamos importante sua demonstragao constar no trabalho, ja que ele sera usado direta ou in-
diretamente nos préximos trés teoremas, além de sua demonstracao ser construtiva e elegante.

Lembramos ao leitor que um espago métrico M é completo quando toda sequéncia (z,)
de Cauchy é convergente, ou seja, x,, — x para algum ponto z € M.

Teorema 4.1 (Teorema de Baire). Seja M um espago métrico completo. Se (C.,)nen € uma
sequéncia de conjuntos fechados em M tal que int(C,) = @ para todon € N, entdo

nt (U C’n> = .
neN

Demonstragdo. Para cada n € N, seja U, = X — C,, o complementar (aberto) de C,,. Das
propriedades de espacos métricos, vale que

int(C,) =@ <= U, = M.

Assim, é suficiente provarmos que

ou em outras palavras, sendo A C M um aberto qualquer, A intersecta o conjunto ﬂ U,.

neN
Inicialmente, note que U,, # & para todo n € N, pois int(C,) = &. Vamos construir uma

sequéncia de Cauchy (z,),en tomando pontos cada vez mais préximos, e depois utilizar a
hipotese de M ser completo para garantir a convergéncia de (x,,),en. Tome um ponto zy € A
€ um raio ro > 0 tais que

B(zo,70) € A.
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Agora, como U é aberto e denso em M, tome x; € B(z,r9) N Uy e r; > 0 tais que

B(l’l,?"l) Q B(l‘o,?"o) N Ul,
r
O0<nrm< EO

Como cada U, é aberto e denso em M, podemos continuar o processo indutivamente, tomando
Tpi1 € B(xp,rn) NUpyq € 7y > 0 tais que

B($n+1ﬂ"n+1> - B(xn,rn) N Unqr,

r
0<Tn+1 < En

1
Desta forma, obtemos r,, < 2—nr0, e portanto r, — 0. Afirmamos que (z,,),en € uma sequéncia
de Cauchy. De fato, dado ¢ > 0, tome N € N tal que ry < €. Sejam m,n € N tais que
m,n > N e, digamos, m > n. Entao,

T € B(Ty, ™) C B(zp, ) NUpy1 C B(y, 1),
e portanto
(T, Tn) < 1p <1y <€,

concluindo que (x,,),en € de Cauchy. Como M é completo, entdo por definigdo x,, — x para
algum x € M. Vamos provar que z € Ae x € U, paratodo n € N. De fato, todos os elementos
da sequéncia (z,,),en estdo contidos em B(zg,r(), que € um conjunto fechado, e como x,, — =,

deve valer = € B(zg,r9) C A. De forma semelhante, dado n € N, temos
m>n= x, € B(x,,r,) C B(xy_1,7-1) NU, C U,,

e portanto = € B(z,,r,) C U, pelo mesmo argumento anterior. Concluimos que A intersecta
0 conjunto ﬂ U,, no ponto = € M, e como A era arbitrario, temos

neN
(0=t
neN
0 que acarreta em int (U Cn) = ¢, como queriamos demonstrar. O
neN

Para demonstrar os teoremas dessa sec¢ao, utilizaremos o Corolario 4.1, que € uma
formulagao equivalente do Teorema de Baire, e por isso levara 0 mesmo nome.
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Corolario 4.1 (Teorema de Baire). Seja M um espagco métrico completo ndo vazio. Suponha
que (Cy,)nen Seja uma sequéncia de conjuntos fechados em M tal que

M:U(J’n.

neN

Entao existe k € N tal que int(Cy,) # @.

Demonstragdo. Do contrério, teriamos int(C,,) = @ para todo n € N, e entdo utilizando a
hip6tese e o Teorema de Baire, temos

int(M) = int (U Cn> =@+ M,

neN

e assim M nao é aberto em M, o que é um absurdo. O

Até o momento, nenhum teorema apresentado exigiu que o espaco normado fosse com-
pleto, tal condicao sera importante nos teoremas deste capitulo para que o espaco satisfagca a
hip6tese do Teorema de Baire. Nao apenas isso, mas a condi¢do € tao importante que esses
espacos normados recebem um nome especial, como diz a Defini¢cdo 4.1.

Definicao 4.1. Seja E um espaco normado. Dizemos que E é um espaco de Banach se I é

completo em relagdo a métrica induzida por sua norma.

O leitor familiarizado com Algebra linear pode questionar como um espaco normado
pode nao ser completo, ja que o costume de trabalhar com espacos de dimenséo finita (que
sao sempre isomorfos ao R™) pode levar a uma intuicao errada sobre a completude do espaco.
De fato, o produto cartesiano finito de espagos métricos completos € sempre completo, mas
essa intuicdo nao faz sentido para espacos normados de dimensao infinita. Para ilustrar tal fato,
considere 0 espaco vetorial

E={p:[-1,1] - R/ p é um polindmio},

com norma

Ioll = / ip(2)|dz.

1

n
. 1 A o
Sabemos que para todo = € [—1,1], lim E — 2% = ¢%, e a convergéncia dessa sequéncia de
w+a>h71k!

funcoes é uniforme. Acontece que a sequéncia

k=1 neN
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€ de Cauchy em E, mas e€” nao & um polindmio, e isso implica que £ ndo pode ser um espaco
de Banach (se a sequéncia convergisse, deveria ser para e*). Mais geralmente, qualquer espago
normado com dimensao infinita enumeravel ndo é um espaco de Banach.

Proposicéo 4.1. Seja E um espago normado. Se B = {x1,xs,..., 2Ty, ...} € E éum conjunto
infinito enumeravel tal que para todo x € E, existem unicos vetores x,,,, ..., x,, € B e unicos
escalares ay, ..., a; € R tais que

T = a1Tp; + -+ + ATy,

entdo E ndo é um espaco de Banach.

Demonstracdo. Suponha que E seja um espaco de Banach. Vamos utilizar o Teorema de Baire
para chegar numa contradi¢do, e para isso, provemos duas afirmagdes.

Afirmacao 1. Todo subespaco vetorial de & com dimensa&o finita é fechado em E .

Prova da Afirmagdo 1. Sejam G C E um subespaco vetorial de dimenséo finita e (x,,) uma
sequéncia convergente de pontos de GG, digamos, x,, — x. Como GG é completo (prove isso!) e
a sequéncia (z,,) é de Cauchy, segue que = € G, e portanto G é fechado.

Afirmacao 2. Todo subespaco vetorial préprio de E tem interior vazio.

Prova da Afirmagédo 2. Dado um subespago vetorial G C E que satisfaz int(G) # &, provemos
que G = F tomando = € E qualquer. Como int(G) # &, existem x¢ € G e r > 0 tais que

B(zg,r) C G.
Como G é fechado para a operacao de adi¢édo, temos que
B(0,r) = —x¢ + B(zg,r) € G.

. . ~ . T
Se x = 0, entdo x € G e a afirmacgéo segue. Caso contrario, fazendo zy = mx e observando
x

T
que ||zo|| = 5 < r,vemaque zo € B(0,r) C G. Novamente, como G é fechado para a operagéo
de multiplicagcéo por escalar, segue que

2||x
xr = —H on e G,
T
e a afirmagao esta provada.
Para cadan € N, defina E,, = [z1,...,x,] C E. Se x € E, entéo por hipétese existem Unicos

vetores z,,,, ..., x,, € B e Unicos escalares ay,...,a; € R tais que

T = 1Ty, + -+ axry,, € E,,
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com m = max{ni,...,nx}, € portanto

E:UE,L.

neN

Pela Afirmagéo 1, cada E,, é fechado em E, entdo pelo Teorema de Baire, temos int(Ej,) # &
para algum k£ € N. Mas E' é um espaco de dimensao infinita, enquanto £, tem dimensao finita
igual a k, e entdo E; # E, contradizendo a Afirmacao 2. O

Facamos uma breve observacao aos leitores que conhecem os espacos [P e sabem que
eles sdo espacos de Banach sempre que 1 < p < oo: tal fato ndo contradiz a Proposicao 4.1.

A primeira vista, pode parecer que o conjunto enumeravel
B ={ej,eq,e3,...} CIP
é uma base para o espacgo [?, pois dado = = (1,2,73,...) € [P, vale
T1€1 + Toeo + Tz€3z + -+ = .

Acontece que essa soma ¢ infinita, diferentemente das somas finitas presentes na definicao
usual de base. No espaco [, por exemplo, ndo existe uma combinacao linear finita de vetores
de B que seja igual ao vetor (1,1,1,...) € [*.

A seguir, temos o Teorema da Limitagao Uniforme, também chamado de Teorema de
Banach-Steinhaus. Seu nome é dado porque, sob certas condicdes, limitagdes pontuais de

uma familia de operadores implicam em uma limitagéo global/uniforme.

Teorema 4.2 (Teorema da Limitacao Uniforme). Sejam E um espaco de Banach, F' um es-
pago normado e {T\} ca uma familia de operadores em L(E,F'). Suponha que para cada
x € F, exista uma constante C,, > 0 tal que para todo \ € A,

ITx ()] < C.

Nessas condigées, existe C' > 0 tal que para todo X € A, ||Th|| < C.

Demonstracdo. A ideia é utilizar o Teorema de Baire no espago de Banach F. Paracadan € N,
defina o conjunto
X, ={z € E/paratodo A € A, ||T\(x)| < n}.

Com algumas manipulacdes simples, podemos escrever

Xo = (- o T) ' [~n.n],

AEA
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e portanto X,, é fechado, por ser uma intersecao arbitraria de imagens inversas de fechados
por fungdes continuas. Além disso, se x € E, tomemos ng € N tal que C, < ng. Por hipotese,

|T\(z)|| < Cp < mgparatodo A € A, logo = € X,,,, e segue que £ = U X,,. Pelo Teorema

neN
de Baire, existe k € N tal que int(X}) # . Assim, existem zy € X e r > 0 tais que

B('CEOaT) g Xk
Novamente, escrevendo B(zg,r) = {zo + rv/ ||v|| < 1}, segue que
o]l <1 =20+ rv € X = | Ta(zo +1v)|| <k,

logo
[oll <1 = ITx(rv)|| = [ITx(z0 + rv) = Ta(zo) | < &+ [[Tx(xo)ll,

e portanto, para todo A € A,

B+ IT(o)| _ k+Cry

[o]] < 1= I Tx(v)]| < . <—

Zo

Tomando o sup , segue que ||7}| <
[vll<1

nao dependem do indice A, o resultado esta provado. O

paratodo A € A.Comok € N,C,, >0er >0

O Teorema da Limitacdo Uniforme tem uma consequéncia interessante sobre conver-
géncia pontual de sequéncias de operadores. Da Analise Real, sabemos que se uma sequéncia
de fungbes continuas (¢, ).en converge pontualmente para ¢, entdo ndo necessariamente
é continua. Porém, no caso de uma sequéncia de operador lineares continuos definidos num
espaco de Banach, a continuidade é garantida mesmo na convergéncia pontual.

Corolario 4.2. Sejam E um espago de Banach, F' um espago normado e (T,),en uma sequén-
cia em L(E,F). Suponha que para cada = € E, a sequéncia (1,(x)),en converge em F'. Se
T : E — F é um operador definido por

T(z) = lim T,(x),

n—o0
entdoT € L(E,F).

Demonstragdo. Sejama € Re z,y € E. Entao,

al'(z) +T(y) =a lim T,(x)+ lim T,(y) = lim T,(azx +y) = T(azx +y),

n—0o0 n—o0 n—oo

restando provar que 7' é continuo. De fato, fixado x(, € FE, temos que T, (zo) — T'(zo), logo
a sequéncia (||T;,(xo)||)nen € limitada em R, ja que (7, (xo))nen converge. Pelo Teorema da
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Limitacdo Uniforme, existe C' > 0 tal que
T[]l < C.

Assim, para todo = € E, ||T,,(x)|| < ||T.|| - [|z]] < C||z||- Como a norma || - || € uma fungao

continua, entdo n — oo implica ||7'(z)|| < Cllz

, € concluimos que 7' é continuo. O

Outra consequéncia interessante do Teorema da Limitagdo Uniforme afirma que o fato
da imagem de um subconjunto B C G ser limitada para cada f € E* é suficiente para concluir
que o conjunto B é limitado, como mostra o Corolario 4.3.

Corolario 4.3. Sejam G um espago normado e B C (5. Se para cada [ € G*,
f(B) ={f(z)/ x € B} élimitado em R,

entdo B é limitado.

Demonstracdo. Considere £ = G*, F =R, A = B e paracada A € A, defina
T\:E— F,T\(f) = f(\).
E imediato que cada 7, é linear. Além disso, T é continuo pois

ITx]] = sup [TA(f)| = sup |F(M] = [IAl],

<t IFl<1

pela definicdo da norma de funcionais e pelo Corolario 3.3. Se f € FE, entdo por hipotese,
f(A) ={f(N) e R/ X € A} élimitado, e como T)(f) = f(\), existe Cy > 0 tal que

ITA(f)]l < Cf, YA € A.

Pelo Teorema da Limitagdo Uniforme, existe C' > 0 tal que paratodo A € A, ||7)|| < C. Logo

bl < C, Vb € B,

concluindo que B é limitado. O

Uma categoria importante de aplicagées é a das aplicacdes abertas, que serdo neces-
sarias para enunciar o Teorema da Aplicacdo Aberta.

Definicao 4.2. Sejam X eY espacos topoldgicos. Uma aplicagdo p : X — Y é aberta quando
o(U) CY é aberto para qualquer aberto U C X.

Observe a proposicao a seguir:
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Proposicao 4.2. Toda aplicagéo linear aberta’l : E — F' é sobrejetiva.

Demonstragdo. Sejay € F.Se y = 0, entdo T'(0) = y e acabou. Caso contrario, como 7" é
abertae 0 € T(Bg(0,1)), entdo existe r > 0 tal que

Br(0,r) € T(Bg(0,1)).

Defina y, = -y e note que ||y.|| = g logo v, € Br(0,r). Desta forma, existe um vetor

r
2|yl
z, € Bg(0,1) C E tal que T'(z,) = y,, donde

2 2
r(dl,) -2,
r

r

e vem a sobrejetividade da aplicagdo 7'. O

A Proposigéo 4.2 diz que, munido de linearidade, a condigao de ser aberta é mais forte
do que a condigdo de ser sobrejetiva. Acontece que se o dominio e o contradominio da apli-
cacao forem espacgos de Banach, entao a reciproca também sera verdadeira para aplicagdes
continuas, e é isso que diz o Teorema da Aplicacdo Aberta, enunciado e demonstrado logo
abaixo. Antes disso, temos 0 Lema 4.1 que tornara a demonstracdo do teorema mais limpa.

Lema 4.1. Sejam E um espago de Banach, F' um espago normadoeT € L(E,F). Se

entao
Br(0,c) € T(Bg(0,1)).

Demonstragdo. Seja y € B(0,c), precisamos encontrar um vetor x € E tal que ||z]| < 1 e
y = T'(x). Primeiramente, note que dado n € N, vale mais geralmente

¢ 1 | 1
Br <02—n) = o Br(0.20) € S T(Bp(0.) =T <BE <02m)>

1
Vamos construir uma sequéncia (21, z1, - - - ,2n, - . - ) €m E satisfazendo ||z,|| < o para todo
n € N, de forma que (z,) com x,, = z; + - - - + 2, seja de Cauchy, e portanto convergente (pois

y € Bp(0,c) C T (BE (0%))

~ c ,
entdo para e = o existe z; € E tal que

E' é completo). Temos

1 c
il < 57 ey =Tl < o
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Indutivamente, para cada n € N, se

c 1

. c .
entdo para c = STEsy existe z, 1 € E tal que

C

1
||zn+1|| < W e ||y _T<Zl +oee +Z”+1)H < 2n+1'

Defina x,, = 21 + - - - + z,. A sequéncia (x,,) é de cauchy pois dado £ > 0, tome N € N tal que

1 -
2—N<€.Sem,n€Ncomm>nem,nZN,entao

I = zall = s+ 2l < 30 ol < D0 Il € Y ge=gr <=
k=n+1 k=N+1 k=N+1

Como E é completo, entdo x,, — x para algum x € E. Note que
o o0 1
Izl =z + 24+ 2+ <D [zl <Z§:17
k=1 k=1

logo = € Bg(0,1). Além disso,

C

ly = Ta)ll = lly = Tz 4 +2) | < o

e como T é continua, basta fazer n — oo, obtendo y = T'(z). O

O resultado do Lema 4.1 ndo deveria surpreender, ja que se Br(0,2¢) C T(Bg(0,1)),
entdo faz sentido que a inclusdo se mantenha verdadeira apés dividir o raio da bola Br(0,2¢)
por 2, e retirar apenas a fronteira do conjunto 7'(Bg(0,1)).

Teorema 4.3 (Teorema da Aplicacao Aberta). Sejam E e I' espacos de Banach e suponha
queT € L(E,F) seja sobrejetiva. Entdo T é uma aplicagdo aberta.

Demonstragcdo. Vamos demonstrar o teorema através de duas afirmagoes.
Afirmacao 1. Se existe r > 0 tal que

Br(0,r) € T(Bg(0,1)),
entao a aplicagéo linear 'I' é uma aplicagcao aberta.

Prova da Afirmag&o 1. De fato, seja U um abertode E ey = T'(x) € T(U). Como U é aberto e
x € U, existe ¢ > O talque x4+ B(0,6) = B(x,e) C U. Dalinearidade de 7" e das propriedades
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de bolas em espacos normados, temos que
T(x+ B(0g)) =y+T(B(0g) =y +T(B(0,1)) =y +eT(B(0,1))

Entéo,
B(y,er) =y +eBp(0,r) Cy+eTg(B(0,1)) =T(B(z,e)) CT(U),

logo T'(U) é aberto em F' e segue a afirmagao.
Afirmacao 2. Exister > 0 tal que

Br(0,2r) C T(Bg(0,1)).

Prova da Afirmagéo 2. De fato, para cada n € N, defina
C, =nT(B(0,1)).

Durante a demonstragao, utilizaremos as igualdades de faceis verificagdes:

C, = nT(B(0,1)) = nT(B(0,1)) = T(nB(0,1)) = T(B(0,n)).

Além disso, néo é dificil verificar que a fungéo ®,, : C; — C,,, definida por ®,(z) = nx, é um
homeomorfismo, logo C,, é fechado para cada n € N (por ser homeomorfo a C; = T'(B(0,1))).
Mais ainda, como 7' é sobrejetiva, segue que

F=Jc.,

neN

e como F' é Banach, o Teorema de Baire garante que algum ', tem interior ndo vazio, e em

particular, int(C}) # @ pelo homeomorfismo ®. Assim, existem y, € F e r > 0 tais que
B(yo,4r) € Cy = T(B(0,1)).

Da linearidade de T', temos —y, € T(B(0,1)), e entdo

B(0.47) = —yo + Blyo, 4r) € T(B(O,1)) + T(B(0,1)).

Se provarmos que 7'(B(0,1)) + 7'(B(0,1)) C 27(B(0,1)), a Afirmagéo 2 estard demonstrada.
Sejam y1,y» € F' tais que
T(un) = y1 e T(va) = Y2,
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com (u,) e (v,) sequéncias de pontos em B(0,1). Entao (u,, + v, ) € uma sequéncia de pontos
em B(0,2), e portanto

T(uy 4+ vy) = T(up) + T(vy) — 11 +y2 € 2T(B(0,1)),
logo

Br(0,4r) C 2T(Bg(0,1)) = Br(0,2r) C T(Bg(0,1))
como queriamos, e a afirmacao esta provada.
Agora, pela Afirmacao 2 e pelo Lema 4.1,

BF(O,T> C T(BE(Oal))a

e pela Afirmagéao 1, segue que 7' é uma aplicagao aberta. O]

Normalmente, nos cursos de Algebra Linear, o termo “isomorfismo” se refere a aplicacdo
linear bijetiva. J& em Andlise Funcional, também estamos preocupados com a topologia dos
espacos, portanto exigimos bicontinuidade da aplicagdo, como diz a Definicao 4.3

Definicao 4.3. Sejam I e I' espagos normados. Dizemos que E e F' sdo isomorfos se existe
uma aplicagdo ® : E — F bijetiva, linear, continua e com inversa continua. Nesse caso, a
aplicacao ® é chamada de isomorfismo.

Feita essa definicdo, uma consequéncia importante do Teorema da Aplicacdo Aberta
€ que, ao demonstrar que uma bijegao linear 7' : E — F' entre espagos de Banach é um
isomorfismo, basta provar que 7" é continua ou 7! é continua.

Corolario 4.4. Sejam F e F' espacos de Banach el : E — F uma aplicagao linear bijetiva.

Se T é continua, entao I’ é um isomorfismo.

Demonstragdo. Precisamos apenas mostrar que 7'~! é continua, mas como 7" é uma bijecéo,
isso significa provar que T' é uma aplicagéo aberta (pois (7!)~! = T), e esse fato segue
diretamente do Teorema da Aplicacdo Aberta, uma vez que T’ é sobrejetiva. O

Finalizamos esse capitulo com o Teorema do Grafico Fechado, que traz uma equivalén-
cia de continuidade para operadores lineares entre espacos de Banach, a saber, um operador
linear T': £ — F' é continuo se, e somente se, 0 seu grafico é fechado no espago E x F.

Teorema 4.4 (Teorema do Grafico Fechado). Sejam E e F' espacos de Banachel : E — F
um operador linear. Se G(T) = {(z,T(z))/ x € E} C E x F é fechado, entdao T €& continuo.

Demonstragdo. Consideremos em G(7T') a norma

1z, T (@)l = lzlle + 1T@)]le.
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Do fato de F e F' serem espagos de Banach, segue facilmente que G(7') também é Banach com
essa norma que definimos, pois uma sequéncia de Cauchy em G(7T') define duas sequéncias
de Cauchy em F e em F, as quais convergem. Defina a projegédo = : G(T)) — E dada por
m(x,T(x)) = x. E imediato que 7 é uma bijegéo linear. Além disso, 7 é continua pois

lm(z,T(@)e = lzlle < lzle + 1T@)]r =121 @) lem-
Pelo Corolério 4.4, seque que 7! : E — G(T') é continua, e portanto existe C' > 0 tal que
1@ T@)llea) = lI77" (@) lam) < Cllz]e.
Desta forma, para todo x € F,
1T (@) le < llzlle +1T@) e = (@ T@) e < Clle]le,

e segue que T' é continuo. O

A reciproca do Teorema do Gréfico Fechado é verdadeira mesmo sob condi¢gées mais
fracas, e ela pode ser encontrada em (Botelho; Pellegrino; Teixeira, 2012).

A primeira vista, provar que G(7') é fechado pode parecer uma tarefa mais dificil do
que mostrar que T' é continuo, e o leitor pode questionar o “poder” do Teorema do Grafico
Fechado. A justificativa é a seguinte: como os espagos F e F' sdo espagos métricos, uma
maneira equivalente de demonstrar que 7' : E — F' é continua é provar que paratodo z € E
e toda sequéncia (x,,) em F, vale a implicagao

r, = v = T(z,) = T(x).

Agora, como E x F também é um espago métrico, para provar que G(T') é fechado basta
tomar uma sequéncia convergente qualquer (z,,, T (x,)) — (z,y), e provar que (z,y) € G(T),
ou seja, y = T'(z). Nesse caso, a convergéncia de (7'(z,)) é garantida, ja que T'(x,) — v,
restando apenas provar que y = T'(x). Por outro lado, é necessario justificar a convergéncia de
(T'(z,,)) para provar diretamente a continuidade.
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5 OS TEOREMAS DE BANACH-ALAOGLU-BOURBAKI E DE KAKUTANI

Um dos resultados mais conhecidos validos em espacos métricos é de que todo sub-
conjunto compacto é fechado e limitado, com a reciproca nao sendo verdadeira de forma geral.
E também sabido que em espagos vetoriais de dimens&o finita, com a métrica induzida pela
norma, todo subconjunto fechado e limitado é compacto. Ou seja, dado um espago normado F
e supondo que dim F < oo, vale a equivaléncia

K é compacto <= K é fechado e limitado.

Essa equivaléncia pode facilmente provocar o questionamento:
"O que acontece com a compacidade dos conjuntos fechados e limitados se dim £ = co?"

Ocorre que essa pergunta tem uma resposta bem direta: qualquer que seja o espa¢o normado
com dim £ = oo, a bola unitéria fechada e limitada Br = W nunca é compacta. Esse
fato esta demonstrado em (Oliveira, 2018), mas a ideia intuitiva € que podemos construir uma
sequéncia contida na bola em que cada termo “escapa” para uma dimensao diferente, mantendo
sempre uma distancia segura dos termos antecessores a ele, e isso impede que a sequéncia
possua subsequéncia convergente. Como os conceitos de compacidade sequencial e compaci-
dade sao equivalentes em espagos métricos, segue que B ndo é compacta.

Parece muito aceitavel que a bola By seja compacta, e isso pode fazer com que esse
exemplo contradiga a nossa intuicdo de compacidade. Acontece que, informalmente, quanto
maior for a quantidade de abertos em um espaco topoldgico, menor sera a quantidade de com-
pactos no mesmo (se convencga desse fato pensando que na topologia cadtica todos os subcon-
juntos sdo compactos, enquanto na topologia discreta um conjunto é compacto se, e somente
se, é finito), e a dimenséo infinita do espaco “pune” severamente os compactos por causa disso.

Pensando nisso, 0 objetivo desse capitulo é construir topologias nos espagos normados
que tenham menos abertos que a topologia induzida pela norma, também chamada de topo-
logia forte, buscando a compacidade da bola By. E claro que poderiamos tomar a topologia
caotica no espago e o problema estaria resolvido, mas essa escolha ndo é inteligente, porque
pouquissimas fungdes cujo dominio é esse espago seriam continuas, o que é algo patolégico.

Visando esse objetivo, esse capitulo iniciara na Sec¢ao 5.1 com a definicao de topologia
inicial associada a uma familia de fungées com um dominio X fixado, que sera a menor topo-
logia em X que torna todas as fungdes dessa familia continuas. Depois disso, na Segao 5.2,
utilizaremos esse conceito para definir as topologias fraca em E e fraca* em E*, além de definir-
mos espacos reflexivos, que informalmente sdo espacgos “iguais” ao seu bidual. Finalizaremos
o capitulo na Sec¢ao 5.3 com o Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki e o Teorema de Kakutani,
0s quais nos dizem quando a bola Bg- e a bola Br sdo compactas com relagédo a topologia
fraca* e a topologia fraca, respectivamente.
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5.1 Topologia Inicial Associada a uma Familia de Fungoes

Sejam X um conjunto, {Y)}xea € {pa : X — Y)}aea uma familia de espagos topoldgi-
cos e uma familia de fungdes, respectivamente. Queremos definir em X a menor topologia tal
que toda funcédo ¢, : X — Y, seja continua. Para tanto, é necessario que a imagem inversa
de qualquer aberto de Y, pela fungdo ¢, seja um conjunto aberto em X, para todo A\ € A.
Facamos da seguinte forma: dado A € A, considere o conjunto

Sy = {p'(U) C X/ U é aberto em Y3 }.

Agora, chamemos de S a unido de todos os conjuntos Sy, ou seja, S = U S,. E facil ver que

AEA
S é uma subbase para uma topologia de X, ja que fixado Ao € A, temos que Y), € um aberto

de Y),, e portanto X = <p;01(YA0) € S, € S. Segue que toda fungéo ¢, €é continua com a
topologia gerada pela subbase S em X, e ela é a menor topologia que satisfaz essa condicao.
Abaixo, definimos a topologia construida no paragrafo anterior.

Definicao 5.1. Sejam X um conjunto, {Yx}xca € {px : X — Yi}rea uma familia de espagos
topologicos e uma familia de fungbes, respectivamente. A menor topologia de X satisfazendo
@, continua para todo \ € A é chamada de topologia inicial associada a familia { )} xen-

Na sequéncia, faremos dois resultados envolvendo a topologia inicial.

Proposicao 5.1. Suponha que X possui a topologia inicial associada a familia de fungbes
{or : X — Y)}ren € seja (x,,) uma sequéncia de pontos de X . Entdo x,, — x se, e somente
se, pa(zn) — pa(z) paratodo \ € A.

Demonstragdo. E claro que se x,, — x, entdo py(x,) — pa(x), porque cada o, é uma fungéo
continua. Reciprocamente, vamos provar que =, — x. Seja x € U um aberto de X. Por
construgado, existem um indice Ao € A e um aberto V' C Y, tais que

T € w;ol(V) CcU.

Em particular, ¢y, (x,) — ¢a, (), € como p,,(x) € V, existe N € N tal que
n>N= p(z,) €V,

e portanto,
n>N=z, €p,(V)CU.

Concluimos, por definicao, que x,, — . O]
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Proposicao 5.2. Sejam Z um espaco topoldgico arbitrario e X um espaco topolégico com a
topologia inicial associada a familia {@) : X — Y)}xea. Entdo uma funggo ® : 7 — X é
continua se, e somente se, ) o ® : Z — Y, é continua para todo A € A.

Demonstragdo. Se ® : Z — X é continua, entdo ¢, o ® : 7 — Y, é continua para cada
A € A pois é a composigdo de duas fungdes continuas. Reciprocamente, é suficiente provar
que ®71(S) C Z é aberto para qualquer elemento subbasico S C X, digamos, S = go;ol(V)
para algum aberto V' C Y, . Observe que

7(S) = 27 (03, (V) = (a0 @)~ (V)
é imagem inversa do aberto V' C Y, pela fungdo continua ), o ® : Z — YY), e por definicao

de continuidade, ®1(S) é aberto em Z, como desejado. O

Recomendamos que o leitor se acostume com esses dois resultados, em especial a
Proposicao 5.2, pois eles serao amplamente utilizados ao longo desse capitulo.

5.2 As Topologias Fraca e Fraca*

A seguir, definiremos uma importante topologia para os nossos propdsitos.

Definicao 5.2. Seja £ um espago normado. A topologia inicial de I/ associada a familia E*
de funcionais lineares continuos serda chamada de topologia fraca em E. Denotaremos essa
topologia por o (E, E*).

No sentido da construgao realizada acima, a topologia fraca € construida considerando
os conjuntos X = E, A = E*,Y; = Rparatodo f € E*,e s : E — R sendo ¢y = f.

Em palavras, a topologia fraca em E é menor topologia que satisfaz a condicdo de
qualquer funcional f € E* ser continuo.

Proposicéo 5.3. Se I é um espago normado, entdo o(E, E*) é Hausdorff.

Demonstragdo. Sejam x1,zo € FE com x; # x2. Os conjuntos A = {1} e B = {x,} séo
convexos, disjuntos e ndo vazios. Além disso, A é fechado e B é compacto, entdo pela segunda
forma geométrica do Teorema de Hahn-Banach, existe f € E* tal que

f(z1) <c—e<c+e < f(z),
para algum ¢ € R e algum e > 0. Como ¢; = f € E*, os conjuntos U; = f~!(—o0,c) e

Uy, = f‘l(c, + 00) sdo abertos em E na topologia fraca. Por definicao, x; € Uy, zo € Us €
U, N Uy = &, concluindo que (E,0(E, E*)) é um espago de Hausdorff. O
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A seguir, temos um resultado que serve como pilar para diversos outros resultados rela-
cionados a topologia fraca, o qual estabelece uma base canénica da topologia fraca em qualquer
espaco normado através de bases de vizinhancas de pontos.

Proposicao 5.4. Seja xy € F fixado. Para todo ¢ > 0 e quaisquer f1, ... ,fr € E*, defina
V(fi, ..., [rie) =4z e E/Yi=1,... )k, |fi(lr —x0)| < &}.
Entao a familia
By ={V(fi,...,friec) CE/e>0,keN, fyec E*i=1,...,k}

€ uma base de vizinhangas do ponto x, € E na topologia fraca em E.

Demonstragado. Precisamos provar que qualquer V' € B,, é aberto, e que para cada aberto
U € o(E,E*) com zq € U, existe um conjunto V' (f1, ..., fx;€) € By, tal que

Ty € V(flw"v.fk;g) c U
De fato, considere as equivaléncias:

xeV(fi,....,fe)<=Vi=1,... k |filr —xo)| < ¢
e Vi=1,... k —e< filz)— fi(zm) < e
= Vi=1,...,k, fi(xg) —e < fi(x) < fi(xo) + €
= Vi=1,... k fi(x) € (fi(zo) — ¢, filxo) + &)

= Vi=1,....)k,x € f7(fi(zo) — &, fixo) +¢)

k
e ﬂ Ji (filzo) — &, filwo) +€).

Desta forma, V'(f1,. .., fx; €) € umaintersecao finita de imagens inversas de intervalos abertos
da reta por funcionais continuos (da definicao de topologia inicial), e portanto é aberto. Agora,
seja U C E um aberto da topologia fraca tal que zo € U. Da definicdo de subbase e da
topologia inicial, existem um funcional f € E* e um aberto W C R tais que

zo € fTH(W) CU.
Sejaa = f(xy) € W. Como W ¢é aberto, existe ¢ > 0 tal que (a — ¢,a + &) C . Entao,

o€ fHa—¢ea+e)CfFHW)CU.
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Por sorte,
fHa—eate)= [T (fwo) — &, fxo) +¢) = V(fie) € By,
logo
X € V(f,5) g U)
e o resultado esta provado. O

A seguir, vejamos alguns resultados relacionados a convergéncia de sequéncias com
relagdo a topologia fraca num espaco normado. Fixemos a notagdo z,, — x para dizer que a
sequéncia (x,,) converge para o ponto = na topologia fraca (a letra “w” vem do termo “weak”,
que significa “fraco” em inglés).

Proposicéo 5.5. Seja (x,,) uma sequéncia em E. Entdo:
(a) 2p 5 v <= Vf € E*, f(z,) — f(2).
(b) Sex, — z, entédo x,, — .
(c) Sex, ~ z, entdo (x,) é limitada.
(d) Se f, — femE*ew, = xem(E,o(E,E")),entdo f,(x,) — f(z).

Demonstragdo. (a) : Segue imediatamente da Proposigado 5.1.

(b) : Paratodo f € E*, como f é continuo e z,, — z, entdo f(z,) — f(z), e portanto
z, — x pelo item (a).

(¢) : Vamos utilizar o Corolario 4.3com G = Ee B = {x, € F/ n € N} C E. Dado
f € E*, pelo item (a), segue que f(z,) — f(z) em R. Como a sequéncia (f(x,)) converge,
ela é também limitada, e portanto f(B) ¢ limitado. Segue que B também ¢é limitado.

(d) : Escrevamos

[fu(zn) = F(@)] < [faln) = Flea)| +1f(n) = @) < [ fo = Fllllznll + 1f (20) = f(2)].

fo—fIl = 0,epeloitem (a), | f(z,)—f(x)] — 0.
falzn) — f(z)] = 0, e entdo f,(z,) — f(z). -

Fazendo n — oo, temos que ||z, || € limitada,
Com isso,

Logo adiante, veremos que 0s espagos em que a topologia fraca coincide com a topolo-
gia induzida pela norma sédo exatamente os espagos de dimenséo finita. Antes disso, vejamos
um resultado que mostra como a topologia fraca restringe os conjuntos fechados (e consequen-
temente os abertos) dos espagos de dimenséo infinita.

Proposicao 5.6. Seja ¥ um espago normado de dimens&o infinita. Denotando por S e Bg,
respectivamente, a esfera e a bola fechada centradas na origem com raio unitario, temos

gw:BEv
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onde S representa o fecho de S em relagdo & topogia fraca.

Demonstragdo. E suficiente provar que By, é fechado e que By C S, porque assim
Br CS° CBg = Bg.
Dado x € E, o Coroléario 3.3 garante que

r € B <=z <1

< sup |f(z)| <1
<t

= VfeBg, —1< fz) <1
<= Vf € Bg,xec f-11]

=aze (] f-11],

fEBE~

e, portanto, o conjunto

(Be) = |J (=00, = 1)U (1, + o0))

fEB

€ aberto na topologia fraca, por ser uma uniao arbitraria de abertos fracos. Concluimos que
By, ¢ fechado na topologia fraca. Provemos que By C S . Se for ||zo| = 1, temos que
|zo|| € S €S, por definicao. Suponha que ||zo|| < 1 e seja U um aberto contendo ;. Pela
Proposicao 5.4, vale

zo €V CU

para algum V = V(fi,..., fx; €). Basta provarmos que V' N S # &, e a ideia é construir uma
reta infinita que contenha o ponto z( e esteja contida em V', que intersectara S por ser infinita.
Para isso, vamos encontrar um vetor ndo nulo y,, em que cada funcional f; se anule em yq:
Afirmacao 1. Existe y, € F, talquey, # 0 e

VZ = 1, N ,]{?, fz(yO) = 0

Prova da Afirmacédo 1. De fato, do contrario a aplicacéo linear F' : £ — R definida por

F(z) = (fi(z),... . fx(2))

teria ndcleo trivial (se algum y, # 0 pertencesse ao ndcleo, entdo f;(yy) # 0 para algum
i = 1,....k, e portanto F(yo) # 0, contradi¢do), e portanto seria injetiva de um espago de
dimensao infinita num espaco de dimensao finita, 0 que é um absurdo, e segue a afirmacéo.
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Sejayy € E o vetor da Afirmagéo 1 e defina g : [0,+00) — R com g(t) = ||xzo +tyol|- A fungéo
g é a composta da fungao || - || com uma fungao afim de [0, + co) em FE, logo é continua. Além
disso, g(0) < 1 e tg?oog(t) = +o00, entdo existe ¢y € (0,00) tal que g(ty) = 1, pelo Teorema
do Valor Intermediério, e entdo xq + toyg € S.

Afirmacao 2. xy + tgyg € V.

Prova da Afirmagao 2. De fato, paratodoi =1,...,k,

fi(zo + toyo — wo) = fi(towo) = tofi(yo) = 0 <,

e portanto xy + toyg € V por definicdo, e a afirmacéo segue.
Concluimos que xy + toyg € V N S, e portanto Bg C 5", como queriamos demonstrar. O]

Corolario 5.1. Se E tem dimensao infinita, entdo a bola B(0,1) ndo é aberta na topologia fraca.

Demonstragao. Do contrario, o conjunto S = BgN (B(O,l))C seria uma interse¢ao de conjuntos
fechados, entrando em contradicdo com a Proposicéo 5.6. O

Depois desse resultado, estamos em condi¢cdes de estabelecer a relagdo entre as topo-
logias fraca e a da norma, a depender da dimensao do espago.

Proposicao 5.7. Seja E um espago normado. Entao:
(a) A topologia fraca esta contida na topologia da norma.
(b) Estas duas topologias sao iguais se, e somente se, a dimenséo de F é finita.

Demonstragao. (a) Por defini¢ao, a topologia fraca é a menor topologia tal que todo funcional
f € E* é continuo, e pela definicdo de dual, os mesmos sao continuos na topologia da norma.
(b) Se a dimenséo de E ¢ infinita, entdo B(0,1) é aberto na topologia da norma mas n&o
€ aberto na topologia fraca, pelo Corolario 5.1. Reciprocamente, suponha que £ tem dimen-
sao finita e seja U C E um aberto na topologia da norma. Precisamos mostrar que U é um
aberto fraco, e pela Proposicdo 5.4, isso equivale a mostrar que para cada zo € U, existe
V =V(fi,..., fr;e) talque zo € V C U. Como U é aberto na topologia da norma, existe
r > 0 tal que B(xg,r) C U. Digamos que dim £ = k e seja {ey, ..., ex} uma base de E tal
que |le;|| = 1 paratodoi = 1,..., k. Cada vetor z € E admite uma decomposigéo Unica como

l‘:$1€1+"‘+$k€k,

e essa unicidade permite definir & funcionais lineares f; : £ — R, fi(z) = z;, para cada
t=1,..., k. Cada f; é continuo porque a dimensdo de F é finita, e portanto

V:V(ﬁ,...,ﬁ;%):{xEE/Vizl,...,k;,|fi(x—a:0)|<£}
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€ um conjunto aberto da topologia fraca que contém z,. Escrevendo
To = To1€1 + *** + LokCh,

vamos provar que V C U. Se x € V, entéo

k

Z(ﬂﬁz - xm)@z‘

=1

[l = ol =

k k
r
§Z|l‘i—$0i| :Z|fi($—$o)\ </€'E =T,
i=1 =1

logo z € U. Ainclusdo contraria segue do item (a). O

Na Analise Funcional, como em grande parte das teorias matematicas, também iden-
tificamos objetos que se assemelham em relacdo a certas caracteristicas, mesmo que sejam
distintos em natureza. Uma maneira de fazer isso é através dos chamados isomorfismos isomé-
tricos, 0s quais sao bijecdes que preservam a estrutura linear e a métrica (consequentemente,
a topologia) dos espacos.

Definicao 5.3. Sejam E e F' espagos vetoriais normados. Dizemos que E e F' sdo isometri-
camente isomorfos se existe uma aplicacdo ¢ : E — I’ que é bijetiva, linear e que satisfaz
|®(x)|| = ||z|| para todo x € E (em palavras, ¢ é isométrica). A aplicagdo ¢ é chamada de
isomorfismo isométrico entre E e F'.

Vejamos agora que o espago £** sempre contém um subespaco isometricamente iso-
morfo ao espago £. Vamos definir uma aplicagdo muito importante para este proposito.

Definicao 5.4. Seja EE um espago vetorial normado. Definimos a injecdo canénica de I/ em
E** como a fungdo Ji : E — E** tal que Jg(z)(f) = f(x) paratodo f € E*.

A injecao canbnica .Ji é dotada de algumas propriedades muito Gteis.
Proposicao 5.8. Seja J = Jg ainjecdo candbnica de E em E**. Entdo:
(a) J é linear.
(b) ||J(x)|| = ||z|| paratodox € E.
(c) J éinjetiva.
(d) J é continua.
(e) J°': J(F) C E** — E é continua.

Demonstragado. (a) : Sejama € Re z,y € E. Provemos que

J(az +y)(f) = (aJ(z) + J(y))(f),Vf € E".
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De fato,
J(ax +y)(f) = flaz +y) = af(x) + f(y) = aJ (@) () + TW)(f) = (aJ () + (1) (f).
(b) : Por definigdo e pelo Corolario 3.3, segue que

1 ()]

e = sup [J(z)(f)| = sup |f(z)] = [|lz[[-
IflI<1 fll<t

(c) : Segue imediatamente de .J ser uma isometria, pois

r#y=lr—y|l#0= [[J(x—y)| #0 = J(z —y) # 0= J(x) # J(y).

(d) : Também segue diretamente do item (b) j& que || J(x)||g+ < 1 - ||z| &-

(€) : Do item (b), temos que ||/ () ||z = ||¢|

g+ para todo ¢ € E**, logo

1T () < L lleell,

e portanto J~! é continua. O

Estamos agora em condi¢des de definir uma classe especial de espa¢os normados, 0s
chamados espacos reflexivos.

Definicao 5.5. Seja E um espaco normado. Dizemos que E é um espaco reflexivo quando
a inje¢cdo canébnica Jyp : E — E** é sobrejetiva, em outras palavras, Jg € um isomorfismo
isométrico entre I/ e I/**.

Quando E' é um espaco reflexivo, as aplicacdes Ji e ng transitam biunivocamente en-
tre os espacos E e E**, transformando vetores © € E em funcionais lineares Jg(x) € E** en-
quanto preservam a norma e a linearidade. Nesse caso, os espacos E e E** sao indistinguiveis
nao apenas algebricamente, mas também em norma (e topologicamente por consequéncia),
diferindo apenas na natureza de seus vetores.

O leitor pode questionar se, para a reflexividade do espacgo, € necessario utilizar a injecao
candnica Jg na definicdo. Em outras palavras, se os espagos £ e E** forem isometricamente
isomorfos através de algum isomorfismo isométrico ® # Jg, é verdade que E é necessaria-
mente reflexivo? A resposta surpreendente é que ndo! O artigo (James, 1951) apresenta um
contraexemplo de espago que é isometricamente isomorfo ao seu bidual, mas néo é reflexivo.

Direcionemos nossa atencdo ao espaco E*. Até entdo, esse espaco possui a topolo-
gia forte (da norma) e a topologia fraca o(E*,E**). Introduziremos uma terceira topologia que
também é construida de forma a tornar continuos certos funcionais lineares, sendo estes os
funcionais ¢ € Jg(E) C E**.
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Definicdo 5.6. Seja £/ um espago normado. A topologia inicial de E* associada a familia Jg(E)
de funcionais lineares continuos sera chamada de topologia fraca* (pronuncia-se “topologia
fraca estrela”) em E*, e denotada por o(E*, E).

Utilizando a construcdo feita no inicio do capitulo, a topologia fraca* é construida to-
mando X = E*, A= FE,Y, =Rparatodoz € E, e ¢, : E* — R sendo ¢, = Jg(z).

Em palavras, a topologia fraca* o(E*,E) em E* é a menor topologia tal que o funcional
Ji(x) € Jg(E) é continuo para todo = € E. Além disso, note que a topologia fraca o (E*,E**)
em E* é menor topologia tal que todo funcional ¢ € E** é continuo, e como Jg(E) C E** por
definicdo, entdo uma consequéncia imediata é que

o(E*E) C o(E* E*™).

Proposicao 5.9. A topologia fraca* em E* é Hausdorff.
Demonstracdo. Sejam fi,fs € E* tais que f; # f>. Por definicdo, existe o € F tal que
fl(.’ll'o) 7£ f2($0), digamOS, fl(l'g) < fg(l’o). Tome fl(l'o) <c< fg(l’o) e defina

Uy = Jp(zo) ' (—00,¢) e Us= Jp(zg) (e, +00).

Entao, por definicdo, f; € Uy, fo € Us, e Uy e U, séo abertos disjuntos. O

A seguir, temos um resultado relacionado a topologia fraca* em E* que € analogo, inclu-
sive em sua demonstragéo, ao visto anteriormente sobre a topologia fraca em £. Sendo assim,
visando uma concisdo maior do texto, apenas o enunciaremos € omitiremos sua demonstra-
¢ao. Ressaltamos que a Proposi¢éo 5.10, assim como a Proposi¢ao 5.4, sdo fundamentais nas
demonstracdes da maioria dos resultados que virdo em sequéncia.

Proposicao 5.10. Seja fy € E fixado. Para todo ¢ > 0 e todos 1, . .. ,x) € F, defina
V(zy,...,xpe) ={f e E/Yi=1,... k, |(f — fo)(x:)] < &}
Entéo, a familia
Bi, ={V(x1,...,2556) CE/e>0, ke N, z; € E}

€ uma base de vizinhangas do ponto fy € E* na topologia fraca* em E*.

Sabemos que no espago E*, temos o(E*,E) C o(E*,E**), ou seja, a topologia fraca*
esta contida na topologia fraca. A Proposicao 5.11 enuncia que a inclusdo contraria acontece
exatamente quando o espaco F é reflexivo.
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Proposicao 5.11. Seja ¥ um espaco normado. S&o equivalentes:
(a) E é reflexivo.
(b) o(E*E) = o(E*,E*).

Omitiremos a demonstracdo dessa proposicdo porque, além da mesma fazer uso de
resultados um pouco técnicos, esse resultado também nao tera utilidade para os teoremas que
sao o foco desse capitulo (e do trabalho como um todo).

5.3 A Compacidade das Bolas Fechadas nas Topologias Fraca e Fraca*

A seguir, enunciamos e demonstramos o Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, o qual
afirma que a bola unitaria fechada no dual de um espago normado sempre é compacta com
relacdo a topologia fraca™.

Teorema 5.1 (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki). A bola

Be- ={f e E*/|Ifll <1}

é compacta em E* na topologia fraca* para qualquer espago normado E.

Demonstracdo. Inicialmente, considere a inclus&o natural
E*C{f€E— R/ féfuncdo} = R”.

Afirmacao 1. A inclusdo canénica ® : E* — RY é um homeomorfismo de E* na topologia
fraca* sobre a sua imagem como subespaco de R com a topologia produto.

Prova da Afirmagdo 1. A fungdo ® é exatamente a fungdo inclusdo ®(f) = f, e portanto é
imediato que ® é uma bijecdo sobre sua imagem. Resta mostrar que ® : £* — R” e também
o1 : d(E*) — E* sdo continuas, e para isso utilizaremos a Proposigéo 5.2, ja que a topologia
fraca* em E* e a topologia produto em R” s&o justamente as topologias iniciais associadas a
familia Jx(E) e a familia de projegdes 7 : RE — R, respectivamente. Vamos fixar as notagdes
f=0\)rer € RE, Jp(x) = J, e, : RE — Rtal que wx((f()\))AeE) = f(x).

« & : B* — R¥ é continua: Vamos provar que para qualquer projecdo 7, : R® — R, a
fungéo 7, o ® : E* — R é continua. Isso é verdade porque, para todo f € E*, vale

logo 7, o ® = J,, e portanto é continua, segue que ® é continua pela Proposicao 5.2.

« &' . §(E*) — E* é continua: Analogamente, vamos provar que para qualquer
J, € Jp(E), afungdo J, o @' : ®(E*) — R é continua. Isso também segue pois
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dado ®(f) € ®(E*), temos as igualdades

Jo 0 @7H2(f)) = Jo(f) = f(2) = 7 ((f(N)rer)),

logo J,o® ! = 7Tx|q>(E*) é continua, e entdo ® ! é continua pela Proposicdo 5.2, logo
® é um homeomorfismo e a afirmagao esta provada.

Sabendo que ® é um homeomorfismo, vamos mostrar que K = ®(Bp-) é compacto em R”, e
entao concluir que Bg+ € compacto. Note que

K = {f € R¥/ f & um funcionar linear e || f|| < 1}

={(f(N)rer €RY/ fz+y) = f() + [(y). flaz) = af (2), |f(2)] < ||=[|}.

Agora, se Ky = {f € RE/VX € E,|f(\)| < |||}, entdo por definigao

Ko = [TI=IIAL + (A1

AEE

€ um cartesiano (infinito) de compactos, e portanto é compacto pelo Teorema de Tychonoff.

Além disso, mostraremos que o conjunto

C={feR"/ flz+y) = f(x) + f(y), flaz) = af(z),Va € R,Vz,y € E}

€ uma intersecao de conjuntos fechados, e portanto é fechado. Sejam

A={feR?/ flx+y) = f(x)+ fy), Yoy € E}

B={fcR¥/ flar) = af(x),Ya € R,Vz € E}

de modo que C'= AN B, e sejam s, , : R — R e m,, : R¥ — R fungdes definidas por

Sey(f) = fle+y) = f(2) = fly) e maa(f) = flaz) —af(z).

Paratodo a € R e todos z,y € E, as fungbes s, , e m, , podem ser escritas, respectivamente,
como compostas de projecées de R” sobre R? e R? com polinémios de R? e R? em R, sendo
assim, continuas. Disso, como {0} C R é fechado, entao os conjuntos s, ({0}) e m,1({0})
sdo fechados em R para todo a € R e todos z,y € R. Uma vez que

f€s.,({0}) = fla+y) = f(2)+ f(y)
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femg,({0}) <= flax) = af(2),

podemos escrever

A= () sh({0}) e B=()m,Li({o}),

e concluir que C = A N B é uma interse¢do de conjuntos fechados. Por fim, como K, é
compacto e C' é fechado, temos que K = Ky N C é um fechado do compacto Ky, e portanto é
compacto. Do fato de ¢ ser um homeomorfismo, vem que Bg+ é compacto. O

Trabalharemos, agora, em demonstrar o Teorema de Kakutani, o qual traz uma equiva-
Iéncia para a reflexividade de um espaco normado E através da compacidade da bola unitaria
fechada By na topologia fraca. Antes disso, precisamos de alguns resultados auxiliares.

Proposicao 5.12. Seja E um espaco normado. Se a aplicacao
J:(Eo(E,E") = J(E) C(E™o(E™, E))
é a injegdo canénica de E com a topologia fraca em J(E) como subespago de E** com a
topologia fraca*, entdo J é um homeomorfismo.
Demonstracdo. Por definicao, J é uma bijegao.

- J é continua: utilizando a Proposigédo 5.2, vamos provar que para todo £ € J(E)*, a
fungc&o composta
f=&oJ: (Eo(E,E") =R

€ continua. Isso é verdade porque

[f (@) = [T @)] < gl - NI @)l = llEl - ll=[],

ja que J é uma isometria, logo f € E*. Pela definicao da topologia fraca o(FE,E*), o
funcional f também é continuo de (E,0(E, E*)) em R, como queriamos provar.

« J~1 é continua: novamente, pela Proposicdo 5.2, provemos que paratodo f € E*, a
funcdo composta
foJ ' J(E)C(E*o(E™ E*)) =R

é continua. Para todo ¢ € J(FE), existe x € E tal que J(z) = ¢, desta forma

fod N e) = flx) = J(x)(f) = e(f) = Je-(f)(¥),
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e portanto f o J~! = Jp-(f) : J(E) C (E**,0(E**, E*)) — R. Note que a topologia
fraca* em E** é a menor topologia tal que cada funcional Jg-(f) é continuo, logo
f o J~1 é continuo, e entdo pela Proposicédo 5.2, a aplicagdo J ! é continua.

Uma vez que J e J~! s&o continuas, segue o resultado. O

Na verdade, como a injecao candnica J € linear, vale algo mais forte: a Proposicao
5.12 afirma que os espagos E e J(E), munidos com a topologia fraca e a topologia fraca*
respectivamente, sdo isomorfos.

Outro resultado que utilizaremos é o Teorema de Goldstine, e para demonstra-lo, fare-
mos uso do Lema de Helly, que traz uma equivaléncia algébrica entre desigualdades.

Lema 5.1 (Lema de Helly). Sejam E' um espago normado, a1, ...,a, € Re fi,..., f, € E*.
Sao equivalentes:

(a) Paratodoe > 0, existe x € Bg tal que paratodoi = 1,...,n,|fi(x) —a;] <e.
(b) Paratodoscy,...,c, € R, vale Zciai < Zcif" :
Demonstragdo. (a) = (b). Sejam ¢y,...,¢, € R. Para cada ¢ > 0, o item (a) garante a

existéncia de um vetor x. € By que faga valer

n

Z CiQ; — Z cifi(we)

i=1

n

Z Cifi(xa)

=1

(Z szz> (xe)

< +

n
E Ciay;
i=i

1=1

<> leillai = fiw)| +
(@) —

< D elel +
< 82’@" +

n

Zcifi

=1

|

n

Zcifi

=1

onde a primeira e a segunda desigualdade seguem pela desigualdade triangular e pela definicao
de adicao de operadores, a terceira desigualdade vem da hipétese e das propriedades da norma
no dual, e a quarta desigualdade é vélida pois ||z.|| < 1. Como ¢ > 0 ndo depende das
constantes ¢;’s, entdo fazendo ¢ — 0, o item (b) segue.

(b) = (a). Provemos pela contrapositiva. Defina o operador 7' : £ — R", dotando R" com a
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norma do maximo e dado por 7'(z) = (fi(x), ..., f.(x)). Considere as equivaléncias:

(a) <= Ve >0, Jz € Bg; max |fi(z) —a;| < e
<= Ve > 0,3z € Bg; [[(fi(x) —ar,..., fulz) —a,)] < e
<= Ve > 0,3z € Bg; |T(x) — (a1,...,a,)|| <€

= Ve>0,3y € T(Bgr); lly—(a1,...,a,)| <¢

< (al, . ,CLn) c T(BE)

Supondo que (a) seja falso, segue que os conjuntos A = {(ay,...,a,)} € B = T(Bg) séo
disjuntos (e convexos). Como A é compacto e B é fechado, a segunda forma geométrica do
Teorema de Hahn-Banach garante a existénciade f € (R")* e ¢ € R tais que

f(T(x)) <ec< flay,...,a,),

para todo x € Bg. Como o espaco R"™ tem dimenséo finita, entdo existem ¢4, ..., c, € R tais
que f(x1,...,2,) = 121 + - - - + ¢y, € portanto

f(fi(z), ... fo(x) <ec< flag,...,a,)
:>zn:czfz(x) <c<zn:ciai.
i=1 i=1

Além disso, x € Bg implica —x € Bpg, e desta forma

n

- Zczfl(x) = Zcifi(—x) <c,

i=1

donde para todo = € Bg, temos

n

Zcifi(x)

=1

< c.

Tomando o supremo dos x € Bpg, concluimos que

n

Zcifi

i=1

Y

n
<c< Zciai <
i—1

n
E C;a;
i=1

que é exatamente a negagao de (b). O

Mencionamos que a implicagdo (a) — (b) do Lema de Helly foi apresentada por
razbes meramente estéticas, visto que faremos uso apenas da sua reciproca na demonstragao
do Teorema de Goldstine.
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*

Teorema 5.2 (Teorema de Goldstine). Se F é um espago normado, entdo .J. E(BE)w = Bps
em relacdo a topologia fraca* de E**.

*

Demonstracdo. A inclusdo JE(BE)w C Bpg« é clara: de fato, Ji é uma isometria, e portanto
Je(Bg) C Bg«+. Além disso, pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, Bg«« é compacto na
topologia fraca* de E**, e portanto é fechado, pois essa topologia é de Hausdorff. Segue que

Jp(Bp) C Bpe = Bpge.
Por outro lado, precisamos provar que Jr(Bg) é denso em Bg«« na topologia fraca*, e para
isso, seja U C Bpgs« um aberto nessa topologia. Fixado ¢, € U, pela Proposi¢éo 5.10, existem
e > 0 e vetores fi,...,f, € E*taisque paratodo: =1,...,n, vale

V=V(fi,....fn;e) CU.

Vamos utilizar a implicagdo () = (a) do Lema de Helly para provar que Jg(Bg) NV # &,
0 que garantira que Jg(Bg) NU # &. Defina a; = ¢o(f;) paracadai = 1,...,n. Para todos

C1y...,cp € R, temos
> e = Joo (z f> <ol |Seur] < |32
=1 =1 i=1 i=1
pois ||¢o|| < 1. Pelo Lema de Helly, existe . € Bg tal que |fi(z) — a;| < eparai=1,...,n.

Se p. = Jgp(z.), entdo p. € Jg(Bg), e também

(0= = o) (fi)| = |fi(xe) —ai| <e, Vi=1,...,n,

entdo ¢. € V. Desta forma, Jg(Bg) NV # &, e o resultado esta provado. O

E importante citar a necessidade do fecho ser em relagdo a topologia fraca*. Se, por
exemplo, tomarmos o fecho com relacao a topologia da norma, teremos

De fato, o conjunto B é fechado em E na topologia da norma, e como Jg : £ — E** é, em
particular, um homeomorfismo, segue que Ji(Bg) é fechado em E**.

Teorema 5.3 (Teorema de Kakutani). Seja ' um espaco normado. S&o equivalentes:
(a) E é reflexivo.

(b) A bola unitaria fechada By, é compacta na topologia fraca.
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Demonstragdo. (a) = (b). Pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, a bola B+« é com-
pacta na topologia fraca* o(E**,E*). Como E é reflexivo, vale J;'(Bp--) = By, e pela Propo-
sicdo 5.12, temos que a funcéo

J;' (B 0(E*, E*)) — (E,0(E, E))

é continua. Como J' é continua e B+ é compacta, segue que J;'(Bg--) = B também é
compacta em E na topologia fraca.

(b) = (a). Como a bola Br é compacta por hipdtese e pela Proposigéo 5.12, Jx é continua
de E com a topologia fraca em E** com a topologia fraca*, entdo Jz(Bg) € compacto em E**
na topologia fraca* e esta, sendo Hausdorff, implica que Jz(Bg) é fechado. Pelo Teorema de
Goldstine e do fato de Jx(Bg) ser fechado, segue que

o

Bpw = Jg(Bg) = Jg(Bg),

e da linearidade de Jg, concluimos que E** = J(E), e portanto F é reflexivo. O

Na discussao introdutéria a esse capitulo, vimos que a compacidade da bola B com
relacdo a topologia forte ocorre somente quando £ tem dimensao finita. Agora, do Teorema
de Kakutani, sabemos que a bola Br é compacta na topologia fraca exatamente quando F
é reflexivo, e do Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, a bola Bg- sempre é compacta na
topologia fraca*. A Tabela 1 condensa esses trés fatos.

No espaco | com a topologia | a bola é compacta
FE forte Bg <— dimF < oo
E fraca Bg <= F é reflexivo
E* fraca* Bpg+ sempre

Tabela 1 — Compacidade da bola unitaria conforme a topologia
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6 CONSIDERAGOES FINAIS

O estudo de Andlise Funcional, mesmo de seus conceitos basicos e elementares que
servem de pilar para toda a teoria, vai muito além do que foi apresentado nesse trabalho. Da-
remos alguns exemplos de diregbes a serem seguidas e ressaltamos que todas elas se fazem
presentes no livro (Botelho; Pellegrino; Teixeira, 2012).

S6 o Capitulo 5 ja é suficiente para prosseguir com a metrizabilidade, ou nao, das to-
pologias fraca e fraca® na bola unitéria ou no espago todo. Ha também diversas propriedades
geomeétricas e topoldgicas que podem ser satisfeitas por espagos normados, como por exemplo
a convexidade uniforme, a convexidade estrita e a separabilidade.

Além disso, a area possui intersecdo com a Teoria da Medida, sendo riquissimo o es-
tudos dos espagos L”(€2,3,1), que sdo generalizagbes da ideia de espagos de fungdes in-
tegraveis, mas num espago {2 onde definem-se uma o-algebra ¥ C P(2) e uma medida
p X — [0,00], que sdo maneiras de dizer quais subconjuntos de €2 possuem medida e quanto
eles medem, generalizando a ideia de area, volume, etc.

Um caminho quase obrigatério é ir na direcao de espagos com estruturas mais ricas, a
saber, 0s espacgos de Hilbert, que sdo espacos de Banach com relagdo a métrica induzida por
seu produto interno. Tais espacos motivam as definicdes de operadores compactos e operado-
res autoadjuntos, que permitem estender o famoso Teorema Espectral, da Algebra Linear, para
espacos de Hilbert com dimenséo infinita.

Outro caminho interessante é ir na direcao contraria, estudando espagos com uma es-
trutura mais simples/geral, como os espacos vetoriais topolégicos, por exemplo. E facil verificar
que as operacgdes de adicdo e multiplicacao por escalar sdo continuasde £ x Fede R x F
em F, respectivamente, com relacdo a topologia induzida por qualquer norma de E. O con-
ceito de espaco vetorial topoldgico surge como generalizacdo dos espagos normados, sendo
um espaco vetorial &/ munido de uma topologia compativel com as operagoes, ou seja, tal que
+:ExFE— Fe-:R x E — E sejam continuas.

Enfim, esperamos que o leitor tenha feito bom proveito do trabalho, de forma que as
definicbes e demonstracdes tenham sido compreendidas com naturalidade, e que as ligacoes
existentes entre os teoremas tenham ficado um pouco mais claras.
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