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RESUMO

Neste estudo foi desenvolvida a solu¢do numérica para o Problema de Valor de Contorno (PVC)
que descreve a curva elastica de uma viga simplesmente apoiada e uniformemente carregada,
por meio do Método das Diferencas Finitas (MDF) e o Método Shooting. A solucao analitica
também foi obtida, para verificar a proximidade entre as solugdes numérica e analitica do PVC.
A pesquisa foi desenvolvida com base em referéncias teéricas sobre Equagdes Diferenciais Or-
dinarias e Calculo Numérico, buscando alcancar a eficiéncia e precisdo das solu¢des numéricas
obtidas em comparacao com a solucao analitica. Os métodos foram implementados utilizando a
linguagem de programagao Python, o que permitiu realizar os calculos e gerar representagbes
gréaficas das solugdes. Os resultados obtidos mostraram que as solucdes numéricas apresen-
taram concordancia com a solugéo analitica, evidenciando a precisao dos métodos aplicados.
Dessa forma, o estudo confirma a importancia dos métodos numéricos na resolugéo de equa-
cOes diferenciais, especialmente em casos em que a solugéo analitica é dificil de ser construida,
ou ainda, nao pode ser obtida, consolidando os métodos numéricos como ferramenta essencial
para resolucao de problemas em matematica e engenharia.

Palavras-chave: equagées diferenciais ordinarias; métodos numéricos; curva elastica; problema
de valor de contorno.



ABSTRACT

In this study, the numerical solution for the Boundary Value Problem (BVP) describing the elastic
curve of a simply supported and uniformly loaded beam was developed using the Finite Dif-
ference Method (FDM) and the Shooting Method. The analytical solution was also obtained in
order to verify the proximity between the numerical and analytical solutions of the BVP. The
research was based on theoretical references on Ordinary Differential Equations and Numeri-
cal Calculus, aiming to achieve efficiency and accuracy in the numerical solutions obtained in
comparison with the analytical solution. The methods were implemented using the Python pro-
gramming language, which made it possible to perform the calculations and generate graphical
representations of the solutions. The results showed that the numerical solutions agreed with
the analytical solution, demonstrating the accuracy of the applied methods. Thus, the study con-
firms the importance of numerical methods in solving differential equations, especially in cases
where the analytical solution is difficult to construct or cannot be obtained, establishing numerical
methods as an essential tool for solving problems in mathematics and engineering.

Keywords: ordinary differential equations; numerical methods; elastic curve; boundary value pro-
blem.
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1 INTRODUCAO

1.1 Consideracoées iniciais

Este trabalho tem como objetivo resolver o Problema de Valor de Contorno (PVC) des-
crito por uma Equacao Diferencial Ordinaria (EDO) linear homogénea de segunda ordem, que
descreve a curva elastica de uma viga simplesmente apoiada e uniformemente carregada. Re-
solvida de maneira analitica e por meio de métodos numéricos, pelo método Shooting e 0 Mé-
todo das Diferencas Finitas (MDF), que constituem uma abordagem eficiente para casos onde
a solucdo analitica seja de dificil obtengao, inviavel ou nao exista. Por fim, comparar a solugao
analitica do problema com as solugdes numéricas obtidas, que permite verificar a aplicabilidade
e precisdo dos métodos numéricos em problemas matematicos e aplicados a engenharia.

O problema estudado, equacao da curva elastica em uma viga, provém de um modelo
matematico, que consiste em uma representagao das caracteristicas essenciais de um sistema
ou processo fisico por meio de relagdes matematicas e pode variar de uma simples relacao
algébrica a um conjunto de equacgdes diferenciais (Chapra; Canale, 2013). O objetivo da mo-
delagem € determinar como as grandezas do sistema variam no tempo, caracterizando sua
dindmica, o que permite nao apenas compreender o sistema, mas também prever sua evolugcao
temporal, descrito por um conjunto de equacdes diferenciais, ou simplesmente uma equacéao
diferencial, que tem por finalidade descrever de forma clara todo o comportamento do problema
real, em uma descri¢cao simplificada do processo fisico envolvido (Thomas, 2013).

Contudo, as EDOs podem ser descritas como equagdes que envolvem apenas deriva-
das ordindrias de uma ou mais variaveis dependentes em relagdo a uma Unica variavel inde-
pendente (Zill; Cullen, 2007). O estudo de equagdes diferenciais ordinarias lineares de segunda
ordem possui grande importancia para a matematica, fisica e engenharia, em virtude de sua
vasta aplicagdo em problemas investigados nas areas de movimento de fluidos, dispersdo de
calor em objetos, circuitos elétricos e fluxo de corrente elétrica, crescimento populacional, equa-
cOes da onda, entre muitas outras aplicagdes. Outro ponto significativo € sua organizacao, que
pode ser vista como relativamente direta, ja que ndo exige um nivel alto de sofisticacdo mate-
mética em sua solugao, que pode ser analitica ou numérica, além de dispor de uma ampla base
teorica ja consolidada (Boyce; Diprima; Meade, 2020).

Dentre as inUmeras técnicas numéricas que se pode utilizar para solucionar problemas
que envolvam EDOs tem-se a aproximagado da solugédo pelo Método das Diferengas Finitas,
sendo esse método uma forma de aproximar as derivadas de uma equagéao diferencial conti-
nua, por meio de pontos finitos de uma regiao, ao utilizar férmulas discretas para as derivadas,
originando varias equacdes algébricas que podem ser solucionadas por meio de uma linguagem
de programacgao computacional, como o Python. Esse método utiliza a série de Taylor truncada
para se obter as aproximacdes para cada derivada. Ao utilizar apenas as aproximagdes da pri-
meira derivada ou da segunda derivada pelas séries de Taylor e desprezar as demais partes,
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ocorre 0 erro da solugdo, porém pequeno, porque 0 método utiliza um valor pequeno para seu
incremento, ou subintervalos de discretizacao. (Wrobel et al., 1989)

Outro método que pode ser utilizado é o método Shooting, no qual se pode transformar
um PVC em um sistema de PVIs equivalente e, entdo, supor inclinagbes para a trajetéria da
solugéo no ponto conhecido, ou ponto de contorno. Em seguida, aplica-se uma técnica numérica
para resolver o sistema de PVIs e determinar uma aproximacéao para o valor correspondente no
ponto inicial (Chapra; Canale, 2013).

Este trabalho adota uma abordagem metodol6gica mista, combinando pesquisa teérica
e aplicada, fundamentada em referéncias de Calculo Numérico e Equacgdes Diferenciais Ordina-
rias. Seguindo a classificacdo de Gil (2017), desenvolveu-se um estudo de natureza aplicada e
quantitativa, no qual utilizou-se o PVC que descreve a curva elastica de uma viga para compara-
tiva dos métodos numeéricos aplicados frente a solugéo analitica correspondente, o que permitiu
comparar a eficacia das técnicas numéricas em casos com solugdo conhecida, mas também
avaliar seu potencial de aplicacao em situacées mais complexas, onde solugdes analiticas sao
inexistentes ou de dificil obtencao.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 OBJETIVO GERAL

Obter a curva elastica de uma viga por meio do Método Shooting e pelo Método das
Diferencgas Finitas.

1.2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

» Compreender o problema de valor de contorno que representa o problema da curva
elastica de uma viga;

» Obter a solugao analitica da curva elastica de uma viga;

» Discretizar o dominio e derivadas e, ajustar parametros para aplicagao dos métodos
Nnumericos;

» Compreender as caracteristicas e aplicabilidade do método shooting e do método das
diferencgas finitas para obter a solugdo numérica do PVC em estudo;

» Comparar a solugao analitica com as respectivas solu¢gdes numéricas utilizando a lin-
guagem de programacao Python.
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1.3 Justificativa

Este trabalho surge do interesse em ampliar e aprofundar o estudo das Equagdes Dife-
renciais Ordinarias, e de métodos numéricos nao vistos nas graduagao, sendo o Método Shoo-
ting e o Método das Diferengas Finitas, um tema de extrema relevancia tanto no campo teérico
quanto nas aplicacdes praticas da matematica, principalmente em modelagem matematica com
EDOs que podem ser usadas para descrever problemas matematicos e fisicos.

Embora os métodos basicos de resolugao sejam essenciais, existe um grande interesse
em explorar casos mais complexos e avancados, que permitam uma compreensdo mais abran-
gente e refinada desse campo. Ao investigar esses métodos, busca-se ndo apenas comple-
mentar a formacao académica, mas também estimular novas perspectivas e aplicacoes desse
conhecimento em problemas que podem vir a ser estudados futuramente.

Mesmo que possamos demonstrar a existéncia de uma solugéo para uma equacgao di-
ferencial, muitas vezes ndo somos capazes de expressa-la explicitamente ou implicitamente.
Nesses casos, precisamos nos contentar com aproximagdes numéricas da solucdo. Se existe
solucdo, logo ela pode ser expressa por conjunto de pontos no plano cartesiano (Zill, 2016).

Dessa forma, este estudo busca complementar a formagéao académica na area de EDOs,
explorando tanto aspectos teéricos quanto aplicagbes praticas por meio de recursos computa-
cionais, contribuindo para um conhecimento mais abrangente e proporcionando preparo para

lidar com problemas mais complexos em futura atuacao profissional.
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2 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Para a realizagédo deste estudo, foram utilizados como referencial teérico obras especia-
lizadas em Célculo Numérico e Equagdes Diferenciais Ordinarias e textos cientificos relevantes
na area, os quais forneceram a fundamentagao necesséria para a revisao bibliografica.

Quanto ao problema de pesquisa, selecionou-se um PVC que descreve a equagao elas-
tica de uma viga uniformemente apoiada, a fim de aplicar métodos numéricos e comparar os
resultados obtidos com sua solu¢do analitica. Essa metodologia permitiu avaliar a eficacia das
técnicas numéricas, para também aplicagao em equagoes diferenciais onde nao exista solugao
analitica ou que seja de dificil obtencao.

Quanto a natureza da pesquisa, este trabalho configura-se como um estudo exploratério,
segundo Gil (2017), uma vez que buscou ampliar a compreensao sobre Equacgdes Diferenciais
Ordinarias e Problemas de Valor de Contorno, investigando ainda suas aplicacdes em contextos
reais. Assim, esta pesquisa visa ndo apenas consolidar conhecimentos tedricos, mas também
demonstrar a importancia do Célculo Numérico e das EDOs na resolugéo de problemas prati-
cos, contribuindo para uma formacao mais sélida e aplicada no campo da Matematica. Neste
trabalho foi empregado o método de pesquisa e de natureza aplicada, no qual, segundo Antonio
Carlos Gil sao "Pesquisas voltadas a aquisicao de conhecimentos com vistas a aplicacao numa
situacao especifica"(Gil, 2017).

Na abordagem metodoldgica utilizou-se de métodos quantitativos, de acordo com Proda-
nov e Freitas (2013), uma vez que o estudo teve como objetivo principal comparar as solugbes
numeéricas obtidas para os problemas analisados com suas respectivas solugdes analiticas.
Essa comparacgao sistematica permitiu verificar a eficacia dos métodos numéricos empregados.
A abordagem quantitativa proporcionou a obtencdo de dados mensuraveis que fundamentaram
conclusdes objetivas sobre 0 desempenho dos diferentes métodos aplicados.
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3 REFERENCIAL TEORICO

3.1 Equacao Diferencial Ordinaria

Muitas das leis ou principios que determinam o comportamento do universo fisico séo
expressos por meio de proposicoes ou relagdes que envolvem a velocidade com que os fené-
menos ocorrem. Quando traduzidas para a linguagem matematica, essas relagdes tornam-se
equacoes, e as taxas de variacdo sdo representadas por derivadas. Equacdes que incluem de-
rivadas sdo denominadas equacdes diferenciais. Dessa forma, o estudo e a compreensao de
diversos problemas, como 0 movimento dos fluidos, a corrente elétrica em circuitos, a transfe-
réncia de calor em sélidos, a propagagao de ondas sismicas, a dindmica de populagdes ou a
equacao da curva elastica, exigem conhecimentos sobre equacgdes diferenciais (Boyce; Diprima;
Meade, 2020).

Entre essas equagles, destacam-se as equagdes diferenciais lineares de segunda or-
dem, que desempenham papel fundamental na modelagem de sistemas fisicos relevantes, por
apresentarem estrutura matematica bem estabelecida e ampla aplicabilidade em problemas
classicos da engenharia e da fisica. Geralmente, uma equagéo diferencial que descreve algum
processo fisico é denominada modelo matematico.

3.1.1 Classificagao quanto ao tipo, ordem e linearidade

Pode-se classificar as Equacgdes Diferenciais, quanto ao tipo, em dois grupos, uma equa-
cao que envolve apenas derivadas ordinarias de uma ou mais funcdes desconhecidas em re-
lacdo a uma unica variavel independente é denominada equacgéo diferencial ordinéria (EDO).
J& uma equacgao que contém derivadas parciais de uma ou mais fungdes que dependem de
duas ou mais variaveis independentes recebe o nome de equagao diferencial parcial (EDP)
(Zill, 2016).

A classificagdo quanto a ordem, de acordo com (Boyce; Diprima, 2015), é determinada
pela derivada de maior ordem presente na equacao. Em termos gerais, uma equacéao diferencial
ordindria é classificada como de ordem n quando envolve derivadas até a n-ésima ordem. De
forma geral:

F [x7y(x)7y,<x>77y(n)($)} =0. (1)

Essa equacgéo estabelece uma relagdo entre a variavel independente x e a funcéo v,
juntamente com suas n primeiras derivadas (v/,v”, ..., y™). E comum simplificar a notagéo
substituindo y(z) por y e suas derivadas (v'(z),y"(z), ...,y™(x)) por (v/,y", ...,y"™), res-
pectivamente, facilitando a representagdo e escrita das equagdes. Dessa forma, a equacgéo
anterior pode ser reescrita como:
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F(x7 y? y/7"'7y(n)) - 0' (2)

A classificacdo quanto a linearidade é de grande importancia no estudo de equacdes
diferenciais, e portanto, a equagao (2) é dita linear se F' for uma fungao linear das variaveis
v, y", ..., y™. Assim. a equagao diferencial ordinaria linear geral de ordem n é:

ao(x)y™ + ar(2)y™ "V + -+ an(2)y = g(2), (3)

se a EDO néo for da forma em (3), ela é classificada como néo linear (Cengel; Palm Ill, 2014).

3.2 Solucgao geral de EDOs lineares de segunda ordem ou ordens superiores

As equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) constituem um dos principais instrumentos
matematicos para a modelagem de fendmenos fisicos, quimicos e bioldgicos. Denomina-se
solucéo geral de uma EDO o conjunto de todas as fun¢des que satisfazem a equacéao diferencial
em um dado intervalo I, contendo todas as possiveis solu¢des particulares definidas nesse
dominio. Com base nesses conceitos iniciais, o estudo das EDOs de ordem superior requer
o desenvolvimento de resultados teéricos fundamentais, como os teoremas de existéncia e
unicidade e os critérios de independéncia linear de solugdes, de modo a possibilitar a obtengéo
de solucdes gerais para equagdes diferenciais lineares de segunda ordem ou ordem superior
(Zill, 2016).

3.2.1 Problema de Valor Inicial

Ao resolver uma EDO obtém-se uma infinidade de solugdes, correspondentes aos diver-
sos valores que as constantes arbitrarias podem assumir. Esse comportamento é caracteristico
da resolucdo de equagdes diferenciais, uma vez que o processo de solugdo envolve integra-
cOes sucessivas, introduzindo um conjunto de constantes arbitrarias em niimero igual a ordem
da equacao, gerando assim uma familia infinita de solugcbes. Frequentemente, busca-se desta-
car um unico elemento dessa familia, especificando-se o valor dessas constantes. Na maioria
dos casos, isso é feito indiretamente, por meio de um ponto dado que deve pertencer a solugéo
(Boyce; Diprima, 2015).

A condigao adicional utilizada para determinar as constantes arbitrarias € denominada
condigao inicial, geralmente associada a um ponto especifico do intervalo de solugdo. A com-
binacédo da equacao diferencial com a condicao inicial caracteriza um Problema de Valor Inicial
(PVI) (Boyce; Diprima, 2015).

De forma geral, PVI associado a uma equacao diferencial linear de n-ésima ordem,
acompanhado das condicdes iniciais é descrito por:
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an () y ™ (2) + a1 (2) y" V(@) + - + ar(2) Y (z) + ao(x) y(x) = g(x),
y(xo) = g, Y (wo) =ay, ..., y" D(zg) = an_1.

Ao resolver a equacao diferencial e aplicar a condicao inicial, determinam-se as cons-
tantes de integracao, o que fornece a solugdo do PVI. Essa solugcdo sera Unica no intervalo
considerado, se forem atendidas as condi¢des do Teorema (3.2.1) (Zill, 2016).

Teorema 3.2.1 (Existéncia de uma Unica solugdo). Sejam a,(x), a,_1(x), ..., a1(x), ag(x) e
g(x) continuas em um intervalo I e seja a,(x) # 0 para todo = nesse intervalo. Se x = xg
é algum ponto deste intervalo, entdo existe uma Unica solugdo y(x) para o problema de valor
inicial nesse intervalo.

A partir dessas consideragdes, pode-se enunciar que o teorema estabelece trés conclu-
sbes a respeito do PVI:

1. O PVI tem uma solugdo; em outras palavras, existe uma solugao.
2. O PVl tem apenas uma solucao; ou seja, a solugéo é unica.

3. Asolugéo y(z) esta definida em todo o intervalo I, onde os coeficientes sdo continuos,
e é, pelo menos, duas vezes diferenciavel nesse mesmo intervalo.

Se a EDO apresentar condicées dadas em dois pontos distindo (geralmente extremos
do intervalo que esta definida), tem-se um PVC, que sera descrito a seguir.

3.2.2 Problema de Valor de Contorno

Durante a resolucdo de uma EDO, é comum surgirem condicbes adicionais que per-
mitem determinar as constantes de integracéo, se as condi¢des forem estabelecidas ao longo
de um intervalo da variavel dependente, tem-se um Problema de Valor de Contorno (PVC), no
qual essas condigcbes geralmente sao especificadas nos limites do dominio do sistema (Chapra;
Canale, 2013). De forma geral, um PVC de segunda ordem é descrito como:

(de
@ = f(xhyvy/)a YIS [a7b]7

y(a) = a, ®)

y(b) = B.

\
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Sendo y(a) = ae y(b) =  valores de contorno conhecidos. De acordo com Zill (2016), mesmo
se o Teorema 1 estiver satisfeito, ndo ha garantia de unicidade de solugéo para o PVC, pode-se
ter uma, muitas ou nenhuma solucao.

Diante das consideracoes apresentadas sobre os PVCs, observa-se que tais sistemas
diferem dos PVIs, especialmente quanto a existéncia e unicidade de solugbes. Assim, torna-se
necessario revisar os conceitos de dependéncia e independéncia linear, os quais sao funda-
mentais para descrever a estrutura do conjunto de solugdes de equacdes diferenciais lineares,
ainda que tais conceitos, por si s6, ndo garantam existéncia ou unicidade de solugao para o
PVC.

3.2.3 Dependéncia e Independéncia Linear

O estudo das equacdes diferenciais lineares de segunda ordem ou ordem superior exige
a compreensao de alguns conceitos fundamentais que sustentam a formulagéo e interpretacao
de suas solugdes. Entre esses conceitos, destacam-se a dependéncia e a independéncia linear
de fungdes, o determinante de Wronski e o principio da superposicao, os quais constituem a
base tedrica para a definicdo das soluc¢des gerais de equagdes homogéneas e ndo-homogéneas
(Zill, 2016).

Diz-se que um conjunto de fungdes { f1(z), fa(z), ..., fu(z)} é linearmente dependente
em um intervalo / se existir uma combinagéao linear néo trivial das fungdes que resulte identi-
camente nula nesse intervalo, isto €, se houver constantes ¢, cs, . . ., ¢,, Nd0 todas nulas, tais
que

crfi(x) + cofe(z) + -+ cnfu(z) =0, Vo e I. (6)

Caso contrario, se a unica combinacéo linear que se anula for aquela em que todos
os coeficientes sdo iguais a zero, as fungdes séo ditas linearmente independentes. De acordo
com (Boyce; Diprima; Meade, 2020), isso é essencial, pois a independéncia linear das solugdes
garante a existéncia de uma solucao geral valida no intervalo considerado.

A verificagdo da independéncia linear de um conjunto de fun¢des pode ser realizada por
meio do determinante de Wronski, definido a partir das fungdes e de suas derivadas até a (n —
1)-ésima ordem. Esse determinante fornece um critério pratico para determinar se as fungdes

formam um conjunto fundamental de solugdes da equacao diferencial homogénea associada.

Teorema 3.2.2 (Critério de Independéncia Linear — Wronskiano). Seja o conjunto de fungbes
{1 (x),y2(x), ..., yn(x)} definido em um intervalo I, e seja W (y1,va, - .., yn) 0 determinante
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de Wronski, dado por

y1(z) Y2 () Yn ()
yi”_l)(x) yén_l)(x) e y,ﬁ”‘l)(x)

Se existir um ponto xo € I tal que W (y1,ya, - .., yn)(z0) # 0, entdo as fungdes yi,ya, ..., Yn
sdo linearmente independentes em 1. Caso contrario, se o Wronskiano for nulo no intervalo, as
fungbes séo linearmente dependentes.

A importancia do Wronskiano reside no fato de que, ao se obter um conjunto de solu-
¢oes linearmente independentes para a equacgéao diferencial homogénea, qualquer outra solugéo
pode ser expressa como uma combinagao linear dessas fungdes. Essa propriedade é formal-
mente estabelecida pelo principio da superposigéo.

Teorema 3.2.3 (Principio da Superposicao). Seja a equacéo diferencial linear homogénea de
n-ésima ordem

dny dn—ly dy
an(x)%+an—1(37)m+"'+a1(9«“)%+a0($)y=07 (8)
onde os coeficientes a;(x) sdo fungbes continuas em um intervalo I. Se y1 (), yo(z), . . ., yn(2)

sdo solucées linearmente independentes dessa equagdo, entdo a combinacgao linear

y(ZE) - Clyl(x> + C2y2(x> +oee Cnyn(x)a (9)

ondecy, co, . . ., c, SE0 constantes arbitrarias, representa a solugdo geral da equacéo diferencial
homogénea.

Com base nesse resultado, define-se o conceito de conjunto fundamental de solugdes,
essencial para a formulacao da solucao geral de uma equacéo diferencial linear homogénea.

Definicao 3.2.1 (Conjunto Fundamental de Solugbes). Um conjunto de n solucdes
{y1(),y2(x), ..., y.(z)} de uma equagao diferencial linear homogénea de n-ésima ordem
€ denominado conjunto fundamental de solugdes se essas funcoes forem linearmente inde-
pendentes em um intervalo /. Qualquer solucdo da equacdo pode, entdo, ser escrita como
combinagéo linear das fungdes pertencentes a esse conjunto.

No caso das equagdes diferenciais lineares ndo-homogéneas, a estrutura da solugao
geral se baseia na soma de uma solucéo particular da equacédo completa com a solugéo geral
da equacao homogénea associada, o que decorre diretamente do principio da superposicao.
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Em sintese, a teoria das equagbes diferenciais lineares de ordem superior fornece as
bases conceituais necessérias para compreender a estrutura das solugbes homogéneas e nao-
homogéneas.

Se néao é possivel determinar uma solucdo para a EDO em estudo, seja um PVC ou PVI,
pode-se recorrer aos métodos numéricos para se determinar uma solugao, ou ainda quando se
tem a solucdo analitica e se deseja verificar o quao préxima a solugao numérica é da analitica.

3.3 Solucao numérica de EDOs

A utilizacao de abordagens alternativas para solugao de EDOs, como os métodos numé-
ricos, possibilita a obtencao de solu¢des aproximadas para diferentes tipos de equagdes diferen-
ciais, essencialmente quando tem-se um grau de dificuldade elevado para obtencao da solugéo
analitica, ou quando esta ndo pode ser obtida. Tais métodos podem ser aplicados a equacgdes
diferenciais ordinarias de qualquer ordem, sendo também facilmente adaptaveis (Cengel; Paim
[, 2014)

3.3.1 Método das Diferencas Finitas

Para resolver PVCs descritos por EDOs, pode-se realizar uma aproximagao da solugéao
pelo Método das Diferengas Finitas (MDF), esse método aproxima as derivadas contidas na
equacao diferencial por meio de pontos finitos de uma regiao utilizando féormulas discretas de
diferengas, o que origina varias equacdes algébricas que podem ser solucionadas com um
sistema computacional (Wrobel et al., 1989).

O MDF utiliza a série de Taylor truncada para obter as aproximagdes para cada deri-
vada. Ao utilizar apenas as aproximagdes da primeira derivada ou da segunda derivada pelas
séries de Taylor e desprezando-se as demais partes, ocorre o erro da solugado, porém pequeno,
visto que o método utiliza um valor pequeno para seu incremento, que é o tamanho de cada
subintervalo em uma malha computacional (Wrobel et al., 1989).

Segundo Ruggiero e Lopes (1996), podem-se obter as equagdes do MDF a partir da
expansao da série de Taylor. A expansao de Taylor de y(z + k), sendo h o incrimente, truncada
apds os termos de ordem superior e desenvolvida em torno de x qualquer, € expressa por:

dy h? (d*y 3 (d3y
@’(“h)—y(@*h(@)j?(@ e \ae), (10

Considere o intervalo [a,b], que corresponde ao dominio da EDO associada ao PVC.
Define-se xg = a e x,, = b, onde x, e x,, representam os limites inicial e final da malha.
Ao dividir esse intervalo em n subintervalos de comprimento A = b‘T“ obtém-se a malha

uniforme:
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x; = xo + th, 1=0,1,...,n. (11)

A solucao aproximada em cada ponto discreto é dada por:

vi ~ y(x;), i=0,1,...,n. (12)
A aproximagéao da solugao continua nos pontos da malha é entdo expressa por:

Tomando = = x; + h, e tomando também 0 < h < 1 permite expressar y(z; + h)
em termos de valores e derivadas avaliadas em z;, 0 que constitui 0 passo necessario para a

construgdo a seguir:

dy h? ([ d?y h3 ([ d3y
. = . - (== - (== 14
y(zi + h) y(xl)+h(dx)xi+ 5 (M xi+ o (53 m+ (14)
que pode ser reescrita como:
dy\ _wlath) —yle) by Ry 5
dr ), N h 2 \ dz? . O dx? .

entdo pode-se considerar a aproximagao:

dy\ _ ylzi+h) —ylx)
(1) = tethsiz) -

Dessa forma, na equacéo (16), ao serem desprezadas a derivada segunda e as de or-
dens superiores, obtém-se a forma da diferenca progressiva. Como o incremento h é assumido
suficientemente pequeno e o maior termo desprezado corresponde ao produto de uma cons-
tante por h, trata-se de um termo de magnitude reduzida em relagcdo aos demais, isto é, um
termo cujo efeito na aproximacao pode ser considerado desprezivel. Assim, resulta um erro de
ordem h, representado pela notagdo O(h).

Considerando = = z; — h, tem-se:

dy h? [ d?y h? [ d3y
=z —h Y A e T () 17

3

Como anteriormente, ao isolar a derivada primeira, tem-se:

dy y(z:)) —ylzs —h) h (dy h? (d’y
A R N 4 A e 18
(dg;>m h o\azz), "6 \d? ), 18)
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Novamente, ao desprezar as derivadas de segunda ordem e superiores, tem-se a apro-
ximacao regressiva:

(@)x W) —y(zi—h) (19)

dx h

com erro O(h).
Fazendo (14) — (17), tem-se:

dy h3 [ d3y
y(xi%—h)—y(xi—h):Qh(%).—1—3(%).—#”- (20)

Ao isolar a derivada primeira e desprezar as derivadas de ordem superiores, obtém-se a dife-
renga centrada:

: (21)

dy ~ y(@i +h) —y(zi —h)
dz /. 2h

com erro O(h?).

Verifica-se que o erro na férmula centrada é da ordem de h? e, como h < 1, o que faz
esta aproximacgao ser mais precisa que as diferengas progressiva e regressiva. Por esta razao
ela é mais empregada. Utilizando novamente a série de Taylor, pode-se obter a aproximacao
centrada para a derivada segunda, considerando a série de Taylor nos nos pontos x;+h e x;—h,

tem-se:
dy h? d2y h? dgy
| o dy h* (dy nefavy 22
y(@i +h) =y(z:) +h (dx)xi Y (dxz HERE " @
dy h? dzy h? dsy
o N ay n—ray =y e 2
y(.CL'z h) y(ajz) h (daj)mz + 21 (de 2 3! \ dz3 z * &)

Somando as duas equacgdes anteriores, obtém-se:

d2y h4 d4y
y(x; + h) + y(z; — h) = 2y(z;) + h? (E) t 45 (@) + - (24)
z; Ti—1

Isolando a derivada segunda e desprezando as de ordem superiores,

12 )2 . (25)

(@) Y@ +h) = 2y(x;) + y(zi — h)
Assim tem-se a aproximagao centrada da derivada segunda, com erro da ordem de h?.
De forma analoga pode-se obter as aproximacgdes de qualquer ordem.
As aproximagodes mais utilizadas para a primeira derivada no ponto x; podem ser obtidas
pelas seguintes expressodes:
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i) Diferenca avancada ou progressiva

dy Yi+1 — Yi
-~ N 26
(d:c) 2 h (26)

ii) Diferenca atrasada ou regressiva

dy Yi — Yi-1
— A 27
i) Diferenca centrada ou central
dy Yit1 — Yi—1
—= N 28
<dm) . 2h (28)

A Figura 1 mostra uma representacao geométrica das diferencas finitas das equacoes
(26), (27) e (28):

Figura 1 — Representacao geométrica das Diferencas Finitas:
progressiva, regressiva e centrada

y

centrada
avangada
regressiva
—_— ()

x;—h X; x;+h
Fonte: Autores, 2025.

Ao utilizar uma das equagdes anteriores para aproximar (%)x tém-se pequenos erros
de aproximacao (Wrobel et al., 1989). Essa afirmacao decorre do fato de que, assumindo que
y(x) possua derivadas continuas de ordem adequada, a expanséo de Taylor de y(z) em torno
de x; demonstra que o erro de truncamento associado a aproximagéao é proporcional a uma
poténcia de h. Quando o incremento h é suficientemente pequeno, o termo responsavel pelo
erro também se torna pequeno.

Outro método numérico que pode ser aplicado na resolugao de PVCs, é o método Sho-
oting, que sera descrito a seguir.
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3.3.2 Método Shooting

Segundo Chapra e Canale (2013), o método Shooting consiste em transformar um PVC
em um sistema equivalente de PVIs. Supdem-se diferentes inclinagdes iniciais no ponto em que
o valor de y(a) € conhecido, €, para cada inclinagdo adotada, resolve-se o sistema resultante a
fim de verificar a proximidade da solugéo obtida com a condigéo de contorno final y(b) = f.

Para transformar um PVC de segunda ordem em um sistema de PVIs, faz-se a seguinte

mudanca de variavel:
dy
—_— =z
dx

Considerando um PVC associado a uma EDO linear de segunda ordem, na forma geral:

(29)

T Fay@y@),  a<e<h  y@=a yB)=4 @)

Assim, o PVC é convertido no seguinte sistema de EDOs de primeira ordem:

(d_y .

de 7

d

= = fla.y.2), @31)
(@) =0,  xa) =2z,

onde z, representa a inclinagao inicial. A solugédo do sistema em (31) para um dado valor de z,
fornece um valor aproximado de y(b); diferentes valores de z, podem ser testados até que y(b)
se aproxime de 3, como representado na Figura 2.

Figura 2 — Método Shooting - representacao

X=a X=b
Fonte: (Methods, 2025).

O sistema obtido pode ser resolvido por métodos numéricos para PVlIs, como o método
de Runge—Kutta de quarta ordem.

3.3.3 Runge-Kutta de 42 ordem

O método de Runge—Kutta de 42 ordem, frequentemente referido como RK4, é um mé-
todo numérico amplamente empregado na resolucao de PVI e sistemas de PVI, destacando-se
por sua elevada preciséo e pela relativa simplicidade de implementacao (Cengel; Palm 11, 2014).
Trata-se de um método explicito de quarta ordem, cujo erro de truncamento local € proporcional
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a h®. Tal erro resulta da desconsideracao dos termos de ordem superior presentes na expansao
em série de Taylor, que sao desconsiderados na formulagdo aproximada do método.

A expressdo geral do método de Runge—Kutta de 42 ordem consiste em uma média
ponderada das inclinagdes da fungdo f(x,y), com y = y(x), avaliadas em diferentes pontos do
intervalo x,, < x < x,,,1, COMO segue:

yn+1:yn+h(k1+2k222k3+k4>, (32)
sendo:
kl = f(xnv yn)a
1 1
ko = f (In + Eh,yn + éhk1> ,
(33)

1 1

A expressédo (k; + 2ky + 2k3 + k4) /6 em (32) corresponde a uma média ponderada
das inclinagdes avaliadas ao longo do intervalo [x,,, x,+1], 0 que permite obter uma estimativa
mais precisa para o valor da solugéo no ponto z,.;. Essa ponderag¢ao incorpora informagées
de diferentes regides do intervalo, produzindo uma aproximacao consistente do comportamento
local da funcdo. A interpretagcdo geométrica das estimativas utilizadas no Runge—Kutta de 42
ordem s&o mostradas na Figura 3.

Figura 3 — Representacdo geométrica das inclinacées pelo método
Runge—Kutta de 42 ordem
Vi
k“j I
4’}7/'
P |
|
_Tf* |
= |
% f\ 0 ! 4"
T

ks

e | d) |
e |
| ~~—— K : |
| ~ e |
-~
| - i
| ' T ks
i |
|
| |
| ' |
= h >
| | | .
X; Xis1/2 Xie1 X

Fonte: Chapra e Canale (2013).

O método classico de Runge—Kutta compartilha das mesmas limitacdes inerentes a mé-
todos que utilizam tamanho de passo fixo, nesse contexto, é necessario um passo h suficiente-
mente pequeno para garantir precisao satisfatéria. Além disso, os métodos de Runge—Kutta séo
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classificados como sendo de ordem p pelo fato de coincidirem com a expansao em série de Tay-
lor até o termo proporcional a h”, de modo que os termos de ordem superior sdo desprezados
no processo de aproximagao.
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4 ESTUDO DE CASO

4.1 Equacao da Curva Elastica

Considera-se uma viga retilinea de comprimento L, simplesmente apoiada nos pontos
xr = 0ex = L, submetida a um carregamento distribuido uniforme de intensidade constante w.
O deslocamento transversal é representado por y(z), com médulo de elasticidade E' e momento
de inércia 1.

A Figura 4 representa a viga simplesmente apoiada e uniformemente carregada:

Figura 4 — Viga simplesmente apoiada e uniformemente carregada
y

Fonte: Chapra e Canale (2013).

Ao analisar uma viga submetida a carregamento transversal, identificam-se os esforgos
internos que surgem em cada se¢ao para garantir o equilibrio estatico. Conforme apresentado
por Santos (2020), os esforgos atuantes no plano séo a forga cortante V() e o momento fletor
M (z), resultantes das forgas externas aplicadas. A forga cortante corresponde a resultante das
componentes verticais, enquanto o momento fletor expressa a tendéncia de rotacdo da secao.

A partir das equacgdes de equilibrio, obtém-se as relagdes fundamentais:

dV

P (34)
aM
T V(z), (35)

as quais permitem determinar os diagramas de esforgos internos ao longo da viga. Essas ex-
pressdes constituem a base para a formulacdo da equacao da linha elastica, que relaciona o
momento fletor a curvatura da viga (Santos, 2020).

Para o carregamento distribuido ¢(z) = w, a equagédo de equilibrio para o esforgo cor-
tante resulta em:

dv
@) L w=o0, (36)
dx
cuja integracao fornece:
wlL
V(z) = — —wx. (37)
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A constante de integracao “JTL de (37) é determinada a partir da condi¢do de equilibrio
global da viga. Como o carregamento distribuido uniforme totaliza wL e a viga é simplesmente
apoiada, as reacdes nos apoios sao iguais, cada uma valendo “’TL Portanto, impde-se a condi-
cao V(0) = wTL 0 que determina o valor da constante na expressao do esforgo cortante.

dM
Como dM(z) = V(x), tem-se:
dM(x) wL
w2 88)
e, integrando a equacgao (38),
wlr — wa?
M(z) = — — —
(2) = — 5 (39)

A relagao entre o momento fletor e a deflexao é dada por:

d?y
dx?’

M(z) = EI

0 que permite escrever:

d*>y  wLzx wz?
L =———_——  0<z<lL. 41
dz? 2 2 v “7)
Para a viga simplesmente apoiada, as condigdes de contorno sdo y(0) = 0, y(L) = 0.
Assim, o PVC que descreve a curva elastica da viga é expresso por:
(
d*>y wLx — wa?
Fl—=——— 0<x<L
dz? 2 ’ o ’

y(0) = 0, (42)

\y(L) = 0.

A solugéo do PVC (42) foi obtida de forma analitica e também utilizando dois métodos
numéricos, sendo eles o Método das Diferencas Finitas (MDF) e o Método Shooting, apresen-
tados a seguir.

4.1.1 Resolugédo Analitica do Problema de Valor de Contorno

Considera-se a equacao diferencial que descreve a curva elastica de uma viga simples-
mente apoiada e submetida a uma carga distribuida uniformemente ao longo de seu compri-
mento. A equacéo é dada por:

d*>y wLzx —wa?

F—=—
172 5 ) 0<x<L, (43)
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Isolando a derivada segunda e organizando a equacao, obtém-se:

d?y w

A equacao (44) € uma equagao diferencial ordinéria linear de segunda ordem e sepa-
ravel, cuja solucao analitica é obtida por meio de duas integracdes sucessivas. Cabe destacar
que, embora tenha sido apresentada a teoria geral para a resolugdo de equagdes diferenciais
lineares de segunda ordem envolvendo solugdo complementar, solugédo particular e combina-
cao linear; tal abordagem nao foi necessaria neste caso. Isso ocorre porque a equacgao (44) nao
contém os termos referentes a derivada de primeira ordem e ao proprio termo y, presentes na
forma geral em (4). Em razédo dessa auséncia, a equagao (44) reduz-se a um caso particular.

Problemas em que a equacéo diferencial apresente a forma completa da equacéo linear,
a teoria anterior torna-se essencial para a determinacao da solu¢ao analitica, sendo necessario
aplicar os métodos usuais de solugdo complementar e particular. No presente caso, devido
a estrutura reduzida da equacao, a técnica de separacao de variaveis é suficiente para sua
resolucio.

Integrando a primeira vez, tem-se:

dy  w wlL w

&y _ Lo — 22 )= —a>— — 334+ (O 45
G~ apr | (B det O =t — et 4 O, (45)

onde C'; é uma constante de integragdo. Realizando a segunda integracéo, obtém-se:

wL w4
= [ (222 Y i) d 46
w0 = [ (30 - et + ) da ()
resultando em:
(x) = wl r? — '+ Cix + C. (47)
Y= 1pT1" ~ 24EI ! 2

em que C5 é uma nova constante de integragao.
Aplicando-se as condigdes de contorno de uma viga simplesmente apoiada, dadas por
y(0) = 0 e y(L) = 0, determinam-se os valores das constantes C; e Cs:

y(0) = 0= Cy =0, (48)
(D) =0= YL s ® il (49)
K== PR1" ~ 2Bl =5
de modo que:
L3
Cp = —— (50)

C24EI°
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Substituindo os valores de C; e C, na expressédo geral de y(z), obtém-se a solugdo
analitica do PVC em (42), representada por:

wlLa? wxt w3z

W) = 55T T 2B~ 24BT

0<z<L. (51)

4.1.2 Resolucao do PVC por meio do MDF

Para fazer a aplicagdo do MDF, é necessério discretizar a equagéao diferencial contida
no PVC com as aproximagdes de diferencas finitas em (26), (27) e (28). Utilizando diferenga
centrada, para obter melhor preciséo, a derivada segunda se torna:

Py Y1 — 2y + Y

— R 52
dx? h? (52)
Substituindo (52) na equagdo (42), e usando z; = ih, tem-se:
wh®
Yir1r — 2 + Yim1 = Byl (lL - h) . (53)
De (53), com passo h = % (n subintervalos), obteve-se o seguinte sistema:
(
3
Yo — 2y = Y (L — h)
ys — 2y ty1 = %(2[1_4}1)
3
Y1 — 2ys + Yo = 27 (3L — 9h)
2E1 (54)
Yn—1 — 2yn72 + Yn—3 = % ((n - 2)L - (n - 2>2h>
_2yn—1 + Yn—2 = ;UThj ((n - 1)L - (TL - 1)2h)
\
Que consiste no sistema tridiagonal:
-2 1 0 --- 0 Y1 L—h
1 -2 1 . Yo 2L — 4h
e _ wh L—9h (55)
0 . : .0 ¥ | T 5g7 3L —9 .
1 -2 1 :
0 -+ 0 1 =2| (Yo (n—1)L—(n—1)°h

Para a resolucao de (55), considerou-se n = 1000 pontos. O problema foi discretizado
em uma malha unidimensional ao longo do intervalo [0, L], com os seguintes parametros: moé-
dulo de elasticidade £ = 200 x 10° Pa, momento de inércia I = 30000 x 10~8m?, carga
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distribuida w = 15000 N/m e comprimento da viga L. = 3m. Com isso, & preciso resolver
um sistema linear 1000 x 1000. A resolucgao foi obtida por meio da linguagem de programacgéao
Python.

Figura 5 — Resolucao pelo MDF e analitica

0.00000 4

—0.00005 7

—0.00010 4

—0.00015 4

Deflexdo (m)

—0.00020 7

—0.00025 1 e Solugdo Numérica MDF
Solugéo Analitica

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0
Posig&o ao longo da viga (m)

Fonte: Autores, 2025.

A solugdo numérica apresentou excelente concordancia com a solugao analitica em
(51), como apresentado na Figura 5. Esse resultado confirma a eficiéncia do método e demons-
tra que a aproximagao obtida fica muito préxima a solugdo exata e com um erro imperceptivel
no grafico. Calculou-se também o erro relativo, comparando os valores da solucio analitica e

numérica. O erro relativo em percentual é definido por:

e, = | 22| % 100, (56)
T
e o erro relativo médio dado por:
1 n
_T' = r [ 9 37

onde n é o numero total de pontos utilizados na discretizagdo, x é a solucido analitica, e T é
a solucao numérica (Ruggiero; Lopes, 1996). Na simulacao feita com o MDF foi obtido erro
relativo maximo de 0,0001% e erro relativo médio de 0,000086%.

4.1.3 Resolucao do PVC pelo Método Shooting

A solucdo numérica também foi obtida por meio do Método Shooting, adotando-se os
mesmos parametros utilizados na aplicacdo do Método das Diferengas Finitas, ja que ambos os
métodos resolvem o mesmo PVC definido em (42). Este método consiste em estimar valores
acima e abaixo dos valores de contorno conhecidos e, com o auxilio da interpolacéo linear,
identificar o disparo correto que satisfaz a condigdo de contorno y(L) = 0. Esses valores

estimados referem-se a variavel z, a qual representa a inclinagdo da solugdo, uma vez que
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z = j—g. Essa varidvel é introduzida ao transformar o PVC de segunda ordem de (42) em um
sistema de PVIs de primeira ordem equivalente:

(@ .
c_ver z € [ab] = [0,L]. (58)

dz ~ 2EI  2EI’
\y(a) =0, y(a)=z,.

O método Shooting foi utilizado para ajustar a inclinagéo inicial. Para isso, foram realiza-
dos dois disparos iniciais por tentativa e erro:

 Disparo 1: inclinacdo z,; = 0;
 Disparo 2: inclinagao 2,5 = —0,000005.

A cada disparo, o sistema de PVIs foi resolvido pelo método de Runge—Kutta de quarta
ordem, considerando uma particdo do intervalo [0,L] em 200 subintervalos. A partir dessas
estimativas iniciais, obtiveram-se os valores: z,; = 0, 2.2 = —5 x 107¢ obtendo vy (L) =
8,395103 x 1075, ypo(L) = —6,604897 x 1076,

Como a equacao diferencial é linear, é possivel determinar a inclinagao correta z, uti-
lizando interpolacéo linear, equacao (59), uma vez que a relagdo entre o disparo inicial € o
valor obtido em y(L) é linear em PVCs lineares de segunda ordem (Burden; Faires, 2008). A
inclinacao correta do disparo é determinada por:

Za Za
o = Za1 + -2 L (0 — y) (59)
Yv2 — Yo1
De (59) obtém-se:
2 = —2,798368 x 1075, y, = 2,216844 x 107! = 0, (60)

isto é, a condicéo y(L) = 0 é atendida.
A Figura 6 apresenta as solucdes correspondentes aos dois disparos iniciais e ao dis-
paro correto, € a solugéao analitica dada em (51), a qual gera a curva de deflexao da viga.
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Figura 6 — Resolucao pelo método Shooting

le—6
g4 —-- Disparo 1l -
——- Disparo 2 /./
61 e Disparo correto o
—— Solugao Analitica /-/

Fonte: Autores, 2025.

Os resultados numéricos mostram que a solucao obtida pelo método Shooting apre-
senta elevada concordancia com a solu¢ao analitica, uma vez que o erro relativo maximo foi de
0,497525% e o erro relativo médio de 0,221775%, demonstrando sua eficiéncia na resolucao do
PVC estudado. Assim, o método Shooting constitui uma estratégia eficaz para a resolugcao de
PVCs lineares de segunda ordem, como o que modela a deflexdo de uma viga simplesmente
apoiada e uniformemente carregada. A aplicagao do método de Runge—Kutta de quarta ordem
permitiu obter uma solucdo precisa, enquanto o uso da linguagem Python viabilizou a resolu-
cao eficiente dos PVIs e a representacao grafica dos disparos, reforcando a importancia dos
métodos numéricos e computacionais na analise de problemas de engenharia.
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

O desenvolvimento deste trabalho permitiu compreender, de forma teérica e pratica, a
aplicacao de métodos numéricos na resolucao de Problemas de Valor de Contorno envolvendo
Equacdes Diferenciais Ordinarias. O desenvolvimento da solugéo da curva elastica de uma viga
simplesmente apoiada e uniformemente carregada possibilitou verificar a eficacia dos métodos
das Diferencas Finitas e Shooting na obtencdo de solugbes aproximadas com alta precisao,
além de indicar que a mesma abordagem pode ser aplicada a outros PVCs que possuam estru-
tura matematica semelhante.

Os resultados obtidos demonstraram que ambos os métodos apresentaram excelente
concordancia com a solugao analitica, evidenciada pelos baixos valores de erros relativos. Essa
constatacdo confirma a robustez e aplicabilidade das técnicas numéricas, principalmente em
situagdes nas quais a solucao exata é inviavel ou de dificil obtengao.

O uso da linguagem de programacao Python mostrou-se fundamental para a imple-
mentagao e visualizacao gréafica das solugdes, proporcionando uma abordagem computacional
acessivel e eficiente para o estudo de equacoes diferenciais. Além disso, o trabalho contribuiu
para o aprofundamento dos conhecimentos sobre modelagem matematica e métodos numéri-
cos, reforcando a relevancia dessas ferramentas na formagao do profissional de Matematica e
nas aplicagbes praticas de engenharia e ciéncias.

Por fim, conclui-se que a utilizagdo de métodos numéricos, como o MDF e o Shooting,
constitui uma alternativa precisa na resolucdo de EDOs, e possibilita uma base sélida para

investigacgdes futuras que envolvam problemas mais complexos.
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APENDICE A- Cddigo para calculo da deflexdao da viga pelo
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Algoritmo 1 — Cédigo para calculo da deflexdo da viga pelo Método das Diferengas
Finitas

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# Par metros do problema

E 200e9 # Pa (200 GPa)

I = 30000e-8 # m~4 (30000 cm"4)

=
Il

15000 # N/m (15 kN/m)
L =3.0 #m

# Numero de pontos (n+l pontos, n intervalos)

1000

3
Il

h=1/n

# Constante para o lado direito da equagdo

C = (1.5e4 x hx%x3) / (1.2e8)

# Criar matriz do sistema

b
Il

np.zeros ((n-1, n-1))

b = np.zeros(n-1)

# Preencher a matriz tridiagonal
for i in range (n-1):
Ali, 1] = -2
if i > 0:
Ali, i-1] =1
if i < n-2:

Ali, i+1] =1
# Preencher o vetor b
for i in range(n-1):

b[i] = C * (3% (i+l) - (i+1)**2 = h)

# Resolver o sistema linear
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y_numerical = np.linalg.solve (A, b)

# Adicionar condig¢des de contorno (y(0) = y (L) = 0)

y_numerical = np.concatenate(([0], y_numerical, [0]))

# Pontos x correspondentes

X_points = np.linspace (0, L, n+1)

# Solucdo analitica

def analytical_solution (x) :

terml (w » L » xxx3) / (12 x E = I)
term2 = (w * x*x4) / (24 = E x I)
term3 = (w * L*x3 x x) / (24 = E x I)

return terml - term2 - term3

y_analytical = analytical_solution (x_points)

# Calcular erro relativo (%)

error = np.zeros_like(y_numerical)
mask = y_analytical != 0
error[mask] = np.abs((y_numerical [mask] - y_analytical[mask]) /

y_analytical[mask]) = 100

# Plotar os resultados

plt.figure(figsize=(10, 6))

plt.plot (x_points[::10], y_numerical[::10], ’"bo’, markersize=4,
label=’"Solucdo Numérica MDF')

plt.plot (x_points, y_analytical, ’"r-’, label=’Soluc¢do Analitica’)

plt.xlabel ('Posicdo ao longo da viga (m)’)

plt.ylabel ('Deflexao (m)’)

plt.legend()

plt.grid(True)

plt.show ()

# Calcular erro relativo médio (%)
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mean_relative_error = np.mean (error[mask])

o

print (f"Erro relativo médio: {mean_relative_error:10.6f} &")

# Imprimir resultados em alguns pontos selecionados

print ("Comparagdo em pontos selecionados:")

print (f"{’'x (m)’ :<10}{’Numérico (m)’ :<20}{’Analitico (m)’ :<20}{"’
Erro Rel (%)’ :<15}1")

for i in range (0, n+l, n//10):
print (f"{x_points[i]:<10.3f}{y_numerical[i]:<20.6e}{

y_analytical[i] :<20.6e}{error[i]:<15.6f}")

# Calculo do erro relativo max (%)
max_relative_error = np.max(error[mask])

Q

print (f"Erro relativo méximo: {max_relative_error:10.6f} &")

Fonte: Autores, 2025.



APENDICE B- Cédigo para calculo da deflexdao da viga pelo
Método Shooting



Algoritmo 2 — Cédigo para calculo da deflexao da viga pelo Método do Disparo

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

#Exercicio 24.16 Chapra pagina 638

#PVC

#y’’ = wLx/(2EI) - wx"2/(2EI)

#y (0)=0, y(L)=0; y(x) é a deflexdo da viga

#PVI
#y =yl
#y’ = dydx = dyldx = y2

#y’’ = d2ydx = d2yldx = dy2dx = wLx/(2EI) — wx"2/(2EI)

#funcdo y’’=f(x,vy1,y2) que serd utilizada em RK4_sist_edo_2ordem
()

def f(x,yl,y2):
w=15; L=3; E=200; I=30000
dy2dx = wxL*x/ (2*E*I) — w*xx*2/ (2+E*I)

return dy2dx

#funcdo para o cdlculo do PVI dada uma inclinagdo especifica

def RK4_sist_edo_2ordem(a,b,va,vyb,guess,m, f) :

h = (b-a)/m #tam. de cada subintervalo
y = np.zeros (mtl)
global x, =z

z = np.zeros (m+1)

28
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for i in range (0,

.linspace (a, #m+1 pontos
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k1l

Il
N
-

k2 = z[1i]+h*11/2.0

12 = £(x[i],y[i]+h*k1/2.0,z[i]+h*11/2.0)

k3 = z[1]+h*12/2.0

13

f(x[1],y[i]1+h*k2/2.0,z[i]+h%12/2.0)

k4 = z[1i]+h=*13

14 = f(x[1i],y[i]+h*k3,z[1i]+h*x13)

z[i+1] = z[i] + h/6.0 » (11+2.0%12+2.0%13+14)

y[i+1] v[i] + h/6.0 * (k1+2.0xk2+2.0%k3+k4)

return y

#funcdo para fazer os grdarficos

def plot_result(a, b, m, z):

a

plt.plot(x, yl, color='blue’, linestyle=’dashdot’, label=’
Disparo 1’) #linestyle=’dashdot’) #solid, dashed, dashdot
plt.plot(x, y2, color='green’, linestyle=’'dashed’, label=’
Disparo 27')

plt.plot(x[::4], y3[::4], ’"ko’, markersize=4, label=’'Disparo
correto’)

#plt.figure(figsize=(10, 6))

#plt.plot (x, z, color='k’, linestyle=’dashed’)
plt.plot([a, b]l, [ya, ybl, "ko’)

plt.grid(True)

plt.xlabel ('x")

plt.ylabel('y")

plt.legend()

0; b=3; ya=0; yb=0; m=200 #par metros do PVC
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gl 0.0 #inclinacdo 1 (Tiro 1)

vyl RK4_sist_edo_2ordem(a,b,va,yb,gl,m, f) #so0l. do PVI com tiro
1

sl = yl[-1] #sol. do PVI em x=b

g2 -0.000005 #inclinagdo 2 (Tiro 2)

y2 RK4_sist_edo_2ordem(a,b,va,yb,g2,m, f) #sol. do PVI com tiro

2

s2 = y2[-1] #s0l. do PVI em x=b

r = (gl-g2)/(sl-s2)
g3 = g2 + r+(yb - s2) #calculo da inclinacdo correta
y3 = RK4_sist_edo_Z2ordem(a,b,va,vyb,g3,m, f) #sol. correta do PVI

s3

y3[-1] #s0l. do PVI em x=b

#impressdo das inclinagdes e solugdes em ybx=b
{gl}, yb
{g2}, yb

print (f’ Inclinacdo gl {sl}")

print (f’ Inclinacdo g2 {s2}")

print (£’ Inclinacao g3 = {g3}, yb = {s3}")

plot_result(a, b, m, z) #grafico contendo as trés solugédes

# Solucdo analitica

def analytical_solution (x) :

w = 15; L = 3; E = 200; I = 30000

terml = (w * L * x*x*3) / (12 = E % I)
term?2 = (w * x*x4) / (24 %« E x I)
term3 = (w * L*x*3 % x) / (24 * E % I)
return terml - term2 - term3

# Calculando e plotando a solug¢do analitica

y_analytical = analytical_solution (x)
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plt.plot (x, y_analytical, color="red’, linestyle=’'solid’, label=’'

Solucdo Analitica’)

# Calcular erro relativo (%)

error = np.zeros_like(y3)
mask = y_analytical != 0
error [mask] = np.abs((y3[mask] - y_analytical[mask]) /

y_analytical[mask]) % 100

# Calcular erro relativo médio (%)
mean_relative_error = np.mean (error[mask])

print (f"Erro relativo médio: {mean_relative_error:10.6f} ")

# Exibir o grdafico completo
plt.legend()
plt.show ()

# Calculo do erro relativo max (%)

error = np.zeros_like(y3)
mask = y_analytical != 0
error[mask] = np.abs((y3[mask] - y_analytical[mask]) /

y_analytical[mask]) % 100

# Exibe erro maximo

print (f’Erro relativo mdximo = {np.max (error):.6f}%’)

Fonte: Autores, 2025.
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