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RESUMO

Neste trabalho, abordou-se a equagédo do calor bidimensional com condi¢des de contorno
de Neumann, a qual descreve a difusdo do calor ao longo de um sdélido. Esta equacao tem
grande importancia em projetos que envolvem sistemas térmicos. Fez-se a deducao algébrica
da equacao, e entdo, foram obtidas as solugdes analitica e numérica. A solucao analitica foi
obtida pelo método da separacado de variaveis. Por outro lado, para obter a solugdo numérica,
aplicou-se o Método das Diferengas Finitas, que foi utilizado inicialmente por Leonhard Euler
(1707 — 1783) e é largamente utilizado em simula¢gdes numéricas. Os resultados alcangados,
tanto numérico quanto analitico, foram implementados por meio da linguagem de programagéao
Python. Por fim, faz-se a analise da solucdo por meio de graficos 2D e avaliacdo do erro

relativo. Conclui-se que a solugdo numérica € uma boa aproximacao para a solugao analitica.

Palavras-chave: equacdes diferenciais parciais; método analitico da separacao de varaiveis;

métodos numeéricos; aproximagao numérica.



ABSTRACT

In this article, we addressed the two-dimensional heat equation with Neumann boundary
conditions, which describes the diffusion of heat through a solid. This equation holds significant
importance in projects involving thermal systems. We performed the algebraic derivation of the
equation, and subsequently, obtained both analytical and numerical solutions. The analytical
solution was obtained using the method of separation of variables. On the other hand, to obtain
the numerical solution, we applied the Finite Difference Method, which was initially utilized
by Leonhard Euler (1707 — 1783) and is widely used in numerical simulations. The results
achieved, both numerical and analytical, were implemented using the Python programming
language. Finally, we conducted an analysis of the solution through 2D graphs and evaluated
the relative error. We conclude that the numerical solution provides a good approximation to the

analytical solution.

Keywords: two-dimensional heat equation; partial differential equations; Neumann boundary

conditions; numerical methods.
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1 INTRODUCAO

O célculo diferencial e integral € composto por definicoes, teoremas e propriedades que
fundamentam diversas aplicacdes, principalmente na area das ciéncias exatas e esta atrelado a
diversas descobertas, como o telefone, computadores, radio, ultrassom, GPS, dividido o atomo,
desvendado o gendma humano ou sequer ido a Lua (STROGATZ, 2019). Mesmo que seja uma
pequena parte da elaboracdo dessas contribuicdes, sdo notdrios os avangos proporcionados
pelo calculo.

A teoria do calculo pode ser observada em pergaminhos antigos como, por exemplo, no
Palimpsesto de Arquimedes, descoberto em uma biblioteca de Constantinopla em 1899. Nele,
h& um trecho em que Arquimedes, no século Il a.C., explica o Método das Alavancas (Figura 1)
para o calculo de uma é&rea limitada superiormente por uma parabola e inferiormente por uma
reta (STROGATZ, 2019).

Figura 1 — Método das Alavancas

Fonte: Adaptado de Strogatz (2019).

Na figura 1, a parabola esta sendo representada pelo arco AC e a reta, ao intersectar a
parabola, forma o segmento AC. O triangulo AFC é formado de forma que seu lado FC tangencie
a pardbola. Toma-se um segmento HC para ser a alavanca, de modo que K seja ponto médio
do segmento HC. Arquimedes entdo demonstra que, para qualquer haste curta, limitada na
area formada pela parabola e segmento, a exemplo da haste OP, ao ser levada no ponto H,
ficara em equilibrio com a haste longa OM - com o0 mesmo se aplicando para qualquer fatia
vertical. Disso, Arquimedes toma todas as hastes longas, que sdo infinitamente numerosas, e
as substitui pelo ponto de gravidade do tridngulo. Este ponto de gravidade fica 3 vezes mais
perto do ponto K do que o ponto H. Segue disso que o peso do segmento parabdlico deve ser
de % do peso do tridngulo AFC, que é 4 vezes maior que ABC. Logo, a area delimitada pela
parabola e pelo segmento segue uma proporcao de ‘5* do triangulo ABC. De fato, o0 Método das
Alavancas é uma forma de se integrar uma regiao que ja utilizava o conceito de infinito potencial
(STROGATZ, 2019).
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Passado alguns séculos sem muitos avangos nesse sentido, no inicio do século XVIII
d.C., ap6s o Renascimento Cientifico, & possivel afirmar que os matematicos Gottfried Wilhem
Leibniz (1646-1716) e Sir Isaac Newton (1642-1726) estavam quase em guerra pela autoria do
calculo diferencial e integral (BARDI, 2008).

Suas descobertas sé foram possiveis gracas aos avangos de Fermat (1607-1665) e
Descartes (1596-1650) no desenvolvimento de um sistema de coordenadas, conhecido como
Plano Cartesiano, e a criacao de métodos para calcular retas tangentes a uma curva dada, area
em que Fermat se destacou (STROGATZ, 2019).

Newton desenvolveu sua teoria sobre calculo no ano de 1666 porém nao a publicou.
Ja Leibniz debrucou-se sobre o calculo em 1675, criando, inclusive, suas préprias notagdes e
simbolos, os quais sao utilizados até hoje. Hoje, tanto Leibniz quanto Newton sdo considerados
co-inventores independentes do calculo (BARDI, 2008).

Nascem ai também as Equacoes Diferenciais, que sdao equacgdes que envolvem fungdes
e suas derivadas. As solugdes para essas equagodes, no entanto, ndo eram tao faceis. Segundo
Alitolef (2010), Leibniz foi um dos primeiros a desenvolver métodos para esse tipo de equacéo,
sendo um deles o Método de Separagao de Variaveis. Newton e os irmaos Bernoulli também
resolveram Equacgdes Diferenciais advindas da Geometria e Mecanica.

Agora, cabe destacar a existéncia de dois tipos de Equacdes Diferenciais: Ordinarias e
Parciais (FARLOW, 1993). As Equacgdes Diferenciais Parciais (EDPs), séo tipos de equacoes
que possuem derivadas parciais, ou seja, diferentemente de Equacgdes Diferenciais Ordinarias
(EDOs) que possuem apenas uma variavel, as EDPs podem possuir duas ou mais variaveis e
suas derivadas, e elas serdo o alvo de estudo neste trabalho.

Dentre as EDPs mais populares, a Equacao do Calor foi alvo de estudo por Fourier
(1768-1830). Ele desenvolveu um modelo fisico que descrevia a propagacao do calor utilizando
séries trigonométricas, que ficaram conhecidas como Séries de Fourier (PIFER; AURANI, 2015).
Essas séries auxiliaram na solugcao de EDPs pois fungdes trigonométricas sao facilmente inte-
graveis e derivaveis, possibiliando a solucao de diversos tipos de EDPs.

Falando sobre solugdes, essas equagdes podem ser abordadas de trés formas princi-
pais: analitica, numérica e experimental. Enquanto a solucio analitica busca uma formulagao
exata, muitas vezes € limitada a problemas simples ou bem definidos. As solugdes experimen-
tais, por outro lado, dependem de dados empiricos e podem nao ser viaveis para todos os cena-
rios. Portanto, as solugdes numéricas assumem grande importancia, especialmente quando se
trata de problemas complexos para os quais as solugdes analiticas sao inacessiveis (ZILL; CUL-
LEN, 2009). Uma das técnicas numéricas mais relevantes é o Método das Diferengas Finitas
(MDF), que discretiza as equagdes, oferecendo uma aproximacao pratica e eficiente.

Ao longo da histéria, esse estudo sobre o método de separacao de variaveis e 0 mé-
todo de diferengas finitas foi expandido, sendo possivel resolver a Equacao do Calor para n
dimensbes e com variadas condi¢des de contorno (ZILL, 2000).
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Nota-se assim que as EDPs sdo um caso particular de modelagem matematica, a qual
tem o objetivo de expressar situagées por meio de modelos matematicos, utilizando conceitos
tedricos para fundamentar ou estimar solucées de problemas presentes no dia a dia (BEAN,
2001).

Sendo assim, este trabalho' tera como intuito verificar os resultados de uma Equacéo
Bidimensional do Calor com Condigdes de Neumann - ou seja, como se propaga o calor em
objetos bidimensionais com lados isolados € que nao esta perdendo calor para o ambiente,
a fim de medir seu calor ao longo do tempo. Para tanto, basta que se aplique as seguintes
Condigcdes de Contorno (ZILL, 2000),

u(z,y,0) = f(r,y),0 <z <a,0<y<bt>0

uz(0,y,t) = uz(a,y,t) =0

uy(2,0,t) = uy(z,b,t) =0
Obtendo sua solugéo analitica, por meio do método de separagéo de variaveis, e sua

solugao numérica, pelo método de diferengas finitas.

1.1 Estrutura do trabalho

Este trabalho se estrutura com capitulos descrevendo os objetivos, a justificativa, se-
guido da metodologia e referencial tedrico. A partir disso, apresenta-se um capitulo para 0 mé-
todo de solugao analitica de separagao de variaveis e outro capitulo com o método numérico de
diferencas finitas e, por fim, a comparacao entre os resultados.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo geral

Modelar a equacéo bidimensional do calor com condi¢cdes de contorno de Neumann,
obter a solucdo analitica da equacao governante e comparar com a solucdo numérica obtida
pelo método das diferengas finitas.

' Artigo publicado na Revista Eletrénica Cientifica Inovagéo e Tecnologia (RECIT), v. 14, n. 35 (2023).

ISSN: 2175-1846.
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1.2.2 Objetivos especificos

Baseando-se na Taxionomia de Bloom (BELHOT e FERRAZ, 2010), segue os objetivos
especificos:

» Realizar um estudo sobre as equacdes diferenciais ordinarias e parciais;
» Reconhecer problemas de valor de contorno;

» Estudar o método de resolucdo analitico que sera aplicado para resolver a equacédo do

calor bidimensional;

» Compreender o problema de valor de contorno que representa a distribuicao de tem-
peratura em uma placa;

» Obter a solucdo analitica da equagéo do calor bidimensional aplicada a uma placa;
» Compreender as caracteristicas e aplicabilidade do método das diferencas finitas;
+ Obter a solugado numérica por meio do método das diferencgas finitas;

» Comparar a solucao analitica e numérica utilizando a linguagem de programacgao
Python.

1.3 Justificativa

E inegavel a importancia crescente dos métodos numéricos no ambito da matematica
aplicada, especialmente diante da complexidade dos problemas contemporaneos em ciéncias
e engenharia. Ao longo da histéria, como demonstrado pelo Método das Alavancas de Arqui-
medes e as contribuicoes de Newton e Leibniz para o céalculo, a matematica tem sido uma fer-
ramenta indispensavel para o avanco cientifico e tecnolégico. Entretanto, muitas equacées dife-
renciais que surgem na realidade sao intrataveis por métodos analiticos, especialmente quando
envolvem geometrias ou condi¢des de contorno mais complexas.

Sendo assim, os métodos numéricos, particularmente o MDF, oferecem uma alternativa
confiavel para obter solugdes aproximadas para essas EDPs. Este método ndo apenas permite
a modelagem de situagOes realisticas, mas também a simulacio de cenarios variados, possi-
bilitando analises que seriam impossiveis ou impraticaveis por métodos puramente analiticos
ou experimentais. Além disso, com o0 aumento da capacidade computacional disponivel, esses
métodos numéricos tornaram-se ainda mais essenciais e acessiveis para a solu¢ao de proble-
mas multidimensionais complexos, como a Equacao Bidimensional do Calor com Condi¢oes de
Neumann abordada neste trabalho.

Assim, este estudo visa ndao s6 demonstrar a aplicabilidade e eficacia do MDF em um
contexto pratico especifico, mas também contribuir para a compreensao mais ampla de como os
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métodos numéricos podem ser utilizados para explorar, entender e resolver fendmenos fisicos

e de engenharia mais complexos.
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2 MATERIAL E METODOS

Inicialmente, foi feito um levantamento bibliografico em revistas, livros, artigos, teses e
trabalhos. A partir disso, estudou-se conceitos como Equacgbes Diferenciais Parciais, Problema
de Valor de Contorno, Python e suas bibliotecas, Método da Separacao de Variaveis e 0 Método
de Diferencgas Finitas, além da prépria Equacao do Calor, alvo do trabalho.

Para tanto, é preciso que se estude com mais detalhes a Equacao do Calor, incluindo
sua classficacdo, exemplos, Condigdes de Contorno habituais e sua demonstragdo, para um
melhor entendimento da natureza da Equacao.

A partir disso, foi aplicado o Método de Separacao de Variaveis para se encontrar a
solucdo analitica com as Condigdes de Contorno dadas - a qual é uma solucdo exata. J4 para
a solugdo numérica - que é uma aproximagao - foi utilizado o Método de Diferencas Finitas,
calculado por meio do software PyCharm, uma interface de desenvolvimento integrado para
programacao em Python.

De posse da solugao analitica e das equagbes que representam a aproximagao nume-
rica pelo MDF, fez-se a comparacéo entre as solugcdes. Essas solucbes foram representadas
graficamente, além da apresentacao do erro relativo para critério de comparacgao.

Quanto a natureza desta pesquisa, é possivel afirmar que é de natureza aplicada e com
objetivo exploratério, pois tem como fim o aprimoramento do estudo da Equagéao do Calor Bidi-
mensional com Condi¢des de Contorno de Neumann, sendo assim também um Estudo de Caso
(GIL, 2017). Além disso, o problema é abordado de maneira quantitativa, pois ha o interessse
de se encontrar as solugbes analitica e numérica para a Equagao do Calor com as condicoes
dadas.
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3 REFERENCIAL TEORICO

3.1 Equacoes Diferenciais Parciais

Equacdes Diferenciais Parciais (EDPs) s&o tipos de equagdes que possuem derivadas
parciais. Ou seja, diferentemente de Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDOs) que possuem
apenas uma variavel, EDPs podem possuir duas ou mais variaveis e suas derivadas.

Alguns exemplos de EDPs sao (FARLOW, 1993):

u; = Uz, (Equacdo Unidimensional do Calor)
U = Uz + Uy, (EQuagdo Bidimensional do Calor)
Up = Ugy + Uyy + Uy, (Equagdo Tridimensional da Onda)
Uy = Ugr + auy + Pu (Equacdo do Telégrafo)

Pelos nomes das equacoes, percebe-se que as EDPs podem representar fenbmenos fi-
sicos. Isso se da porque, segundo Farlow (1993), as derivadas aparecem em fenédmenos fisicos
pois elas descrevem problemas que envolvem velocidade, aceleracgao, forga, friccao, fluxo e cor-
rente. Sendo assim, é natural que, ao tentar encontrar uma fungdo que descreva um fendémeno
fisico, se recaia em uma EDP.

3.2 Tipos de EDPs

Uma EDP pode ser classificada quanto a Ordem, Numero de Variaveis, Linearidade,
Homogeneidade, Coeficientes e Tipos.

» Ordem: é a ordem da maior derivada parcial da EDP.

» Numero de Variaveis: é o numero de variaveis independentes.

* Linearidade: seja © uma fungéo de duas variaveis da forma,

Aug, + Bugy + Cuyy + Duy + Buy + Fu =G

Se os coeficientes A, B, C, D, E/, F' e (G sdo constantes, entdo u é denominada linear.
« Homogeneidade: se V(z,y)/G(x,y) = 0
» Coeficientes: os coeficientes podem ser constantes ou variaveis.

+ Tipos: existem trés tipos de EDPs para uma equacéo linear de 2 duas variaveis inde-
pendentes:

a) Parabdlica, se B> — 4AC = 0
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b) Hiperbdlica, se B> — 4AC > 0
c) Eliptica, se B2 — 4AC < 0

3.3 Problemas de Valor de Contorno

Uma EDP pode possuir infinitas solugdes gerais. Dada uma fungédo u(z,t), obtém-se
que a EDP u;; = 0 teria a solugao dada por Q(x)t + I'(x), sendo 2 e I" fungdes arbitrarias
da variavel x. Dessa forma, para que se obtenha solugdes particulares, é preciso que haja
condicbes especificas - essas condigcbes sdo chamadas de condi¢cdes de contorno. O sistema
formado com a EDP e as condigdes de contorno é chamado de Problema de Valor de Contorno
(PVC) (IVRII, 2021).

Como sera observado adiante, a solucdo de uma EDP é um tanto quanto meticulosa e,
por seguinte, é preciso que se resolva uma unica EDP com PVC bem definido. Dessa forma,
considera-se a equacao do calor bidimensional,

Ou _ (Pu  OPu (1)
ot~ “\o2 T oy

Com condigdes de contorno de Neumann,

uz(0,y,t) = ug(a,y,t) =0 (2)
uy(x,0,t) = uy(z,0,t) =0 (3)
u(z,y,0) = f(x,y), 0<zx<a,0<y<bt>0 (4)

3.4 Demonstracao da Equacao do Calor

Seja uma regido arbitraria 3D subregido V' C R, com temperatura u(.X, t), definida em
todos os pontos X = (z,y, 2).

Tem-se também que a energia do calor é dada por cpu, em que c € o calor especifico, p
€ a densidade do objeto e u € a fungao que descreve o calor da subregido V ao longo do tempo
(HANCOCK, 2006). Ao multiplicar cpu por dV, procura-se a variagdo de energia do calor em
uma pequena regiao de V,

Varia¢do de energia em uma regido = cpu dV' (5)

Ao integrar a nova expressao, soma-se essas variagdes de energias do calor, encon-
trando a energia total de V,
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Variagdo de Energia do calorem V = / / / pdV (6)
v

Sabendo que,

Taxa de mudanga da energia do calor em V' = Energia do calor dos contornos S de V+

energia do calor gerada no sélido por unidade de tempo (7)

E possivel obter, assumindo ¢(X,t) = —koAu, um vetor que define o caminho do fluxo
de calor nos contornos e n a diregdo normal. Considerando que o calor transita do quente para
o frio, o sinal dos contornos em S de V é negativo pois, se a energia do calor dos contornos é
positiva, significa que a taxa de mudanca de energia do calor em V esta negativa - esta saindo
calor da superficie em V. Se a energia dos contornos em S de V é negativa, significa que esta
tendo uma variagéo positiva no interior da superficie V. Seja Q (X, t) uma fungdo que define o
calor gerado no sélido.

%///chudV:—//cé ndS+///QdV ®)

Pelo Teorema da Divergéncia de Gauss (HANCOCK, 2006),

///VA-A://SA-ndS 9)
Sendo assim,
5 foo =] [[srons[[fow o

Procurando simplificar a expressao das integrais, subtrai-se os termos a esquerda da

[[L@)soga o

Como a integral descrita em (11) é igual a 0, conclui-se que a expressao vale para

igualdade.

qualquer volume V. Simplifica-se, assim,

ou
Como A - ¢ = —kyA?u,

0
cpa—?: = koA%u+Q (13)



Dividindo ¢p em ambos os termos,

ou 9 Q

ko
cp’
Considerando que ndo ha calor gerado no sélido, ) = 0,

comaoa =

@ = alA%uy

ot

18

(14)
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4 SOLUCOES

4.1 Solucao Analitica
Para obter a solugao analitica da equagédo do calor bidimensional, equagéo (1), com

condi¢cdes de contorno de Neumann, equacdes (2), (3) e (4), aplicou-se o0 método de separacao

de variaveis.

4.1.1 Método da Separacao de Variaveis
Suponha-se que a funcao u seja separavel da seguinte forma (ZILL; CULLEN, 2009),

u(r,y,t) = F(z)G(y)H(t) (16)

Em que F, G e H sao fungdes de uma variavel: x, y e t, respectivamente.

Sendo assim,
ou dH(t)
Frie F(f)G(?/)—dt (17)
OPPu  dF?*(x)
3 = s CWH() (18)

0% dG2(y)
o =g

Substituindo as expressdes (17), (18) e (19) em (1), tem-se que,

H{(t) (19)

dH(t) _ (dF?(g;)

PG 2 =a (s

. Gt + o) L) (20

dy?

Considerando dféf) = H,, dZi(f) =F,e dcjizgy) = G,, e dividindo ambos os lados de

(20) por aF'(x)G(y)H(t) # 0, obtém-se,

H,(t) . Fpo(x) ny(?/)
of(t)  Fr) | Gly) @)

Como o primeiro termo da igualdade estda em funcao de ¢ € o segundo termo esta em
fungdo de x e y, é possivel afirmar que ambos os lados sao iguais a uma constante —\. Sendo
assim,

Hy(t) Foo(®) | Gy(y)

= -

aH(t) ~ Fa) TGy @2
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Separando (22) em duas expressdes e, por conveniéncia, adotando —\ = —o?, é pos-
sivel obter as seguintes equagoes,

Hy(t)

ol =~ " (23)
Fm(:l:) ny(?/) — g2
F) T Gly) (&4

Ja na segunda expressao, em (24), nota-se que é possivel deixar o primeiro termo da
igualdade em fungédo de = e 0 segundo termo em fungao de y, resultando novamente em uma

constante,

Fm(l‘) . 2 ny(y)

Fz) 7 " Gy

= —w (25)

Por conveniéncia, serd adotado —w = —£2. Sendo assim , substituindo em (25),

F:B:E(:U> _ _0,2 _ ny<y) — _52 (26)

F(x) G(y)
De (26), tomando £2 — 02 = —~? é possivel obter 2 EDOs,

Fo.(x) = —€F(x) (27)

Gyy(y) = —7°G(y) (28)

Com isso, os problemas de Sturm-Liouville associados com as equacodes (27) e (28),
considerando as condi¢des de contorno, sao,

F'(x) = —&*F(z), F'(0) =0, F'(a) = 0. (29)

G"(y) = —*G(y), G'(0) =0, G'(a) = 0. (30)

Recaindo, portanto, em EDOs.

4.1.2 Aplicando as condi¢des de contorno

Analisando a solucéo de (29), verificam-se trés casos: —£2 < 0, =2 =0e —£2 > 0.
Para —£% =0,

F'(z) =0, F'(0) =0, F'(a) =0 (31)
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Segue dai que a solugdo da EDO é F(z) = ¢; + cox. Mas a condigdo de contorno
F’(0) = 0 implica que ¢2 = 0. Nota-se que a segunda condigdo de contorno F’(a) = 0 ndo
tem influéncia sobre o resultado constante. Sendo assim, F'(x) = ¢; é uma solugdo nao trivial.
Agora, para £2 < 0,

F'(x) +&F(x) =0, F'(0) =0, F'(a) =0 (32)

Assim, a solugdo da EDO é F'(z) = c3¢*® + c4e~%. No entanto, ao aplicar a condigéo
F'(0) = 0, percebe-se que c3éet® — ¢ €e " = 0 implicaem c; = 0 e cy = 0, jaque € # 0.
Assim, F'(z) = 0, que é solugdo trivial.

Ja para £2 > 0, tem-se a expresséo,

F'(x) +&F(x) =0, F'(0) =0, F'(a) =0 (33)

Segue disso que a solugdo da EDO é F(x) = c5sin(£x) + ¢ cos(Ex).

Aplicando F’(0) = 0, obtém-se F'(0) = c¢5& cos(0) — ¢6€ sin(0), logo, ¢; = 0. Sendo
assim, F'(z) = cgcos(£x). Aplicando a segunda condigdo de contorno, F'(a) = 0, com
ceésin(éa) = 0. ¢g¢ = 0 resulta em solugéo trivial e, portanto, ndo ha interesse em adotar
c¢ = 0. Sendo assim, considerasse ¢ # 0. Como & # 0 por hipétese, entdo segue que
sin(a) = 0. Assim, éa = mm ou & = ™", em que m = 1,2,3,.... Ou seja, a fungdo tem

w2m?
02

solugdes n&o triviais quando —w,, = &2, = . Logo, é preciso que F'(x), para £2 > 0 seja,

F(x) = cgcos <m7mc> ,m=1,2,3,.. (34)
Logo, as solugbes para F'(x) sao,
F(z) = 1 e F(z) = cgcos (@>  m=1,2,3, .. (35)
a

De maneira analoga segue-se para GG(y) as duas solugdes nao triviais,

G(y) = cr e G(y) = cg cos (T%y) ,n=123, .. (36)

2

Além disso, 72 = T2
Ja para obter H(t), de (23), basta separa-las, obtendo H () = k- e~ . Mas, conside-

2 m2n?

rando {2 — 0% = —?%, &2 = % e 7, = -, tem-se que H (t) é denotada por,

H(t):]{]e_(ﬂT 52 >at:k-6_aﬂ2(a2+%

[V

[

~—r
~+

(37)

Sendo assim, foi possivel obter solugdes para F'(x),G(y) e H(t). Em seguida, basta
unifica-las em uma combinacao linear - para isso, aplica-se o principio da superposicao.
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4.1.3 Principio da Superposicao

O Principio da Superposi¢do estabelece que, se uq, us, ..., ux Sa0 solugbes de uma
equacao diferencial parcial linear homogénea, entdo a combinacgao linear entre elas também
€ uma solugao (ZILL; CULLEN, 2009). Sendo assim, combinando (35), (36) e (37), obtém-se,

+ Aopy, cos (%) e_o‘”2(:7>t (38)

nm —an2(mZy nZ
+ Ay cOS <Ty) oo+ )t
Pelos dois conjuntos de autovalores, m e n, tem-se as seguintes somas,

2

U(SL’, Y, t) = AOO + Z AmO COS <m;rw> €—O¢7r2<’:—2)t
m=1

# 3 Ao (*5) () (39)
n=1
+ i i Apn cOs (mﬂx> oS (@) e—aﬂ(j—;ﬁé)t

Segundo Cullen e Zill (2009), dado que na condig&o inicial tem-se u(x, y,0), € possivel
representd-la com uma fungdo f(z,y), com apenas duas varidveis espaciais, ja que ¢ = 0.
Sendo assim, é possivel descrever a condicao inicial simplificando (39) para,

F(z,y) = A + i Ao cos (m7m> ™ iAO" o8 (%)

o o S (40)
+ mz::l nz:; A, COS (m;rx) cos (%)

em um retangulo definidopor0 <z <ael <y <b.
Integrando em (40) sobre o retdngulo definido,
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/ / xydxdy—Aoo/ /da:dy—l—/ /ZA Ocos )dxdy—i—
@ b nmy “ mnx nmy
/0 /0 ;AOn cos <T> dxdy +/0 /0 mz:l ; A, COS < . ) cos <T> dxdy

Como o conjunto das fungdes trigonométricas é ortogonal no intervalo de [-p, p] (ZILL;
mmnx

CULLEN, 2009), segue-se entao que cos ( T
para n, m > 1, reduzindo o lado direito a um Unico termo,

a b a b
/ / F(x,y)dxdy = AOO/ / dxdy = Agpab (42)

o Jo 0o Jo
Agg = —/ / (x,y)dzdy (43)

Agora, multiplicando (40) por cos (—) cos <7%Ty> e cos (mmg> cos (%) res-
a a
pectivamente, integrando sobre o intervalo definido, tem-se,

Apo = ab/ / (x,y) cos )dazdy (44)
on / / (x,y) cos b )d:cdy (45)
Apn = / / (x,y) cos mwx) cos( 2 )da:dy (46)

Com isso, obteve-se os pardmetros necessarios para fazer a solugao de uma equagao

nry\ . . .
e cos (— = ) s@o ortogonais no intervalo,

Isolando Agg,

do calor bidimensional com condi¢des de contorno de Neumann para qualquer F'(z, y) dada.

4.1.4 Definindo uma Condicao Inicial

Até o presente momento, a solugdo analitica desenvolvida nao esta aplicada a uma
fungéo f(x,y) definida. Dessa forma, tomando, por exemplo,

U(.I', Y, O) = tO (47)

Neste caso, calculando os coeficientes através de (43), (44), (45) e (46),

Ago = to, Ao = Aon = A = 0 (48)
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Sendo assim, u(x, y,t) sera dado por,

U(I,y,t) = t(] (49)

O que faz sentido com as condi¢des de contorno do problema, ja que os lados da placa
estdo isolados. Se a condicao inicial € uma constante, entdo a fungao que define a temperatura
da placa ao longo do tempo também deve ser constante, independentemente do tempo ¢, pelo
Principio da Conservacao de Energia (O'NEIL, 2011).

Assumindo a condig&o inicial (Figura 2),

Figura 2 — Condicéo inicial
10

500
400
300
200

100

Fonte: Os autores (2023).

definida por,

u(r,y,0) ="t (50)

Calculam-se os coeficientes por meio das equacgdes (43), (44), (45) e (46),

1
AOOZF'(€W—1)2 (51)
2 T—1)-(e"(=1)" =1
Amozﬁ.(e )nifil) ) (52)

2 (1) (e (-1 1)
n?+1

1 (=) =D (1) - )

A =2
g2 (n?241)-(m?+1)

(54)

Portanto, u(z,y,t) serd dado pela substituicdo desses coeficientes na fungdo encon-
trada no Principio da Superposicao. Por exemplo, tomando ¢ = 100, com parametros m = 10,
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n = 10 e a = 0,01, obtém-se, utilizando o codigo computacional do Apéndice A, (Figura 3 e
4),
Figura 3 — Distribuicao da temperatura para ¢t = 100
f 500
- 400
- 300
- 200

r 100

0.0 o5
1015 20 35 54 o

Fonte: Os autores (2023).

A medida que t — oo (Figura 4),

Figura 4 — Distribuicao da temperatura para t — oo

" 500
I 400
- 300
200
—L - 100

Fonte: Os autores (2023).

a temperatura tende a se estabilizar em u(x,y,t) = 49,66868, j4 que, devido as condigdes
iniciais, os lados estdo isolados e nao ha troca de calor com o ambiente.

4.2 Solucao Numérica

A solucao numérica foi obtida pela aplicagdo do método das diferencas finitas explicito,

descrito como segue.
Dada a equacgao bidimensional do calor, descrita em (1),

' Os codigos computacionais utilizados para gerar as imagens também podem ser encontrados em
https://github.com/LeandroWrzecionek/2dHeatEquation/blob/main/Analitico.py
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Ou _ (Pu Pu (55)
ot~ “\oz " oy

em que « é o coeficiente de difusao.

A expansdo em série de Taylor do valor de uma fungéo u(z) em x = x; + h em torno do
valor x = x;, é dada por (WROBEL, 1989),

(i 4 h) = u(w) + h (L Pyl (L n (56)
YA - U dv),_, 2 \ds*) _. 6 \de?/ _ .~
De mesmo modo, obtém-se também, para x = x; — h,
du h? [ d*u h? [ dPu
i —h) = i) —h|— — | — —— | — 57
o= =e=n () 45 () % (@) v
Subtraindo (57) de (56), resulta,
du h [ dPu
i+ h) — . —h)=2h| — — | — 58
u(z; + h) —u(z; —h) = 2h (dx)xa:z + 3 (dx2>za:i + (58)

Isolando g—;‘ determina-se a aproximacgdo para a derivada primeira, chamada de dife-
renga central, dada por,

du ~u(x; +h) —u(r; — h)
(&)~ >

que tem O(h?) como ordem de convergéncia.?

O interesse de se utilizar a diferenga central existe pois ela oferece uma precisao maior.
Enquanto outros tipos de diferengas, como a progressiva e regressiva, tém uma precisao de
primeira ordem O(h), a diferenca central possui uma precisdo de segunda ordem O(h?), o que
tende a produzir uma estimativa mais precisa da derivada.

Agora, para encontrar a aproximacao de diferenga central para a derivada de segunda
ordem, soma-se (56) e (57),

d*u h* [ d*u
U(JJZ—F}L)—FU(ZL%_}L) :2U(Ii)+h2 (@) - _+E (@) - .+~~- (60)

Tendo como resultado,

2 Otermo O(h2) significa que, quando se diminui o tamanho do passo /, o erro diminui de acordo com
a segunda poténcia de h
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d*u ~u(w; + h) = 2u(x;) + u(z; — h)
oy — B h?

com um erro O(h?).

O desenvolvimento para determinar as derivadas parciais decorre da mesma forma,

obtendo-se, () ( ) ( )
ou(x,t ulmg + hit) —u(z; — hit
SO o 7
0u(x,t) Cou(@g 4 ht) = 2u(wt) + ulz; — hit) (63)
oz ) . B h?

com um erro O(h?).

4.2.1 Método de Diferencgas Finitas Explicito

Pode-se aproximar u(x,y,t) pela fungéo discreta uf’;)

em que x = iAzx,y = jAy e
t = nAt. Aplicando as equacdos de diferencas (62) e (63), tem-se o método de diferencas

finitas explicito de (1),

(n+1) (n) (n) (n) (n) (n) ( ) (n)
U5 " T Uy —a Uiy ; — 22U, + U i U iy — 2U; )+ 7y (64)
At (Az)? (Ay)2
Logo, o estado do sistema com passo n + 1 é dado por,
ta Hed (Afc) (Ay)
Tomando Az = Ay = h,
W) (n) (n) (n) (n)
+ u, —4u; ) +u + u;
(n+1) (n) z+1,j i—1,5 1,7+1 1,7—1
u; u; )+ alt h2 ] (66)
Ou ainda,
u™ (n ) (n) (n)
(n+1) (n) 4daAt ’H‘l J + U,; + U; J+1 + ui,j—l
u; u; ; (1 — s + aAt h2 (67)
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O método de diferencas finitas explicito para a equacao bidimensional do calor sé é

estavel quando (ALIYU; OLATOYINBO, 2021),

| 4(22At >0
Segue que,
daAt
1> 2
Ou ainda,
2
i > At

(70)

Agora, considerando as condicdes de contorno de Neumann, (2) e (3), é possivel

discretiza-las,

flx+ Ax,y,t) — f(x — Az, y,t)

e = 2Ax =0
Logo, para x = 0,
Uy = =0
2Ax
f(Ax7y7t) B f(—A.T,y,t) -0
2Ax
f(AJ?,y,t) — f(—A.Z',y,t) -0
2Ax
f(A:anvt) - f(—Al',y7t) =0
f(—ACL’,y,t> - f(Al’,y,t)
Ou seja, u(fl)] = uﬁ"]) para z = 0.

Sendo assim, em (66), para x = 0, isso resulta em,

2u§7j + ul(),j+1 + ug,

h2

De modo analogo para y = 0,

f(ZE, _Ay7t> = f(ZE, Ay7t>
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Assim, em (77),

Os demais pontos da fronteira séo feitos de maneira anéloga. Dados (x = K,y = L),

para o canto superior direito , tem-se,

A (n) (n)
uguj\}) = USV[,)N <1 T T ) + aAt ( M-1,N - M,N 1) (80)

Ja para o canto inferior direito (x = L,y = 0), obtém-se,

n n 4o At 2u(”_ —|—2u(n)
27 = (1 4521 s 2 2 @

h? h?

Por fim, o canto superior esquerdo (r = 0,y = L) é dado por,

(n) (n)
n n Ao /At 2y A+ 2up A
uéﬂ;l) = u((),])v (1 - a_) + aAt ( LNV 0. 1) (82)

h? h?

Dessa forma, ficam estabelecidas as equacbes de diferencas finitas para os ponteiros
interiores e da fronteira do dominio de resolucao.

4.2.2 Obtengdo da solugdo numérica

A solugao numérica toma uma discretizagao finita dos pontos da placa. Entao, a fim
de se obter uma malha de pontos mais refinada, com um nimero grande mas ainda finito de
pontos, utilizou-se o software PyCharm para o desenvolvimento dos cédigos computacionais,
na linguagem Python, que fizesse a solugdo numérica por meio do método de diferencgas finitas
explicito.

Para solucionar (67), portanto, adotou-se h = 175, para discretizar a placa quadrada
de medida m em uma malha de 100x100 pontos, a« = 0,01 para que o calor se propague
lentamente e At = 0,01, para que se tenha um menor erro. Disso, tem-se, utilizando o cédigo
computacional em Python do Apéndice B, com os tempos t = 0 e t = 10 para que a condicao
de estabilidade (70) seja respeitada. Assim, para tempo ¢ = 0 obtém-se (Figura 5) 3,

3 Os codigos computacionais utilizados para gerar as imagens também podem ser encontrados em

https://github.com/LeandroWrzecionek/2dHeatEquation/blob/main/Numérico%20Explicito.py



Figura 5 — Exemplo do Método de Diferencas Finitas Explicito parat =0
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Fonte: Os autores (2023).

Ja parat = 10, tem-se (Figura 6),

Figura 6 — Exemplo do Método de Diferencas Finitas Explicito parat = 10
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Fonte: Os autores (2023).

30



31

5 COMPARAGAO DOS RESULTADOS

Para comparar os resultados, foi adotado o erro relativo percentual entre os valores, de
cada ponto, dado por,

|z — |

ER, = -100 (83)

Sendo, neste caso, T a aproximac¢ao numeérica e x a solugdo analitica.
Considerando h = 155, a = 0,01 e At = 0,005, para obter, como anteriormente, uma
malha com um grande nudmero de pontos, utilizando o coédigo computacional do Apéndice C,
tem-se parat = 1 (Figura 7) 4,
Figura 7 — Erro relativo parat = 1
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Fonte: Os autores (2023).

E parat = 10 (Figura 8),

Figura 8 — Erro relativo para ¢t = 10
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Fonte: Os autores (2023).

Observa-se que o erro relativo inicial tem valores proximos a 0,25%, no entanto, o erro
acumulado ao longo do tempo faz com que, para t = 10, haja pontos com erro relativo em 0,8%
para os parametros escolhidos.

4 Os codigos computacionais utilizados para gerar as imagens podem ser encontrados também em:
https://github.com/LeandroWrzecionek/2dHeatEquation/blob/main/Erro%20Relativo.py.
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Ainda, é possivel comparar os resultados de ambas as solugbes por meio de seus gra-
ficos. Fixando y = m, tem-se para t = 1 (Figura 9), com solu¢do analitica em azul e solugéo
numérica representada por circunferéncias pretas,

Figura 9 — Erro relativoparay =met =1
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Fonte: Os autores (2023).

Japarat = 10 (Figura 10),

Figura 10 — Erro relativoparay = met =10
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Fonte: Os autores (2023).

Nota-se, graficamente, que ha grande concordancia entre as solugdes analitica e numé-

rica, o que é confirmado pelo baixo erro relativo.
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6 CONCLUSAO

Dado o exposto, nota-se que 0 a solugdo numérica pelo método de diferencas finitas é
uma excelente aproximacao para a solugao analitica do PVC proposto, podendo ser ainda mais
precisa quando se considera mais pontos na discretizagao. Apesar disso, percebe-se ainda que
o método de diferengas finitas explicito acumula o erro ao longo do tempo, o que pode gerar
um erro relativo consideravel para grandes quantidades de tempo, principalmente nos cantos
da placa. Sugere-se também avaliar a forma implicita do MDF na busca de obter uma solugéo
mais precisa, com a implementagédo do MDF em uma linguagem compilada, como C, Fortran
ou C#, ja que a demanda computacional se torna grande por conta da resolucido de um sistema
linear a cada iteracao.
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import numpy as np

import pandas

import math as c

import matplotlib.pyplot as plt

ax = plt.axes (projection=’'3d’)
#numero de pontos

pt = 30

#alpha da fungdo, velocidade que o calor se espalha
alpha = 0.01

#tempo

t =10

#limita de série

series=50

#pontos do periodo de 0 a pi em x a y

X = np.linspace (0, c.pi, pt)

y np.linspace (0, c.pi, pt)
#é preciso do mesmo numero de pontos psoteriormente, por 1SS0
crio 2 ndarray vazias
X2 = np.linspace (0, 0, pt)
y2 = np.linspace (0, 0, pt)
#criacdo das ndarray
X, Y = np.meshgrid(x, V)
X2, Y2 = np.meshgrid(x2, y2)
#A00 definido por Fourier
D00 = (1/(c.pi**2))*(c.exxc.pl —1)*%2
#Série com Am0 Fourier
Xsum = []
for p in range (0, pt):
Xsoma = 0

for m in range(l, series):
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AmO = (2/(c.pi**2))*(((c.ex*(c.pi) — 1)« (c.exx(c.pi)
* (=1)*x*(m)—-1))/ (mx*(2)+1)) *c.cos(X[0] [p]l*m) *c.e*x* (—alpha*m
*x (2) *t)
Xsoma = Xsoma + AmO0
Xsum. append (Xsoma)
#Série com AOn Fourier
Ysum = []
for g in range (0, pt):
Ysoma = 0
for n in range(l, series):
AOn = (2/(c.pi**2))*x(((c.ex*x(c.pi) — 1)*(c.e*x*x(c.pi)
* (=1)*x*(n)-1))/(n**(2)+1))*c.cos(Y[g] [0]*n) xc.e** (—alphaxn
*x (2) *t)
Ysoma = Ysoma + AOn
Ysum. append (Ysoma)
#Série com Amn Fourier. Aqul que preciso da ndarray vazio,
#para consequir criar uma tabela com pt x pt e preenché-la com
seus respectivos valores de z
XYsum = X2
for r in range (0, pt):
for s in range (0, pt):
XYsoma = 0
for n in range(l, series):
for m in range(l, series):
Amn = (4/(c.pi**2))x(((c.ex*x(c.pl)*(=1)**(m)-1)
* ((c.exx(c.pil)*(-1)**x(n)-1)))/ ((nx*(2)+1)* (m*x(2)+1)))*c.cos
(X[O0] [s]*m) xc.cos(Y[r][0]*n)*c.ex* (—alpha* (mx*2+n*x*x2) xt)
XYsoma = XYsoma + Amn
XYsum[s] [r] = XYsoma
#soma de todos os valores
SOMAFINAL = Y2

for t in range (0, pt):
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for u in range (O,

SOMAFINAL[u] [t

ax.plot_surface (X, Y,
ax.set_zlim (0, 500)
ax.set_x1im(0, c.pi)
ax.set_ylim (0, c.pi)

plt.show ()

pt) :

] = A00 + Xsum[u] + Ysum[t]

SOMAFINAL,

cmap="hot’)

+XYsum[u] [t]
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import numpy as np
import pandas
import math as c
import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.animation as animation
from matplotlib.animation import FuncAnimation
#tamanha da placa, alpha, numero de pontos, Dt, etc
max_iter _time = 1001
pt = 100
plate_length = pt
alpha = 0.01
Dt = 0.01
h = c.pi/pt
if (1 - (4*alpha*Dt)/h*+x2) <= 0:
print ("Valores errados para o método explicito")
else:
#pontos do periodo de 0 a pi em x a y
x = np.linspace (0, c.pi, pt)
y = np.linspace (0, c.pi, pt)
X, Y = np.meshgrid(x, V)
u = np.empty((max_iter_time, plate_length, plate_length))
#valores da temperatura na condig¢do inicial
ul0] = c.e*xx (X+Y)
def calculate (u):
#pontos internos
for 1 in range (0, max_iter_time-1, 1):
for i in range (0, pt-1):
for j in range (0, pt-1):
ull+1]1 (i1 (3] = ulll[i][31*(1 - (4*xalpha*Dt)
/h*%2) + alpha * Dt * ((u[l][i+1]([Jl+ull][i][J+1]4+ull][i-1]11
JI+ull][1] [-11) /h*«2)

#bordas sem cantos
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for k in range (0, pt-1):
ull+1][0][k] = ull]l[O0][k] = (1 - (4 x alpha =
Dt) / h xx 2) + alpha * Dt = ((2+u[l][1][k] + u[l][O0][k+1] +
ull][0] [k — 11) / h %% 2)
ull+1l] [pt-1][k] = ull][pt-1][k] » (1 - (4 »
alpha » Dt) / h xx 2) + alpha * Dt = ((2 * u[l][pt-2][k] + u
(11 [pt-11[k + 11 + ull]([pt-1][k — 1]) / h xx 2)
ull+1][k][0] = ul[l][k][0] = (1 - (4 % alpha x*
Dt) / h xx 2) + alpha * Dt * ((u[l][k+1]1[0] + 2% u [1][k][1]
+ ull] [k-1]1([0]) / h xx 2)
ull+1l] [k][pt-1] = ull][k][pt-1] x (1 - (4 «*
alpha = Dt) / h %% 2) + alpha * Dt * ((u[l]l[k + 1] [pt-1] + 2
* ulll[k][pt-2] + ullllk - 1]1[pt-1]) / h xx 2)
#4 cantos
ull+1]1[0]1[0]= ull][O0][0]*(1 — (4xalpha*Dt)/h=**2) +
alpha * Dt x ((2+ull][1][01+2+ull][0][1])/h**2)
ul[l+1] [pt-1][pt-1]1= ul[l][pt-1][pt-1]1%x(1 - (4*xalphax*
Dt) /h+*2) + alpha * Dt * ((2+u[l][pt-2][pt-1]+2+ull] [pt-1]I
pt-2]) /hx*2)
ull+1l] [pt-11[0]= ull] [pt-11[0]* (1 - (4xalphaxDt)/h
x%2) + alpha % Dt * ((2xu[l][pt-2]1[0]+2xu[l] [pt-1]1[1])/h*x*2)
u[1+1]1[0] [pt-1]= u[l][0][pt-1]1%(1 — (4xalphaxDt)/h
*%2) + alpha » Dt * ((2xul[l][0][pt-2]+2xull][1][pt-11)/hx*2)
return u

u = calculate (u)
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import numpy as np

import pandas

import math as c

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.animation as animation

#numero de pontos

pt = 100

#alpha da fungdo, velocidade que o calor se espalha

alpha = 0.01

#tempo

t =10

#limita de série

series = 100

#Delta T

Dt = 0.005

#max_iter _time tem que ser verificado para os valores de Dt e T

max_iter_time = int (t/Dt)+1

plate_length = pt

h = c.pi/pt

#pontos do periodo de 0 a pi em x a y

X = np.linspace (0, c.pi, pt)

y = np.linspace (0, c.pi, pt)

#é preciso do mesmo numero de pontos psoteriormente, por 1isso
crio 2 ndarray vazias

x2 = np.linspace (0, 0, pt)

y2 = np.linspace (0, 0, pt)

#criacdo das ndarray

X, Y = np.meshgrid(x, V)

X2, Y2 = np.meshgrid(x2, y2)

#A00 definido por Fourier

AOO0 = (1/(c.pi**x2))*(c.e**c.pli —1)*%2

#Série com Am0O Fourier
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Xsum = []
for p in range (0, pt):
Xsoma = 0
for m in range(l, series):
Am0 = (2/(c.pi**2))*x(((c.ex*x(c.pi) — 1)*(c.e*x*x(c.pi)
* (=1)*x*x(m)—=1))/ (mx*(2)+1)) *c.cos (X[0] [p]*m) xc.e*x* (—alpha*m
*% (2) *t)
Xsoma = Xsoma + AmO
Xsum. append (Xsoma)
#Série com AOn Fourier
Ysum = []
for g in range (0, pt):
Ysoma = 0
for n in range(l, series):
AOn = (2/(c.pi**2))*(((c.ex*(c.pi) — 1)« (c.exx(c.pi)
* (=1)*x*x(n)-1))/(n**(2)+1))*c.cos(Y[g] [0]*n) xc.e** (—alphaxn
*x (2) *t)
Ysoma = Ysoma + AOn
Ysum. append (Ysoma)
#Série com Amn Fourier. Aquli que preciso da ndarray vazio,
#para conseguir criar uma tabela com pt x pt e preenché-la com
seus respectivos valores de z
XYsum = X2
for r in range (0, pt):
for s in range (0, pt):
XYsoma = 0
for n in range(l, series):
for m in range(l, series):
Amn = (4/(c.pi**2))x(((c.ex*x(c.pi)*(=1)**(m)-1)
*x ((c.ex*x(c.pi)x(=1)*x(n)-1)))/ ((nx*(2)+1) x (m*x(2)+1))) *xc.cos
(X[O0] [s]*m) *c.cos(Y[r][0]xn)+*c.ex* (—alpha* (mx*2+n*x*2) xt)

XYsoma = XYsoma + Amn
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XYsum[s] [r] = XYsoma
#soma de todos os valores
Algébrico = Y2
for tn in range (0, pt):
for un in range (0, pt):
Algébrico[un] [tn] = A00 + Xsum[un] + Ysum[tn] +XYsum[un
1 [tn]
if (1 - (4+xalphaxDt)/h*%2) <= 0:
print ("Valores errados para o método explicito")
else:
u = np.empty((max_iter_time, plate_length, plate_length))
#valores da temperatura na condig¢cdo inicial
ul0] = c.exx (X+Y)
def calculate(u):
#pontos internos
for 1 in range (0, max_iter_time-1, 1):
for i in range (0, pt-1):
for j in range (0, pt-1):
ull+1][11[J] = ull][1]1[J]*(1 - (4xalphaxDt)
/h*+2) + alpha * Dt = ((ul[l][i+1]1[31+ull][i][3+1]+ull][i-1]]
JI+ulll[11[3-11) /h**2)
#bordas sem cantos
for k in range (0, pt-1):
ull+1][0][k] = ul[l][O0][k] = (1 - (4 = alpha =*
Dt) / h %% 2) + alpha Dt + ((2+u[l][1][k] + ull][O][k+1] +
ull]1[01[k = 11) / h ** 2)
ull+1l] [pt-1][k] = ull][pt-1][k] = (1 - (4 «
alpha  Dt) / h xx 2) + alpha * Dt * ((2 » u[l][pt-2][k] + u
[1][pt-11[k + 1] + ul[l]l[pt-1]1[k — 1]) / h xx 2)
ull+1][k][0] = ull][k][O0] = (1 - (4 % alpha =
Dt) / h %% 2) + alpha = Dt * ((ul[l][k+1][0] + 2+ u [1][k]I[1]

+ ull] [k-11[0]) / h *x 2)
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ull+1] [k] [pt-1] = ull][k][pt-1] » (1 — (4 =«
alpha = Dt) / h %% 2) + alpha Dt * ((ull]l[k + 1][pt-11 + 2
» ull]l[k][pt-2] + ullllk - 11[pt-11) / h %% 2)
#4 cantos
ull+1]1[0]1[0]= ull][O0][0]*(1 — (4xalpha*Dt)/h=**2) +
alpha * Dt x ((2+ul[l][1][01+2+ull][0][1])/h**2)
ull+1l] [pt-1] [pt-1]= u[l] [pt-1][pt-1]*(1 - (4*alphax
Dt) /h**2) + alpha * Dt * ((2+u[l][pt-2][pt-1]+2+ull] [pt-1]I
pt-2]) /hx*2)
ull+1] [pt-11[01= ull] [pt-1]1[0]* (1 — (4+alpha*Dt)/h
x*x2) + alpha » Dt * ((2+xull][pt-2][0]+2xul[l] [pt-111[1])/h*xx2)
ull+1]1[0] [pt-1]1= ull][0][pt-1]1*(1 - (4*alphaxDt)/h
x%2) + alpha * Dt * ((2xul[l][0][pt-2]+2xu[l][1][pt-1]1)/h*x*2)
return u
Numérico = calculate (u)
relativeerror = ((np.absolute(Algébrico - Numérico[int (t/Dt)]))
/Numérico[int (t/Dt)])*100
def plotheatmap (relativeerror_k, k):
# Clear the current plot figure
plt.clf ()

plt.title(f"Erro relativo para t = {t} unidade de tempo

plt.xlabel ("x")

plt.ylabel ("y")

plt.x1im (0, c.pi)

plt.ylim(0, c.pi)

# This is to plot u_k (u at time-step k)

plt.imshow (relativeerror_k, cmap='"hot’, vmin=0, vmax=1,

extent=[0, c.pi, c.pi, 0]) # Definindo os

limites dos eixos x e y

plt.colorbar ()

return plt
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def animate (k) :

plotheatmap (relativeerror,

anim = animation.FuncAnimation (plt.figure(),

=10, frames=max_iter_time,
plt.show ()

print ("Done!")

k)

repeat=False)

animate,

47
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