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Dedico este trabalho a minha mae, Maria.
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(Albert Einstein)
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RESUMO

CAMARGO, Allan. Campos Vetoriais e a Dinimica Cosmoldgica: As Fases Aceleradas do
Universo. 2024. 93 f. Dissertacdo (Mestrado em Fisica e Astronomia) — Universidade
Tecnoldgica Federal do Parand. Curitiba, 2024.

Neste trabalho € desenvolvido um modelo cosmolégico que explica as duas fases de expansao
acelerada do universo utilizando trés campos vetoriais mutuamente ortogonais minimamente
acoplados a gravitacdo. O trabalho propde uma solucao unificada para o problema da energia
escura e da inflagdo cosmica, onde esses campos vetoriais atuam como inflaton no universo
primordial, promovendo a rdpida expansao inicial e, posteriormente, como energia escura,
responsdvel pela atual aceleracao cosmica. As equacdes do modelo sdo resolvidas numericamente
nos dominios do tempo e do redshift. Os resultados mostram que o modelo é capaz de reproduzir
com precisdo as trés eras distintas do universo: radiacdo, matéria e energia escura. Durante a era
inflaciondria, os campos vetoriais dominam a dinamica do universo, causando uma aceleragdo
rapida, seguida por um decaimento que permite a transi¢do para as eras da radiacdo e da matéria,
caracterizadas por uma fase de desaceleracao. Em tempos mais recentes, os campos vetoriais
retomam o controle sobre a evolu¢@o do universo, levando a fase atual de aceleragcdo, em acordo
com os dados observacionais.

Palavras-chave: Energia Escura. Inflacao. Campos Vetoriais. Expansao Acelerada. Modelos
Cosmologicos.



ABSTRACT

CAMARGQO, Allan. Title of this academic work: subtitle of this academic work. 2024. 93 p.
Dissertation (Master’s Degree in Course Name) — Universidade Tecnolégica Federal do Parand.
Curitiba, 2024.

In this work, a cosmological model is developed to explain the two phases of accelerated
expansion of the universe using three mutually orthogonal vector fields minimally coupled
to gravitation. The work proposes a unified solution to the dark energy and cosmic inflation
problems, where these vector fields act as the inflaton in the primordial universe, promoting the
rapid initial expansion, and later as dark energy, responsible for the current cosmic acceleration.
The model’s equations are solved numerically in the time and redshift domains. The results show
that the model accurately reproduces the three distinct eras of the universe: radiation, matter,
and dark energy. During the inflationary era, the vector fields dominate the universe’s dynamics,
causing rapid acceleration, followed by a decay that allows the transition to the radiation and
matter eras, characterized by a phase of deceleration. In more recent times, the vector fields
regain control over the universe’s evolution, leading to the current phase of acceleration, in
agreement with observational data.

Keywords: Dark Energy. Inflation. Vector Fields. Late-Time-Accelerated Expansion. Cosmolo-
gical Models.
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1 INTRODUCAO

Nas tultimas décadas, a cosmologia tem avancado significativamente na compreensao
do universo, especialmente em relacdo a sua expansdo e a composi¢do de seus principais
constituintes. Observacdes detalhadas da radiacdo césmica de fundo, realizadas inicialmente pelo
satélite COBE e, posteriormente, pelo WMAP e o Planck, contribuiram de forma crucial para
o desenvolvimento do modelo cosmolégico padrio atual, o ACDM. Esse modelo baseia-se na
ideia de um universo em expansao, cujos contituintes sdo uma combinacao de matéria escura fria
(CDM), matéria barionica, radiacdo e energia escura, representada pela constante cosmoldgica
A.

O modelo ACDM, fundamentado na teoria da relatividade geral de Albert Einstein,
descreve com sucesso uma vasta gama de dados observacionais sobre o universo, o que consolidou
sua posi¢do como modelo padrao da cosmologia. Contudo, ele enfrenta alguns desafios. A
constante cosmoldgica A descreve a atual fase de expansdo acelerada do universo, mas sua
escala de energia observada € 120 ordens de grandeza menor que a previsdo tedrica, originando
o chamado problema da constante cosmoldgica (Weinberg, 1989). Além disso, para resolver os
problemas do horizonte e da planicidade, foi proposto que o universo passou por uma expansao
acelerada abrupta logo apds o Big Bang, um fendmeno conhecido como inflagdo césmica. Para
modelar a inflagdo, utiliza-se um campo escalar denominado inflaton, cuja dinamica explica essa
primeira fase acelerada do universo, resolvendo os problemas mencionados. Assim, o ACDM
recorre a diferentes mecanismos para descrever as duas fases aceleradas do universo.

Neste trabalho, desenvolvemos um modelo cosmolégico capaz de reproduzir ambas
as fases de aceleracdo utilizando um tUnico mecanismo: a atua¢do de trés campos vetoriais
mutuamente ortogonais acoplados a gravitagdo. A dinamica desses campos evolui de modo que,
no universo primordial, eles dominam e promovem uma rdpida expansdo, atuando como inflaton.
Em seguida, a densidade de energia dos campos diminui rapidamente, permitindo que o universo
passe pelas eras da radiacdo e da matéria, entrando em uma fase de desaceleracdo. Mais tarde, a
densidade de energia dos campos volta a crescer, dominando novamente o contetido energético
do universo e atuando como energia escura. Além de unificar as fases de aceleracao, o modelo
proposto € capaz de reproduzir com precisao a evolugdo dos parametros de densidade da matéria
e da radiacdo, ajustando-se aos dados observacionais mais recentes.

A estrutura desta dissertacdo reflete o desenvolvimento 16gico do tema. No Capitulo
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2, sdo apresentados os fundamentos da teoria da relatividade, tanto especial quanto geral, que
servem de base para a descri¢do moderna da gravitagdo e da dindmica do universo em larga
escala. A transi¢do para a cosmologia € natural, uma vez que a relatividade geral fornece o
arcabouco tedrico para o estudo da evolug@o do universo em grandes escalas.

No Capitulo 3, discutimos o estado atual da cosmologia moderna, focando no modelo
ACDM e seus principais resultados. Aproveitamos também para apresentar o problema da energia
escura, assim como uma revisao bibliografica de seus principais modelos. Sdo analisados os
problemas que surgem no contexto do ACDM, além do modelo amplamente aceito para suas
solugdes: a inflagdo césmica.

O Capitulo 4 € dedicado a apresentacdo do modelo cosmolégico proposto, baseado
em campos vetoriais. Detalhamos a formulagdo matematica desses campos e mostramos como
eles podem atuar como agentes de expansao, tanto durante a fase inflaciondria quanto na atual
fase de aceleracdo. Os resultados das simulagdes numéricas sao discutidos e comparados com o

arcabouco tedrico apresentado no Capitulo 3.
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2 TEORIA DA RELATIVIDADE

Neste capitulo, apresentamos os conceitos e ideias fundamentais da teoria da relati-
vidade, formalismo no qual este trabalho € desenvolvido. Conforme veremos mais adiante, a
cosmologia emerge naturalmente dessa teoria, fazendo-se, portanto, uma discussao essencial. E
importante ressaltar que nosso objetivo € oferecer uma exposicao dos conceitos, nao nos aprofun-
daremos extensivamente neles. Inicialmente, abordaremos a teoria da relatividade especial, onde
estabeleceremos seus fundamentos e defini¢des. Esta se¢cdo também servird para introduzir a
linguagem matemadtica e os conceitos necessarios para a discussao da sua generalizagdo, a teoria

da relatividade geral.

2.1 TEORIA DA RELATIVIDADE ESPECIAL

A mecanica cldssica, com sua premissa de espaco e tempo absolutos, dominou por quase
trés séculos como a teoria que descreve corretamente a dinamica dos corpos em movimento. Seu
sucesso na previsao do comportamento de sistemas fisicos foi tdo notdvel que a estabeleceu como
um paradigma cientifico. Sua aplicacao proporcionou uma compreensao precisa do movimento
dos corpos celestes, conduziu a descoberta de novos planetas, ao desenvolvimento de mdquinas
e meios de transporte, € muitas outras conquistas que transformaram significativamente o mundo.
No entanto, desafios surgidos na fisica do final do século XIX comecaram a questionar suas
bases, levando ao surgimento de uma nova teoria: a teoria da relatividade especial (Gazzinelli,
2019).

A teoria da relatividade especial (RE), proposta por Einstein em 1905, surgiu para
resolver o problema da incompatibilidade entre as transformacdes de Galileu e as equagdes de
Maxwell do eletromagnetismo. Para isso, foi necessario abandonar os conceitos de tempo e

espaco absolutos, fundamentais na mecanica cléssica.

2.1.1 Transformacdes de Galileu

As leis da fisica devem ser as mesmas para quaisquer referenciais inerciais, isto €, uma
lei que governa um dado fendmeno fisico que ocorre em um referencial R deve ser expressa da

mesma forma em um outro referencial R’, ambos inerciais. Ao atender esse requisito, dizemos
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que a lei € tnvariante sob mudangas de referenciais.

Para ilustrar essas afirmagdes, tomemos os referenciais R e R, conforme indicado pela
Figura 1. Na configuragdo apresentada, os eixos dos referenciais sdo paralelos e R’ se move
com velocidade constante u em relagdo a R na direcdo z. Por simplicidade, consideremos que
no instante inicial as origens dos sistemas coincidam. Denomina-se evento todo o fendbmeno
que ocorre num determinado ponto do espaco, em um instante especifico, de tal modo que
podemos representar por (x,y,z,t) e (z',y',2’,t') os eventos observados nos referenciais R e R/,

respectivamente.

Figura 1 — Referenciais inerciais: o referencial R’ possui os eixos coordenados paralelos ao referencial R e se
move com velocidade constante u na direcao x.

Fonte: Adaptado de Gazzinelli (2009).

E importante enfatizar que na mecanica Newtoniana o tempo ndo depende do referencial,
implicando portanto na igualdade! ¢ = t.
Dois observadores, posicionados em cada um dos referenciais, registram as coordenadas

de um evento, que guardam entre si as relacoes

¥ = — ut, y =1, 2 =z, t=t, (1)

denominadas transformacoes de Galileu (TG). A transformacgado de velocidades na mecanica
Newtoniana € obtida de imediato derivando essas equacdes em relacdo ao tempo:

/ / !/
UV, = Uy — U, Uy, = Uy, v, = Uy, 2)

xT

de onde concluimos que um referencial se deslocando com velocidade constante em relagdao a um

referencial inercial constitui um outro referencial inercial. Derivando as equagdes (2) em relacio

' Tempo absoluto.
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ao tempo, obtemos as relacdes entre as componentes das aceleragdes medidas nos diferentes

referenciais:

CL; = A, a, = Qy, a, = Az, 3)

ou seja,

a’ =a. 4)

Do resultado anterior, concluimos que a aceleracdo é invariante sob as TG. A massa
¢ uma grandeza escalar, ndo dependente do sistema de coordenadas, ou seja, m’ = m. Somos

levados entdo a concluir que

m'a’ = ma, (5)

isto é, a sengunda lei de Newton, F = ma, € invariante sob as TG. Pode-se demonstrar que a
primeira e a terceira lei também sdo invariantes e, como elas constituem os fundamentos da

mecanica cldssica, podemos afirmar que todas as leis da mecanica sao invariantes sob as TG.

2.1.2 Transformacdes de Lorentz

Em meados do século XIX, Maxwell elaborou sua teoria eletromagnética, unificando
os fendmenos elétricos, magnéticos e Opticos em uma dnica estrutura tedrica. Seu extraordinario
éxito levou os fisicos da época a investigarem se o eletromagnetismo seria também invariante
sob as TG e a resposta € negativa: as equagoes de Maxwell ndo sdo invariantes sob as TG.
Além disso, observadores em diferentes referenciais inerciais explicam de maneira diferente os
fendmenos eletromagnéticos, revelando uma assimetria.

Nesse contexto, Einstein reconheceu a incompatbilidade do eletromagnetismo com
a mecanica cldssica e concluiu que ela deveria ser modificada para eliminar as incoeréncias
citadas. Basicamente, o problema seria resolvido ao substituir as TG por um novo conjunto
de transformacgdes que tornaria as equacdes de Maxwell invariantes quando se passa de um
referencial a outro. Para conseguir isso, ele postulou que a luz se propaga no vidcuo com
velocidade constante (denotada por c¢), independentemente do referencial no qual € medida. As

equacoes
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U
' = y(x — ut), v =y, 2 =z, t' =1 (t — ga:) : (6)
sdo denominadas transformagées de Lorentz? (TL) e mantém o eletromagnetismo invariante. O

termo y denomina-se fator de contragdo de Lorentz e é definido como

2\ —1/2
Y= (1 _ %) | )

As TL implicam entdo na modificagdo da mecanica cléssica, ou ainda, na sua extensao.
Isso fica evidente ao notarmos que as TG sdo recuperadas quando u/c — 0 (regime de baixas
velocidades em comparagdo a c). Assim, concluimos que a RE € o formalismo adequado e a

mecanica Newtoniana € um caso particular, aplicada apenas quando as velocidades sdo pequenas.
2.1.3 O Espaco -Tempo de Minkowski

A afirmacdo de que as nocdes Newtonianas de espaco e tempo absolutos foram

superadas podem ser prontamente verificadas comparando as (1) e (6):

Transformacoes de Coordenadas
Transformagdes de Galileu Transformagoes de Lorentz
=t t' =~ (t—ux)
¥ =x—ut ' =5 (x — ut)

Nas TG o tempo permanece invariante, caracterizando-o como absoluto. Por outro lado, nas TL,
espacgo e tempo se misturam, além de possuirem uma notavel simetria. A relatividade especial
nos mostra que tempo e espaco dependem de como um observador se desloca, sendo portanto,
relativos.

Logo apés a publicacdo do trabalho de Einstein, Hermann Minkowski introduziu a
nocao de espaco-tempo, fundindo as trés dimensdes espaciais € o tempo em um tnico continuo
de quatro dimensdes. Em posse deste conceito, Minkowski elaborou um novo formalismo, que
sintetizou de maneira elegante os resultados de Einstein e Lorentz, resultando em uma descri¢ao
geométrica da relatividade especial.

Na formulacdo de Minkowski, a posi¢cdo de uma particula no espago-tempo € um
quadrivetor x*, onde p = 0,1,2,3 rotula cada uma das quatro coordenadas. A coordenada

temporal é definida como 2° = ct, atribuindo ao tempo uma equivaléncia com o espago. As

2 Antes da descoberta independente de Einstein, Hendrik Lorentz ja havia identificado essas transformacdes.



demais componentes do quadrivetor sdo aquelas usuais do espago tridimensional: ! = z, 2% =

y e x°= z. Sendo assim, podemos representar a posi¢io como

= (ct,2,y,2) = (ct, 1), (8)

Agora, podemos escrever as quatro TL (6) de forma compacta, usando a linguagem

tensorial:
o = Abz”, 9)
onde
-y =By 00
— 0 0
A — By v (10)
0 0 10
0 0 0 1

é 0 boost de Lorentz e 3 = u/c. A equagdo (9) descreve os eventos observados em um referencial
R’ que se desloca com velocidade u em relagdo ao referencial R, na direcao .

E notdvel a semelhanca entre as defini¢des de evento e quadrivetor posi¢do. De fato,
cada posicdo da particula define um evento no espaco-tempo, representado por um ponto. O
conjunto de todos esses pontos caracteriza o caminho seguido pela particula, denominado linha
de mundo®.

O intervalo entre dois eventos é definido pela relagao

s = A — Ax® — Ay? — A2, (11)

e introduz a nocao de medidas de distancia no espaco-tempo, quando comparado com a no¢ao

andloga de distancia no espago tridimensional:

> = Az? + Ay? + A2 (12)

Aqui reside, talvez, o ponto mais importante desta discussdo. A equagao (12) caracteriza o espaco
tridimensional Euclideano, onde € vélido o teorema de Pitdgoras, e constitui o palco da mecanica

Newtoniana. Por outro lado, a equacao (11) possui uma outra forma, incluindo termos negativos,

3 O conceito de linha de mundo é andlogo ao conceito de trajetéria usado na mecinica Newtoniana.
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se tratando de um espaco ndo-Euclideano, tornando evidente que o espaco-tempo possui uma
estrutura mais geral. Ressalta-se no entanto, que ambos os espacos sdo planos *.

Na forma diferencial, o intervalo é escrito como

ds* = 2dt* — da® — dy? — d2* =1, da"dz”, (13)

e € rebatizado como elemento de linha. O termo 1), denominado métrica de Minkowski, €

definido como

10 0 O
0 -1 0 0
N = (14)
0 0 -1 0
O 0 0 -1

A métrica® (ou tensor métrico) codifica a estrutura de um espacgo-tempo e estd associado a
medida de distancias. Adiante discutiremos espagos-tempo mais gerais, possuindo curvatura. O
tensor métrico desses espacos € mais sofisticado, apresentando componentes que sdao func¢des
das coordenadas espago-temporais, ao contrdro da métrica de Minkowski, cujas componentes
sdo constantes.

A caracteristica fundamental da defini¢do de intervalo € a sua invariincia, isto é, ds’ 2 =
ds?. Esta relacdo assegura que dois observadores em referenciais inerciais distintos chegardo
as mesmas conclusdes a respeito das medidas realizadas em um fendmeno fisico. O espago -
tempo que satisfaz essa condi¢ao perante as transformagdes de Lorentz é denominado espaco de

Minkowski e fornece a geometria da relatividade especial.
2.1.4 Mecanica Relativistica

Os conceitos da mecanica Newtoniana podem ser extendidos a RE e reescritos de acordo
com o formalismo de Minkowski. Para isto, definimos as grandezas dinAmicas em termos do

tempo proprio:

ds?

d7'2 = 5
C

(15)

4
5

Essa discussdo serd retomada na Se¢do 2.2 com mais detalhes quando discutirmos espacos curvos.
E comum tratar os termos métrica e elemento de linha de forma intercambidvel.
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O tempo proprio é aquele medido no referencial da particula em movimento, experimentado
por um observador que se move junto com ela, e possui a propriedade de ser um invariante
de Lorentz, dr* = dr?. Da equacio (15) extraimos o importante resultado conhecido como

dilatag¢do temporal:

dt = vdr, (16)

que estabelece que o observador em repouso sempre medird um intervalo de tempo maior do que
o observador em movimento, visto que > 1. Informalmente, diz-se que o tempo passou mais
devagar para o observador que se move.

A velocidade é um quadrivetor definido como

_dz#

= E :7(07")7 (17)

ut

onde v € a velocidade no espago (x, y, z). O momento linear por sua vez é o quadrivetor

E
p“EmU“Z’y(?p), (18)

onde F € a energia total da particula e p ¢ o momento linear no espaco (z, y, z).

Através de (18) demonstra-se a importante relacdo cinemaética:

E? = p* + m%, (19)

de onde deduzimos a famosa equagao de Einstein:

E = md, (20)

valida para uma particula em repouso e que estabelece a equivaléncia entre massa e energia.

Finalmente, define-se a quadrifor¢ca como

dp* d?a*
=—=m
dr dr?

que pode ser interpretada como a forma relativistica da segunda lei de Newton. Como destacado

jal 21)

anteriormente, a mecanica Newtoniana € um caso limite no regime de baixas velocidades
(u/c — 0). A (21) implica na generaliza¢do do principio de inércia newtoniano: particulas livres

(F* = 0) seguirdo trajetdrias retilineas no espaco de Minkowski.
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A interpretacdo bem-sucedida dos fendmenos fisicos dentro da estrutura métrica de
Minkowski continua sendo fundamental para a fisica contemporanea. Exceto pela gravitacao,

todos os processos e relacdes descritos na fisica ocorrem dentro dessa geometria (Novello, 2023).
2.1.5 Tensor Energia-Momento e a Descri¢cdo da Matéria

Na definicdo do momento relativistico, equacao (18), energia e momento se fundem
naturalmente em um dnico objeto, onde a energia é reconhecida como a componente temporal p°
e 0 momento como a componente espacial p’. Isso ocorre devido a mistura das coordenadas espa-
ciais e temporais pelas transformacdes de Lorentz. Assim, as leis de conservacdo correspondentes
sdo unificadas no espago quadridimensional de Minkowski.

Embora p* seja uma descricdo apropriada para a energia e o momento de uma particula
individual, muitas vezes estamos interessados em sistemas compostos por um grande nimero de
particulas. Em vez de especificar os vetores individuais de cada particula, optamos por descrever
o sistema como um fluido - um meio continuo caracterizado por grandezas macroscopicas como
densidade, pressdo, entropia, viscosidade, entre outras®. Embora o fluido seja composto por
diversas particulas individuais, cada uma com sua propria quadrivelocidade, ele é representado
por um campo de velocidade global (Schutz, 2022).

Entretanto, um tnico campo de velocidade vetorial ndo € suficiente para descrever
a energia e o momento de um fluido; é necessario definir um objeto mais amplo, conhecido
como tensor energia-momento, 7. Este tensor simétrico de segunda ordem codifica todas as
informagdes do sistema de particulas: densidade de energia, tensdes, pressdo, transferéncia de
calor, etc. De modo geral, T*” é definido como o fluxo do quadrimomento p* através de uma
superficie de =¥ constante.

O modelo de fluido perfeito é adequado para descrever diversas situagdes fisicas e
desempenha um papel crucial na cosmologia. Um fluido perfeito € caracterizado apenas por duas
quantidades: densidade de energia p e pressao isotrdpica p, ambas medidas em um referencial

que se move com o fluido. Sua forma geral € (Carroll, 2019)

T = (p+ 5 ) wu” = o, (22)

onde u* = (¢,0,0,0) é o campo de velocidade medido no referencial comével ao fluido.

Essa descricdo deriva da mecénica dos meios continuos, um formalismo que serve de base para a mecanica dos

fluidos, a mecénica dos sélidos e a termodinamica classica.
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Assim, no espaco de Minkowski, o tensor energia-momento do fluido perfeito assume a seguinte

representacdo matricial:

0O p 0 0

TH = ) (23)
0 0 p O
0O 0 0 »p

Além de ser simétrico, 7" possui a notdvel propriedade de conservacdo: matematicamente, sua

divergéncia € nula:

0,T" =0, (24)
onde,
9 (19 9 9 b
On = g = (‘aa—a—ya—) - @5)

Esta expressdo condensa um conjunto de quatro equagdes, uma para cada valor de v. A
equagdo para v = 0, 9,7"° = 0, expressa a conservagéo da energia (equacdo da continuidade).
As outras trés equacdes (v = 1,2,3) refletem a conservagdo do momento nas trés direcdes
espaciais. Dessa forma, a lei de conservacao do tensor energia-momento unifica a equagao da
continuidade e as equagdes de Euler, fundamentais na mecéanica dos fluidos, em uma tnica lei,
através de uma notacido compacta e elegante.

O tensor energia-momento e sua lei de conservagdo podem ser generalizados para
geometrias mais gerais além do espacgo plano de Minkowski. Essa discussao serd retomada na

Secdo 2.2.3 quando discutirmos a teoria da relatividade geral.
2.2 TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

A teoria da relatividade geral (RG) descreve como a presenga de massa e energia curva o
espago - tempo, originando o fendmeno da gravitacdo. Ela reformula a compreensao Newtoniana
da gravidade, substituindo - a por uma descri¢ao geométrica da interacao entre espago-tempo
e matéria. Antes de discutirmos seus detalhes técnicos, vamos abordar as ideias iniciais que
alicercaram sua construgao.

A reformulacdo da gravitacdo surgiu a partir da interpretacdo geométrica que Minkowski

introduziu na relatividade especial, expandindo o conceito de movimento inercial para abranger
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a atracdo gravitacional. Em qualquer estrutura geométrica, a trajetéria de uma particula livre
segue uma geodésica. Einstein postulou que isso deve continuar vdlido mesmo na presenga
da gravidade, implicando em uma mudanc¢a na geometria do espaco-tempo. Dessa forma, a
relatividade geral interpreta a gravitacdo como uma forma de movimento inercial, deixando de
considerd-la como uma forca para vé-la como a propria curvatura do espago-tempo. Ele propds

que, na presenca de um campo gravitacional, o elemento de linha deve apresentar a forma:

ds* = g, dz" dz", (26)

onde g,,,, substitui a métrica de Minkoswki (espaco-tempo plano) por uma estrutura mais geral

(Fabris, Toniato e Velten, 2021).
2.2.1 O Principio da Equivaléncia

O alicerce conceitual que permitiu a constru¢io da RG sob a premissa de espago - tempo
curvo € o principio da equivaléncia (PE), que estabelece que um referencial em queda livre
equivale, localmente, a um referencial inercial onde € vdlida a RE. Esta equivaléncia decorre
diretamente do fato que todos os corpos reagem da mesma forma a um campo gravitacional,
conforme verificado experimentalmente por Galileu, Huygens, Etvos, entre outros (Weinberg,
1972). Neste referencial em queda livre, nenhum experimento da fisica revelard a presenca do
campo gravitacional e um observador sentird como se a gravidade fosse "desligada". Outra
maneira de enunciar o PE € dizendo que um referencial acelerado € indistinguivel de um campo
gravitacional.

Para ilustrar o PE, podemos recorrer ao experimento mental denominado elevador
de Einstein (Figura 2). Imagine um elevador em queda livre sob influéncia de um campo
gravitacional. Dentro deste elevador, um observador experimenta um estado peculiar: a auséncia

aparente de gravidade. Objetos liberados flutuariam
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Figura 2 — Representacao artistica do elevador de Einstein.

Fonte: https://openai.com.

imoveis diante de seus olhos, manifestando a equivaléncia entre as massas inercial e gravitacional.
Tal fendmeno sugere que, internamente, o elevador € um ambiente livre da forca gravitacional.
Este cendrio configura o laboratério em queda livre como um sistema referencial inercial, onde é

valida a relatividade especial.

2.2.2 Dinamica da Particula em um Campo Gravitacional

Para obter a dindmica de uma particula num campo gravitacional, aplicamos o PE.
Considere uma particula em queda livre e um referencial £* que a acompanha. De acordo com o
PE, esse sistema € localmente inercial e nele vale a RE. Assim, a equagdo de movimento nesse

referencial é dada pela (21):

d2 50:
=0
dr?

Considere agora um referencial x# que estd imerso no campo gravitacional, em repouso. Neste

(27)

referencial, a equacdo de movimento €

d?x" dz* dx¥
re = 28
dr? thw dr dr 0, (28)
onde
. ors 62611

w D¢ drror @

¢ a conexdo afim. A (28) é a chamada equagdo da geodésica e sua solugdo, z*, define o caminho

seguido pela particula no espago-tempo. As geodésicas sdo linhas que conectam dois pontos em
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espacos curvos, definindo os caminhos de menor distancia possivel, generalizando os segmentos
de reta do espacgo Euclideano.

Na RG, o espago € considerado, a priori, como sendo Riemanniano 7 (Novello, 2010).
Neste espaco, o tensor métrico € a conexdo afim estdo relacionados através da condi¢do de

metricidade, que estabelece que a derivada covariante da métrica € nula:

Viguw = 0. (30)

Da igualdade anterior, resulta que a conex@o afim coincide com os simbolos de Christoffel de

segundo tipo, isto é:

1 O9ve  O0Goy  Ogu
e =—g" — . 1
((%“ * oxv  0z° G

w = 59

Na geometria Riemanniana, o tensor métrico g,,, contém toda informagao necesséria
para descrevermos a curvatura do espaco-tempo e a conexao afim € o objeto matematico que nos
informa como a curvatura se manifesta (Carroll, 2019). Assim, por inspecdo da (28), concluimos
que sob a Optica do referencial em repouso, a particula descreve uma trajetdria curva. Este
resultado nos mostra, portanto, que a curvatura do espaco-tempo emerge naturalmente da
aplicacao do PE.

No entanto, a aplica¢do do PE nos fornece apenas a equagdo da geodésica e a informacao
de que o espago-tempo € curvo. Para resolvé-la, precisamos conhecer o tensor métrico g, na sua
forma explicita, ou seja, a dindmica da particula serd obtida ao inserirmos as fungdes g,,,,(z*) na
equacao diferencial (28). Para obter a métrica, necessitamos de um novo conjunto de equagdes,
as chamadas equagdes de campo de Einstein, que relacionam a curvatura do espago-tempo com
o seu contetido de matéria e energia, fontes do campo gravitacional.

O paradigma estabelecido pela RG nos leva a abandonar a interpretacdo da gravidade
como uma forca, percebendo-a como a manifestagdo da geometria curva do espago-tempo
(Figura 3). Os corpos em movimento seguem trajetdrias definidas pela curvatura local, que €
influenciada pela distribui¢do de massa e energia. Conforme expresso pelo grande fisico tedrico

John Wheeler: "a massa diz ao espago como se curvar, € o espaco diz a massa como se mover’.

7 Existem teorias da gravitagio que levam em conta outras geometrias, mas nio sdo implementadas no presente

trabalho.
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Figura 3 — Paradigmas da Gravitacio: (a) no paradigma Newtoniano, a gravidade é uma forca que mantém
os planetas em érbita e, (b) no paradigma Einsteiniano, a gravidade é a curvatura do espaco-tempo.
As orbitas sdo as geodésicas definidas no espaco curvo, solucoes da equacao (28).

Orbita

Forca da
Gravidade

(a)

)

Fonte: LIMA, Vania. A Gravidade de Newton e de Einstein. Disponivel em:
http://www.vanialima.blog.br/2013/05/a-gravidade-de-newton-e-einstein.html.

2.2.3 O Principio da Covariancia Geral

O principio da covariancia geral (PCG) fornece um meio de implementar o PE em
qualquer sistema fisico. Utilizando o PCG, podemos derivar as equag¢des de campo de uma teoria
na RG desde que essas equacdes sejam conhecidas na RE (Weinberg, 1972). O procedimento
consiste em substituir a métrica plana de Minkowski pela métrica geral, 7,3 — g, as derivadas
parciais pelas derivadas covariantes, d, — V, e o grupo de Lorentz pelo grupo de transformacdes
gerais de coordenadas.

Para ilustrar o uso do PCG, consideremos como exemplo o tensor energia-momento
de um fluido perfeito, discutido na Secdo 2.1.5. Em espacos curvos, a defini¢cao (22) assume a

forma:

T = (p + %) utu” — pg"”, (32)
c
e sua representacdo matricial depende explicitamente da métrica g,,. A lei de conservacio

expressa pela (24), no espaco de Minkowski, € reescrita em espagos curvos como

VI = 8,T" + T4, T + T}, T = 0. (33)

Observamos que a aplicacdo do PCG naturalmente introduz o tensor métrico g, €
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a conexao afim Ffw em uma lei fisica, representando os campos gravitacionais. Fisicamente,
isso significa que trajetorias, fluxos e taxas de variagdo de grandezas relativas ao fluido devem
satisfazer relacdes que levam em conta a curvatura do espaco-tempo (Fabris, Toniato e Velten,

2021).
2.2.4 Curvatura

Como a RG se desenvolve a partir do conceito de curvatura, é necessario discutir os
aspectos matematicos da descricdo geométrica do espago-tempo. Uma quantidade fundamental
nessa discussao € o tensor de Riemann,

R, = 9,0, — a0, + 5,17, —T5I7. (34)
Note que o tensor de Riemman € construido a partir de combinacaoes da métrica e de suas
derivadas primeira e segunda. A principal aplicacdo deste tensor € verificar se um espaco € curvo:
dada uma métrica qualquer g,,,,, uma simples inspec¢@o de seus componentes ndo € suficiente, na
maioria das vezes, para determinar se tal espaco € curvo. Se todas as componentes do tensor de
Riemman forem nulos, o espago € plano, caracterizando a auséncia de gravidade.

O tensor de Riemman covariante € obtido abaixando-se o indice contravariante:

R}\}U/N = g)\pRpuy,‘{7 (35)

de onde se obtém

R VK -
An oxrcoxt  OJzrdxr  OxvOxt  Ox¥Oz?

A partir da forma covariante (36), podemos deduzir as seguintes propriedades, bastante tteis na

1 82 v 82 v 82 K 82 K
5( 5 I + o )+9n0(FZAFZn_FZ/\FZV) (36)

constru¢do das equacdes de Einstein:

¢ Simetria

R)\,LLI/H = Rumku (37)

¢ Anti-Simetria

R)\,uz/n = _R;Mwi = _R>\,LLKZI = R,u)\m/ (38)
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¢ Ciclicidade

R)x/um + R)xnuu + R)xun,u =0 (39)

O tensor de Riemman em quatro dimensdes possui 256 componentes (4*). No entanto,
devido as propriedades (37), (38) e (39), o nimero de componentes independentes e ndo-nulas €
reduzido para 20 no caso geral.

A partir do tensor de Riemman covariante, podemos construir outros objetos matemati-

cos fundamentais para a RG. O primeiro deles € o tensor de Ricci:

Ruw = 0" Ry = R, (40)

m

Este tensor € a tinica quantidade covariante que pode ser construida a partir da métrica e suas
derivadas primeiras e segundas. Este resultado foi demonstrado por Marcel Grossmann, camarada
e colaborador de Einstein, no famoso artigo Entwurf (Esboco) de 1913 e teve importancia
capital na obten¢do das equacdes de campo. A simetria do tensor de Riemann (37) implica na
simetria do tensor de Ricci:

Ry = Ry, 1)

de onde concluimos que este tltimo possui 10 componentes independentes.

Finalmente, define-se o escalar de curvatura como a contragdo do tensor de Ricci:
R=g" Ry, (42)

grandeza associada a curvatura gaussiana. O escalar de curvatura associa a cada ponto do
espaco-tempo um numero real, caracterizando sua curvatura intrinseca naquele ponto.

Outro importante resultado da geometria diferencial sdo as chamadas identidades de
Bianchi. A derivada covariante do tensor de Riemann (36) calculada em um ponto de um sistema
de coordenadas localmente inercial resulta em:

l 0 829/\V . azguu . 829)\5 829un
20z \ QxrOxrt  Oxx0x>  OxvOx+  OzxvOx> )

vn R)\,uz/n = (43)

Através da permutacgdo ciclica dos indices v, k e 7, obtemos as identidades citadas:

vnR)\,uw-e + VKR/\/,mV =+ VI/R)\MK’I] = 0. (44)
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2.2.5 Equacdes de Campo de Einstein

Einstein iniciou a formulacao de suas equacdes de campo a partir da conhecida lei da

gravitacdo universal de Newton, expressa na forma diferencial pela equagao de Poisson:

V2¢ = 47Gp, (45)

onde ¢ representa o potencial gravitacional, G € a constante gravitacional e p é a densidade
de massa da fonte de gravitacdo. A teoria Newtoniana descreve com precisdo muitos sistemas
gravitacionais, e seu sucesso nao pode ser ignorado, tornando-a um caso particular de uma nova
teoria mais abrangente.

Segundo a interpretagdo geométrica de Einstein, o tensor métrico g, representa a
curvatura e desempenha um papel andlogo ao potencial newtoniano ¢, enquanto as fontes de
gravitacdo sdo representadas pelo tensor energia-momento. Portanto, um palpite inicial seria
considerar que a nova equagdo deve conter as derivadas primeiras e segundas da métrica no lado

esquerdo e as fontes de gravitacdo, representadas por 7;

uv» 0 lado direito. Um prot6tipo dessa

equagao seria:

G = KTy, (46)

onde x € uma constante. Determinar o tensor GG, foi um desafio significativo. A abordagem
adotada foi analisar o lado direito de (46): o tensor energia-momento deve obedecer a lei de
conservacdo V, 7" = 0. Consequentemente, o lado esquerdo da equagdo também deve ter
divergéncia covariante nula, isto &, V,G*" = 0.

Conforme discutido na Secdo 2.2.4, o tensor de Ricci, R,,,, é a inica grandeza covariante

na
que pode ser escrita em termos da métrica e suas derivadas primeira e segunda, atendendo a

exigéncia de G,,,. Se contrairmos a (44), primeiramente com g’\”, depois com g"", obtemos

V.(2R; — 85R) =0, @7)

conhecidas como identidades contraidas de Bianchi. Assim, o termo entre parénteses se apresenta
como um bom candidato para G . Contraindo novamente a (47) com g,,,. € multiplicando por

1/2 resulta:

1
Vi (RW — §gm,R) =0, (48)



29

de onde definimos

1
G/u/ = Rp,u - §g,u,l/Ra (49)

historicamente conhecido como tensor de Einstein.
Finalmente, podemos expressar as equacdes da RG. A constante de proporcionalidade
k na (46) é obtida via aproximacdo de campos fracos, estabelecendo o limite Newtoniano da
teoria, de onde resulta x = 87G/c*.
Portanto, as equagdes que determinam a dinamica do campo gravitacional na teoria da
relatividade geral sdao
1 8rG

Rul/ - EguuR = 7Tuua (50)

denominadas equagdes de campo de Einstein.
A condi¢do de metricidade (30) nos permite adicionar o termo Ag,,,, com A constante,
nas equagdes de campo, mantendo a divergéncia nula, resultando:
8rG

1
R,uzz - §gw/R - Ag,ul/ = ?Tuua (51)

Estas sdo as equagdes mais gerais que se pode obter num espaco-tempo de quatro dimensdes
descrevendo a gravitagdo. A constante A é a chamada constante cosmoldgica, introduzida por
Einstein posteriormente, em 1917, e desempenha um papel importante na cosmologia moderna.

Seu significado serd discutido na Secao 3.4.
2.2.6 A Acido de Einstein-Hilbert
As equacdes de campo de Einstein podem ser obtidas a partir do principo variacional,

através da agio de Einstein-Hilbert®:

CS

_ 4 — _
S_/dxvg< 167G

onde g é o determinante da métrica e £, € a densidade de lagrangiana representando o campo

R+1Q0, (52)
C

de matéria.

8 David Hilbert, um dos matematicos mais influentes do século XX, teve um papel significativo no desenvolvimento

da relatividade geral. Embora as contribui¢des de Hilbert e Einstein tenham ocorrido quase simultaneamente, a
visdo de Hilbert focou-se mais na formalizacdo matemadtica, enquanto Einstein estava centrado nos aspectos
fisicos da teoria.
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O principio da minima ac¢do estabelece que a dindmica de um sistema fisico é determi-
nada pela variac¢do da acdo (Lemos, 2013). Dessa forma, ao realizarmos variagcdes arbitrarias no
tensor métrico, as equagdes que regem a dinamica do espagco-tempo podem ser derivadas a partir

do principio variacional:

05 = 0. (53)
O

Para simplificar os calculos, podemos decompor a (52) como

S =98;+ Sn, (54)

onde,

03

/ d*z/—gR, Sy = E / d*z/—gLm, (55)
167G c

sdo as acdes do setor gravitacional e do campo de matéria, respectivamente.

S, = —

Acao do Setor Gravitacional

Facamos, primeiramente, a variagao da acao do campo gravitacional:

C3

"% = "6 / d'z [5(V=9)R + V=95(Rug")] (56)

onde foram aplicadas a regra de Leibniz e a deflini¢do R = R, g"”. Aplicando novamente a

regra de Leibniz no segundo termo entre colchetes resulta:

3

c 1
0% = oG / &' (V ~9Ruw09" = 5V =gRguwog™ + —99“”53“”) - OD

onde substituimos o resultado da variagao do determinante da métrica:

|
0 (V=9) = —5v/=99u09"" (58)

Podemos reescrever a (57) da seguinte forma:

3 03

_ C 4 — _1 wo 4 v
5S, = 167TG/alac\/ Q(Rw ZRQW) dg 167rG/dW 99" 0Ry,.  (59)
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Calculemos agora a variacdo do tensor de Ricci, 0[7,,. Das defini¢des (34) e (40),

obtemos:

Embora as conexdes ndo se comportem como tensores, suas variagdes 01", obedecem as regras
de transformacdes tensoriais (d’Inverno, 1992). Assim, a igualdade anterior pode ser identificada

como a diferencga entre as derivadas covariantes das variagdes das conexdes afim:

0R,, = V,(0T),) — VA(6T),). (61)

Agora, podemos reescrever a integral do segundo termo da (59) da seguinte forma:

/ d*z\/—gg" SR, = / d'z/=gg" [V, (6T),) — VA(6T),)] - (62)
Da condi¢do de metricidade, V,, g, = 0, podemos mover o termo /—gg"” para dentro da

derivada covariante:

/ d'r/—gg" R, = / d'z [V, (vV/=g9"6T),) — Va(v/=g9"0T,)] - (63)

Por conveniéncia, operamos uma troca de indices (v — A) no primeiro termo entre colchetes, de

tal forma que:

/ d'z/—gg" R, = / d'zVy [V=g9"*(0T%,) — vV/=99" (6T,)] . (64)

Na expressdo anterior, os dois termos entre colchetes sdo densidades tensorias de
peso um. Uma propriedade notdvel destes objetos matemaéticos, € que eles possuem a derivada

covariante igual a derivada ordindria’ (d’Inverno, 1992):

VT =0, T (65)

Em posse desta propriedade, podemos aplicar o teorema de Gauss para transformar a

integral de volume na (64) em uma integral de superficie:

°  Essa propriedade é vilida somente para conexdes simétricas. No caso de conexdes nio simétricas, o espago-tempo

possui tor¢do e a relacio (2.65) ndo se aplica.
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/ d*z Vy [V=gg"(0T%,) — v/—g9" (6T,)] = f{ o [V=99"(01%,) — v/ —g9" (6T,)] -
(66)
De acordo com o principio variacional, nas fronteiras de integracdo, as variagOes da

conexdo sdo nulas: 6T}, = 0. Consequentemente,

S, V=90 6TL,) — V=99 (6T),)] =0 ©7)

Levando este resultado em (59), obtemos para a variagdo do campo gravitacional:

03 4 1 iz
05, = 60 /d T/ —g (RW — §ng,> ogh”. (68)

Acao da Matéria

Variando-se a agdo do campo de matéria com relagdo a métrica (6.5,,/9¢,. ), obtemos:

5Sm = % / d*z 5(v/—g L) (69)

O tensor energia-momento pode ser escrito como a derivada funcional da a¢ao da matéria com

relacdo a métrica (Weinberg, 1972):

2 §(/gLw)
Tow = == (70)

resultando para a (69):

_ ! / o/ =gT 0 5g" (71)

Acao Total
Finalmente, podemos aplicar o principio da minima a¢do e obter as equacdes de campo

de Einstein. De (68) e (71), resulta:
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%Tw) Sgt . (72)

ct

o 4 1

As variacOes na métrica sdo arbitrdrias. Assim, ao aplicar o principio da minima a¢do, obtemos:

1 TG

Ruu - 2Rguu = 7Tuua (73)

que sdo as mesmas equacoes apresentadas na Secdo 2.2.5.

As equacdes de campo com constante cosmoldgica podem ser derivadas a partir da acio

]‘ 4
o [ dovEaR = 20), (74)

utilizando o mesmo procedimento descrito nesta Secao.

S, =

A formulagdo variacional € essencial para a fisica tedrica, pois possibilita o desenvolvi-
mento de novos modelos e teorias ao incorporar na acdo de Einstein-Hilbert termos adicionais
que representam outras interagdes fundamentais ou campos. O procedimento aqui descrito serd

empregado novamente no Capitulo 4, onde desenvolveremos o nosso modelo cosmoldgico.
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3 COSMOLOGIA

A cosmologia é o ramo da fisica que estuda a origem, estrutura, evolucao e eventual
destino do universo. Diferente de outras ci€ncias, a cosmologia abrange o estudo de fendmenos
em uma escala extremamente ampla, buscando entender o comportamento do universo em sua
totalidade. Suas raizes remontam as primeiras civilizagdes que tentavam explicar a natureza do
céu e da terra, recorrendo, em sua maioria, a divindades e mitos de criagdo. A cosmologia renasce
como ciéncia em 1917, quando Albert Einstein aplica sua recém criada teoria da relatividade

geral no universo como um todo, obtendo o primeiro modelo cosmoldgico da historia.

3.1 O PRINCIPIO COSMOLOGICO

A constru¢do de uma teoria que descreva o universo como um todo é baseada no
principio cosmolégico (PC), que estabelece que o universo € homogéneo e isotropico em
grandes escalas. Dados observacionais indicam que, se considerarmos um cubo com arestas de
200 Mpc !, seu contetido médio serd aproximadamente o mesmo, independentemente de sua
localizacdo. Além disso, o universo parece idéntico em todas as direcdes: o numero de galaxias é
aproximadamente o mesmo em qualquer direcao que observamos no céu (Figura 4).

O PC traz implicacdes significativas. Primeiramente, ele sugere que o universo nao
possui bordas, pois isso contradiz a hipétese de homogeneidade. Além disso, o universo nao tem
um centro, ja que suas propriedades sdo uniformes em todas as direcdes. Se houvesse um centro,
0 universo ndo seria isotrépico. Dessa forma, o PC amplia o principio copernicano para escalas

cOsmicas.

3.2 A EXPANSAO DO UNIVERSO E A LEI DE HUBBLE-LEMAITRE

A descoberta da expansio do universo foi uma das maiores revolu¢des na cosmologia do
século XX. Até o inicio do século passado, acreditava-se que o universo era estatico e imutdvel.
Com suas observagoes no telescopio do Observatdrio de Monte Wilson, Edwin Hubble constatou
que as galdxias estdo se afastando da Terra e que a velocidade desse afastamento € proporcional

a sua distancia, formulando a lei de Hubble. Essas descobertas forneceram evidéncias cruciais

' O parsec (pc) é uma unidade de distdncia utilizada em astronomia. 1 Mpc é equivalente a 3,26 milhdes de

anos-luz (3,08.102 metros).
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Figura 4 — Mapa da distribuicao de galaxias do Sloan Digital Sky Survey (SDSS): Este grafico revela a
distribuicdo em larga escala de galaxias no universo observavel, baseada nos dados coletados pelo
SDSS. A Terra esta no centro, e cada ponto representa uma galaxia. As galaxias sio coloridas de
acordo com as idades de suas estrelas, sendo que os pontos mais avermelhados correspondem a
galaxias formadas por estrelas mais antigas. O circulo externo possui um raio de dois bilhées de
anos-luz, equivalente a 613,2 Mpc.

Fonte: Adaptado de Russell (2013).

de que o universo estd se expandindo, mudando radicalmente nossa compreensao do cosmos e
pavimentando o caminho para a teoria do Big Bang.

Para descrever esse fendmeno, é conveniente parametrizar a expansao em termos do
fator de escala césmico, a(t). Podemos imaginar uma malha no espago que se expande com o
tempo, como ilustrado na Figura 5. Os pontos na malha representam as galdxias, mantendo suas
coordenadas fixas, de modo que a distancia comdvel entre dois pontos permanece constante,
enquanto a distancia fisica € proporcional ao fator de escala e evolui com o tempo.

Assim, a distincia fisica ¢ entre dois objetos em um determinado instante pode ser
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Figura 5 — Fator de escala: A distancia comével entre os pontos x; e o> na malha permanece constante
conforme o universo expande. Contudo, a distancia fisica é proporcional ao fator de escala, que
aumenta com o tempo.

ty: to > 11 : ty3 > to:
T T2 T T2 T T2
—
a(t1)
—
a(t2)

a(ts)
Fonte: Adaptado de Dodelson (2020).

expressa como:

ry = a(t)ro, (75)

onde 7o € uma distancia fixada num instante ¢,. Por conveniéncia, definimos ¢, como o tempo

presente, estabelecendo o fator de escala atual como unitario:

ap = a(ty) = 1. (76)

Calculando a derivada temporal de (75) obtemos a velocidade de expansao:

vf = @"“f = H(t)ry, (77)

onde H (t) é o pardmetro de Hubble, que representa a taxa de expansio do universo:

a(t)
H(t) m. (78)
A equacdo (77) € a famosa lei de Hubble, publicada em 1929 com base em observacdes astrondmi-
cas. Recentemente, descobriu-se que Georges Lemaitre havia derivado essa relacio teoricamente
jadem 1927. Por isso, a Lei de Hubble foi renomeada para incluir Lemaitre, reconhecendo sua
contribuicdo. Como consequécia da homogeneidade e isotropia, a taxa de expansao do universo
depende apenas do tempo. Assim, toda a informacao sobre a geometria do universo estd contida
na fun¢do a(t) (Graef, 2023).

Outro parametro de interesse no estudo da cosmologia € o desvio para o vermelho, ou

redshift. As observagdes astrondmicas se baseiam na detecc¢ao da luz emitida pelos objetos em
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estudo e, como, constatado por Hubble, estes objetos estio se afastando de nds. Conforme um

foton viaja pelo espaco, seu comprimento de onda € influenciado pela expansao do universo.

Este fendmeno € ilustrado na Figura 6.

Figura 6 — Conceito de redshift: 4 medida que o universo se expande, o espaco entre as galaxias aumenta
e a luz que viaja por esse espaco é "esticada'', ou seja, seu comprimento de onda aumenta. O
fenémeno é uma evidéncia direta da expansao do universo desde o Big Bang.

WHAT IS
COSMOLOGICAL REDSHIFT?

WHEN SPACE EXPANDS, LIGHT STRETCHES

Since the big bang, the physical space of the universe has been expanding.
Stars and galaxies maintain their size, but the space between them grows.

THE BIG BANG

3

N

1 Wavelength

1 Wavelength

L — 1§

INCREASING WAVELENGTH

1 Wavelength

As light travels through expanding space, it is stretched to longer wavelengths.

REDDER THAN RED

The longest visible wavelength is red.
Beyond red are longer wavelengths that we can't see, starting with infrared.

When light is stretched by the expansion of space, we say that it is redshifted—
from its originally emitted wavelength to a longer, redder one.

Fonte:
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Sejam A\, o comprimento de onda no instante da emissdo pela fonte e A\, o comprimento de onda
observado em um laboratério terrestre. Demonstra-se que:
Ao a(t,)

z:A_e_l:a(te)_l' (79)

Este resultado nos mostra que o comprimento de onda da luz aumenta conforme o universo

expande, em propor¢do direta. Por exemplo, suponha que o comprimento de onda foi duplicado,
ou seja, z = 1. A equagdo (79) nos diz que no instante da emissdo, o universo tinha a metade do
tamanho atual.

Utilizando a normalizagdo (76), podemos redefinir o redshift para qualquer momento

de emissdo, a(t.) = a(t), como:

B 1
o241

a(t)

Esta equacao vincula diretamente o redshift ao fator de escala, permitindo que ele seja usado

(80)

para medir distancias no universo. De fato, grande parte dos dados cosmdlogicos é apresentada e

analisada utilizando este parametro.
3.3 EQUACOES DE FRIEDMANN

A formulagdo de uma teoria que descreva o universo em sua totalidade exige, além
da aplicacdo do PC, a adocao da hipdtese de que a gravitacao € a tnica interacdo dominante
em escalas cosmicas. Dentre as quatro forcas fundamentais conhecidas, apenas a gravitacao
e o eletromagnetismo possuem longo alcance. No entanto, como a carga elétrica total do uni-
verso € aproximadamente nula, a interacio eletromagnética torna-se desprezivel nessas escalas
(Schneider, 2006).

E natural, portanto, que a RG seja o formalismo apropriado para descrever a dinimica
do cosmos. Representando o contetido material do universo através do tensor energia-momento
de um fluido perfeito, a solucio das equacdes de campo de Einstein nos fornece a dinamica do
espaco-tempo em grandes escalas.

Uma vez definido o tensor energia-momento, € necessario determinar a métrica para
resolver as equacgdes de campo. Os trabalhos de Friedmann, Lemaitre, Robertson e Walker

demonstraram que a tnica métrica que representa um espaco-tempo homogéneo e isotropico em
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expansio é descrita, em coordenadas esféricas, pela equagio %:

dr?

2 2 2

+ r2d6? + r?sin?0 dgb2) , &

denominada métrica FLRW, em homenagem aos pesquisadores mencionados. A coordenada
temporal, ¢, representa o tempo cosmolégico, medido por um observador que v€ o universo se
expandindo ao seu redor. As coordenadas espaciais (, 6, ¢) sdo as coordenadas comdveis que
acompanham o movimento do fluido césmico.

A métrica FLRW define trés possiveis geometrias para o espaco tridimensional,
dependendo da constante de curvatura® k. Para k =0, o universo possui uma se¢io tri-espacial
plana, caracterizando-o como Euclideano. Quando k>0, o espaco tem curvatura positiva e
sua geometria é fechada. A curvatura negativa, definida por £<0, configura uma geometria
aberta, também chamada de hiperbdlica, semelhante a uma sela. A Figura 7 ilustra exemplos de
geometrias para os diferentes valores possiveis de k. Vale ressaltar que essas figuras sdo apenas
representacdes visuais simplificadas, utilizando superficies bidimensionais cuja curvatura se
manifesta em uma terceira dimensdo. Como mencionado anteriormente, o espago-tempo possui

quatro dimensdes, sendo impossivel representd-lo graficamente de forma completa.

Figura 7 — Geometrias possiveis para a métrica FLRW: os exemplos (b) e (d) apresentam geometria plana. As
figuras (a) e (c) sao exemplos de geometrias aberta e fechada, respectivamente. O toro, representado
pela figura (e) possui duas curvaturas distintas: negativa no lado interno e positiva no lado externo.

(d)

(a)

Fonte: Adaptado de Gastao (2021).

Tendo em maos a métrica FLRW, calculamos a conex@o afim, cujas componentes

nao-nulas sdo:

2
3

Daqui em diante serd adotado o sistema de unidades no qual ¢ = 1.
Mais especificamente, a constante k representa a curvatura Gaussiana de uma variedade geométrica.
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aa

Y = Tt 9, = aar®, T9; = aar®sin®6, (82a)
Tor =T = g 0= % (82b)
[y = —(1—krY)r, T3 =—(1—kr?*)rsin®6, (82c)
2, =T = g 2, =_3 = % 2, = —sin®f cos? 0, (82d)
g, =135, = g s, =13 = % IS, =13, = cot. (82e)

Obtemos entdo as componentes ndo-nulas do tensor de Ricci:

Roo = —32, (83a)
a

Rii = (ad + 24° + 2k)vi, (83b)
onde, 711 = 1/(1 — kr?), 792 = 7% e 3 = 72 sin? §. O escalar de curvatura é dado por:

(ad + a* + k)
a2

R=—6 : (84)

Escrevemos agora o tensor energia-momento do fluido perfeito em coordenadas co-
moveis, onde a quadrivelocidade é dada por u* = (1,0,0,0) e a normalizagdo é definida como

u,ut = 1. Nesse sistema, a representagdo matricial assume a seguinte forma:

b 0 0 0
0 —p 0 0

T = b , (85)
0 0 —p 0
00 0 —p

quando escrito na forma de tensor misto.
Inserindo as relacdes (83), (84) e (85) nas equacdes de campo de Einstein (50), obtemos

para a componente temporal:

N2
a TG k
(5) =5k (86

denominada equacao de Friedmann. As componentes espaciais por sua vez, se reduzem a uma

Unica equagao,
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a A7
o= —T(P+3p), (87)

denominada equagdo da aceleracdo.

As equacgdes (86) e (87), conhecidas como equacdes de Friedmann, descrevem a di-
namica de um cosmos homogéneo e isotropico, servindo de base para a maioria dos modelos
cosmoldgicos. Quando o conteido material do universo € especificado, obtém-se as relagdes
funcionais entre densidade e pressao e o lado direito das equagdes fica definido. A solucdo dessas
equagdes determina a evolucdo temporal do fator de escala a(t), descrevendo como o espago se

expande ao longo do tempo.
3.3.1 Parametros Cosmoldgicos

Densidade Critica
A geometria do universo estd diretamente relacionada ao seu conteudo de matéria,
conforme previsto pela RG. Define-se a densidade critica como sendo aquela que torna o

universo plano (k = 0). Da equac¢do de Friedmann, obtemos:

3H?(t)
SrG

Os dados observacionais indicam que nos dias de hoje, Hy ~ 70 km/s/Mpc, resultando numa

pe(t) (88)

densidade critica da ordem de 10~2% kg/m?, equivalente a cinco 4tomos de hidrogénio por metro

cubico. Conforme veremos adiante, esta é a densidade atual do universo.

Parametro de Densidade
Podemos tomar a densidade critica como uma escala de densidade do universo e

definimos assim, o parametro de densidade:

p(t)
Qt) = ) 89
Combinando as (88) e (89), obtemos:
Q=1+ L (90)
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de onde deduzimos as trés possibilidades de geometria do universo em fun¢do do parametro de

densidade:

i. se 2 =1, k = 0 e o universo € plano;
ii. se 2 > 1, k£ > 0 e o universo ¢é fechado;
iii. se 2 < 1, k < 0 e o universo € aberto.

Parametro de Desaceleracao
O universo ndo se expande uniformemente; sua taxa de expansdo, H (t), varia com
tempo. E conveniente definir um pardmetro que expresse a expansdo césmica como um ndmero

adimensional, viabilizando a andlise de dados cosmolégicos. Definimos essa quantidade como:

=——. O

O sinal negativo é um vestigio da época em que acreditava-se que a expansao do universo era
desacelerada durante toda a sua historia, implicando em valores positivos para o pardmetro
de desaceleragdo. Como veremos na Sec¢do 3.4, o universo estd passando por uma expansao
acelerada hé pelo menos 3,5 bilhdes de anos e consequentemente, o parametro de desaceleracao

¢ negativo desde entdo.
3.3.2 O Conteddo Material do Universo

Em cosmologia, o contetido material do universo é modelado como um fluido perfeito.
Dessa forma, estrelas, galdxias, aglomerados de galdxias, dentre outras estruturas sao descritas
como as particulas que compdem o fluido césmico. Este por sua vez, € tratado como um meio
continuo, caracterizado pelas suas propriedades termodinamicas. Por se tratar de um fluido
perfeito, seu comportamento € descrito de forma completa pela densidade e pressao.

Da lei de conservagdo do tensor energia-momento,

VI = 9,T" + T4 TV +T%,T" =0, (92)

obtemos a equacdo diferencial

4
p+ 35(0 +p) =0, (93)
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onde foram usadas as conexdes dadas pelas (82). Para integrar a (93), necessitamos de uma nova

equacao independente. Tomamos entao a equacao de estado barotrdpica,

p = wp, (94)

sendo w uma constante caracteristica do fluido. Combinando as (93) e (94), obtemos a evolucao

da densidade em funcao do fator de escala:

plt) =~ ©5)

q3(1+w)’
onde p, = p(t,) é a densidade em um tempo ¢, arbitrario.

O conteudo material do universo € constituido de diferentes tipos de particulas e campos,
de tal forma que o fluido c6smico pode ser modelado como sendo composto de varios fluidos
distintos que ndo interagem entre si. Dessa forma, cada fluido satisfaz uma lei de conservagao
independente e possui sua propria equacdo de estado, sendo caracterizado pelo parametro
w. Podemos entdo reescrever a densidade do universo como a soma das densidades de seus

contituintes,

Po,i
) =D =iy (96)

(2

com o indice ¢ rotulando cada constituinte especifico.

Conforme discutido por Carroll (2019), desde a publicacao da relatividade especial,
matéria e energia sdo conceitos equivalentes, conforme expressa a equagio £ = mc?. Assim, ao
mencionarmos densidade, estaremos nos referindo a densidade de energia, como é usual nos

estudos de cosmologia

Matéria Barionica (w=0)

Praticamente toda a matéria que encontramos e experimentamos na nossa vida cotidiana
€ baridnica, composta essencialmente por protons, néutrons e elétrons. A rigor, o elétron é um
Iépton, e ndo um bdrion. No entanto, sua massa € tdo pequena em comparacao com os protons
e néutrons que para estudos cosmoldgicos podemos trita-lo com barion e descrevé-lo com
a mesma equacao de estado. Esses constituintes formam a maior parte da matéria visivel no
universo e compdem os elementos da tabela periddica. Considera-se que a matéria baridnica €

nao relativistica (baixas velocidades), ndo interagente e nao exerce pressdo. A maior parte das
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galdxias estdo muito distantes umas das outras, interagindo apenas gravitacionalmente, o que
assegura essa hipdtese como bastante razoavel.
Portanto, a evolu¢do da densidade da matéria baridnica € obtida definindo-se w = 0 em

(95), de modo que

p(t) = a’jf’(’;’)- (97)

Podemos expressd-la também em termos do redshift, usando para isso a defini¢ao (80):

oo(2) = pop(1 + 2)°. (98)

Radiacao (w=1/3)
O universo é permeado de radiacdo eletromagnética. Da mecanica estatistica, podemos

modelar esse constituinte como um gas de fétons, com pressao e densidade,

p, = nkgT, pr = 3nkpT/c?, (99)

respectivamente. Dessas relagdes, obtemos w = 1/3 e a evolugdo da densidade é dada por:

m®=4@, (100)

expressa em fun¢do do tempo, e

pr(2) = por(1+ 2)4, (101)

em termos do redshift.
A densidade de radiacdo € calculada com mais precisdo se levarmos em conta os graus

de liberdade efetivos das particulas, através da func@o g.(z):

9+(2)

2%@+ﬁﬂ (102)

pr(z) =

2 para z < 1000,
gx(2) = (103)
3,36 para z > 1000.
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O intervalo z < 1000 diz respeito a época em que os fétons dominavam o contetido energético
do universo. Para z > 1000, leva-se em conta que os neutrinos relativisticos sdo dominantes

(Ross, 2003).

Matéria Escura (w=0)

A maior parte da matéria no universo € escura, existindo na forma de material invisivel
detectado apenas através de seus efeitos gravitacionais em galdxias e aglomerados de galdxias.
Atualmente, ndo sabemos exatamente o que € a matéria escura, apenas que ela estd presente. As
galdxias podem conter até 10 vezes mais matéria escura do que matéria baridnica, e esse nimero
€ ainda maior para os aglomerados de galdxias, onde cerca de 95% da massa € invisivel.

A matéria escura pode ser descrita com a mesma equacao de estado da matéria baridnica,

resultando portanto:

pO me
me t) = 7—7 104
Prme(t) o (1) (104)
em fungdo do tempo e,
pme<z) = po7m5(1 + Z)Sa (105)

em fungdo do redshift. Sendo assim, podemos representar o dois tipos de matéria com uma unica

equacdo de estado:

Po,m
m = me — y , 106
Pm = pp+ P (1) (106)

onde o subscrito m denota a combinacao dos dois constituintes distintos.
3.4 A EXPANSAO ACELERADA DO UNIVERSO - ENERGIA ESCURA

Combinando as equagdes (87) e (96), obtemos:

a e
= TN A 3w 107
L= TS+ B (107

i
A equacdo acima indica que, se o universo fosse composto apenas de matéria (w,, = 0) e radiag@o
(w, = 1/3), a expansdo cosmica seria desacelerada. Isso é bastante razodvel, considerando que a

gravitacdo € a unica interagdo que se manifesta em grandes escalas e sua natureza é unicamente

atrativa. Dessa forma, ela desacelera o movimento relativo entre galéxias e outras estruturas.
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Por décadas, a ideia de uma expansao desacelerada foi o paradigma cosmoldgico
predominante, sem evidéncias observacionais ou tedricas que sugerissem o contrario. No entanto,
em 1998, dois grupos de astronomos anunciaram, com base em estudos independentes sobre o
brilho de supernovas do tipo Ia distantes, que o universo estd, na verdade, passando por uma
expansdo acelerada *. Essa descoberta constitui um dos maiores achados da ciéncia moderna,
rendendo aos cientistas responsaveis pelas observagdes, o Prémio Nobel de Fisica de 2011 e
revolucionando nossa compreensdo do cosmos. Nos anos seguintes, as observacdes da Radiacdo
Coésmica de Fundo (CMB), Oscilagdes Actsticas de Barions (BAO), lentes gravitacionais e
estruturas de grande escala do universo contribuiram para estabelecer a expansao acelerada como
um novo paradigma cosmolégico.

A pergunta natural que se colocou em seguida foi: o que estd causando essa aceleragdo?
Ao longo dos anos, diferentes hipéteses surgiram. As mais simples postulam a existéncia de
fluidos c6smicos com propriedades exdticas, capazes de contrabalancear a atracao gravitacional,
gerando um efeito repulsivo, afastando as galdxias umas das outras. Propostas mais sofisticadas
argumentam que a teoria da relatividade geral ndo € capaz de caracterizar adequadamente a
dinamica do universo em grandes escalas, necessitando de uma reformulacao (Carroll et al.,
2004). Essa abordagem considera que a expansao acelerada deve ser o resultado natural de
uma teoria da gravitacdo mais abrangente, sem recorrer a novos constituintes do fluido césmico.
Independentemente da abordagem adotada, o agente responsavel pela expansao acelerada ficou
conhecido como energia escura.

No contexto das equacOes de Friedmann, por inspecdo da (107), a aceleragdo pode ser

reproduzida ao introduzirmos um fluido que atenda as seguintes condi¢des:

i. sua equacdo de estado deve satisfazer 1 + 3w; < 0;

ii. deve ser dominante sobre a matéria e a radiacao.

Consequentemente, esse fluido deve possuir pressdo negativa (w < —1/3), que denominamos
energia escura, nome que reflete sua caracteristica exotica e desconhecida.

O problema da energia escura constitui uma das maiores dreas de pesquisa da cos-
mologia moderna. Na literatura sdo encontrados muitos modelos, incorporando os resultados

da fisica de particulas, teoria das cordas, teorias alternativas da gravitagdo, entre outras areas.

4 E importante destacar que durante a maior parte de sua histéria, o universo expandiu-se de forma desacelerada,

até que, ha aproximadamente 3,5 bilhdes de anos atrds, passou por uma transicio e, desde entdo, estd em
expansao acelerada.
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Apresentamos a seguir uma revisao bibliografica de alguns modelos consolidados na literatura e

comumente empregados na descricdo da expansao acelerada do universo.
3.4.1 A Constante Cosmoldgica

Um modelo de energia escura emerge naturalmente das equagdes de Einstein com a
constante cosmoldgica (51), reescrita como:
1

Aguw
Ruy = 59w R = 87G (T[L’;”) + &%) . (108)

Podemos reinterpretar o lado direito da equagao, tratando a constante cosmolégica como um novo
constituinte do fluido césmico. Conforme discutido anteriormente, os fluidos sdo considerados
como ndo-interagentes, cada um seguindo sua prépria lei de conservagio, de tal forma que é

valida a decomposic¢ao:

Ty =T + T (109)

2]
onde o superescrito (m,r) rotula os campos de matéria e radiacdo. O superescrito A identifica a
energia escura, tratada como a constante cosmoldgica, cujo tensor energia-momento pode ser

definido como

)
70 _ A9
@ = o, (110)

Podemos obter a densidade e a pressdao da componente escura comparando a (110) com

o tensor energia-momento do fluido perfeito, de onde identificamos:

A A
_ - 111
PA= 36 e PA e (111)
Combinando essas duas relacdes, obtemos:
DA = —Pa, (112)

de onde concluimos que a equacao de estado da constante cosmoldgica € definida por wy =
—1. Como veremos na proxima secdo, ela € capaz de descrever adequadamente os dados
observacionais da expansdo acelerada, mas apresenta alguns problemas.

A constante cosmoldgica € interpretada como a energia do vacuo, emergente de flutu-

acoes quanticas. Podemos estimar teoricamente seu valor usando métodos da teoria quéntica
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de campos (TQC), obtendo pyc.o =~ 10 GeV. Contudo, o valor observado da energia escura é
pa ~ 10747 GeV, resultando em uma discrepancia de 10*?° ordens de grandeza entre teoria e
observacdo® (Amendola e Tsujikawa, 2010). Se a constante cosmolégica tivesse o valor previsto
teoricamente, o universo teria entrado em aceleragdo eterna desde seus primordios, impossi-
bilitando a aglomeracdo de matéria necessdria para a formacdo de estruturas. Diante disso,
varios modelos tém sido propostos, implementando diferentes mecanismos que reproduzem a

aceleracdo césmica e dispensando o uso da constante cosmoldgica.

3.4.2 Matéria Modificada

A abordagem inicial para a constru¢do de modelos de energia escura fundamenta-se no
conceito de matéria modificada, onde fontes de matéria com pressao negativa sao incluidas no
tensor energia-momento. Devido a essa caracteristica, diz-se que esses modelos modificam o
lado direito das equagdes de Einstein. Essas formas de matéria sdo representadas por campos
que exibem comportamento dindmico, ao contrdrio da constante cosmoldgica, cuja densidade de

energia permanece inalterada ao longo de toda a histéria do universo.

3.4.2.1 Campos Escalares

O primeiro modelo dindmico para energia escura foi introduzido por Caldwell et al.
(1998) e consiste num campo escalar ¢ com potencial V (¢), denominado quintesséncia®. A

implementagdo desse modelo pode ser feita através da acao

_ 4, R
S—/dac\/ g(16ﬁG+£¢+£m>, (113)
onde,
1
Ly = 50.00"0 — V(9), (114)

¢ a densidade de lagrangiana do campo e L,, € a densidade de lagrangiana da matéria. A variacdo

da (113) com relacdo a métrica (65/0g,,, = 0) nos dd as equagdes de Einstein, G\, = 871G T,,,

de onde resulta:

5
6

Essa discrepancia é conhecida na literatura como Problema da Constante Cosmologica.

Na filosofia grega, a quintesséncia era considerada o quinto elemento fundamental que compunha o universo,
além dos quatro elementos cldssicos: terra, dgua, ar e fogo. Esse conceito surgiu com os antigos filésofos,
especialmente Aristételes, que acreditava que a quintesséncia preenchia o cosmos e era o material das estrelas e
dos corpos celestes.
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T = 0,00,¢ — ngmw%—vwo. (115)

A densidade de energia e a pressdao do campo escalar podem ser obtidas comparando-se o tensor

energia-momento acima com o tensor de um fluido perfeito. Para a métrica FLRW, obtemos:

1. .
po=50"+V(9) e py=350"=VI(9), (116)
0 que nos leva a seguinte equagdo de estado:
0 —2V(9)
¢* +2V(9)

Percebe-se que, nesse caso, a equagao de estado ndo € constante. O pardmetro wg pode variar

wy = (117)

dentro do intervalo:

—1<wyg <1 (118)

Para reproduzir a aceleragio césmica, o pardmetro precisa estar restrito a w, < —1/3,
condi¢do que serd satisfeita dependendo da evolugdo do potencial. Assim, o potencial deve
ser construido de modo a evoluir lentamente, ou seja, gb — 0,0 queresultaemwy — —lea
dindmica resultante do campo escalar € semelhante a constante cosmoldgica.

A variagd@o da agdo com relagdo ao campo escalar (0.5/6¢ = 0) nos fornece a sua

equacgao de movimento:

¢+ 3Hd + d‘; 0. (119)

A solugdo simultanea desta equacdo com a equacgdo de Friedmann (86) nos permite determinar
a evolugdo do fator de escala a(t) e do campo ¢(t), reproduzindo o estdgio atual de expansio
acelerada do universo.

O modelo de quintesséncia é construido de modo que a dinamica da expansdo do
universo é gerada principalmente pelo potencial. Outra classe de modelos que utiliza campos
escalares € elaborada para promover a expansao césmica por meio da ac¢ao de termos cinéticos
nao-candnicos. Essa classe € conhecida como K-esséncia e € implementada através da seguinte

acao:

/d4x\/_(16 o T L@ X)+£) (120)
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onde,

1
= 5 /L¢a“¢7 (121)

€ o termo cinético candnico. Chiba et al. (2000), mostraram que a lagrangiana

Ly(p, X) = K(¢)X + L(¢)X?, (122)

onde K e L sdo funcdes arbitrdrias de ¢ pode reproduzir o atual estigio de expansdo acelerada

do universo.
3.4.2.2 Campos Fermionicos

Ribas, Devecchi e Kremer (2005) investigaram um modelo cosmolégico no qual campos
fermidnicos atuam como agentes da expansao acelerada do universo. O modelo proposto pelos

autores € implementado pela acao

R
S = /d4l’\/ —q (m +Lp —I—Em) , (123)

onde,

Lo = 5 (PT" Dy — (D)) — mipis = V(). (124)
é a lagrangiana de Dirac. O campo fermi6nico é descrito pelo espinor 1, enquanto ¢ é o espinor
adjunto. Os termos m, V(E, 1Y) e I'* correspondem a massa do férmion, ao potencial e as
matrizes de Dirac no espaco curvo, respectivamente.

Esse modelo se apresenta como mais sofisticado em comparacdo com aqueles que
utilizam campos escalares. Para estudar a dindmica dos espinores na RG, néo é possivel empregar
o PCG, pois o grupo de transformacgdes gerais de coordenadas ndo admite uma representacao
espinorial. Para incluir os espinores na RG, € necessario utilizar o formalismo das tetradas.

A variacio da acdo (123) em relagdio a 1/ e ¢ resulta nas equacdes de Dirac e sua
correspondente adjunta, ambas acopladas ao campo gravitacional:

iTPD,) — map — % =0 e iDYI* +mi + % =

A solucdo dessas equacdes, acopladas a equacdo de Friedmann (86), leva a uma dinamica

0. (125)

cosmoldgica que prevé a expansdo acelerada do universo.
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3.4.2.3 Campos Vetoriais

Fases aceleradas do universo geradas por campos vetoriais tem ganhado destaque na
literatura. Suas origens remontam ao trabalho de Ford (1989), que propds um modelo capaz de
reproduzir a inflacdo césmica’ por meio de um campo vetorial, oferecendo uma alternativa aos
populares campos escalares daquela década. Nesse modelo, o campo vetorial A* € implementado
através da lagrangiana

1
L= ZFWFW + V(A,A"), (126)

onde F,, = 0,4, — 0,A, e V(A,A*) é um potencial de auto interacdo. Embora o estudo
estivesse no contexto da inflacdo, Ford mostrou que € possivel obter um universo acelerado
através da acdo de um campo vetorial.

Novello e Salim (2004) introduziram a lagrangiana do eletromagnetismo ndo-linear,

F
L=——+ "L
T

(127)
onde I’ = F,,, F'*” e v € um pardmetro. Eles mostraram que o universo pode evoluir para uma
fase de expansido acelerada promovida pelo campo vetorial A*,que pode ser identificado como
energia escura.

Picon (2004) prop6s um modelo no qual trés campos vetoriais mutuamente ortogonais

sdo implementados através da lagrangiana

1
Ly=— EE:Z}ﬁLP““”—%X/Q4ZAF“) : (128)

a=1

e demonstrou que esses campos podem conduzir a atual fase de expansao acelerada do universo.
O autor estudou a evolu¢@o dindmica dos campos e identificou atratores que tornam a evolugdo
cosmica insensivel as condi¢des iniciais. Landim (2016) expandiu esses resultados aplicando a
teoria de sistemas dinamicos lineares para investigar os pontos criticos das equacdes de evolucio
dos campos vetoriais na presenga de um fluido barotrépico. Seus resultados revelaram pontos

fixos que descrevem as eras da matéria e a atual era da energia escura.

7 A inflagdo césmica consiste numa outra fase acelerada do universo e serd discutida na Segdo 3.5.1
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3.4.3 Gravitagdo Modificada

A segunda abordagem para tratar o problema da energia escura consiste na formulacao
de teorias alternativas da gravitacdo. O ponto de partida dessas teorias € a hipdtese de que algum
aspecto da gravitagdo padrao pode ser modificado. Como consequéncia, o lado esquerdo das
equacdes de Einstein é modificado e a expansdo acelerada do universo € reproduzida sem a
necessidade de introduzir um componente de energia escura. A drea de teorias alternativas da
gravitacdo € vasta, e apresentamos aqui duas das mais amplamente empregadas na cosmologia

contemporanea para obter solu¢cdes com universos acelerados.
3.4.3.1 Teorias f(R)

As equacdes de campo da RG, teoria padrao da gravitacdo, sao obtidas a partir da acdo

de Einstein-Hilbert:

]' 4
S =1 /d /=g R+ Sp. (129)

Aqui, o elemento central da teoria € o escalar de Ricci, R. Nas teorias f(R) esse escalar é

substituido por uma funcdo geral:

1
167G

No formalismo métrico, assumimos que as conexdes afim sdo as equagdes (31) e a

d*2/=g f(R) + Spm. (130)

variagdo da a¢do com relacdo a métrica nos fornece as equagdes de campo modificadas:

1
F(R)R,, — éng(R) + (900 -V, V,) F(R) =81G T, (131)

onde F(R) = df/0Re O = V*V, é o operador D’ Alembertiano em espacos curvos.
Diversas formas para a fun¢do f(R) sdo encontradas na literatura. Uma das mais
conhecidas € a formulagdo de Starobinsky (1980), na qual f(R) = R + aR?. Extensdes desse
modelo, como f(R) = R+ aR" (a > 0,n > 0), sdo capazes de reproduzir a atual expansao
acelerada do universo. A relatividade geral é recuperada quando impomos f(R) = Re F(R) =1

nas equagoes (131).
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3.4.3.2 Teorias Escalares -Tensoriais

Como discutido na Secdo 2.2.5, a RG descreve a dindmica gravitacional exclusivamente
pelo tensor métrico g,,,. No entanto, nas teorias escalares-tensoriais, a gravitacdo € mediada
tanto pelo tensor métrico quanto por um campo escalar ¢.

A acdo para essa classe de teorias é dada por

1 1
SRRTE /d%V__g (f<¢7 R) — §£(¢>)3p¢0“¢> + S, (132)

onde £(¢) é uma fungdo arbitraria do campo escalar ¢.

A teoria escalar-tensorial mais difundida € a teoria de Brans-Dicke, na qual f(¢, R) =
®R e &(¢p) = wpp/¢, sendo o pardmetro wpp ajustado conforme as observagdes astrondmicas
(Velten, 2020). Uma caracteristica fundamental dessa teoria € a incorporagdo do principio de
Mach e da hipétese de Dirac, que sugere que a constante gravitacional GG varia com o tempo
(Amendola e Tsujikawa, 2010).

Por fim, destacamos que qualquer nova teoria da gravitacao deve ser submetida a
rigorosos testes relacionados a gravitacao local. Até o presente momento, a relatividade geral é
a Unica teoria que passou por todos esses testes, consolidando-se como o modelo padrdo para

descrever a interac@o gravitacional.
3.5 MODELO ACDM - A TEORIA DO BIG BANG

O modelo ACDM , também conhecido como modelo padriao da cosmologia, € uma
estrutura tedrica que descreve a composi¢do e a evolucao do universo desde o Big Bang até
os dias atuais. O termo A refere-se a constante cosmoldgica, que representa a energia escura
responsdvel pela expansao acelerada do universo, enquanto "CDM "refere-se a matéria escura fria
(Cold Dark Matter), que interage gravitacionalmente mas nao emite radiacao detectavel. Esse
modelo explica, com grande precisdo, as observacdes cosmoldgicas, como a radiagdo cosmica
de fundo em micro-ondas (CMB), a distribui¢do de galdxias e a expansdo acelerada do universo,
fornecendo uma descricao coerente da sua dindmica ao longo do tempo (Dodelson, 2020).

Combinando as equagdes (51), (81) e (96), obtemos a equacao de Friedmann com a

constante cosmoldgica:
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871G Ak

onde p; é a densidade de energia do i-€simo constituinte. A seguir, definimos os parametros de
densidade no tempo presente:
Doy A k

pO m
Qom:_77 Qo = ) Q, = 5172’ Q = T a2 134
T e " oo AT 3H? kT 3H? (134)

onde p., € a densidade critica nos dias de hoje. O termo (2, € o parametro de densidade da

curvatura, que também atua como fonte da dindmica. Estes pardmetros estao restritos a condi¢@o

Qo,m + Qo,r + QO,A + Qo,k - ]-7 (135)

bastante conveniente para a andlise de dados, pois normaliza o conteido material do universo a
unidade, 10 = 1.

Substituindo as relagdes (134) na equacdo (133), obtemos a equagdo diferencial

H? 1\* 1\3 1\2
o) (o) oo

cuja solugdo nos dé a evolugdo do fator de escala a(t).

Podemos inferir de imediato na (136) um importante resultado. Parat — 0, a — 0 e as
densidades de energia e o tensor de curvatura divergem para valores infinitos. Este € o Big Bang,
uma singularidade no espaco-tempo na qual as equacdes de Einstein perdem sua validade e a
cosmologia cldssica chega no seu limite. Para investigar adequadamente esta singularidade, é
necessdrio incorporar efeitos quanticos na descricao do espagco-tempo. Além disso, proximo ao
Big Bang a matéria é extremamente quente, de acordo com a relacdo (Deruelle e Uzan, 2018):

1

Portanto, este modelo prevé que o universo surgiu de um estado onde a densidade de energia e a
temperatura eram infinitas e foi se resfriando a medida em que se expandiu.

E conveniente expressar a dindmica do universo no dominio do redshift, pois os dados
observacionais sio obtidos em fun¢do deste parametro. Substituindo a defini¢do (80) na equagao

(136), obtemos:

H2

= Qor(14 2)* 4+ Qo (14 2)* + Qi (14 2)? + Qi (138)
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Para resolver essa equacgdo, precisamos fixar os valores dos pardmetros de densidade e
do parametro de Hubble no presente, que sdo determinados por observacdes astrondmicas. A lei
de Hubble-Lemaitre (77) pode ser considerada como linear para pequenos redshifts - H d ~ z -

fornecendo H,. O valor mais aceito atualmente® é

H,~0,7. (139)

A radiacdo eletromagnética € dominada pela CMB, cujo espectro se assemelha ao de uma corpo
negro, apresentando uma temperatura média de 2,73 K. Aplicando-se a lei de Stefan-Boltzmann -

pr = oT* - obtemos

Qo = 9,29.107°. (140)

No que diz respeito aos demais parametros, todos os dados recentes (Planck, 2018) estdao de

acordo com os seguintes valores:

Qo] < 1072, Qom ~ 0,3, Qo ~ 0,7. (141)

Os parametros de densidade da radiacao e da curvatura s@o pequenos o suficiente para
ndo influenciar significativamente a equacdo (138). Além disso a informacdo de que €2, ~ 0 nos
revela um fato interessante do universo: ele € espacialmente plano. Levando essas consideracdes

na (138), obtemos a seguinte equacgao diferencial

H2
H?

o

= Qom(14+2)* + Qoa, (142)

que define o modelo ACDM. A Figura 8 ilustra o comportamento dos parametros de densidade,
i = pi(2)/pe(2).

O modelo ACDM prevé trés eras distintas no universo: a era da radiacdo, a era da
matéria e a era da energia escura. Desde os primeiros momentos apds o Big Bang até z ~ 3200,
o universo foi dominado pela radiacdo. Esse redshift corresponde a cerca de 50.000 anos apds o
Big Bang. O termo (1 + z)* do campo de radiagio decai rapidamente, de modo que o campo de
matéria comeca a dominar, dando inicio a era da matéria. A partir desse momento, a dindmica
do universo € regida majoritariamente pelos campos de matéria baridnica e matéria escura, até

o redshift z ~ 0,33, que corrsponde ha cerca de 3,5 bilhdes de anos atras. Isto é, por cerca de

8 O valor de H, é objeto de um grande debate atual conhecido como tensdo de Hubble, mas seus detalhes vio

além dos objetivos do presente trabalho.
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Figura 8 — Evolucao dos parametros de densidade em funcao do redshift para o modelo ACDM. As linhas
verticais pretas indicam as transicoes da era da radiacio para a era da matéria e da era da matéria
para a era da energia escura. A linha dourada indica o redshift corespondente aos dias atuais.
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Fonte: Adaptado de Gastao (2021).

10 bilhdes de anos, a evolugdo do universo foi regida pelos campos de matéria. Uma era tao
extensa foi fundamental para que as primeiras flutuagcdes de densidade tivessem tempo suficiente
de evoluir para as grandes estruturas observadas atualmente.

O parametro de densidade da constante cosmoldgica, €2, tem uma evolugio notavel.
Durante a maior parte da histéria do universo, seu valor era pr6ximo de zero até que, no redshift
z ~ 10, comegou a crescer rapidamente’. Em z ~ 0,33 (aproximadamente 3,5 bilhdes de anos
atrds), seu valor ultrapassa o do parametro de densidade da matéria, iniciando a era da energia
escura. A partir deste momento, 0 universo inicia a sua expansao acelerada e a aglomeracdo de
matéria nas escalas césmicas € suprimida.

Para finalizar esta Secdo, apresentamos o calculo da idade do universo, bem como um
argumento em favor da existéncia da energia escura. Da equagdo de Friedmann no dominio do

tempo (136), obtemos

to ! da
t, = / dt = H* / :
0 0 a\/Qomor4 + Qoma™3 + Qo a2 4+ Qo a

O resultado dessa integral depende fortemente de €2, . Conforme discutido por Amendola

(143)

e Tsujikawa (2010), se ignorarmos esse parametro, a idade estimada do universo seria de
aproximadamente 9 bilhdes de anos. No entanto, o universo possui estruturas mais velhas. A

1dade dos aglomerados globulares da Via Léctea foi estimado por Caretta et al. (2000) como

No entanto, sua densidade de energia sempre foi constante: py = A.
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sendo 12,9 42,9 bilhdes de anos e 13,5 & 2 bilhdes de anos por Jimenez et al. (1996). De acordo
com o modelo ACDM (€2, o ~ 0,7) o universo possui 13,77 = 0,12 bilhdes de anos, favorecendo

a inclusdo da energia escura.

3.5.1 Inflagdo Césmica

O modelo ACDM embora simples, € bastante robusto. Seu sucesso na previsao de
diversos fendmenos o estabeleceu como o modelo padrdao da cosmologia. No entanto, ele

apresenta alguns problemas. Destacamos aqui os mais discutidos na literatura.

Problema do Horizonte

A radiacao césmica de fundo € altamente homogénea e isotrépica, mas isso cria um
paradoxo no modelo cosmoldgico padrdo: no inicio do universo, o horizonte de particula
era pequeno, o que impede que as regides observadas hoje tivessem contato causal antes
do desacoplamento da radiagdo. Assim, ndo hd explicagdo clara de como essas regides

desconectadas evoluiram para a homogeneidade e isotropia atuais.

Problema da Planicidade

O parametro de densidade atual, €2 ~ 1, indica um universo plano, mas isso é uma
solucdo instdvel da equacdo de Friedmann. Pequenas variagdes iniciais neste parametro
resultariam em um universo aberto ou fechado, e manter €2 ~ 1 requer um ajuste extremamente

preciso no parAmetro de Hubble, na ordem de 10°°.

Uma proposta amplamente aceita para solucionar esses problemas € a de que o universo,
cerca de 5.10733 segundos apds o Big Bang, passou por uma fase de expansio exponencial. Esta
proposta constitui o que denominamos modelos inflaciondrios, introduzidos por Guth (1980) e
Sato (1980).

Fenomenologicamente, a inflacdo também consiste em uma fase acelerada do universo
porém, ela deve durar um curto periodo de tempo: 1072° segundos de acordo com as estimativas
tedricas. Logo em seguida, o universo deve comecar a era da radiacdo, passando portanto por
uma transi¢do para uma fase desacelerada. A constante cosmoldgica ndo pode ser o agente que

promove essa expansao, pois a solucdo para o fator de escala seria
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a(t) o< exp \/gt, (144)

isto €, a inflagcd@o cresceria exponencialmente e nunca pararia, o que esa em evidente contradi¢io
com o universo observado. E necessario, portanto, implementar um mecanismo que seja capaz
de finalizar esta expansdo acelerada inicial do universo.

Uma forma elegante de tratar o problema € considerar que o universo em seus instantes
iniciais era dominado por um campo escalar e este promoveu a inflacdo. A implementagdo
desse campo segue o mesmo principio descrito na Sec¢do 3.4.2. Para maior clareza, revisitamos
brevemente alguns pontos importantes.

O tensor energia-momento associado ao campo escalar é dado por

T'9) = 9,00,6 — G (%dﬂ)@"qﬁ - V(¢)) , (145)

onde V'(¢) é o pontencial do campo. A densidade e a pressdo do campo sdo, respectivamente:

1, 1-
po=50"+V(9) e po=350"=V(9). (146)

No contexto da inflagdo, esse campo escalar € rebatizado como in flaton. A principal
diferenca entre ele e a quintesséncia reside na forma do potencial. Procuramos um campo escalar
cuja energia potencial inicialmente domine sobre a cinética, gerando a fase inflacionaria. Com
o tempo, a energia cinética passa a dominar, levando o campo a se comportar como radiacao
e conduzindo o universo a era da radiacdo, em uma fase de expansao desacelerada. A partir
desse ponto, o modelo ACDM inicia o seu dominio de validade. Outro resultado significativo
da inflagdo € a previsdo tedrica de que ela gerou as perturbacdes iniciais de densidade, as quais
levaram ao crescimento das estruturas no universo (Dodelson, 2020).

A chamada aproximacao slor-row € bastante popular na literatura e implementa esses
comportamentos. Como ilustrado na Figura 9, o potencial é quase plano inicialmente e o0 campo
rola lentamente sobre ele, ou seja, ¢ ~ 0. Conforme o campo rola em direcdo ao minimo do
potencial, o termo cinético se torna dominante e a inflacdo entra em sua fase final. Se o potencial
alcancar um minimo local, o campo ira oscilar ao redor desse minimo, sendo gradualmente
amortecido pelo termo 3H .

Um parametro importante na cosmologia inflaciondria € o nimero de e-folds, definido

como
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Figura 9 — Potencial do tipo slow-row.

Fonte:

t
N=In (g) :/fH(t)dt, (147)
i t

onde a; e ay denotam o fator de escala no inicio e no fim da inflagdo, respectivamente. Para
resolver os problemas do horizonte e da planicidade, é necessario que N > 60 (Graef, 2023).
Isto implica que o universo expandiu em pelo menos 10%° vezes o seu tamanho antes da inflagdo.

A inflagdo césmica € um ramo extremamente rico, possuindo pontos comuns com a
fisica de particulas, teoria quantica de campos, supergravidade, entre outras. Um tratamento
mais detalhado esta fora do escopo do presente trabalho. O leitor interessado pode se dirigir aos
trabalhos de Liddle (2000) e Linde (2006).

Historicamente, os modelos inflaciondrios precederam a descoberta da energia escura e
desempenharam um papel crucial na sua compreensao. Essencialmente, o fendmeno € o mesmo:
a expansao acelerada do espacgo-tempo, diferenciando-se apenas nas escalas de tempo e energia.
Além disso, a inflagdo necessita de um mecanismo de parada que permita a entrada do universo
na era da radiacdo. A energia escura estd atuando ha pelo menos 3,5 bilhdes de anos e, até onde
sabemos, continuard atuando indefinidamente. Qualquer cendrio futuro a seu respeito ainda estd
no terreno da especulacdo tedrica. Finalizamos este Capitulo com uma representgao artistica do

universo desde o Big Bang até os dias atuais na Figura 10.



Figura 10 — Representacio artistica da evolucio do universo.

Dias de Hoje:

Era da Matéria: Era da Energia Escura

Desenvolvimento das
Galaxias, Planetas, etc

Inflacdo

Big Bang

Primeiras Estrelas:
Aprox. 400 milhdes de anos
apos o Big Bang

13,77 Bilhdes de Anos

Fonte: Disponivel em https : //pt.wikipedia.org/wiki/Biggang.
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4 CAMPOS VETORIAIS COMO AGENTES DA EXPANSAO COSMICA

4.1 INTRODUCAO

A investigacdo sobre os componentes capazes de explicar o estdgio atual de expansdo
acelerada do universo é uma das dreas mais ativas da cosmologia contemporanea. Conforme
abordado na Sec¢ao 3.4, varios mecanismos podem descrever o fenomeno da aceleracdo cosmica,
o que se deve a falta de uma caracterizacdo definitiva da natureza fundamental da energia escura,
permitindo uma ampla liberdade para a formulacdo de modelos tedricos.

O modelo ACDM € o mais aceito atualmente, principalmente por sua simplicidade e por
ajustar-se de maneira satisfatoria aos dados observacionais. No entanto, os desafios relacionados
a constante cosmoldgica, originados principalmente da fisica fundamental, motivam a busca
por alternativas que possam substitui-la. Além disso, a inflacdo cdsmica, que resolve questdes
conceituais do modelo e estabelece as condicdes iniciais para a formagdo de estruturas no
universo, € explicada em termos de campos escalares. Nesse contexto, o modelo padrao da
cosmologia descreve as duas fases de aceleracdo do universo por meio de mecanismos distintos.

Propomos aqui um modelo cosmolégico que explica as duas fases de aceleragdo do
universo por meio de um tnico mecanismo: a atuacdo de trés campos vetoriais mutuamente orto-
gonais. Além disso, 0 modelo consegue reproduzir a dindmica dos campos de matéria e radiagdao
de forma consistente com as observagdes cosmoldgicas atuais, prevendo um comportamento do

universo muito préximo ao do modelo ACDM.
42 FORMULACAO MATEMATICA

Neste estudo, consideramos trés campos vetoriais, A%, minimamente acoplados a
gravitacdo, onde a = 1,2,3 rotula os diferentes campos e ¢ = 0,1,2,3, suas componentes
espaco-temporais. Para analisar a dinamica desses campos, adotamos a acao proposta por Picon

(2004):

R : 1 a a (v a.
S:/d‘*m/——g 60 ZZFWF W V(A | + Lo(gusd) |, (148)
a=1
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onde F}, = 0,A7 — 0,A% e A = g A% A%. O pontencial V(A*) = AA~?" é um termo de
auto-interacdo com os parametros A e n a serem ajustados. A lagrangiana £,, depende apenas da
métrica g,,, € dos campos de matéria, denotados por ).

A variagdo da a¢@o com relagdo a métrica (0.5/dg,,, = 0) nos dé as equagdes de campo

de Finstein:

1
R, — §gWR =81GT),,, (149)

onde o tensor energia-momento 7, € a composicdo dos tensores energia-momento da matéria e

dos campos vetoriais:

T =T0W + T, (150)
c
3 AV 1
715;4) :Z |:F§HF1?H+2dAa2AZAg_gNV (ZF:pFaﬁp+V(Aa2)):| ) (151)
a=1

As equagdes de movimento sao obtidas aplicando-se novamente o principio da minima

agdo, desta vez, considerando-se os campos (§5/0 A5, = 0):

A%
dAa2

V(Y gF ) = 2y g Ae, (152)

As demonstragdes das relagdes (151) e (152) sdo feitas no Apéndice.

O desenvolvimento da (152) requer a forma funcional dos campos Af.. Para isso,
devemos nos apoiar em principios e observagdes cosmoldgicas consolidadas. Um grande ndmero
de dados observacionais evidencia que o universo € homogéneo e isotropico em grandes escalas

e este fato € codificado pela métrica FLRW:

ds® = —dt* + a*(t)dx?, (153)
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sendo a(t) o fator de escala. A métrica FLRW possui simetrias que permitem postular como
deve ser o comportamento dos campos para que estes respeitem o principio cosmoldgico. Assim,

para compatibilizar os campos com as simetrias da métrica, tomamos o ansatz

Al = 5, A(t)a(t), (154)

7z

onde 4 € o delta de Kronecker. Ao assumir a forma funcional dada por (154), os campos s&o

representados como:

A, = [0,A(t)a(t),0,0], (155a)
A2 = [0,0,A(t)a(t),0], (155b)
A? =10,0,0,A(t)a(t)]. (155¢)

As relagdes (155) nos mostram que os vetores apontam em trés direcdes mutuamente ortogo-
nais e possuem a mesma magnitude A% = Aj AT = A?%(t), assegurando as condig¢des de
homogeneidade e isotropia.

Tendo em ma@os a forma funcional dos campos, podemos construir os tensores £,

através da defini¢do ', = J,A; — J,Aj,. Suas componentes ndo-nulas sdo:

Campo 1:

FY = Aa+ A (156)

Fl%) = —Aa — Aa

Campo 2:

FY = Aa+ A (157)

Fég) — —Aa — Aa
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Campo 3:

FY = Aa+ A (158)

F) = —Aa — Ad

Finalmente, podemos substituir as relagdes (155), (156), (157) e (158), nas equacdes de movi-

mento (152), de onde obtemos

. . i dV
A+3HA+(H2+S)A+d—A:O, (159)

onde H = a/a é o pardmetro de Hubble. Esta equagdo diferencial nos dd a dinimica dos campos.
A partir do tensor energia momento (151), extraimos a densidade e a pressdao dos

campos:

3 .

pa = —T0W = S(A+ HA) 4+ 3V (A"?), (160)
ity _ 1 2 2 AV a2

pa=T" = J(A+ HAP +24° 5 = 3V(A2), (161)

onde 7 = 1,2,3 denota as componentes espaciais.

Apés obter as densidades e pressdes dos campos, € necessdrio definir as demais
componentes que determinam o conteido material e energético do universo. Neste trabalho,
consideramos a matéria baridnica, a matéria escura e a radiacdo. A implementacdo dessas
componentes € realizada através da equacdo de estado barotrépica p = wp, onde w € um
parametro especifico para cada constituinte. Tal como € comum em modelos cosmoldgicos,
incluindo o ACDM, a matéria baribnica e a matéria escura sdo tratadas como um Unico
constituinte, caracterizadas pela mesma equacio de estado. Todos os constituintes sio modelados

como fluidos perfeitos, resultando portanto:

Matéria (w=0)

pm(t) = 7 e Pm =0, (162)
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Radiacao (w=1/3)

1
pr(t) = a4(t) € br = ng<t) = §a4(t)’ (163)

onde p, , € por sd0 0s valores das densidades de energia nos dias de hoje.
O modelo cosmoldgico estard definido ao inserir as relagdes (160), (161), (162) e (163)

nas equagdes de Friedmann,

47G

2 .
a
<—> =3 Fr ¢ P —T(p+ 3p), (164)

onde p e p representam a densidade total e a pressao total, respectivamente, definidos como

p(t) = pm(t) + pr(t) + pa(t), (165)

p(t) = pu(t) + pr(t) + pa(t). (166)

A andlise dos resultados é dividida em duas partes. Na primeira, investigamos as
equagdes no dominio do tempo, o que nos permite descrever a era inflaciondria do universo e
seus momentos subsequentes. Na segunda parte, obtemos as equagdes no dominio do redshift, que
sdo mais adequadas para examinar o comportamento recente do universo, predominantemente

influenciado pela energia escura.
4.2.1 Equag¢des no Dominio do Tempo

Primeira Fase Acelerada - Inflacao
Os modelos inflaciondrios postulam que o universo sofreu uma violenta expansao
fracdes de segundo apdés o Big Bang. Nesse estdgio inicial, o universo era extremamente quente,

de tal forma que podemos descrevé-lo como um gas ultra relativistico com equacao de estado
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w = 1/3, semelhante a um campo de radiagdo. Combinando as equacdes (159), (160), (161),

(163) e (164), resulta:

A+3HA+ (H2 + 9) A — 22 A+ — (167)
a
e’
_— |
g - —WTG [3(A + HA)?? —6A(n+1)A™2" 4 2poma*4] . (168)

As (167) e (168) formam um sistema de equagdes diferenciais ordindrias acopladas, com
incdgnitas a(t) e A(t). Observa-se que essas equacdes sao altamente nao-lineares, tornando-as
bastante sensiveis aos parametros A e n. Devido as ndo-linearidades, ndo € possivel obter solugcdes
analiticas, sendo necessdrio recorrer a métodos numéricos. Para isso, utiliza-se o software Maple
para o tratamento adequado das equagdes.

Como se tratam de equagdes de segunda ordem, as (167) e (168) requerem duas
condi¢des iniciais cada uma. Para simplificar, o fator de escala foi normalizado como a(0) = 1.
Para obter uma aceleracdo inicial crescente, foi definido a(0) = /87 G /3. Agora, sdo necessdrias
duas condi¢des iniciais para o campo vetorial. A primeira condic¢ao foi definida como A(0) =

0,57 e a segunda, A(O), pode ser determinada a partir da equagdo de Friedmann:

381G |3

H0) ==~ 15

(A(0) + H(0)A(0))* 4+ 3AA"2"(0) + po,a (0)] , (169)

onde H(0) = a(0)/a(0). A partir de agora, o procedimento consiste em testar combinacdes dos

pardmetros A e n de forma a obter solu¢des consistentes com a dinamica do universo primordial.
4.2.2 Resultados

As Figuras 11, 12 e 13 exibem os resultados para A = 0,001, n = 4 e p,, = 0,3. Como
ilustrado na Figura 11, o universo comeca com uma aceleracdo que aumenta rapidamente em
um curto periodo, promovendo uma expansao acelerada. Esse fendmeno € associado a inflagao

cosmica. Com o passar do tempo, a aceleragdo diminui rapidamente e passa a exibir valores
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negativos. Para explicar esse comportamento, consultamos a Figura 12, que mostra a evolucdo das
densidades de energia em func¢io do tempo. O campo vetorial predomina e cresce rapidamente
nos momentos iniciais, acelerando o fator de escala e atuando como inflaton. Conforme evolui,
sua densidade de energia decai rapidamente, e 0 campo se comporta como um campo de radiacao.

A partir desse ponto, inicia-se a era da radiacdo, caracterizando uma fase desacelerada.

Figura 11 — Aceleracio do fator de escala em funcdo do tempo para A = 0,001,n =4 e p,, = 0,3.

Aceleragao
. in

o
il
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Fonte: Autoria prépria (2024).

Para concluir esta anélise, apresentamos o grafico da pressao total na Figura 13, onde
observamos grandes valores de pressdo negativa responsdveis pela rapida expansao inicial. Dado
que a pressao do campo de radiacdo € sempre positiva, essa expansao incicial é totalmente
controlada pelo campo vetorial, de tal forma que podemos associd-lo ao inflaton. Posteriormente,
a pressao torna-se positiva, indicando o inicio da fase desacelerada do universo e corroborando
os resultados apresentados.

Destaca-se que o tempo ¢ nas abscissas dos graficos é um parametro de evolucao das
equacgdes apresentadas e ndo estd diretamente associado ao tempo fisico que estamos habituados
na vida cotidiana. Os fendmenos da fase inflaciondria do universo ocorreram em escalas de tempo
da ordem do tempo de Planck (10~%® segundos), tornando impraticdvel trabalhar diretamente
com essa escala temporal.

Outra configuracdo que reproduz a aceleracao inicial € mostrada nas Figuras 14, 15 e

16 onde p,, = 0,7 e os demais pardmetros e condi¢Oes iniciais foram mantidos iguais aos do
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Figura 12 — Evolucao das densidades de energia do campo vetorial e do campo de radiacao em funcao do
tempo para A = 0,001, n =4ep,, = 0,3.

Densidades de Energia

Campo Vetorial
Radiacéo

Fonte: Autoria prépria (2024).

Figura 13 — Pressdo total em funcio do tempo para A = 0,001,n =4 e p,, = 0,3.

Pressao Total

Fonte: Autoria prépria (2024).

caso anterior. Nesta configuracdo, o campo de radiagdo domina inicialmente, mas é rapidamente
superado pelo campo vetorial. Essa dindmica dos campos também consegue reproduzir a inflacio,
embora com aceleracdes menos intensas. [sso ocorre porque o campo de radiacao, nos momentos

iniciais, contribui com pressdo positiva, o que reduz a taxa de expansao.
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Figura 14 — Aceleracio do fator de escala em funcio do tempo para A = 0,001, n =4 e p,, = 0,7.
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Fonte: Autoria propria (2024).

Figura 15 — Evolucio das densidades de energia do campo vetorial e do campo de radiacio em funcio do
tempo para A = 0,001,n =4e p,, = 0,7.
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Fonte: Autoria propria (2024).
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Figura 16 — Pressao total em funcio do tempo para A = 0,001,n =4 e p,, = 0,7.

Presséao Total

Fonte: Autoria propria (2024).

Segunda Fase Acelerada - Energia Escura
Vamos agora analisar o universo em uma escala de tempo mais avangada, onde o campo
de radiac@o decaiu o suficiente para ndo influenciar significativamente a dinamica, resultando em

um universo dominado pela matéria. Combinando as equacdes (159) a (164), obtemos:

A+3HA+ (H2 + 9) A — 22 A=+ — (170)
a
¢,
¢_ —? [3(A +HA? —6A(n + 1A~ ¢ po,ma—i%] . (171)
a

Agora, precisamos definir os parametros e condi¢des iniciais para exibir um universo que seja
inicialmente dominado pela matéria. Os valores de a(0) e (0) sdo mantidos iguais aos dos casos

anteriores, e os demais parametros sao definidos como:

Pon = 0,7, A(0) =0,008, A=001, n=0,09. (172)

As Figuras 17, 18 e 19 mostram os resultados da solu¢ao numérica e devem ser conside-
radas como uma continuacdo dos graficos apresentados anteriormente. Na Figura 17, observamos

que o universo passa de uma fase desacelerada para uma fase acelerada, o que € explicado pela
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dindmica dos campos apresentada na Figura 18. Inicialmente, a densidade de energia da matéria
¢ maior do que a do campo vetorial, resultando em uma expansao desacelerada. Com a evolugao
dos campos, a densidade da matéria diminui mais rapidamente até que o campo vetorial se torna
energeticamente dominante. A partir desse ponto, a expansao do universo torna-se acelerada,

marcando o inicio da era da energia escura.

Figura 17 — Aceleracio do fator de escala em func¢io do tempo para A\ = 0,01, n = 0,09 e p, ,,, = 0,7.
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Fonte: Autoria propria (2024).

Figura 18 — Evolucédo das densidades de energia do campo vetorial e do campo de matéria em funcio do
tempo para A\ = 0,01, n = 0,09 e p, ., = 0,7.
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Fonte: Autoria prépria (2024).
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Para confirmar essas andlises, apresentamos o grafico da pressdo total na Figura 19,

onde € possivel observar a transi¢ao da pressao positiva para negativa.

Figura 19 — Pressao total em funcio do tempo para A = 0,01,7 = 0,09 e p,, ,,, = 0,7.
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Fonte: Autoria prépria (2024).
4.2.3 Equagdes no Dominio do Redshift

Os dados astrondmicos sdo comumente expressos em termos do redshift, sendo
portanto, conveniente reescrever as equacdes neste dominio. Desta forma, serd possivel verificar
se os resultados obtidos pelo modelo estao de acordo com as observagdes cosmoldgicas.

Para implementar a mudanca de varidveis, assumimos que existem as transformacoes

inversas

2(t) < t(2). (173)

Assim, uma grandeza cosmoldgica temporal f(t) qualquer é na verdade uma composi¢do do tipo

ft) = f(z(al?))). (174)
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Estamos interessados na varia¢do temporal de f, ou seja, df /dt. Para obté-la, aplicamos

a regra da cadeia, primeiramente considerando f = f(z(t)), de onde resulta

Mas,

resultando entao,

Da definicdo de redshi ft,

obtemos

resultando portanto,

o _dde
dt  dzdt’
dz d B dz da

i %(z(a(t))) = T

ﬁ_ df dz da

dt  dzdadt

1+~

dz 1

da a?’

df df
o= (L +2)H (=)

(175)

(176)

177)

(178)

(179)

(180)

Se considerarmos f como uma fung¢do teste, a equacao (180) pode ser vista como uma relagao

entre operadores:

— = —(1+ z)H(z)di,

(181)
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ou seja, dada uma grandeza de interesse no dominio do tempo, f(t), podemos obter sua expressao
no dominio do redshift, f(z), fazendo a referida substituigdo.

Analogamente, podemos obter as segundas derivadas temporais:

e 1 H\Nd &
— 1 2H? — | —+ = 182
e (1 F7) KleszH)dszdz?}’ (182)

sendo H' = dH /dz. Finalmente, as densidades de energia no dominio do redshi ft sdo dadas

por

pm(z> = po,m(l + Z)3 € pr(z) - po,r<1 + 2)47 (183)

onde p, ., € por sdo as densidades de energia nos dia de hoje (2 = 0).
Tendo em maos as relacdes de transformacgdo, podemos reescrever as equagoes (159) e

(164) no dominio do redshi ft. Sdo elas:

!/
A// + (i . 2 >A/ p(’Z) +p(2) 2)\” A7(2n+l) —_ O7 (184)

H 1+:z 21+ 2)2H? (14 2)2H?

, p(z) +p(2)
i = 2(1+2)H’ (185)

sendo A’ = dA/dz e A” = d*A/dz?. Em ambas as equagdes,

p(z) = gH2[A — (1 + 2)A+ 30472 Pom(1+ 2)% + Por(1+ 2)*, (186)

p(z) = %Hz[A — (1 +2)A? = X2n +3)A™" + %po,m(l + 2)4 (187)

ou seja, a densidade total e a pressdo total, respectivamente, no dominio do redshi ft.
Temos, portanto, o0 modelo cosmoldgico definido pelas equacdes (184) e (185). Elas

se tratam de duas equagdes diferenciais ordindrias acopladas, cujas incégnitas sdo A(z) e H(z2).
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Analogamente aos casos anteriores, essas equacoes sdo altamente nao-lineares e sensiveis as
variagdes dos parametros A e n. Novamente faz-se o uso do software Maple para o tratamento

adequado das equacgoes.
4.2.4 Resultados

Nesta andlise, consideramos que o universo ji passou pelo periodo inflacionério e
iniciou sua fase desacelerada. Assim, as solugdes aqui apresentadas sdo vélidas a partir do
estabelecimento da era da radiagdo.

Antes de prosseguirmos com as solu¢des numéricas, destacamos que a escolha das
condic¢des iniciais para os campos vetoriais pode levar a varios cenarios indesejaveis. Se os
campos vetoriais, inicialmente, possuirem densidade de energia préxima a densidade de energia
da radiacdo, o universo pode iniciar a expansao acelerada antes mesmo do inicio da era da
matéria. Isto implicaria que a atragdo gravitacional ndo seria intensa o suficiente para aglomerar
matéria, impedindo a formacdo de estruturas, que estd em evidente contradi¢do com 0 universo
observado. Outra possibilidade é que a densidade de energia dos campos decres¢a ao longo do
tempo e alcance valores negativos, o que seria uma solu¢do nao fisica.

Notamos, portanto, que a escolha das condi¢des iniciais deve ser feita levando em conta
argumentos fisicos consistentes com a histéria conhecida do universo. Escolhemos um redshift
que reflete uma época bastante remota em relagiio aos dias atuais : 2o = 24.000'. Os valores para

o campo vetorial e sua taxa de variacdo neste redshift sdo definidos como:

A, =0,00096 e A =089.10"" (188)

onde a notagdo A, = A(z,) e A, = A'(z,) foi introduzida. Essas condi¢des asseguram que
a densidade de energia do campo seja pequena inicialmente e que sua evolugdo seja lenta o
suficiente para permitir que as eras da radiacio e da matéria se desenvolvam adequadamente, ndo
contribuindo com a dinamica do universo de forma significativa nessa eras. Assim, a contribui¢ao
dos campos vetoriais comecard a manifestar seus efeitos apenas quando os demais campos
tiverem decaido o suficiente.

O parametro de Hubble, H,, € obtido da equa¢ao de Friedmann:

' O universo tinha aproximadamente mil anos neste redshift.
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871G 3ANATP + pom(1+ 26)3 + por(1+ 25)4

H, =
3 1— 47G[A, — (1 + 2,)AL]?

(189)

Daqui em diante, o processo consiste em realizar simulacdes numéricas variando-se os parametros
A e n de forma a obter resultados consistentes com os dados observacionais. Os primeiros testes
numéricos mostraram que o sistema de equacgdes € bastante sensivel ao paradmetro n. Isto fica
evidente quando lembramos que o potencial dos campos é da forma V = AA~2", ou seja, o
parametro n controla uma evolugdo exponencial. A seguir, apresentamos os resultados para um
valor de A fixo e trés valores de n.

A evolucao dos parametros de densidade do campo vetorial e do campo de matéria
em fun¢ao do redshift é apresentada na Figura 20 para A = 0,000065 e n = {0,44; 0,45; 0,46}.
Inferimos destes resultados que o aumento do pardmetro n resulta no decaimento mais rdpido do
parametro de densidade da matéria e no crescimento mais acentuado do parametro de densidade
do campo vetorial. Um efeito desta tendéncia € que a transicao da era da matéria para a era da
energia escura ocorre para redshifts maiores, o que acarreta na dimunuicao da duragdo da era da

matéria.

Figura 20 — Evolucio dos parimetros de densidade do campo vetorial e do campo de matéria em funcdo do
redshift para A\ = 0,000065 e n = {0,44; 0,45; 0,46}.
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Fonte: Autoria prépria (2024).

Os redshifts de transicdo obtidos sdo zr = {0,26; 0,33; 0,38} para n = {0,44; 0,45; 0,46},

respectivamente. O modelo ACDM prevé que a transi¢do deve ter ocorrido em zy = 0,33,
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favorecendo, portanto, a solucao com n = 0,45.

Outra consequéncia do aumento de n € o inicio antecipado da era da energia es-
cura, o que acarreta em valores cada vez maiores do parametro de densidade deste cons-
tituinte nos dias atuais. Os dados observacionais mais recentes (Planck, 2018) inferem o
valor 0, = 0,6889 + 0,0056 para o parametro de densidade de energia escura. Nas si-
mulagdes aqui apresentadas, os valores obtidos sdo €2, , = {0,6723; 0,6901; 0,7211} para
n = {0,44; 0,45; 0,46}, respectivamente. Outra tendéncia que podemos notar com o aumento
ne n € a diminui¢cdo do valor do parametro de densidade da matéria nos dias de hoje. Os valores
obtidos das simula¢des numéricas sio €2, ,,, = {0,3304; 0,3011; 0,2782}. Os dados inferidos a
partir da CMB indicam que hoje o pardmetro de densidade da matéria € €2, ,,, = 0,315 £ 0,007.
Novamente, a solu¢cdo mais adequada para ajustar esses dados € aquela para n = 0,45.

As tendéncias apresentadas continuam se manifestando caso n seja aumentado ou
diminuido. Valores maiores implicam em redshifts de transicdo cada vez maiores. Analogamente,
a diminuicdo deste parametro resulta na dimunui¢do do redshift de transi¢do. Para n = 0,383
o universo estaria finalizando a era da matéria e iniciando a era da energia escura nos dias de
hoje (zr = 0). Para valores ainda menores (n < 0,383) o universo ainda nio teria iniciado a sua
expansdo acelerada. Finalizamos esta primeira andlise destacando que o pardmetro de densidade
da radiag@o ndo estd representado na Figura 20 pois apresenta valores extremamente pequenos
neste intervalo de redshift, de tal forma que nao seria possivel visualizi-lo.

A Figura 21 apresenta a evolucdo dos parametros de densidade da matéria e da radiacao
no intervalo 2000 < z < 5000 para os mesmo valores dos parametros A e n discutidos anterior-
mente. Notamos que a evolucao dos parametros de densidade é muito pouco influenciada pela
variagdo de n. Isto ocorre porque o campo vetorial estd evoluindo muito lentamente neste inter-
valo de anélise e apresenta uma densidade de energia muito baixa. Desta forma, ele praticamente

ndo influencia na dindmica.
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Figura 21 — Evolucao dos parametros de densidade do campo de matéria e do campo de radiacao em funcio
do redshift para A = 0,000065 e n = {0,44; 0,45; 0,46}.
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Fonte: Autoria prépria (2024).

O redshift de transicdo da era da radiacdo para a era da matéria € praticamente 0 mesmo
nos trés caso: zr ~ 3180. O valor previsto pelo modelo ACDM é zy ~ 3200, muito préximo do
valor obtido pelas nossas simulacdes.

O parametro de desaceleracdo em funcdo do redshift é apresentado na Figura 22.
Podemos inferir que o aumento do parametro n resulta em maiores valores de redshift de
transicao da fase desacelerada para a fase acelerada do universo. A explicacio para esta tendéncia
reside no resultado ja apresentado de que a era da energia escura teria se iniciado anteriormente
com o acréscimo de n. Assim, o universo seria dominado pela energia escura em tempos mais
remotos, iniciando sua expansao acelerada e deslocando as curvas do parametro de desaceleracao

cada vez mais a direita.
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Figura 22 — Parametro de desaceleraciio em funcio do redshift para \ = 0,000065 e n = {0,44; 0,45; 0,46}.
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Fonte: Autoria propria (2024).

Os redshifts de transi¢do e os valores atuais do pardmetro de desaceleracdo obtidos sao

2p =043, 2p=049; 2p = 0,51; (190)

7% = —0,30; ¢, =-0,32; ¢, =—0,35. (191)

Os valores para estes parametros, de acordo com o modelo padrdo da cosmologia, sdo

2r =046£0,13 e ¢, =—0,538£0,013. (192)

No entanto, estes valores sdo fortemente dependentes do modelo adotado. A literatura apresenta
diversos valores diferentes, principalmente de ¢,, quando a energia escura € modelada como
campos dindmicos. O valor de z7 por sua vez, apresenta um resultado satisfatorio para n = 0,45,
se ajustando bem aos limites inferior e superior apresentados em (192).

Finalizamos este capitulo fazendo algumas observacdes. De acordo com os resultados
apresentados, o modelo cosmolégico proposto é capaz de reproduzir os principais dados observa-
cionais atualmente disponiveis na literatura para os parimetros A = 0,000065 e n = 0,45. Como
os dados possuem um intervalo aceitdvel de erro, o parametro n pode ser variado no intervalo

0,44 < n < 0,46 e ainda apresentar resultados satisfatorios.



80

O sucesso do modelo ACDM é em grande parte devido a sua capacidade de prever que
o universo possui trés eras distintas (Fabris, Toniato e Velten 2021). O modelo aqui desenvolvido
reproduz um universo com essas trés era mesmo com a inclusao de um constituinte que evolui di-
namicamente representando a energia escura. Além disso, o modelo reproduz a fase inflaciondria
através da acdo deste mesmo componente, oferecendo uma descri¢ao unificada das duas fases

aceleradas do universo.
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho € desenvolvido um modelo cosmoldgico no qual a atual expansdo
acelerada do universo € atribuida a trés campos vetoriais mutuamente ortogonais, minimamente
acoplados a gravitacdo. Os demais componentes do universo — matéria baridnica, matéria escura
e radiagdo — sdo modelados como fluidos perfeitos e introduzidos por meio de equagdes de
estado barotrdpicas.

Os resultados obtidos a partir de simulacdes numéricas no dominio do redshift mostram
que os parametros de densidade evoluem de maneira consistente com as observacdes cosmold-
gicas mais recentes, reproduzindo com excelente precisao os valores atuais desses parametros.
O modelo € capaz de descrever as trés eras do universo, assim como os redshifts de transicao
entre elas, estando em acordo com o modelo ACDM. Destaca-se que a era da energia escura
€ adequadamente reproduzida pelos campos vetoriais, que sao responsaveis por produzir a
expansdo acelerada do universo.

As simulacdes no dominio do tempo revelam que, além de atuar como energia escura,
0s campos vetoriais também conseguem reproduzir a era inflaciondria, assumindo o papel de
inflaton nos instantes iniciais do universo. Esta caracteristica é particularmente interessante, pois
o modelo oferece uma explicac@o unificada para as duas fases de aceleragdo do universo, em
contraste com o modelo ACDM, que utiliza diferentes agentes para descrever esse fendmeno.

A dindmica dos campos vetoriais evolui de modo que, no inicio, eles dominam o
comportamento do universo, promovendo a rapida expansdo do espaco-tempo conhecida como
inflacdo, atuando como inflaton. Em seguida, esses campos decaem rapidamente e passam a se
comportar como radiagdo, marcando o inicio da fase desacelerada do universo. Durante essa
fase, desenvolvem-se as eras da radiacao e da matéria, e os campos vetoriais evoluem de forma
lenta, contribuindo minimamente para a dinamica do universo. Em tempos cosmolégicos mais
recentes — cerca de 3,5 bilhdes de anos atrds — os campos vetoriais voltam a exercer um papel
dominante, controlando o contetudo energético do universo e iniciando a expansio acelerada que

observamos atualmente, caracterizada como a era da energia escura.
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APENDICE A - DEDUCAO DA EQUACAO 4.4

Tomemos novamente a acdo do modelo, dada pela (4.1):

S= / dry/ =g

].67TG (Z 4F5VFCL,U«V -+ V(Aa2)> + »Cm(g,u,lnw)] . (193)

Podemos decompor esta a¢do da seguinte forma:

S = Sy + S + Sa, (194)

onde S, e S, sdo dados pela (2.55). O termo S, corresponde a acdo dos campos vetoriais,

definida como:

3
Sy = —/d4:1:\/—g L4, Ly= Z BF;VFW + V(A")] . (195)

a=

1
A variagdo com relagdo a métrica (6.54/0g,, ) nos da:

§S, = —/d% [6(V/=9)La+ /=g L4 . (196)

Substituindo a (2.58) na relagdo acima, obtemos:

1
8S4 = /d4a:\/_—g§gw,5g“”£14 — /d4x\/—g 6L 4. (197)
Calculemos agora a variacdo da lagrangiana dos campos:
1

Z(S(F;VF“"”) + 5V(A“2)}

NE

0Ly =

o
Il
—

Mw

TS, 926" FSy) + 5V(A“2)}

e
Il
—

1
LFh (g + 6V (4]
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o
|
_

1
L FR0 + ¢450") + 07 (4%

-

2
Il
—

1
g FL, Fiadg" + 49“’\F“ chsg”e +6V (A2 | . (198)
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Operando as trocas de indices (v — ) e (A — v) no termo (i) e, (1 — 6) e (0 — p)

no termo (i), obtemos

3
1
0La=) {5 g2 Foy6g™ + 6V (A2 (199)
a=1
onde usamos as propriedades F,fu = —F/f,/ e gt = g

A variagdo do potencial pode ser calculada da seguine maneira:

a av a
SV(A%) = aAa?(S(A 2)
dV v a a
= Aa25(9“ ALAY)
AV
= AL O, (200)

Levando este resultado em (A.7), resulta para a variacdo da lagrangiana dos campos:

3

1 a a dv a a v
0La=) [5 TF Fip + WANAV] 0™ (201)
a=1
Substituindo a (A.9) na (A.5), obtemos:
1 °L /1 dv
054 = / d*z/—g §gW£A - Z (5 g F Fy+ WAZA‘;)] St (202)
a=1
Podemos agora calcular a variagdo total,
0S5 =08, 4+ 05, +54, (203)
~——

(2.72)
onde 0.5, + 0.5, ja foi calculado na Seg¢do 2.2.6.

Fazendo as devidas substitui¢des, obtemos para a (A.11):

3
—T5) + gula =) (ng;)\ Fgy+2

a=1

1

dV
_ 4 —
55—167TG/d:1:\/ g{GW+87rG

dAaZ

A;Ag) 59"
(204)

As variagdes na métrica sdo arbitrarias, de modo que a aplicac@o do principio da minima agao

resulta nas equagdes de Einstein:

3
av 1
G, = 87G (Tlﬁ’j) +) lFSA F2 42 AL AL = G (ZFSO PP 4 V(Aaz)ﬂ :

a=1

(205)
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de onde identificamos o tensor energia-momento dos campos vetoriais:

3
a a dv a a 1 a a po a
a=1

conforme apresentado na (4.4).
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APENDICE B - DEDUCAO DA EQUACAO 4.5

Tomemos novamente a acdo do modelo, dada pela (4.1):

S:/d4x\/—_g

R 3.1
_ Iy nl [ % a2
167G (; AL+ V(A )> +£m(gw,w)] . (207)
A variag@o com relagdo aos campos (65/3 Af.) nos dé:
11
e _/ d'ov/=g ) |7 FLF ) 40V (A7) . (208)
a=1 4 %/_/

(%)
Calculemos o termo (i):

(=9

F(L

n

O(F, F*1) (Fi)

() F" + Fj,0(g" g™ Fy)
(Fi)

(

PR+ FRO(F)

Il
>

nZ

I
>

F(I

j% Fer 4 gﬂ)\gVngyé‘(Fge)

= O(FS,)F“" + F*N5(Fy,)

= 2 §(F2)Fem (209)
(i)

|

Antes de prosseguir com o calculo, notemos o seguinte resultado:

V. A, =V, AL = 0,A - T A — (0,A] — T}, Ax)

= 0,A, — &,AZ, (210)
isto €,
B (grav) = T (f1at) 21D

Em razdo deste resultado, adotaremos as derivadas covariantes para os cdlculos seguintes.

Calculemos agora o termo (i7):
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S(FL)Fom = §(V,AL — V,A%) (VAT — V” A%k

= VFAYY,(SA%) — VY ATRY , (5AS) 212)
) (a7

— VFATY,(BAT) + VYA, (SA)
(111) (V)

Todos os termos destacados podem ser reescritos em funcio da regra de Leibniz:

(I): VFA™V,(6A%) = V,(VFA"GAY) — V,VF A5 AL, (213)
(II): VYAV, (6A%) = V, (VY A"§A%) — V, V¥ ATH5 AL, (214)
(IIT):  VFA™V,(§A%) = V,(VFA™6A%) — V,VFA™ S A, (215)
(IV): VYAV, (6A%) = V, (VYA ALY — V, VY A“H§ AT, (216)

Combinando essas relacdes com as (B.3) e (B.6) e efetuando as devidas simplificacdes,

resulta:
S(F,FH) = 4 [V, (F*§AL) 4+ V, (F**) 6 A7) . (217)
Voltando na (B.2), obtemos:
0S = /d%\/ Z L(FOVH 5A“) + V, (F**) 0A;, + 5V(A“2)}

= —Z / d'aV,(y/—gF*"" §A%) Z / d'z/=g [V, (F*") 5 A% + 6V (A™)]

a=1

= 0 pelo teorema de Gauss
. Z / d'z/=g [V, (F*") §A% 4§V (A2)] . (218)

A variagdo do potencial € calculada a seguir:
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sv(a?) = Vs
dv v a a
= a0l ALAY)
L
= 2 AMOAL. (219)

Levando esse resultado na (B.12), obtemos:

3
s5=-Y" [y {VV(FW) o oA 5 (220)
a=1

As variacdes nos campos sdo arbitrdrias. Assim, obtemos a partir do principio da minima

acao:

Vu(\/—_gFaW) = 2\/—_9

que sdo as equagdes de movimento (4.5).

dv
A (221)
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