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RESUMO

Nos setores industriais, o conceito de tolerancia a danos € amplamente aplicado,
assumindo a existéncia de uma trinca que eventualmente evoluira levando a falha
catastrofica do componente, tornando-se necessario o acompanhamento e
monitoramento de sua evolucdo em situacéo de trabalho. Desta forma, a mecéanica da
fratura linear elastica fornece inumeros modelos buscando descrever o crescimento
de trinca, neste estudo, apresentou-se a utilizacdo dos modelos de amplitude de
tensdo variavel desenvolvidos por Willenborg, o modelo original, o modelo
generalizado e o modelo modificado. Visto que o processo de propagagéao de trinca é
nao linear e determinado por inumeros fatores, admite-se a existéncia da incerteza
nos parametros de definicido do modelo, tendo assim como objetivo a quantificagao
da incerteza do fendmeno de propagacéao de trincas. Para tal fim, a modelagem da
incerteza foi realizada por intermédio das variaveis aleatérias e, a partir disso, os
métodos de simulacdo de Monte Carlo e Fast Crack Bounds foram utilizados
conjuntamente para se estimar os momentos estatisticos do processo estocastico
“tamanho de trinca”. O desempenho da proposta foi avaliado a partir da combinacao
dos métodos de simulagdo de Monte Carlo com Runge-Kutta de quarta ordem. Assim,
utilizou-se de quatro exemplos classicos da mecanica da fratura para explorar a
precisdo e a eficiéncia da solugcao proposta. O trabalho identificou que a razéo
computacional obtida pelo Fast Crack Bounds foi de 10280,95% menor ao calculado
pelo Runge-Kutta de quarta ordem, com desvios relativos de no maximo 29,94%,

demonstrando a aplicabilidade e eficacia do método.

Palavras-chave: Modelo de Willenborg; Modelo de Willenborg Generalizado, Modelo

de Willenborg Modificado; Simulagdo de Monte Carlo; Metodo “Fast Crack Bounds”.



ABSTRACT

In industrial sectors, the concept of damage tolerance is widely applied, assuming the
existence of a crack that will eventually evolve and lead to the catastrophic failure of a
component. Hence, it becomes necessary to monitor its evolution under working
conditions. Consequently, linear elastic fracture mechanics provides numerous models
seeking to describe crack growth. In this study, we explore the application of
Willenborg's variable amplitude stress models, including the original model, the
generalized model, and the modified model. Since the crack propagation process is
nonlinear and influenced by multiple factors, uncertainties in the model's defining
parameters are acknowledged. Therefore, the objective is to quantify the uncertainty
of the crack propagation phenomenon. To achieve this, uncertainty modeling is carried
out using random variables. Subsequently, the Monte Carlo simulation and Fast Crack
Bounds methods are employed in conjunction to estimate the statistical moments of
the stochastic process, namely, the "crack size." The performance of the proposed
approach is evaluated through the combination of Sequential Monte Carlo Simulation
methods with fourth-order Runge-Kutta. To validate the proposed solution, four
classical examples from fracture mechanics are employed. The results demonstrate
the precision and efficiency of the Fast Crack Bounds methodology, with computational
gains of at least 10280.95% over the RK4 solution and relative deviations of no more
than 29.94%. These findings showcase the applicability and effectiveness of the Fast

Crack Bounds method.

Keywords: Willenborg Model; Generalized Willenborg model; Modified Generalized

Willenborg model; Monte Carlo simulation; Fast Crack Bounds Method.
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1 INTRODUGAO

Este documento consiste em uma tese de doutorado no programa de Pds-
Graduagdo em Engenharia Mecanica e Materiais (PPGEM) da Universidade
Tecnoldgica Federal do Parana (UTFPR), campus Curitiba, area de concentragao
mecanica dos solidos computacional e linha de pesquisa da Quantificagdo da
incerteza de modelos de propagacao de trincas.

A busca pelo avango tecnoldgico em termos de processos de analise estrutural
esta intrinsecamente ligada aos fatores que desencadeiam falhas em materiais
metalicos. Neste contexto, o fendbmeno da fadiga assume uma posi¢cao de destaque,
a fadiga é definida como o processo de degradagado localizada, progressiva e
permanente que ocorre em um material que é suscetivel a variagdes de tenséo e
deformagdo e produz a nucleagao de trincas ou fratura total apés um numero
suficiente de ciclos (AMERICAN SOCIETY FOR TESTING AND MATERIALS, 2000).

A previsao da vida util por fadiga apresenta muitos parametros incertos em sua
aplicacéo, varios autores tém discutido detalhes das previsdes da vida util por fadiga
para diversas aplicacées. No entanto, existem duas principais formas de prever a vida
util por fadiga: curvas de dados de fadiga (curva S-N ou curva €-N) e equacdes de
propagacao de trinca (LI et al., 2021), apresentados pela Mecanica da Fratura Linear
Elastica (MFLE).

A MFLE apresenta inumeros modelos de evolugdo de trinca, esses sao
classificados em duas grandes categorias, a saber: carregamento de amplitude de
tensao constante (CATC) e carregamento de amplitude de tensao variavel (CATV).
Para os modelos do tipo CATV, destacam-se as leis de evolucdo de Elber (1971),
Willenborg (1971), Wheeler (1972), Barsom (1976), Willenborg Generalizado
(GAILAGHER, 1974), Hudson (1981), Onera (BAUDIN E ROBERT, 1981), Corpus
(KONING, 1981), Preffas (ALIAGA et al, 1985), Forman-Newman-de Koning
(NEWMAN, 1984; FORMAN e METTU, 1992) e Willenborg Modificado (BRUSSAT,
1997).

Esses modelos sao descritos matematicamente, por um problema de valor inicial
(PVI). Em geral, métodos numéricos devem ser usados para obter solucbes
aproximadas, porque uma solugdo exata pode ser obtida para apenas algumas

aplicagdes praticas. Para obter essas solugdes numéricas, € aplicado o procedimento
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numérico Runge-Kutta de quarta ordem (RK4), o que representa a necessidade de
um alto custo computacional.

Foram propostos por Avila e Santos (2015), Avila et al. (2016) e Santos et al.
(2018), estudos que apresentam uma metodologia denominada Fast Crack Bounds
(FCB). Esta tem como objetivo determinar as cotas superior e inferior para a fungao
tamanho de trinca para modelos de propagacédo de trinca. O método FCB se
desenvolve a partir de hipéteses, que garantem a regularidade suficiente para que a
funcdo “tamanho de trinca” seja expandida, via série de Taylor retendo os termos até
segunda ordem, com resto de Lagrange, conforme Avila e Santos (2015).

Os modelos de propagacao de trincas sao geralmente obtidos por meio de uma
abordagem empirica, o que resulta em parametros que apresentam certa dispersao
na lei de propagacéao da trinca. Por essa razéao, ¢ justificavel a aplicagdo de um modelo
probabilistico para a lei de propagacédo (CASTILLO et al., 2010). Um exemplo desse
tipo de estudo é apresentado por Lin e Yang (1985). Portanto, para obter prognésticos
mais confiaveis, o uso de um modelo probabilistico de incerteza € necessario
(GHONEM e DORE, 1987).

Em seu estudo, Wang et al. (2021a) apresentaram uma nova abordagem para o
RBTO dindmico (DRBTO) que leva em consideragdo incertezas intervalares e
restricoes de confiabilidade nao-probabilisticas (NTR) da resposta dindmica para
sistemas mecanicos variaveis no tempo. Um exemplo comum de analise de
confiabilidade dependente do tempo na engenharia pratica € a combinagao do método
de subintervalos com a expansao de Taylor de primeira ordem para calcular o intervalo
de resposta (Wang et al. 2021b).

Long et al. (2018) desenvolveram um meétodo de analise de intervalo capaz de
prever os limites de vida de crescimento de trincas de fadiga em condigbes de
incerteza. Uma comparacédo entre o método proposto, testes experimentais e o
método Monte Carlo indica que o método apresenta uma boa precisdo. Em outro
estudo, Long et al. (2019) apresentaram um novo método de propagacgao de incerteza
que permite avaliar a funcédo de densidade de probabilidade do tempo até a falha de
uma trinca propagante.

A proposta de pesquisa consiste em obter os estimadores estatisticos do valor
esperado e variancia dos modelos de Willenborg, original, generalizado e modificado,

estes modelos sdo aplicados a problemas com amplitude de tensao variavel. Para
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tanto, se combinarao os métodos Fast Crack Bounds e de Simulacdo de Monte Carlo.
Esta metodologia sera denominada por Fast Crack Bounds - Monte Carlo (FCB-MC).

A proposta de pesquisa consiste em estudar, formular e obter resultados
relacionados a quantificagdo da incerteza, para estes modelos de propagacgédo de
trincas. O desempenho da FCB-MC é avaliado a partir da metodologia RK4-MC.
Quatro resultados tedricos inéditos relacionados a existéncia de limites para as
realizagbes do processo estocastico "tamanho da trinca" e aqueles para os

estimadores do valor esperado e variancia sdo apresentados.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Toma-se como principal objetivo obter os estimadores estatisticos do processo
estocastico “tamanho de trinca” dos modelos de evolugado de trincas de Willenborg
(1971), Willenborg Generalizado (GALLAGHER, 1974) e Willenborg Modificado
(BRUSSAT, 1997), via metodologia FCB-MC.

1.1.2 Objetivos Especificos

Para concluir o objetivo geral, sdo necessarios 0s seguintes objetivos
especificos:

i. Formulacdo matematica do método FCB para os Modelos de Willenborg,
Willenborg Generalizado e Willenborg Modificado, a fim de obter as
cotas para as realizacdes da fungao tamanho de trinca;

ii. Combinar os métodos FCB e Monte Carlo a fim de obter a formulacao
da metodologia FCB-MC;

iii. Dedugao das solugbes numéricas aproximadas via Runge Kutta de 4°
ordem;

iv. ~ Combinar os métodos Runge Kutta de 4° ordem e Monte Carlo a fim de
obter a formulagdo da metodologia RK4-MC;

v. Implementagdo computacional da metodologia FCB-MC;

vi. Implementagdo computacional da metodologia RK4-MC;
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vii.  Simulagdo numérica de problemas encontrados na literatura;
viii.  Avaliagao dos resultados e analise comparativa entre as solugdes dos

encontrados na literatura técnica.

1.2 Justificativa

A fadiga metalica é um fendbmeno que ocorre em metais quando sé&o
submetidos a cargas repetitivas ou variagdes de carga. Ela resulta em danos
progressivos e, eventualmente, leva ao colapso do material, sendo ocasionada pela
propagacao de micro trincas microscopicas.

O fendmeno representa um problema comum no ambiente das Engenharias,
tornando importante que projetistas e fabricantes levem em consideragdo medidas
para minimizar ou prevenir o colapso do componente, isso incluiu o uso de materiais
de qualidade, um correto dimensionamento, a realizagao de inspe¢des regulares para
detectar sinais de trincas e o uso de softwares para prescrever a vida do material sob
o efeito da fadiga.

Em resumo, o estudo da fadiga metalica € importante para garantir a seguranca
e a confiabilidade de estruturas e componentes mecanicos, e para aprimorar o projeto
e a fabricagcdo de materiais metalicos que suportam cargas repetitivas, entretanto isso
representa um elevado custo computacional e financeiro.

Portanto a redugdo do tempo computacional e dos custos envolvidos em
avaliagcbes da vida em fadiga de componentes metalicos, se apresenta como uma
oportunidade de estudo de novos modelos matematicos, metodologias e softwares
que atendam a essas demandas.

Dentre os softwares utilizados para prescrever a vida em fadiga, o Nasgro®é o
mais amplamente utilizado na atualidade, incluindo aplicagdes para aeronaves,
espagonaves, helicopteros, motores de turbina a gas, vasos de pressdo e
componentes estruturais. Entretanto, a utilizagdo do software acarreta um elevado
custo computacional, e isso se deve a abordagem, complexidade e numero de
parametros de definigado utilizados nos modelos inclusos.

Avila e Santos (2015), Avila et al. (2016) e Santos et al. (2018), apresentaram
o0 método Fast Crack Bounds que determina cotas superior e inferior para a fungao
tamanho de trinca, consistindo em um método eficaz e de baixo custo computacional,

conforme apresentado nos trabalhos de Santos (2015), Machado (2015), Bezerra
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(2017), Santos (2018), Oliveira (2019), Machado (2019), Lara (2020) e Santos et al.
(2023).

A originalidade do trabalho de tese de doutorado reside na abordagem adotada
para quantificar as incertezas associadas aos modelos de propagagéao de trincas de
carregamento variavel, em particular, aos modelos de Willenborg. Os modelos de
propagacao de trincas sao amplamente utilizados na engenharia, mas sua obtencao
€ em grande parte empirica, o que resulta em uma consideravel disperséo e incerteza
nas leis de propagacéo. Essa variabilidade intrinseca aos modelos justifica a aplicagao
de uma modelagem probabilistica para descrever a evolugéo das trincas ao longo do
tempo.

No ambito deste estudo, foi proposto uma investigagdo aprofundada por meio
da randomizagdo dos parametros da lei de evolugdo de trincas em modelos de
carregamento de amplitude de tensao variavel, como o Willenborg, o Willenborg
Modificado e o Willenborg Generalizado, por intermédio da metodologia Fast Crack
Bounds. A incorporagdo da abordagem probabilistica é fundamental para aprimorar a
confiabilidade das estimativas de progndstico, permitindo uma compreensao mais
precisa das incertezas inerentes a esses modelos. Com base na literatura, conforme
mencionado por Ghonem e Dore (1987), a utilizagdo de uma modelagem
probabilistica de incerteza se faz imperativa para tornar as previsées mais robustas e,
assim, contribuir para o avango do conhecimento na area de analise de propagagao

de trincas.

1.3 Estrutura do trabalho

Este trabalho esta organizado em cinco capitulos. Inicialmente, tem-se uma
abordagem referente a introducao, os objetivos e a devida justificativa. No capitulo 2,
apresenta-se uma revisao bibliografica referente aos conceitos de fadiga em materiais
metalicos, mecanica da fratura, mecanica da fratura linear elastica (MFLE), modelos
de propagacao de trinca do tipo CATC e CATV, métodos numéricos para solugdes de
equacgoes diferenciais, metodologia FCB, simulagao numérica de Monte-Carlo (SMC)
e momentos estatisticos em propagacdo de trincas. O capitulo 3 apresenta o
desenvolvimento da formulagdo matematica da metodologia FCB para os modelos de
Willenborg, Willenborg Generalizado e Willenborg Modificado, a quantificacao das

incertezas e o plano de pesquisa utilizado para esta etapa de tese de doutorado. Ja o
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capitulo 4 exprime os resultados numeéricos para os trés modelos de propagacgao de
trinca. Por fim, o capitulo 5 apresenta as conclusbes conquistadas no

desenvolvimento e execugao deste projeto de tese.
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2 PERSPECTIVA HISTORICA DA FADIGA EM MATERIAIS METALICOS E O
FENOMENO DE PROPAGAGAO DE TRINCAS

Neste capitulo, apresenta-se o referencial tedrico e os procedimentos
realizados no desenvolvimento da pesquisa, possibilitando fundamentar e dar
consisténcia ao estudo. Apresenta-se um embasamento da literatura ja publicada
sobre o processo de fadiga em materiais metalicos, o fenbmeno de propagacao de

trincas e a quantificagao de incertezas.

2.1 Fadiga

A fadiga é definida como o processo de degradacgao localizada, progressiva e
permanente que ocorre em um material que é suscetivel a variagdes de tensao e
deformacédo e produz a nucleagdo de trincas ou fratura total apés um numero
suficiente de ciclos (ASTM, 2000).

Durante a concepgao de um componente mecanico estrutural, a possibilidade
da ocorréncia do fendbmeno fadiga deve ser considerada. Sendo determinante no
dimensionamento e assumindo real importancia por representar a maior causa
individual de falhas em metais (SCHIJVE, 2009).

Branco et al. (1999), resumem a fadiga como sendo um processo de reducgao
da capacidade de carga de componentes estruturais pela ruptura lenta do material,
por intermédio do avango quase infinitesimal da trinca a cada ciclo de carregamento.
Com frequéncia, se descobre que membros de maquina falharam sob a acao de
tensdes repetidas ou flutuantes; todavia, uma analise mais cuidadosa revela que as
tensoes reais maximas estavam bem abaixo da resisténcia ultima do material e, muito
seguidamente, abaixo mesmo da resisténcia ao escoamento. Evidenciando-se a

necessidade de um estudo histérico sobre o fenémeno Fadiga.

2.2 Panorama histérico da fadiga e mecanica da fratura

Buscando-se uma compreensao geral acerca do fendbmeno de propagacao de
trinca, é interessante comegar com uma breve revisao histérica do desenvolvimento

da fadiga, partindo das ideias iniciais até o0 momento atual.
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O primeiro grande relato histérico referente aos impactos de falhas devido as
tensdes ciclicas foi descrito na industria ferroviaria no periodo de 1840-1850 (ZERBST
et al., 2005), na época, recomendou-se a eliminagdo de cantos vivos presentes em
componentes mecanicos. Em trabalhos posteriores, Peterson (1950) reconheceu que
estes eixos ferroviarios falhavam nos ombros.

As extremidades do eixo que sustentam as rodas da locomotiva, conhecidas
como ombros, estdo expostas a elevadas cargas ciclicas, tornando-os suscetiveis a
fadiga mecanica. Esses ombros sdo geralmente identificaveis como duas regides mais
alargadas localizadas nas extremidades de cada lado do eixo, onde as rodas sao

fixadas, conforme ilustrado na Figura 1.

Figura 1 - Representagao dos ombros de um eixo ferroviario
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Fonte: Adaptado de Peterson (1950)

Como as falhas aparentavam ser diferentes das rupturas até entéo
consideradas normais associadas aos testes uniaxiais, ou seja, testes em que se
submete um material a uma carga uniaxial, aplicada de forma continua e unidirecional
com aumento ou diminuicdo progressiva da intensidade, até que ocorra a falha ou
ruptura do material. Introduziu-se o conceito errébneo de “cristalizacdo” devido a
vibracao, que posteriormente foi refutado. Adicionou-se no periodo de 1840-1850, ao
vocabulario técnico, a palavra “fadiga”, descrevendo as falhas ocorridas devido a
tensdes repetidas (STEPHENS et al., 2000).

A primeira investigacdo sistematica da fadiga ocorreu na Alemanha e foi
efetuada por Wohler (STEPHENS et al., 2000). Essa investigagdo mencionava as

falhas nos eixos ferroviarios. Realizaram-se iniUmeros ensaios laboratoriais em corpos
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de prova submetido a tensdes ciclicas. A partir disso, ele estabeleceu o conceito de
limite de resisténcia a fadiga, apresentando o diagrama tensido versus numero de
ciclos (S-N), demonstrando que a medida que se diminui a tensdo aplicada, o corpo
de prova resiste a um numero de ciclos maior. Além disso, a partir de um certo nivel
de tensbes em que a curva se torna horizontal, o numero de ciclos para o rompimento
do corpo de prova torna-se grande, esta tensao denota-se por resisténcia infinita a
fadiga do metal.

Nas décadas posteriores, pesquisadores expandiram o trabalho classico de
Wolher, Bauschinger (STEPHENS et al., 2000) demonstrou que a carga necessaria
para gerar as tensdes de escoamento foram reduzidas apds a aplicagao de uma carga
com sinal oposto ao que ocasionou a deformacdo inelastica. Representando a
primeira indicacdo, de que uma reversdo da tensao inelastica poderia alterar o
comportamento tensao-deformacao dos metais, sendo o pioneiro da compreensao a
respeito do relaxamento ciclico.

Ewing e Humfrey (1903), a fim de investigar o fendbmeno de fadiga, utilizaram
um microscopio optico de precisdo. Observando linhas de deslizamento localizadas,
relatando assim as fases de desenvolvimento da fadiga.

Basquin (1910) demonstrou que a tensao alternada versus o niumero de ciclos
até a falha (diagrama S-N) na regiao de vida finita, pode ser representada como uma
relagéo linear log-log. A equacgéao proposta, acrescida de modificagbes posteriores, €
utilizada, atualmente, para reproduzir o comportamento da fadiga de vida finita.

Os trabalhos de Gough (1924) forneceram um estudo acerca do fenbmeno da
fadiga multiaxial, ou seja, a combinacao de flexao e torcdo. Na época, Gough publicou
um livro relevante e abrangente sobre fadiga de metais.

Em 1927, Moore e Kommersf (1927) publicaram o primeiro livro norte-
americano a respeito da fadiga em materiais metalicos, denominado de “The fatigue
of Metals”.

Em 1920, Griffith (1920) elaborou uma analise do comportamento da fratura de
componentes com trincas por intermédio de experiéncias com O6xidos metalicos
superesfriados. Assumindo a ocorréncia de uma trinca de tamanho ""2a'’ no interior
de uma placa de um material fragil para o estado plano de tensées, empregando uma
placa plana infinita, com uma trinca de comprimento igual a ""2a”, solicitada por um

carregamento de tragado, conforme a figura 2.
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Figura 2 - Placa infinita no modo | de abertura de trinca demonstrando o estado plano de

tensées de um elemento de area na vizinhanga da trinca

Fonte: Adaptado Schivje (2009)

Para estes materiais, a trinca se propagaria de forma instavel, se a energia de
deformacédo liberada quando a trinca avangasse de um comprimento infinitesimal
fosse maior que energia necessaria para romper a coesao entre os atomos a frente
da trinca (GRIFFITH, 1920). Baseado nestas condi¢des, Griffith (1920) efetuou a
estimativa da tensdo nominal de falha, também conhecida como tenséo critica.

Por intermédio do trabalho pioneiro, Griffith desenvolveu a base para a
mecanica da fratura, sendo posteriormente conhecido como o “early father” da ciéncia
mecanica da fratura.

Em 1924, Palmgren (1924) estabeleceu o uso de um componente sujeitos a
fadiga com base na dispersao estatistica para o projeto de rolamento de esferas. No
mesmo ano, desenvolveu um modelo matematico de dano cumulativo linear para a
carga de amplitude de tensao variavel.

McAdam (1927) realizou estudos de fadiga por corrosdo, e demonstrou uma
significativa degradacéo da resisténcia a fadiga em diversas solu¢des de agua.

Haighh (1929), utilizando de conceitos de andlise de tensdo de entalhe e
tensdes residuais, apresentou uma explicacao para a diferenca da resposta dos acos
macios e de alta resisténcia, ambos sujeitos a fadiga e com a presencga de entalhes.

Um importante avango técnico foi alcangado em 1930, com a introducéo do

conceito “shot-peening” na industria automobilistica, tornando raros os casos de falhas
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de fadiga em molas e eixos. Posteriormente, Aimen (1963) explicou as melhorias, por
intermédio de tensdes residuais produzidas nas camadas superficiais de pecas
revestidas.

Neuber (1946) afirmou que a tensdo média sobre um pequeno volume na raiz
do entalhe possui maior importancia se comparado ao pico de tensdo no entalhe.

Gassner (1939) enfatizou a importancia do teste de carga de amplitude de
tensao variavel, promovendo a utilizagdo do espectro de carregamento de blocos para
testes simulados. O teste de blocos foi notavel para o posterior desenvolvimento de
testes eletro-hidraulicos de circuito fechado.

Durante as Grandes Guerras Mundiais, intensificou-se o numero de falhas por
fadiga, fato este, representado pelas fraturas frageis em navios, aeronaves e veiculos
blindados. Este grande numero de falhas acarretou maiores esfor¢os buscando
solugdes praticas, para o momento, € uma posterior reflexdo acerca das
concentracdes de tensao e propriedades dos materiais.

Miner (1945), desenvolveu, a partir das sugestdes de Palmgren (1924) um
critério linear de dano a fadiga cumulativo, conhecido hoje como a regra de dano linear
de Palmgren-Miner. Atualmente, esta regra tem sido amplamente utilizada nos
projetos de fadiga.

Com o intuito de estabelecer uma normatizagdo para a conducao de
investigacdes e ensaios relativos a falha por fadiga, o Comité E-09 da ASTM, presidido
por Peterson, estabeleceu um forum de discussdo em 1946 voltado a tematica da
fadiga. Peterson (1959) destacou que o fator de entalhe da fadiga "K; " € uma fungao
do fator tedrico de concentracao de tensao, publicando em 1953 um livro sobre fatores
de concentragcdo de tensdo, denominado “Stress Concentration Design Factors”
(PETERSON, 1953), posteriormente, uma versao expandida em 1974 (PETERSON,
1974).

Em 1952, iniciou-se a operagao comercial do primeiro avido de passageiros a
jato, conhecido como Comet. Apds aproximadamente 300 horas de voo, uma unidade
Comet caiu no mar Mediterraneo. Concluindo-se, apds um extenso estudo acerca dos
destrogos encontrados, que o acidente foi ocasionado por falha devido a fadiga da
cabine pressurizada, posteriormente, todas as espécies semelhantes de Comet foram
retiradas de servigo. Esse acidente colocou uma maior atencao no projeto de fadiga
de estruturas metalicas, aumentando a importancia dada ao quesito manutencéo e

inspecao.
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Irwin (1957) introduziu o fator de intensidade de tens&o (FIT), "K;", onde foi
aceito com base nas previsdes de vida de crescimento de trinca por fadiga e na
mecanica da fratura linear elastica (MFLE). Como Irwin foi o responsavel por criar o
termo MF e devido as suas contribuigdes, ele € considerado o “modern father’ da MF.
Irwin demonstrou, neste trabalho, que as tensdes locais préximas a frente de trinca

sao, de forma geral, representadas pela seguinte equacéo:

K
0ij = Eﬁj(ﬁ), (2.1)

sendo “r,8” as coordenadas polares da localizagdo do ponto de interesse em relagao
a frente de trinca, e “K” o fator de intensidade de tensao. (BANNANTINE et al., 1989;
ANDERSON, 2005; SCHIJVE, 2009). Essa descricdo vetorial que Irwin (1957)
elaborou, até entdo era baseada em energia. Westergaard (1939) apresentou o FIT e
um método para determina-lo, o qual se relaciona com a taxa de liberagédo de energia
de Griffith para descrever as tensdes e deslocamentos proximos a frente de trinca.

Para uma trinca submetida a tracdo (modo | - abertura). Utilizando a mesma
placa plana, figura 1. O campo de tenséo na vizinhanga préxima a frente de trinca é
definido pelas seguintes equag¢des (WESTERGAARD, 1939):

( K ] ] 30
Oxx(1,0) = \/z_mcos§<1 — senz — sen7),
K 0 ] 30
0yy(1,0) = \/z_mcos§<1 + senz — sen7>,
< Ty (1, 0) = \/;(_mseng— cosgcos%, (2.2)
0,, = 0 (Para tensao plana),
Oyp = v(axx + ayy)(Para deformagio plana),

\T,, = T;x = 0.
Na abordagem baseada no fator intensidade de tensao, a propagagao da trinca

ocorre quando o fator de intensidade de tensao atingir um valor critico. Neste caso, tal

valor é dado pelo fator de tenacidade a fratura. Assim tem-se:

K(a) = f(a)ovma, (2.3)
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Deste modo, "¢" corresponde a tensdo nominal aplicada, "a" € o tamanho da
trinca e "f(a)" € o fator intensificador.
A equacéo (2.4) representa a condigdo em que a trinca atinge um tamanho que

conduz a uma condi¢ao de instabilidade.

KI < KIC; (24)

sendo “K;” o fator de intensidade de tensdes e “K;.” o fator de tenacidade a fratura.
Portanto, o fator de tenacidade a fratura representa a capacidade que um material
possui de manter sua integridade estrutural na presencga de trincas. Este parametro é
utilizado no contexto da Mecanica da Fratura (MF) como um parametro de selegao de
material, analogamente como os limites de tensdo de escoamento ou ultima.

Para validar o desempenho das propostas de Westergard, Weibull (1951)
desenvolveu a distribuicdo Weibull, a qual fornece um dos parametros para
distribuicao estatistica utilizada em testes e analises probabilisticas de fadiga de vida.

Paris (1961) demonstrou que a taxa de crescimento de trinca por fadiga,
"da/dN" pode ser melhor descrita utilizando a faixa de intensidade de tensao. Elber
(1970) apresentou a importancia do fechamento de trinca no crescimento de trinca por
fadiga, desenvolvendo-se um modelo quantitativo e expondo que o crescimento de
trinca por fadiga é controlado por um intervalo efetivo do fator intensidade de tensao,
este modelo é frequentemente utilizado nos calculos de crescimento de trinca. Paris
(1970) demonstrou que poderia ser obtido um FIT limite para o qual o crescimento de
trinca por fadiga nao ocorreria.

Nas décadas posteriores, ocorreram avangos computacionais, proporcionando
melhorias significativas, em diversos aspectos do projeto de fadiga, incluindo cédigos
computacionais para diferentes modelos de propagacao de trinca e inumeros avangos
na capacidade de simulacdo numérica, associados a um elevado custo
computacional.

Avila e Santos (2015), Avila et al. (2016) e Santos et al. (2018) desenvolveram o
meétodo Fast Crack Bounds, o qual estabelece limites superior e inferior para a funcao
tamanho de trinca, definindo assim as solugdes dos modelos de propagacéao de trinca.
Esse método oferece uma redugéo significativa do tempo computacional e permite
avaliar a taxa de propagacao de trincas de forma eficiente.
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2.3 Mecanica da fratura

A Mecénica da Fratura (MF) trata do comportamento a fratura de componentes
que possuem defeitos ou trincas, em condi¢cdes similares as encontradas na pratica.
Seu objetivo é determinar se um defeito, como uma trinca, pode levar o componente
a fratura catastrofica durante as condicdes normais de servico.

A MF pressupde que os componentes possuem trincas, mesmo antes de serem
colocados em servigo, essas trincas podem ser resultado de processos de fabricacao,
tais como falhas na fundigdo, defeitos de soldagem, trincas decorrentes de
tratamentos térmicos, ou podem ser decorrentes de solicitagdes dinamicas, como a
nucleagéao de trincas por fadiga.

A MF se divide em duas categorias: Mecéanica da Fratura Elasto-Plastica (MFEP)
e Mecanica da Fratura Linear Elastica (MFLE), sendo este ultimo o tema deste

trabalho.

2.4 Mecanica da fratura linear elastica

A metodologia da mecénica da fratura linear elastica (MFLE) é baseada num
procedimento analitico, o qual relaciona a magnitude e a distribuicdo do campo de
tensbes na vizinhanga da ponta da trinca com a tensdo nominal aplicada no
componente, o tamanho, a forma e orientacdo da trinca. Deste modo, a MFLE tem
como base os fundamentos da teoria da elasticidade (ANDERSON, 2005) e, segundo

Bannantine et al. (1989), desenvolve-se a partir das seguintes hipéteses:

(H1). Existéncia de uma trinca;

(H2). Material elastico linear, isotropico e homogéneo;
(H3). Pequenas deformacbes;

(H4). Estado plano;

(H5). Modos de carregamento.

Conhecendo as hipoteses de trabalho, é adequado definir as componentes de

tensdo e sistemas de referéncia nas proximidades da trinca conforme a figura 3.



Figura 3 - Componentes de tensao e sistemas de referéncia nas proximidades da trinca

Fonte: Adaptado de Schivje (2009)
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Assim, é conveniente definir os trés modos de carregamento. O modo | é

caracterizado pelo deslocamento local que é simétrico aos planos x-y e x-z. No modo

de cisalhamento no plano, modo Il, os deslocamentos sdo simétricos ao plano x-y e

antissimétricos ao plano x-z. O modo de cisalhamento fora do plano, modo lll, é

associado com os deslocamentos que s&o antissimétricos com os planos x-y e x-z.

Ressaltando que se pode obter outros modos de movimentos relativos de duas

superficies de trincas como uma composi¢cdao dos modos descritos anteriormente.

Apresenta-se na figura 4 as trés geometrias fundamentais de abertura de trincas.

Figura 4 - Modos de carregamento

VAN

Modo | -
Tracao

P

Modo |l -
Cisalhamento
Frontal

X

P

Modo Il -
Cisalhamento
Paralelo

Fonte: Adaptado de Schivje (2009)
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Os respectivos fatores de intensidade de tensao para os modos de carregamento

da figura 4, em fungdo da geometria e condi¢des de carregamento, sao:

K, = oyra, (2.5)
Ky = tyVna, (2.6)
K, = tyVma. (2.7)
sendo “y” € um fator geométrico que depende da forma e propor¢des do componente

em estudo; K; fator de intensidade de tensao para o modo | de abertura da trinta; “K;;”

para o modo |l e “K;;;,” para o modo |II.

2.4.1 Caracterizacado do Estado Plano

Considerando casos extremos, o colapso de um componente mecanico pode
ocorrer por intermédio de dois modos, isto €, sob um estado plano de deformagao
(EPD), onde as deformagdes atingem niveis que ultrapassem as deformacgdes criticas
do material, ou sob um estado plano de tensées (EPT), no qual as tensdes elevadas
sao responsaveis pelo colapso do componente.

O estado plano de tensdo (EPT) prevalece quando nao existe tenséo paralela
a frente da trinca e, por esta razdo, o estado triaxial de tensdo restringe-se em um
estado plano de tensdo. Esse estado leva em consideragdo que o plano de
instabilidade da fratura € inclinado a 45° em relacdo a direcdo da tensdo normal
aplicada.

Estruturas onde a espessura seja suficientemente pequena, a fratura ira ocorrer
completamente em um estado plano de tensdes (EPT), consumindo mais energia em
funcao da ruptura ocorrer por cisalhamento. Ja para materiais com comportamento
ductil, existe uma excessiva plastificagao da frente da trinca, contribuindo para que o
colapso seja em um estado plano de tensao.

Hahn e Rosenfield (1975) afirmam que, para uma situagao:
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B<1 o L 28
o= 4(sec20E ) (2.8)

Considerando o modo |, prevalece uma deformacéao a 45° em relagao a carga
principal, ocasionando uma fratura por cisalhamento no estado plano de tensbdes
(EPT).

O estado plano de deformacdo (EPD) predomina quando a deformacgao na
direcao a frente da trinca é nula, ou seja,” €53 = 0”. Levando-se em consideragdo uma
situagdo no qual a fratura ocorre em um plano perpendicular a diregdo da tensao
normal aplicada.

Sob as condigdes elasticas lineares a fratura ocorre quando “K; > K,.” ou” K; >
K", sendo “K,.” a tenacidade da fratura para um Estado plano de Deformacdes (EPD).

Castro e Meggiolaro (2009) consideram que o modo | (caracterizado pelo
deslocamento local que é simétrico aos planos x-y e x-z da figura 4) é o mais
significativo. Isto posto, a discusséo sera centrada no modo | de faturamento, no qual
em todos os calculos numéricos, utiliza-se o valor de “K;.”, fixando o estado plano de

deformagdes (EPD).

2.5 Modelos de propagacao de trincas

O estudo da mecanica da fratura viabiliza métodos de analise para predizer o
tamanho dessas trincas antes que atinjam tamanhos catastroéficos.

O diagrama "log (da/dN) versus log(AK)", apresentado na figura 5, é utilizado
para estudar o comportamento da evolugéo da taxa de propagacgédo de trinca em
funcdo do termo forgante “AK”. A normativa E647 (AMERICAN SOCIETY FOR
TESTING AND MATERIALS, 2023), estabelece que os dados "da/dN" versus “AK”
sejam utilizados no projeto e na avaliagéo de estruturas de engenharia por intermédio
da avaliacao das trés regides do diagrama da figura 5, a saber:

e Regido | — E caracterizada por mecanismos descontinuos de crescimento e
pela presenga de um limiar de propagacao “AK;y" abaixo do qual as cargas
aplicadas nao séo capazes de causar dano a peca trincada e a trinca nao
se propaga. Nessa fase, a taxa de crescimento € altamente sensivel a carga

meédia, a microestrutura do material e as condi¢gdes ambientais;



e Regido Il - Representa a propagagao intermediaria de trincas, na qual a taxa

de propagacao de trincas é proporcional a “AK” (em uma escala

logaritmica);

e Regido lll — Regidao de crescimento nao linear e taxa de propagacéao
elevadas, com representativa iminéncia da instabilidade da trinca, ou seja,

a aproximacao da falha abrupta da estrutura quando o valor maximo de

“
Kmax

Figura 5 - Curva da taxa de propagacao de trinca por fadiga, log(da/dN) versus log(AK)"

atinge a tenacidade a fratura.
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Fonte: Adaptado de E647 (AMERICAN SOCIETY FOR TESTING AND MATERIALS, 2023a)

Expressar "da/dN"

independentes da geometria, possibilitando a troca e comparacao de dados obtidos a
partir de uma variedade de configuragdes de amostras e condigdes de carregamento

como uma funcdo de

“AK” fornece

(AMERICAN SOCIETY FOR TESTING AND MATERIALS, 2023a).

A Mecanica da Fratura Linear Elastica (MFLE), apresenta modelos de evolugéo
que buscam predizer a quantidade de ciclos de carregamento que um material ou
componente pode suportar antes de falhar devido a propagacgéao de trincas por fadiga.

Esses modelos sao classificados em: carregamento de amplitude de tensao constante

(CATC) e carregamento de amplitude de tensao variavel (CATV).

resultados
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2.5.1 Carregamento de amplitude de tensao constante

Para a analise da vida em fadiga de um componente estrutural sob a
abordagem do carregamento de amplitude de tenséo constante (CATC), despreza-se
o histérico do carregamento, considerando-se que a taxa de propagacao da trinca
ocorre sob efeito de tens&o constante.

Para os modelos do tipo CATC, enfatiza-se as leis de evolugdo de Coleman
(1958), Paris-Erdogan (1963), Forman (1967), Walker (1970), Erdogan e Ratwani
(1970), Collipriest (1972), Klesnil e Lukas (1972), Priddle (1976), McEvily (1977),
Wang (1994), Fatec-Engineering (1998), Kohout (1999) entre outros.

Exemplificando os modelos do tipo CATC, o modelo de Forman é utilizado para

analisar a regiao Il e lll do diagrama "log(da/dN) x log(AK)",

2.5.1.1 Modelo de Forman

Como o modelo de Paris-Erdogan se limita apenas a descrever o crescimento
da trinca na regiao Il, da figura 5. Forman (1967) buscou aprimorar os trabalhos de

Paris e Erdogan, considerando novos parametros. O primeiro é a razado de tensao,

‘R (R =M=%) ". A introdugdo dos parametros "K,." € "K' possibilitou

Omax Kmax

descrever o comportamento da propagacao de trincas em regides instaveis a altas
taxas de propagacédo. Acrescentando, assim, o segundo parametro, representando a
instabilidade do crescimento de trinca quando o fator intensidade de tensao aproxima-

se do valor critico "K;.", consequentemente, Forman (1967) propds a seguinte

equacao:
d Ce(AK)™
da __ G@KYT (2.9)
dN (1-R)K,, — AK

sendo “C;" e “m;” parametros do material para o modelo de Forman, “K,,," o fator
intensidade de tensdo maximo, K. a tenacidade a fratura do material e R a razédo de
tensdo. A equacado € valida para valores de "R > 0", pois, para determinados
materiais, quando "R < 0", ndo ocorre mudancas significativas na taxa de propagacgao

de trinca, se comparada com a taxa de propagacado quando "R > 0" (HUDSON e
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SCARDINA, 1969; BANNANTINE et al., 1989; KUMAR et al., 2013). A razéo de
tensao, utilizada no modelo de Forman, é um fator que influencia diretamente na taxa
de propagacao de trinca, de forma geral, fixando-se “AK”, quanto maior o valor de R,
maior a taxa de propagacéao de trinca.

Destaca-se que o efeito da razdo de tensio é fortemente dependente do tipo
de material (HUDSON e SCARDINA, 1969; YUEN et al., 1974; BANNANTINE et al.,
1989; MEHRZADI e TAHERI, 2012). A figura 6 ilustra um grafico representando a

variagao de "da/dN x AK" em relagdo a variagdo de "R".

Figura 6 - Variagao do grafico da/dN por AK em relagao a variagdao de R
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Fonte: Adaptado de Stephens et al. (2000)
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O modelo de Forman apresentou, em estudos posteriores, concordancia com
os experimentos executados por Broek e Shijve (2009).

Durante a analise da vida em fadiga de um componente estrutural sob a
abordagem do carregamento de amplitude de tens&o constante (CATC), despreza-se
o histérico do carregamento. No entanto, se faz necessario analisar os historicos de

carga de servigo, pois estes sdo geralmente de amplitude de tensao variavel (CATV).

2.5.2 Carregamento de amplitude de tensao variavel

Variagbes na tensdo ao longo do tempo desempenham um papel critico na
determinacao da durabilidade e integridade do componente. Portanto, a analise de
fadiga deve levar em consideracdo os desafios apresentados pelos carregamentos
variaveis, a fim de garantir o desempenho seguro e confiavel das estruturas.

Exemplificando, a figura 7 apresenta o histérico de carregamento de uma
transmissao automotiva no decorrer de sua vida util, verifica-se uma amplitude de
tensdo variavel, tornando importante, a abordagem com precisdo, dos ciclos de

amplitude de aplicagado de carga.

Figura 7 - Histérico de carregamento de um sistema de transmissao automotivo
1000 —

800 —

600 [—

400 |-

Carregamento

B Tempo

—200 [—

Fonte: Adaptado de Stephens et al. (2000)
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Essa abordagem se faz necessaria para prever a taxa de propagacao de trinca
sobre o efeito de carregamentos variaveis, a base da anadlise € realizada por
intermédio dos CATC. Posteriormente, se faz necessario considerar os efeitos
cumulativos, derivados da variagado dos carregamentos, dos parametros mecanicos e
fisicos (YANG e FATEMI, 1988).

Devido a natureza aleatéria do carregamento de amplitude de tensao variavel, a
predicdo do fenbmeno de propagacéo de trincas se torna mais complexa. Tornando
mais arduo a modelagem dos parametros de interagdo, amplitude e frequéncia de
carga, assim, inumeros modelos foram propostos para efetuar a previsao da vida em

fadiga. Abaixo descrevem-se, sucintamente, os mais citados na literatura.

2.5.2.1 Método do somatorio

O meétodo do somatério € o modelo mais simples de acumulagdo de danos
baseado na propagacéo de trincas por fadiga para CATV. Ele efetua o somatorio das
variagdes do tamanho de trinca causados por cada ciclo, sendo representado pela

equacao (2.10).

N N

= Aa; = AK:
ay a0+; a; a0+;f( i), (2.10)
sendo "a," o comprimento inicial da trinca. O incremento de crescimento, "Aa;", esta
associado a cada ciclo de carregamento e é estimado a partir do grafico
"log(da/dN ) x log(AK)", o somatdrio continua até que ocorra uma fratura ou um
comprimento predeterminado € atingido, momento em que o numero de ciclos
acumulados é igual ao valor estimado.

O método do somatdrio assume, como hipdtese, que o histérico de
carregamento nao afeta a propagacao de trincas, entretanto, para uma analise
realistica do fendbmeno, se faz necessario analisar o histérico de aplicagéo de carga.
Os efeitos da sequéncia de carregamento e suas respectivas interagcdes sdo baseados
principalmente em trés modelos de zona plastica, a saber: modelo de Wheeler (1971),
Willenborg (1972) e Elber (1971).
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2.5.2.2 Modelo de Wheeler

O modelo de Wheeler (1971) é denominado de modelo de plasticidade da zona
de escoamento, utiliza-se de uma modificagao funcional entre a taxa de crescimento
a amplitude constante e o fator de intensidade de tensdo. Esse modelo introduz na
equacao de Paris um parametro de retardo empirico, "C;", baseado na relagao de

acumulagao do dano. O parametro "C;" é dado pela equagéo (2.11).

C; = D "
i )

(a1 + 7o1) — @ (2.11)
sendo “ry;" o raio da regido plastica no i-ésimo ciclo apés a sobrecarga, "a," 0

tamanho da trinca com sobrecarga, "r,;" 0 tamanho da zona plastica ocasionada pela
sobrecarga, "a;” o tamanho inicial da trinca e "m" um expoente empirico. A condigéo

que valida a equagao (2.11) é descrita nas equacgdes abaixo:

a; + 1y < agp + 1y (2.12)
E se:

a; + ryi = Aop + Tor- (213)

Representa-se as quantidades “r,;", "a,,", "a;", € "1

na figura 8.

Figura 8 - Esquema representativo das regioées plasticas na ponta da trinca

Pt st ¢

Regido afetada pela
a. 7 _‘ sobrecarga
i yi

Regido plastica
instantanea

Fonte: Adaptado de Stephens et al. (2000)
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Entdo, assume-se que "C; = 1", resultando que, enquanto a zona plastica
instantanea estiver dentro da zona plastica afetada pela sobrecarga, ocorrera retardo
no crescimento da trinca. Ja quando a primeira ultrapassar a segunda, os efeitos do
retardamento desaparecem. Assim, a equacdo resultante para o modelo de

propagacéo de trinca de Wheeler é dado pela equagao (2.14).

(Z_Ii)i = Gf (AK). (2.14)

O modelo do Wheeler (1971), descrito na equacao (2.14), ndo reconhece o
atraso no retardo da propagacao de trinca sendo inapto em predizer o fenédmeno de

parada da trinca.

2.5.2.3 Modelo de Elber

O modelo de Elber (1971) é definido como um modelo de fechamento de trinca,

esse modelo utiliza o conceito de fator de intensidade efetivo, dado em (2.15):
AKeff = Kmax — Kop: (215)

O fator de intensidade efetivo, incorpora os efeitos da interagdo de carga, em
estimativas de vida em fadiga para carregamentos de amplitude de tensao variavel.
Ainda considera que a trinca inicia sua propagacéo acima de valores de "K,,", assim,

o fator “AK,f” pode substituir, na equagao de Paris-Erdogan, o fator de intensidade

“AK”, resultando em:

da .
= Ce(BKp )™, (2.16)

Substituindo “AK™ por “AK,sf", tem-se:

da

d_N = Ce(AKeff\/Ea)me, (217)
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sendo "AK,sr = Kimax — Kop". Destaca-se, por intermédio do modelo de Elber, que um
dos mecanismos que induzem o fechamento de trinca é a plasticidade na regiao
préxima a frente de trinca, ocasionada por tensdes residuais.

Atualmente, existem inumeros cdédigos computacionais que adotam as
modificagdes propostas por Wheller, Willenborg e Elber. Cita-se como exemplo os
codigos de FASTRAN-11 (NEWMAN, 1992), MODGRO (HARTER, 1988), FLAGRO
(FORMAN et al., 1988) e NASGRO (METTU, 1999). O codigo NASGRO foi
desenvolvido para a predicdo do crescimento de trinca, para carregamentos
constantes ou variaveis. No qual utiliza-se o modelo de propagagdo de Forman,
Newman e de Koning (NEWMAN, 1984; FORMAN e METTU, 1992), também

conhecido como FNK.

2.5.2.4 Modelo de Hudson

O modelo de Hudson (1981) baseia-se na transformagao de um modelo do tipo
CATC para um modelo do tipo CATV. Para isto, usando uma regra baseada no
conceito de raiz quadratica média (root mean square — RMS) aplicada ao modelo de

Forman, construindo o seguinte modelo:

AK
98 Ny = nBfms (2.18)
dN (1 - ers)Kc - AK;;lns

[ ”

sendo “C,” e “my” constantes do material, “R,.,,s” a razdo “rms”, “K.” o fator de

tenacidade a fratura e "AK;} ;" a variagio do fator de intensidade de tensdo “RMS”.

Os niveis maximos e minimos de tensdo quadratica média RMS sédo dados pelas

seguintes equacgdes:

N 1/2
1
Omax,rms = NZ(O_max )2] ) (219)
r=1
e
N 1/2
1
Ominrms — NZ(Umin)zl ’ (220)
r=1
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sendo “N” o numero total de ciclos. E a raiz quadratica média, calculada por "R, =

Ominrms/Omaxrms - Os fatores de intensidade de tensdo maxima e minima séo

calculados a partir das seguintes equacgoes:

Kmax,rms = Omax, rmsVT af(a), (221 )
e
Kmin,rms = OminrmsVT af(a)’ (222)

sendo “a” o comprimento da trinca. Assim, a raiz quadratica média € definida pela

seguinte equacao (2.23):

AKrms = Kmax,rms - Kmin,rms: (223)

2.5.2.5 Modelo de Newman

O modelo de propagagao de trincas de Newman (1981) consiste em uma
modelo do tipo CATV, de analise ciclo a ciclo, com interacao e fechamento de trincas.
O fechamento de trinca é observado por intermédio da formagao de saliéncias, este
fendmeno ocorre em fungdo da aplicagdo de uma sobrecarga. Na qual a tenséo de

abertura da trinca “o,,,” € calculada em fungéo do comprimento da trinca e do histérico

de carregamento, representado na equacgao (2.24).

Oop = max(aop,n). (2.24)

& ” “* ”

sendo a tensdo para criar uma saliéncia no n-ésimo ciclo “g,,”, com um

‘O-op,n
comprimento de trinca a, e associada a um tamanho da zona plastica de "r, ,,". Assim,
incialmente, a lei de propagacao de trincas de Newman (1981) é dada pela seguinte

relagao:
Mn
da AKeff
— =Cpy|————————| , 2.25
dN n 1— (Kmax)z ( )
nTl

AKeps = (Omax — 0op)fVTa, (2.26)
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sendo "C,","m," e “n," parametros determinados a partir dos dados sobre o
carregamento de amplitude de tensdo constante. Posteriormente, a partir de novos

ensaios, Newman (1982) modificou a equacgao (2.25), reformulando-a da seguinte

forma:
1 ( AK, )2
da AK
dN - CnAKeffmn = 2 ) (2.27)
1— (Kmax)
| B, /) |
sendo
MKy =ny, (1=, JZ"x) (2.28)

Assim, Newman (1982), observou o indicativo que o retardo e a aceleracdo do
crescimento de trinca praticamente se anularam na maior parte dos espectros de

carga.

2.5.2.6 Modelo de Johnson

O modelo de propagacao de trincas de Johnson (1981) consiste em um modelo
do tipo CATV com interagdes e analise de multiparametros de zona plastica (multi-
parameter yield zone). Johnson (1981) utilizou uma equag¢ao adaptada de Forman,
descrita em (2.29):

da _ C;AK™

AN (1=Ry) K. — AK

(2.29)

com

m;j =1 quandoR >0,
{mj =2 quandoR < 0.

sendo “C;" e “n;” parametros do material."R.s¢" considera os efeitos da interagéo de

carga, ajustando seu respectivo valor a cada ciclo. No qual a relacédo da tensao efetiva

€ calculada da seguinte forma:

fr
Kmin - KR Ke i
R _ Bmin. (2.30)
/s Kmax - KR Keff

max
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sendo "KR” o valor da intensidade de tensdo residual. Assumindo valores positivos
quando ha retardo e negativo quando existe aceleragdo da propagacéo da trinca.
Assim, o valor para cada ciclo é calculado com a seguinte equacao:

AK,, = (1 — R TAK,,, (2.31)

sendo que o valor de "AK;," é obtido para um valor de "R = 0".

2.5.2.7 Modelo de Rudd e Engle

Rudd e Engle (1981) desenvolveram um modelo de propagacao de trincas do
tipo CATV, combinando o modelo de Walker e o modelo generalizado de Willenborg.

Elaborando a seguinte equacgéo:

da_
dNn "

AK, mr
ff
- Hr] (2.32)

(1= Resy)

A equacéao descrita em (2.32) utilizou parametros retirados dos carregamentos

do tipo CATC, com a relagéo efetiva dada por "R.rr = (Kimin)err/(Kmax)essr' € 0OS
efeitos de retardagéo contabilizados substituindo AK por:
AKeff = (Kmax)eff - (Kmin)efff (2.33)

A principal limitagcdo do modelo de Rudd e Engle € o parametro “Y,”, que é

obtido de forma empirica por intermédio de experimentos.

2.5.2.8 Modelo de Chang

O modelo de Chang (1981) é baseado na equagédo de Walker, considerando
"AK > AK,", desta forma as cargas compreensivas sao desprezadas e a retardagao
na carga de tragdo nao é contabilizada. O modelo de Chang é definido da seguinte

forma:



da

com

AKy, = (1 - R)AKtho

_C [ AK ]mc
dN  °l(1—R)1 Y|

dN

a
quando —— =0 e AK < AKy,.
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(2.34)

O modelo n&o considera os efeitos de interacdo da carga. Posteriormente,

Chang e Engle (1984) utilizaram um mecanismo semelhante ao modelo de Rudd e

Engle (1981), combinando os modelos de Walker e Willenborg generalizado.

Calculando as relagbes entre a vida prevista e Util (Npyegice Neest), Para "R < 1" as

previsdes sao conservadoras.

2.5.2.9 Modelo de Forman, Newman e de Koning (FNK)

O modelo de Forman, Newman e de Koning (FORMAN e METTU, 1992) é

baseado no modelo de Dugdale (1960). O modelo de Dugdale considera a faixa de

escoamento, sendo utilizado para determinar o tamanho da zona plastica “r," na frente

da trinca. Assim, se modela "r," como uma tira, infinitamente estreita e seu

comprimento pode ser igual a distancia entre a ponta da trinca real e a ficticia,
conforme figura 9 (MACHNIEWICZ, 2012).

Figura 9 - Esquema discretizado da faixa plastica
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" aberta | fechada plastica oy

Fonte: Adaptado de Machniewicz (2012)
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O modelo FNK descreve o crescimento da trinca nas trés regides da curva da
taxa de propagacgao de trinca por fadiga, "log (da/dN) % log(AK)", figura 5. A equagao
do modelo FNK, é dada em (2.35).

. AK Pfnk
da _ . (—1_fn)AK (=) 235
dN ~ M \\1-R (1_Kméx)qfnk’ (2.35)
K.

sendo, “Cenk, Nenks Dpnk” € “qpnk” Parametros materiais para o modelo de FNK, “K, 4"
o fator intensidade de tensdo maximo e “f,," é a fungédo de abertura de trinca. Para
problemas com analise de cargas combinadas, o fator intensidade de tensao, é dado

pela seguinte equacéo:
Kfnk = [SOFO + SlFl + SZFZ + S3F3 + S4F4,]V7Ta (236)

sendo “F,”,”F;", “F,”, “F3” e “F,” fatores de correcado geométrica derivados para cada
layout de propagacao de trinca. Os parametros “S,”, “S;”, “S,”, “S3” € “S,” representam
as tensodes de tragcado e compressao aplicadas. Assim, a fungao de abertura de trinca

“f," de Newman é definida em (2.37):

fo Kop {max (R,Ag + AJR + A,R?> + A3R®) R >0
a a Ay + AR —2<R<0. (2.37)

Kmax

sendo os coeficientes "A4,", “A,", "A," e “A;" dados em (2.38);

1

TTO; a

Ao = (0,825 — 0,34a + 0,05a2 [COS( s )]a
0

Ay = (0,415 — 0,071a) Gppqx /0o, (2.38)

Ay =1—-4p— 4, — 43,

A3 =24, +A; — 1.
sendo “as,,” um fator de restricdo das tensGes e deformagébes, que pode variar de 1
para o estado plano de tensdo e 3 para o estado plano de deformacdo, sendo
influenciado por fatores como a microestrutura do material, a geometria da amostra e

as condigdes de carregamento (NEWMAN, 1984). Valores de “a_fnk" iguais ou
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superiores a 2,5 sédo frequentemente associados a materiais com baixa tenacidade a

fratura (FARAHMAND et al., 1997). A figura 10 apresenta os ajustes da curva de
propagacéo de trinca para a liga de aluminio A357 por intermédio do modelo de

propagacéo de trincas FNK, segundo equacéo (2.35).

Figura 10 - Ajustes da curva de propagacao de trinca
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Fonte: Forman et al. (1994)

Ja afigura 11 apresenta os dados de crescimento da trinca para a liga aluminio-
bronze CDA630, com os devidos ajustes da curva de propagacao de trinca por

intermédio do modelo de propagacéao de trincas FNK, conforme equacéo (2.35).

Figura 11 - Ajustes da curva de propagacao de trinca para a liga aluminio-bronze CDA630
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Fonte: Forman et al. (1994)



51

O valor de “AK,;,” é aproximado por intermédio da razdo de tensdo “R”, da

funcdo de fechamento de trinca de Newman “f,," e do comprimento de trinca inicial

AKo (a -I(-lao)E
( 1-f, )(1+CthR)’
(1-49)(1-R)

AK,, = (2.39)

sendo "AK," a faixa limite do FIT e "C;," a constante de ajuste empirica com diferentes

valores para positivo e negativo.

25210 Modelo de Huang

O modelo de Huang (2008) é derivado da pesquisa anterior de Huang et al.

(2005) e é representado por meio da equacao (2.40).

da
aN [(AKer)mh — (AKeno)h), (2.40)
sendo "AK.qo = MgMpAK". E 0 valor de "My" pode ser calculado por intermédio da

seguinte relacao:

(1-R) ™A (=5 < R < 0)
Mg = (1-R)7F (0<R<0,5), (2.41)
(1,05 - 1,4R + 0,6R2)# (05<R<1)

sendo “B,," e “B," expoentes determinados a partir de experimentos com a liga de

aluminio 6013, para diferentes razdes "R" de carregamentos de amplitude de tenséo
constante.

A figura 12, apresenta curvas para taxas de crescimento de trincas da liga de
aluminio 6013 para diferentes razdes-R (HUANG, 2008).
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Figura 12 - Taxas de crescimento de trincas da liga de aluminio 6013 para diferentes razdoes-R
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Fonte: Adaptado de Huang (2008)

Conforme figura 12, como as curvas sao semelhantes, elas podem ser
modeladas simultaneamente pela equacdo (2.40). Deduz-se, a partir da equagao
(2.40), que o retardo na propagacéo da trinca € modelado pela redugdo da faixa

equivalente do fator de intensidade de tensdo. Assim "da/dN = 0", quando "AK,,o <

AKipo".

2.5.2.11 Modelo de Onera

E um modelo de propagacdo de trincas para carregamento variavel,
classificado em analise ciclo a ciclo. Assim, determina-se a vida em fadiga pelo dano
acumulado, considerando a interagdao entre ciclos, por intermédio do histérico de
aplicacdo das cargas posteriores. Portanto, € classificado como um modelo de
iteracdo com fechamento de trinca semiempirico (MACHNIEWICZ, 2012).

O fator de intensidade de abertura da trinca, "K,,", no i-€simo ciclo, depende

do valor equivalente de "K" niveis. Sendo eles "Kpqxcq” € “Kmineq"» representando o
histérico do carregamento ajustados a cada ciclo.

Onde uma alteragdo no valor de "Kp.q;", €ntre dois sucessivos ciclos,
relaciona-se a uma mudanga no carregamento aplicado entre o anterior (i —1) e o

atual ciclo, conforme a equacéo (2.42):
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AKmin,eq,i = Kmin,eq,i - Kmin,eq,i(i - 1)
Kmax,i )2_'_% (2.42)

Kmax,eq,i

= (Kmin,eq,i - Kmin,eq,i(i - 1)) <

sendo "t" a espessura do material, dado em milimetros. O resultado do fechamento

de trinca no i-ésimo ciclo é dado por:

Kop,i = Kmax,eq,i[afl(Req,i + (1 - a)fZReq,i)]’ (243)

sendo "f,1"e"f,," fungdes empiricas dependentes do material, "R.,;", a razéo

equivalente do fator de intensidade de tensdo e "a €[0,1]", o parametro de

carregamento que depende da amplitude do carregamento. Consequentemente,

Ellyin e Li (1984) propuseram a seguinte equacao:

por:

da

d_N = COKTZLax [

1 - for (R)]™
1-fo(0)] ~

(2.44)

A relagao para fechamento de trincas de Elber, para o modelo de Onera, € dada

AKeer 0,9
AK 19— 09R

U(R) = (2.45)

Padmandinata (1990), desenvolveu testes com o modelo de Onera, aplicando

dados oriundos dos ensaios de fadiga por simulagdo de v6o. Observando limitagdes

e sugerindo algumas modificagdes:

O modelo nao foi capaz de prever completamente os efeitos da interacado e os
fendmenos transitorios.

O efeito da sobrecarga multipla ndo esta previsto no modelo de Onera.

Em uma representacéo linear dupla de “da/dN — K”, a dispersao dos dados &
menor, se comparado a uma relagao linear. Justificando a necessidade de uma
nova escolha de fung¢ao "U(R)".

O estado plano de tensdes leva a uma vida util menor, enquanto o estado plano
de deformacdes leva uma maior vida util. Representando a influéncia do estado

plano nas previsoes.
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v. Se faz necessaria uma grande precisdo dos dados de entrada e das relagdes

empiricas.

25212 Modelo de Willenborg

O modelo de Willenborg (1971) conhecido como modelo de plasticidade da
zona de escoamento, assume que o retardo na propagacéao da trinca € fungéo do fator
de intensidade de tensao, necessario para cancelar o efeito da zona plastica gerada
por uma sobrecarga. Usando o modelo de Willenborg (1971), o problema de

crescimento de trinca pode ser escrito como (2.46),

(Encontrar a € C! (N, Ny), tal que:

my1
da Cwl(AKeff) v
—_— = VN € (Ny, N;).
ldN (1= Regy)Ke = AKegy (o) (2:46)
a(Np) = ay.

sendo “C,,” e “m,,,;” constantes do material e “N” representa o numero de ciclos de
carga. O termo “AK.(;" € a variagédo dos fatores de intensidade de tenso, definida

como,

AKeff = mf(a)(o-max - Gmin)' (247)

O parametro “AK,¢;" € determinado assumindo-se uma forma para a tenséo

residual presente na ponta da trinca e reduzindo-se as tensdes aplicadas por essa

quantidade. Uma vez obtido, esse “AK, ;" € usado em conjunto com dados de taxa de

crescimento de trinca de amplitude constante para determinar o incremento de
crescimento da trinca (ENGLE e RUDD, 1981).

A ocorréncia de uma sobrecarga de tragao retardara o crescimento abaixo do
normalmente esperado. Negligenciar esses efeitos de interagdo resulta em uma
previsao excessivamente conservadora da vida util de crescimento de trincas (ENGLE
e RUDD, 1981).

Portanto, Willenborg (1971) assumiu que a retardagéo € proporcional a redugao

na tensdo maxima aplicada devido as tensdes residuais criadas por uma sobrecarga



55

anterior. Para descrever o modelo de plasticidade da zona de escoamento, considere

o espectro de carregamento apresentado na figura 13.

Figura 13 - Espectro de carregamento

Fonte: Adaptado de Willenborg (1972)

Aplica-se o primeiro ciclo de carregamento na primeira camada e por intermedio

das maximas tensdes o, 0 raio da zona plastica a, € calculado e salvo para referéncia,

conforme equacgao (2.48).

K?
+ay, (2.48)

Posteriormente, aplica-se ciclo de carregamento na segunda camada, quando
a tensdo maxima o, > g, aplica-se o0 modelo de retardo. Para tanto, determina-se a
tenséo aplicada o,, necessaria para alcangar a deformagéo a,, por intermedio das

seguintes equagdes. O raio da zona de escoamento para o,,, € dado por
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2
Kc%p (Uap\/ nacﬁt)
R, = = =a, — a, (249)
Y 2mo} 2mo} P

A Figura 14 resume a operagédo do modelo de Willenborg e apresenta os

parametros do modelo de interagao.

Figura 14 - Decaimento de tensao residual no modelo de Willenborg
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Fonte: Adaptado de Engle e Rudd (1981)

Solucionando a equagéo (2.49) para g,

(2.50)

sendo que “a,.” € o comprimento de trinca do ciclo de carga para o primeiro ciclo da

camada 2, torna-se.

(2.51)

Apos obtém-se a reducdo da tensdo aplicada “o,..;” por intermédio da zona

plastica para uma dada camada.
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Ores = Oap — Omax (2.52)

Para a camada 2, a equagao 2.52 se torna:

Ores = Ogp — 02. (2.53)

Quando a trinca se propaga por intermédio da zona plastica, “o,.,;” € igual a
zero e a propagacao da trinca nao esta sofrendo retardo. A partir desse momento, os

valores efetivos das tensbes maximas e minimas aplicadas sdo entdo calculadas.
(Omax) = Omax — Oreas (2.54i)
(Omin) = Omin — Orea- (2.54ii)

Caso alguma das tensbes efetivas for menor que zero, ela é igualada a zero.
Os valores efetivos de “P” e “AK” sdo agora calculados usando as equacoes (2.54i) e
(2.54ii). A lei de crescimento da trinca, entdo aplicada diretamente usando o “R”
efetivo e “AK”, para obter o crescimento durante o intervalo. No final do primeiro ciclo

da camada 2 obtém-se “a,;”. Nessa etapa de processamento, € efetuado a
comparagdo entre “a,;” e “a,”. Se “a, <a,;,” 0 crescimento de trinca ainda €

retardado, e, portanto, retorna-se a equacéo (2.52), obtendo-se

O z(ap —az1)
— 2t _ ’— : 2.55
Tap Bt az1 ( )

Nota-se que “o,,,” diminui a medida que “o.” se aproxima de ‘o,,". Quando “o,,"” €

igual a “o,;," "oreq" € igual a zero, e o retardo ndo esta mais presente.

O modelo de Willenborg (1971) apresenta algumas limitagdes significativas, a
principal delas reside na area dos efeitos de compressdo. O modelo ignora
completamente qualquer nivel de tensdo que seja inferior a zero, isso pode ser
relevante quando uma carga compressiva sucede uma sobrecarga (ENGLE e RUDD,
1981). Essa sequéncia pode diminuir ou até mesmo eliminar completamente os efeitos

de retardo da sobrecarga.
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Outra limitagao decorre do fato de que o modelo trata cada sobrecarga como
um unico evento discreto, portanto, quaisquer efeitos cumulativos de multiplas
sobrecargas, conforme descrito por Trebules et al. (1972), ndo sdo levados em
consideragao. Além disso, o modelo nao contempla o efeito de retardacéo atrasada,
conforme discutido por Jonds e Wei (1971), o maximo de retardagéo previsto pelo

modelo ocorre imediatamente apos a aplicagao da sobrecarga.

25213 Modelo de Willenborg Generalizado

O modelo generalizado de Willenborg € baseado na generalizagdo de
Gailagher (1974). Este modelo lida apenas com os efeitos de retardo de trinca, sendo
que o efeito da carga atual no crescimento da trinca é conhecido por ser influenciado
pelo histérico de carga; o termo "interacao de carga" descreve a interagdo dessas

influéncias e é dado pela equacéo (2.56):

da _ Cwo (AKerr)™”
dN (1 —Repr)Ke. — AKepys (2.56)

sendo “C,,” e “m,,," constantes relacionadas ao tipo de material, "Kc" a tenacidade

a fratura. O fator de intensidade de tensao efetivo "AK, ;" € a razéo de sobrecarga

efetiva "R, (" sdo definidos como.

AKeff = Vraf (Omax — Omin) = Kmax,eff - Kmin,eff;
Kmaxers (2.57)

R.rr = ;
s Kmin,e i

sendo
Kmax,eff = Kinax — Krs
K. = {Kmin — K., seKnin > K (2.58)
min,ef f 0, se Kpin < K.

com "Kpin" © "Knq' representando fatores de intensidade de tensdao minimo e
maximo para uma carga constante de amplitude regular. Levando em conta o efeito
de retardacdo, um fator de intensidade de tensao corrigido "K," para cada ciclo é

definido como.
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Kr = (Kmax)oL (1 - —) — Kimax- (2.59)

em que “(Knax)ol” € o fator de intensidade de tensédo na carga excessiva e “Z,,” € o
tamanho da regido plastica devido a sobrecarga, Aa é a quantidade de crescimento
da trinca a partir do momento em que ocorre o ciclo de sobrecarga até que a trinca
passe pela zona plastica causada pela sobrecarga. O “Z,,” pode ser determinado

usando a relagao de Johnson.

1 (M)Z (2.60)

ZoL = B oy

sendo “B,,” é igual a 2 e 6 para condicbes de tensdo plana e deformacéo plana,

respectivamente, e “o,,” € o limite de escoamento do material. Quando “Aa” excede a

zona plastica da sobrecarga “(z,, = Aa)”, o valor de “K,.” é definido como zero. Os

parametros introduzidos na Eq. (2.60) s&o ilustrados na Fig. 15.

Figura 15 - Parametros de carregamentos com uma unica sobrecarga.

A (Kmax)OL
K; N
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/}(max ZOL A

v

t
Fonte: Adaptado de Karimi e Rouzegar (2021).
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No caso de sobrecarga em modo misto (modo | + modo Il), o fator de

intensidade de tensao equivalente pode ser avaliado pelo seguinte.

ol
_r

Keg ==

1
* 2" \/(KIOI)Z +4(a, K g (2.61)
O valor de “a,” pode ser considerado igual a 1,555. O modelo Willenborg
Generalizado considera apenas os efeitos de sobrecarga e, a fim de modelar os
efeitos de uma carga insuficiente, € usada uma versdo modificada deste modelo,
referida adequadamente como Willenborg Modificado, na qual um valor apropriado

para “Kyqxerf € considerado para simular os efeitos da carga de compresséo (se

houver) em vez de assumir que seja zero (BRUSSAT, 1997).

25214 Modelo de Willenborg modificado

O modelo de interagdo de carga Modificado de Willenborg foi desenvolvido por
Brussat (1997), sendo posteriormente incorporado no software NASGRO 3.0
(FORMAN e METTU, 1992). O modelo MGW estende o modelo de interagao de carga
Generalizado Willenborg, levando em consideragdo a redugdo dos efeitos de
retardamento devido as subcargas. Usando o modelo de Willenborg Modificado

(BRUSSAT, 1997), o problema de crescimento de trinca pode ser escrito como,

Encontrar a € C* (Ny, Ny), tal que:

da CW3 (AKeff)mW3

= VN € (No, Ny).

AN~ (1 = Rps)Ke — DK,y (No. M) (2.62)
a(No) = Qdyp.

sendo “C,3” e “m,,3” constantes do material e “N” representa o numero de ciclos de

carga. O parametro “AK, ;" é definido como,

AKgpp = Vraf (Omax — Omin) = Kmaxerr = Kminerfss (2.63)

Portanto o modelo de Willenborg Modificado utiliza uma intensidade residual de
tensao, “K,.”, que determina a tensdo maxima e minima efetiva devido a uma interacao

de carga. As equacgdes sao:
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Kmax,eff = Knax — Kr;
K. . — {Max{(Kmin —K;),0}, seKpyin > Ky (2.64)
mineff Kimin se Kpin < K.

Esses fatores efetivos de intensidade de tensédo sao utilizados em vez dos
valores reais de ‘K, e "Knin" Na equacao de crescimento da trinca e tém o efeito
de retardar o crescimento da trinca. Além disso, uma carga insuficiente, ou seja, uma
carga compressiva ou de tragdo que € menor do que a carga minima anterior
subsequente ao ultimo ciclo de sobrecarga pode reduzir tal retardamento (FORMAN
e METTU, 1992).

A relagdo de tensdo “R,” dada por “o,/cSL.”, que representa a relagdo da
tensdo de subcarga atual com a tensdo maxima é utilizada para ajustar o fator ¢,,5.

Sendo que o retardamento é dado por:

252300 R, < 0,25
w3z =141,0+3,5(0,25 — R,)"’ u s (2.65)
1 ) R, = 0,25

O parametro “¢,,,” € o valor de “¢,,3" para “R, = 0". O parametro “¢,” € um

parametro dependente do material que pode ser determinado, idealmente, ao realizar
uma série de testes tipicos do espectro de aeronaves. O valor de “¢,” varia
tipicamente de 0,2 a 0,8. Neste estudo, é usado como 0,4, como sugerido pelo banco
de dados de material NASGRO para 7075 T6 (FORMAN e METTU, 1992).

2.6 Métodos numericos para solugoes de equagoes diferenciais

Equacgbes diferenciais ordinarias (EDO) s&o robustas representagdes tedricas
de processos de evolugdo, nas quais a taxa de variacdo do estado do processo em
cada instante t depende do processo nesse instante (MAIOLI, 2015).

Existem métodos que resolvem analiticamente uma Equagao Diferencial
Ordinaria. Entretanto, nem sempre € possivel obter uma solugao analitica, neste caso,
0s métodos numéricos representam uma eficiente ferramenta eficaz para se encontrar

uma solucao aproximada.
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2.6.1 Método de Runge-Kutta

O método de Runge-Kutta consiste em uma técnica de simples resolu¢do do
PVI proposto, sendo de facil utilizagdo para a solugéo de passo simples, integrando
os meétodos de Euler e Euler implicito. Possui como principal vantagem a preciséao,
com erro de truncamento na ordem de h4 (BOYCE, 2006). Sendo o método de Runge-
Kutta de 4 estagios e ordem 4 o mais utilizado (ASCHER e PETZOLD, 1998).

A ordem surge do fato que cada método € uma comparagdo com um polindmio
de Taylor, por exemplo, o método de Runge-Kutta de 4 ordem é comparado a um
polinbmio de grau 4. Por intermédio dessa comparagao, o calculo da derivada é
eliminado, efetuando-se avaliagdes da fungdo f em cada iteracdo. O método RK4
consiste em dividir o intervalo em subintervalos, sendo que os pontos extremos
desses subintervalos sdo chamados de noés. Essa divisdo pode ser regular ou néo.

113 ”

Para calcular os valores numéricos da funcdo desconhecida “y,”, a equacédo de

recorréncia do modelo RK4 é dada por (2.66).

(Kn1 = hf(xw Yn);
1 1
an = hf (xn + Eh,yn + Ehkn:l),

1
\ Kns = hy (xn + h,y, + Ehkm); (2.66)
Kny = he(xy + h, vy + hky3);

h
. Yn+1 = Yn T+ (g) (knl + 2kpy + 2kp3 + kn4)-

sendo que "K,;" € o coeficiente angular no extremo esquerdo do intervalo, "K,,," € 0
coeficiente angular no ponto médio, "Kn3;" é a segunda aproximacgao do coeficiente
angular do ponto médio e K,,, € o coeficiente angular em (x,, + h). A soma (K,,; +
2K, + 2K,5 + K,,,) /6 também pode ser interpretada como coeficiente angular médio
(BOYCE, DIPRIMA, 2006).

Neste trabalho, utilizou-se 0 método de RK4 como uma solugdo numeérica
aproximada para o PVI com o objetivo de avaliar a eficiéncia das fung¢des cotas obtidas
para cada modelo. A escolha de uma solugdo numérica aproximada se justifica devido

a limitacdo em obter uma solugao exata para cada modelo, a qual esta restrita a um
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numero especifico de problemas. Assim, o método RK4 foi empregado nos modelos

de Willenborg, representado pela equagao (2.67).

(Determinar a,,, € Rtal que;

AN
Ap41 = Ag + (?) (Kl + 2K2 + 2K3 + K4), vk € {0,1, ,n},
my
_ Cw(BKepp) _
1= ]
(1= Repr)Ke — AKepy
3 AN (2.67)
Ko = ot (3) i
AN
K=ot ()
K4_ = Qg + ANK3,
(ao = a(No).

sendo ai = a(Nk),fk = f(ak) e AN = Nk+1 - Nk,Vk € {0,1, ...,n}.

2.7 Método “Fast Crack Bounds” (FCB)

O método “Fast Crack Bounds” (FCB) foi apresentado nos trabalhos de Avila e
Santos (2015), Avila et al. (2016) e Santos et al. (2018). O método prop&e estabelecer
cotas superiores e inferiores para a funcdo tamanho de trinca de alguma lei de
propagacéao. Estas cotas “envelopam” a solu¢gdo do problema de valor inicial (PVI) do
modelo de propagacao de trincas.

Considerando-se um modelo de propagacédo CATV, formula-se o seguinte PVI.

Encontrar a € Cl((NO,Nl); R+), tal que:

d—; = h(a, AK),VN € (Ny, N,); (2.68)
a(No) = ao.

O método FCB se desenvolve a partir de hipoteses adequadas, que garantem
a regularidade suficiente para que a fungdo “tamanho de trinca” seja expandida,

exatamente, via série de Taylor com resto de Lagrange, conforme Santos (2015):

da 1d?%a
a(N) = ag(Ny) + == (Ng)(N — Ny) + =

dN 57z MV — NoY2, comn € [No,N].  (2.69)
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A partir da equacgao (2.69), de hipoteses sobre a fungéo FIT e majoragdes sao

obtidas cotas da seguinte forma:

a() < a() <a(),VN € [Ny, NJ; (2.70)
sendo “a(*)", "a(*)" e “a()", a cota inferior, a fungdo “tamanho de trinca” e a cota

superior, respectivamente (Avila et al., 2016).

2.8 Simulagao de Monte Carlo

A simulagdo de Monte Carlo, (SMC), é um método estatistico que possibilita
levar em conta o risco em analises quantitativas e tomadas de decisao. O Método foi
formalizado em 1949, no artigo intitulado “Monte Carlo Method”, publicado por John
Von Neumann e Stanislav Ulam (1947). A Simulagao de Monte Carlo pode ser descrita
como método de simulagao estatistica que utiliza sequéncias de numeros aleatorios
para desenvolver simulagbes. Em outras palavras, € visto como método numeérico
universal para resolver problemas por meio de amostragem aleatéria (LOESCH,
2009). Conforme Elishakoff (1999), o método de SMC é baseado na geragao e

simulacédo de amostras. Em geral, o método se desenvolve nas seguintes etapas:

i. Geracado de amostras em uma lei de probabilidades, medidas de dispersao e
correlacao;
i. Geragdo do conjunto de realizagbes a partir da solugdo deterministica
associada a cada amostra;
iii.  Analise estatistica dos resultados, obtencao de estimadores estatisticos, lei de

probabilidade e etc.

No trabalho realizado por Lopez e Avila (2015), empregou-se uma abordagem
numeérica para estimar as trajetérias do processo estocastico referente ao "tamanho
de trinca" por meio do método RK4. Logo, a combinagdo dos métodos SMC e RK4

gera a metodologia Runge-Kutta - Monte Carlo (RK4-MC).
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2.8.1 Metodologia Runge Kutta — Monte Carlo

Para a i-ésima realizagédo dos parametros “{a(w;), a,(w;)}", a solugdo numérica
aproximada da i-ésima realizagao do processo estocastico “tamanho de trinca” é dada

pela equagao abaixo (2.71).

(Determinar ay,,(w;) € R*,paraV K € {0,1,...,n}:

AN
ags1(wy) = ag(w;) + (?) (K1 + 2K; + 2K3 + Ky) (w));
K (w;) = h(a(w;), AK);

L) = g + (5 K @71)
AN
K3(w;) = ag(w;) + (T) K>;

Ky(w;) = ag(w;) + (AN)K3;
\ao(w;) = a(No, w;).

sendo ak(a)i) = a(Nk, (A)l') e AN = Nk+1 - Nk,VK € {0,1, ,N}

2.9 Estimadores estatisticos

A modelagem do fendmeno de propagacao de trinca é feita de forma empirica.
Este processo ¢é afetado por inUmeras fontes de variabilidade, como, por exemplo, as
propriedades do material, geometria da trinca e condigbes de contorno.
Consequentemente, é adequado descrever o fenébmeno de propagagao de trinca por
intermédio de uma distribuicdo de probabilidade (SANKARARAMAN, LING e
MAHADEVAN, 2011).

As equacbes diferenciais ordinarias randomizadas (EDOR’s) sdo equacgdes
diferenciais ordinarias (EDQO’s) que incluem um processo estocastico em seu campo
vetorial (HAN e KLOEDEN, 2017).

Seja (Q,F,P), onde Q é um conjunto ndo-vazio, F € uma o-algebra de um
subconjunto de Q, P € uma probabilidade em F e n:[0,T] X Q - R™ um processo
estocastico com valores em R™ e trajetorias continuas. Uma equacao diferencial

ordinaria randomizada (EDOR) em R%, é apresentada na equagéo (2.72).
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dx
= = 9(xm(@)  xeR? (2.72)

A equacgéo (2.73) € uma equacéo diferencial ordinaria (EDO) ndo autbnoma

dx

= = Go(t:%) = g (x,ne(w)) (2.73)

para toda realizacéo “w € Q”. Um exemplo simples de um EDOR escalar é

d
d—: = —x + sin W (w), (2.74)

sendo “W,” um processo de Wiener escalar, com “g(x,z) = —x +senz’ e “d =m = 1".
Assumindo que 0 EDOR (2.73) vale para todos w € Q, restringindo  a um subconjunto

de probabilidade completa, se necessario, e que “g” € infinitamente diferenciavel em

suas variaveis, assim o problema de valor inicial sera

dy

d_t = g(x(t, w),nt(a))), x(0,w) = xy(w). (2.75)

sendo o valor inicial “x,” uma variavel aleat6ria com valores em “R;”, possui uma
solugao unica em termos de caminho “x(t, w)” para cada w € Q, que se supde existir
no intervalo de tempo finito “[0, T]” considerado.

A solugdo da equacado (2.75) € um processo estocastico “X;” no intervalo
“[0,T]". Suas trajetérias “t - X,(w)” sdo continuamente diferenciaveis, mas nao
necessariamente mais diferenciaveis, uma vez que o campo vetorial “G,, (t,x)” da EDO
nao autbnoma da equacdo (2.73) geralmente €& apenas continuo, mas nao

diferenciavel em “t”.

2.9.1 Definicbes e Resultados Fundamentais

Um espaco de probabilidade € um trio (Q, F, P), onde "Q" é um conjunto n&o-
vazio, "F" é uma o-algebra de um subconjunto de "Q", e "P" € uma probabilidade em

"F". Considerando-se os parametros dos modelos de propagacao de trinca como



67

variaveis aleatorias absolutamente continuas em (Q, F, P). Assim o PVI, Eq. (2.54),
tendo em vista 0 modelo de incerteza pode ser formulado de forma geral, como se

segue:

Encontrara € C?! ((N(),Nl);L2 (Q,F, P)), tal que:

%(N, w) = h(a(w),AK(a)),Y(N,w) € (No, Ny) X (Q, F, P); (2.76)
a(Ny, w) = ag(w), VweE(QF,P).

A seguir, define-se os estimadores dos momentos estatisticos.

Lema (Cotas para os estimadores dos momentos estatisticos): Seja
{a(wl),a(wz), ...,a(a)NS)} o conjunto de um dado modelo com amplitude de tensao
constante, {g(wi, N)}ivjN a cota inferior e {E(wi,N)}ﬁvjN a cota superior. A partir do

exposto, obtém-se as seguintes desigualdades, Eq. (2.77):

{(i) fila(N) < 4g(N) < fig(N),V N € [Ny, N];
(2.77)

(D) AZ(N) < pG(N) < fz(N),Y N € [No, N].

A primeira relagdo (i) representa as cotas para o estimador do momento

estatistico de primeira ordem (valor esperado), onde fi,(N) € cota inferior do tamanho
de trinca, fi,(N) a fungdo tamanho de trinca e [iz(N) a cota superior do tamanho de

trinca. A segunda relagao retrata o estimador do momento estatistico de segunda

ordem, onde ﬁé(N)é cota inferior do tamanho de trinca, (i2(N) a fungdo tamanho de

trinca e ﬁé(N) a cota superior do tamanho de trinca.

Prova: Considere {a(N,a)l-)}?’:SN,{g(N,wi)}IivjNe{E(N,a)l-)}?’:SN com N e [Ny, N;] as

realizagdes do tamanho de trinca e as cotas inferior e superior, respectivamente.
Da definicdo da cota inferior tem-se,

a(N,w;) <a(N,w;),Yw; € Q"V N € [Ny, N;];
(2.78)
a*(N,w;) < a*(N,w;),Yw; € Q*Y N € [Ny, N,];
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A cota inferior para o estimador de um momento estatistico de ordem “k” é

definida da seguinte forma:

AE(N) = (%) i a*(N, ), ¥ N € [No, Ny}

A partir da Eq. (2.79), tem-se,

N N

g = () e < () D akwe) = .

i=1 i=1

Analogamente, obtém-se para a cota superior,

a(N,(A)i)Sa(N,(A)i),V(A)i € QMNVN € [NO'NI];

2 = (3) i a0 < (3) i aP N, w0) = AL W).

i=1 i=1

Atribui-se valores para “k’, representado a ordem do estimador

k=1-pP W) < pld (V) < AP, YN € [No, Ny;

k=2- N < 4P (V) < 4 (N), VN € [Ny, Ny,
Generalizando, para a n-ésima ordem,

k=n-ig"(N) <o (V) < aJ°(N), VN € [No, Ny ;
Assim sendo, chega-se a seguinte relacéo:

AP (N < alY (V) < ASP(N), vn € ¥AVN [No, Ny .

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)
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A Eq. (2.83) expressa uma forma geral para os estimadores dos momentos

estatisticos de ordem “n” e suas respectivas cotas. Para a quantificacdo de incertezas

efetua-se a analise dos estimadores do primeiro e segundo momento estatistico.

2.9.1.1 Estimadores dos momentos estatisticos

Fischer (1925), define a equacgéo (2.84) como o estimador do valor esperado e

O primeiro momento.

Ny
1_ 1Z(ai - ﬁa)(N),VN € [NO' Nl]; (284)

1

.‘11=NS

As seguintes estatisticas sdo conhecidas como o segundo, terceiro e quarto

momentos da variavel x;

N
1

o = 0% =2 > (@ — l)*(N), YN € [No, Nyl; (2.85)
s i=1

sendo "¢2” a variancia da fungéo tamanho de trinca (FISCHER, 1925).

Ng
1
= ) (@ = i) (W), VN € [No, Ny]; (2.86)
$ i=1
1 <
He = N. — 1Z(ai _ﬁa)4(N); VN € [NO'NI]- (287)
S .
1=

1

Os segundos e demais momentos sdo os valores médios das segundas e
demais poténcias das diferencas em relacdo a média

Santos (2019), Oliveira (2019), Bezerra (2017) e Moura (2017) quantificaram
as incertezas do processo estocastico para modelos de propagac¢ao de trinca do tipo
carregamento de amplitude de tensdo constante. Aplicando o lema cotas para os
estimadores dos momentos estatisticos. A seguir, descreve-se a formulagéo

matematica proposta por Santos (2019) para o modelo de Forman.
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2.9.1.2 Quantificacdo das incertezas do modelo de Forman

Santos (2019) quantificou a incerteza do fenbmeno de propagacao de trincas,
utilizando um modelo do tipo amplitude de tensdo constante (CATC) proposto por
Forman via metodologia FCB.

Utilizando trés exemplos classicos da mecanica da fratura, a saber; Placa com
largura infinita e trinca central, Placa com largura finita e trinca central e Placa com
largura finita e trinca na aresta.

O desempenho da proposta foi avaliado a partir da combinacdo dos métodos
de Runge-Kutta de quarta ordem e Simulagcado de Monte Carlo (RK4-MC). O trabalho
identificou uma razdo computacional de no minimo 378,09% mais eficientes que a
solugdo RK4 e desvios relativos de no maximo 26,28%, demonstrando a aplicabilidade
e eficacia da metodologia Fast Crack Bounds.

A seguir, apresenta-se as cotas superiores e inferiores do modelo de Forman.
Considerando o estimador de valor esperado e das variancias do processo estocastico

tamanho de trinca.

Cota superior

( (@ (soyma@if(a@d) ™ )
(1 - R)K (w;) — Aaymag(w;)f (ag(w)))
me(w;)
1 Cr(wy) (AU\/ﬂa*(wi)f(a*(wi))) !
21(1 = RK (w;) — Aoyma*(w)f(a*(w;))

JaWN, @) = ao(wy) < 4 (

(2.88)

1
@)t Ry

Aa\/na* (a)i)f(a* (wi))

A
k 2+ (F) | v -

\ VNE [NO)Nl] ev{wi.wg;w?nwgu} € (QIFIP)

J




Cota inferior

( ( Cr(w;) (Aamf(ao (a)i)))mf(wi) \
_|_
(1 - RK (0) — Aoymag(w) f(ae(w)))
1| &) (A"\/mf (aq (wi)))mf(wi)
21(1 = R)K(w;) — Aoy/mag(w)) f (ao(w))

) a(N,w;) — ap(w;) = 5

1
)t A R @)

Aa\/ﬂao (wi)f(ao (wi))

1 f'(ao(wi))> o
2(aot@) * (f(ao(wi)) (a0 (@)@ = o)}
\ V N € [Ny, N;] e V {w;, w;, w{, w;"'} € (O, F,P)

71

(2.89)
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3 ANALISE E IMPLEMENTAGAO COMPUTACIONAL DO METODO FAST
CRACK BOUNDS EM MODELOS DE WILLENBORG: UMA REVISAO
BIBLIOGRAFICA COM QUANTIFICAGAO DA INCERTEZA

A pesquisa é desenvolvida em trés etapas, brevemente descritas a seguir:

3.1

Método Fast Crack Bounds aplicado aos modelos de Willenborg, Willenborg
Generalizado e Willenborg Modificado: Para o desenvolvimento dessa fase,
efetua-se a formulagcdo matematica buscando a definicdo das cotas via
método FCB para cada realizagao da funcao “tamanho de trinca” para estes

modelos.

Quantificagédo da incerteza do modelo geral de Willenborg: Nessa etapa, a
quantificacdo da incerteza do modelo de propagagdao de trinca de
Willenborg consistira em utilizar conjuntamente os métodos de SMC e FCB
para obter cotas para os estimadores de valor esperado e variancia do

processo estocastico “tamanho de trinca’.

Implementagdo computacional: Utilizando-se do software MatlLab,
implementam-se os métodos SMC, RK4 e FCB do modelo de propagagao

de trinca de Willenborg, Willenborg Generalizado e Willenborg Modificado.

Método Fast Crack Counds aplicado aos modelos de Willenborg,

Willenborg Generalizado e Willenborg Modificado

O método FCB obtém cotas superiores e inferiores para a funcdo tamanho de

trinca. Estas cotas “envelopam” a solugéo do PVI do modelo de propagacao de trincas

de Willenborg. Os modelos matematicos para a evolugao de trinca sdo formulados por

intermédio do seguinte PVI.
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(Encontrar a € C*((Ny, N,); R*), tal que:
mwy

da Gy, (AKerp) ™

14V (1= Regp)Ke = ARy

sujeito a,
ka(No) = ao.

,VE (No, N1); (3.1)

Possuem como caracteristicas serem equacgdes diferenciais ordinarias de 12
ordem, ndo lineares e autdbnomas. Aplicando a expansao em série de Taylor com resto

de Lagrange, considerando as seguintes hipoteses (SANTOS, 2015):

f € C*[(ag, a1); R*]
Hl = 0 < f(ao) Sf(X) Sf(y)'x S y'vx'y € [aOﬂal];
fllag) < f'G) < f'),x <y, Vx,y €lagal;

H2:m>1

A hipétese (H,) assegura que a fungdo geometria deve ser uma fungao
monotona ndo-decrescente e, que a derivada da fungdo geometria também é uma
funcdo monotonamente ndo decrescente. A hipétese (H,) determina o valor de m para
que o modelo seja valido. As hipoteses (H,) e (H,) estabelecem as bases para a

definicdo do teorema que determinara as cotas para a fungdo tamanho de trinca.

Teorema (Método FCB aplicado ao modelo de Willenborg): Sejam o PVI, eq. (3.1),
f() e Ao () fungbes que satisfagam as hipoteses (H;) e (H,) e a* € [ay, a;], entdo as

funcoes é:

( Cw1(DKepr(ag))™ ! )
(1= Resp)K — AKeyps(ao)
L l Cur (AKepp(a))™ l
21(1 = Resp)K. — AK,pf(a®)
Acs = Ay + 4 » (N — Ny);

N 1 (3.3)
mMy1
(A= Repg)K, 1

AKfr(a*)




( Co1(AK,pr(ag))™? )
(1 — Refr)K: — AKK, ¢ (ag)
(1] Cur(BKKepp(ag)™ 1)

21(1 = Refp)Ke — DKefp(ao)

aC,=a0+< 1 >(N—NO),

(L —Repp)Ke
AKerr (ao)

1 f
q\ Iz_ao+7(a°)l J)

~~

{ my,, + (1
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(3.4)

As equacdes (3.3) e (3.4) sao cotas para fungdo tamanho de trinca do modelo

de Willenborg.

Prova: Das hipdteses (H;) e por intermédio da série de Taylor de segunda ordem

com resto de Lagrange. Conforme Santos (2015), obtém-se:

2

1(/d°a
a(N) = ag(No) + (ao)(N No) + = <

FIE (n)) (N — No)?, comn € [Ny, N].

Das hipoteses (H,) as seguintes desigualdades podem ser escritas:

a(s) < a(t),s <tcoms,t € [Ny, N] - (a(s)) < (a(t))

1

(f(s))m < (f(t))m - (a%.f) (s) < (a?f) (t),s < tcoms,t € [N, NJ.

Portanto, conclui-se:

(@K™ (a(s)) < AK)™(a®)),

Uma vez que C > 0, obtém-se:

d da
_a(S) _—(t) s <tcoms,t € [Ny, NJ.

A derivada de segunda ordem da fungéo tamanho de trinca é:

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)
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=57 (a) = ﬁ<£ (a(N))) =a (ﬁ (a))ﬁw

ML | S W R
= mW —_— .
(1= Reps)Ke — DKoy Y (L= Repp)Ke (|1%@
AR, s
_I_f (a)l
f(a)

Substituindo a equacéo (3.10) na equacgao (3.5), a fungédo de tamanho de trinca torna-
se:

Cw18Kesr(ag)™
(1 = Reps)Ke — AKepp(ag)™v1(ao)

a(N)_Clo:[ ](N_No)

My 2

s 1[ CurAKerr(ao)™ (a(n)
21(1 = Reps)K: — AK,pp(ag)™1(a(n))

1 ] 1 f!
(T 1‘ [Za(n) + <?> (a(ﬂ))l
AKeff(ao)mW1(a(77))
(N — Ny), com n € [Ny, N]J.

wil

(3.11)

3.2 Quantificagao da incerteza

O carregamento de amplitude de tensdo variavel possui uma natureza
aleatdria, tornando mais arduo a modelagem dos parametros de interagao, amplitude
e frequéncia de carga. Assim, de forma empirica, inumeros modelos de predigéo
foram desenvolvidos e propostos, variando a abordagem utilizada, complexidade e
numero de parametros utilizados.

Devido ao seu desenvolvimento empirista e sua natureza randémica, esses
modelos apresentam uma dispersao no qual a lei ndo é conhecida, caracterizando
assim uma incerteza. Logo, a utilizagdo de uma modelagem probabilistica de incerteza

se faz necessaria para a realizagcdo de um prognéstico com estimativas mais
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confiaveis (GHONEM e DORE, 1987). Isto é realizado por intermédio da
randomizacao dos parametros da lei de evolugao de trincas (CASTILLO et al., 2010).

Sendo que a quantificacdo de incertezas envolve a caracterizagao, estimacao,
propagacédo e analise de qualquer tipo de incerteza em um problema de decisao
complexa (KIUREGHIAN e DITLEVSEN, 2009). Assim a quantificagdo de incertezas
em problemas de simulagdo numérica volta-se para a definicdo de uma distribuicdo
de probabilidade que represente corretamente a aleatoriedade dos sistemas fisicos
modelados (SAMPAIO e CATALDO, 2010) e para os métodos de solugdo desses
problemas (DINIZ et al., 2011).

Oliveira (2019), Santos (2018), Bezerra (2017) e Moura (2017) quantificaram
as incertezas para os seguintes modelos de propagacao de trinca do tipo CATC via
metodologia FCB; McEvily, Forman, Priddle e Collipriest, respectivamente.

Para modelo de McEvily, a razdo computacional obtida pelo método FBC foi de
6166% menor ao obtido pelo RK4, o que comprova a eficiéncia computacional do
método (OLIVEIRA, 2019).

Ja para o modelo de Forman, a razdo computacional obtida através da
aplicagéo do método FCB revelou-se 5769% vezes inferior aquela obtida pelo método
RK4, demonstrando, assim, a eficacia computacional do método FBC (SANTOS,
2018).

Para modelo de Priddle, a razdo computacional obtida pelo método FBC foi de
8296% menor ao obtido pelo RK4, o que comprova a eficiéncia computacional do
método (BEZERRA, 2017).

Os trabalhos desenvolvidos para os modelos de carregamento de amplitude de
tensao variavel apresentaram resultados satisfatorios. Entretanto, nao existe nenhum
estudo até o momento que contemple a quantificacdo de incertezas para um
carregamento de amplitude de tensao variavel.

Portanto, neste trabalho, os métodos de simulagédo de Monte Carlo (SMC) e
Fast Crack Bounds (FCB) serdo utilizados conjuntamente para se estimar os
momentos estatisticos do processo estocastico “tamanho de trinca” para o modelo do
tipo CATV de Willenborg. Assim, reescreve-se as cotas superior e inferior do modelo
de Willenborg:



Cota superior do modelo

Willenborg:

My (w;)
([ Curwp) (80ymag(@Df (a0()) )
(1- Reff)Kc(a)i) — Aoymag(w) f(ag(w)))

2

(1= Repp)Kc(w) — Aayma*(w)f (a*(w;))

< a(N,w;) = ag(w;) + 1
1
my (w;) + (1 — Reff)Kc((Ui)
Aa\/na*(wi)f(a*(wi))
1 (f
e ()e]ew
\ V N € [Ny, N;] e V {w;, w;, w{, w;"'} € (O, F,P)

Cota inferior do modelo Willenborg:

) a(N,w;) = ag(w;) + 4

My (w;)
[ Cun@p) (Boyrag(@f (a(@)) .
(1 = Ress)Ko(w) — Aoymag(w;) f(ao(w)))

2

(1 = Ress)Ko(w) — Aoymag(w;)f (ao(w;))

1
(1 = Ress)Kc(w))

Aa\/nao (a)i)f(ao (wi))

my, (wi) +

I 1 + <f’(ao(wi))
U[2(a0(@)  \ f(ao(w))

wi(w; 2
1l Cr(@) (Bora@pf (@) ‘

Myyq (@) 2
1 l Cr(wy) (AG\/ may(wy)f(ao (wi))) ‘

\

J

\

> (ao(@:))(N — No) )

\ VNE [NO)Nl] ev{wi.wg;w?nwgu} € (QIFIP)

44

(3.12)

(3.13)
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4 RESULTADOS NUMERICOS

4.1 Introdugao

Para os modelos de Willenborg, Willenborg Generalizado e Willenborg
Modificado, apresenta-se quatro exemplos classicos da literatura, a saber: Placa de
largura infinita com trinca central, Placa de largura finita com trinca central, Placa com
largura finita e trinca na aresta e Placa com largura finita e dupla trinca na aresta. Para
estes problemas os fatores intensificadores sdo conhecidos e descritos por

Bannantine et al. (1989), conforme tabela 1.

Tabela 1 — Fungées dos fatores intensificadores

Exemplo Placa Geometria Fator intensificador
Trinca
1 Infinita fla) =1
central
Trinca -
2 Finita a) = |sec(—
central fla) (Zb)
a a- 2
Trinca 1,122 - 0,231 (E) + 10,55 (E)
3 Finita , f(a) = 3 "
na aresta _ a a
21,72 (b) +30,39 (b)
a a- 2
o Dupla trinca 1,12 + 0,203 (E) - 1,197 (E)
4 Finita t fla) = s
na aresta
+1,930 (E)

Fonte: Adaptado de Bannantine et al. (1989)

Para avaliar o desempenho das cotas aplicado aos modelos de propagacgao de
trincas de Willenborg, Willenborg Generalizado e Willenborg Modificado utilizam-se os
dados apresentados nos trabalhos de Shahani et al. (2020), para uma liga de aluminio
AL 5083-H111, conforme tabela 2.

Geram-se 10.000 amostras randémicas para cada parametro com incerteza,
para os estimadores do valor esperado e variancia do processo estocastico “tamanho

de trinca”.
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Tabela 2 - Propriedades mecanicas da liga de aluminio AL 5083-H111

Parametro Valor numérico Unidade
Hc, 1,65 107° m/ciclo
Hm,, 2,03 -
Hi,, 43,5 Pa\m
Ua, 0,015 metro
Tensdo maxima (0,,4x) 123,43 MPa
Tensao minima (o,,in) 51,72 MPa
Largura da placa (b) 0,1 metro
Modulo de Elasticidade (E) 65 GPa
Tens&o de escoamento (ay) 140 MPa
Numero de ciclos (N) 900000 Ciclos

Fonte: Adaptado de Shahani et, al. (2020)

Os modelos de propagacao de trincas envolvem inuUmeras nao linearidades,
desta forma busca-se estabelecer relacbes entre a introdugdo de variagcbes nos
parametros iniciais e a dispersao na resposta final. Portanto, ndo se limitou os valores
introdutdrios as restricoes do dominio fisico.

Como forma de ilustracao, a tensao de escoamento é estabelecida de acordo
com a norma E8/E8M (AMERICAN SOCIETY FOR TESTING AND MATERIALS,
2023), sendo que para a liga de aluminio 2024-T351 a normativa apresenta uma
variagao na tensao de escoamento de cerca de 1,64%.

Complementa-se aos dados expostos na tabela 2, com a majoragao para o
resto de Langrange (a*). Segundo Santos (2015), determina-se o valor de a* por
inspecao, e este € responsavel por assegurar que a cota superior nao seja violada
pela solugdo numérica. Em seu trabalho, Santos (2015), determinou para os modelos
de Paris-Erdogan, Forman, Walker, McEvely e Priddle, os seguintes valores de a*, a
sabera* = 1,3a,, a* = 1,3ay, a" = 1,5a, e a* = 3,5a,. respectivamente.

Neste estudo, a simulagao foi iniciada com um valor de a* = 1,3a,. No entanto,
a solugao numérica excedeu o limite superior, exigindo um ajuste no parametro. Esse
ajuste foi realizado com incrementos de 0,1 até atingir o valor de a* = 2,20a,, que se
mostrou adequado para a maioria das simulagdes. Para cada caso, onde é necessario

um a* diferente, este sera tratado individualmente.
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Os resultados foram gerados por cédigos matematicos desenvolvidos no
ambiente do software MATLAB (verséao R2016a), e executados em um computador
com processador AMD A10-9600P RADEON R5 (2,40 GHz) e memodria RAM de 12,00
GB.

A fim de avaliar o desempenho da proposta apresentada sdo usadas fungoes,
utilizou-se de um passo igual a 500 para os métodos RK4 e FCB, gerando 10.000
pontos. Para a analise quantitativa da metodologia FCB aplicada aos modelos de
Willenborg, de Willenborg Generalizado e de Willenborg, se faz necessario definir as

seguintes funcdes indicadoras de desempenho.

p= (%) 100 [%)] 4.1)
( 2a(N) = 100 (’2‘7 _ ﬁ“) (N), [%],V N € [Ny, Ny];
u : (4.2)
£2(N) = 100 “# >(1v), [%],V N € [Ny, Ny].
ﬁ(z) ‘a(z)
| s5@ (V) =100 <“(—2)a> (N), [%],V N € [Ny, N1];
1)
~(2) A2 (4.3)
g
a(z)(N) =100 (T) (N), [%],VN € [NO'NI]-

A equacéo (4.1) apresenta a razao percentual entre os tempos computacionais
da solugao numérica e da metodologia FCB. A equacao (4.2) descreve os desvios do
estimador do valor esperado e a equagao (4.3) caracteriza os desvios de estimador

da variancia.

4.2 Resultados numericos para o modelo de Willenborg

4.2.1 Placa com largura infinita e trinca central

O fator intensificador para o exemplo 1, representado pela figura 1, € dado

por Bannantine et al. (1989), equagéao 4.4.

fla) =1, Va € [ay. a4]. (4.4)
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Figura 16 - Placa com largura infinita e trinca central

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Inicia-se o processo com a randomizag&o do parametro "C,, " com coeficiente

de variagdo igual a1/10. Em seguida apresenta-se os graficos dos estimadores do

A m

valor esperado “fi,” (Figura 17) e os respectivos desvios relativos (Figura 18).

Figura 17 - Estimador do valor esperado para o parametro "C,, "

x10°%

3.4 T T T T
~ - -
sz r -~ Ha 7T
~ - -
ar }uﬁa P - —
- -~ - T
o e
= 28 Ha = P
- - -
= - - -
| 26 - _
=]
<33 24 — —
<3 22 _
=1
22 -
--------- "
18 e -
16 e -
14 ! I ! I ! I ! I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Numero de ciclos [N] <108

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

A figura 17, ilustra que o estimador do valor esperado satisfaz a desigualdade
da equagao (2.70), atendendo os critérios da metodologia FCB. Na figura 18
apresenta-se o grafico do desvio relativo para estimador do valor esperado para o

parametro “C,,,” com o valor de "a” = 2,20a,".



82

Figura 18 - Desvio relativo para o estimador de valor esperado para o parametro “C,, "

14 T T T T 1 I

12 — € .

o - €p, o 7

| 1 1 | 1 | 1 1
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Numero de ciclos [N] x108

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Na figura 18 apresentam-se os graficos da fungédo desvio relativo. llustra-se
mediante figura 18, que o desvio maximo para a cota superior € igual a 13,61% e para
a cota inferior é igual a -4,00 %.

Os dados obtidos pelo processo de randomizagéo para os parametros “C,,,",

"mw,"s “ag", "K;" e "o," estdo resumidos nas tabelas 3 e 4, apresentando os

estimadores do valor esperado e variancia para o exemplo 1.

Tabela 3 — Estimador do valor esperado para o exemplo 1 - CV = %
(Continua)

Ma

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 510° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,61 1,75 1,92 2,10 2,30 2,53 2,78 3,05 3,34

Cw1 a(N) 1,61 1,73 1,86 2,01 2,16 2,33 2,52 2,72 2,94
a(N) 1,61 1,73 1,86 2,00 2,14 2,30 2,47 2,64 2,82

a(N) 1,63 1,79 1,98 2,20 2,44 2,71 3,01 3,34 3,69

My, a(N) 1,61 1,75 1,89 2,06 2,24 2,45 2,68 2,94 3,25
a(N) 1,62 1,76 1,91 2,07 2,24 2,42 2,62 2,82 3,04

a(N) 1,62 1,76 1,92 2,10 2,30 2,53 2,78 3,04 3,33

a a(N) 1,61 1,73 1,86 2,01 2,16 2,33 2,52 2,72 2,93
a(N) 1,61 1,73 1,86 2,00 2,15 2,30 2,47 2,64 2,82
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Tabela 3 — Estimador do valor esperado para o exemplo 1 - CV = %
(Concluséo)

Hq

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.105 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,61 1,76 1,92 2,11 2,31 2,54 2,79 3,06 3,36

K¢ a(N) 1,61 1,73 1,87 2,01 2,17 2,35 2,52 2,74 2,97

a(N) 1,61 1,73 1,86 2,00 2,15 2,31 2,47 2,65 2,83

a(N) 1,62 1,76 1,92 2,11 2,32 2,55 2,81 3,09 3,33

Oy a(N) 1,61 1,73 1,86 2,01 2,16 2,33 2,51 2,71 2,93

a(N) 1,61 1,73 1,86 2,01 2,16 2,31 2,48 2,66 2,84

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 4 - Estimador da variancia para o exemplo 1 - CV = %

CH

Parametro 1105 2105 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

aN) 2,62 3,09 3,69 4,43 5,34 6,45 7,78 9,36 11,24

Cot a(N) 2,60 3,01 3,49 4,05 4,70 5,47 6,38 7,44 8,70
a(N) 2,60 3,00 3,47 4,01 4,62 5,32 6,11 7,00 8,00

a(N) 2,67 3,22 3,94 4,85 6,00 7,41 9,13 11,23 13,74

my,q a(N) 2,62 3,08 3,63 4,31 5,15 6,20 7,53 9,26 11,52
a(N) 2,64 3,11 3,66 4,30 5,04 5,90 6,88 8,01 9,28

a(N) 2,65 3,13 3,73 4.47 5,37 6,47 7,79 9,35 11,21

a a(N) 2,63 3,04 3,53 4,09 4,75 5,52 6,43 7,49 8,74
a(N) 2,63 3,04 3,51 4,06 4,67 5,38 6,17 7,07 8,07

a(N) 2,62 3,10 3,70 4,46 5,38 6,50 7,85 9,47 11,38

K¢ a(N) 2,60 3,02 3,51 4,08 4,75 5,55 6,48 7,59 8,91
a(N) 2,60 3,01 3,48 4,03 5,35 6,15 6,15 7,05 8,07

a(N) 2,62 3,11 3,72 4,49 5,43 6,58 7,97 9,63 11,60

y a(N) 2,60 3,00 3,48 4,04 4,69 5,45 6,34 7,38 8,61
a(N) 2,60 3,01 3,49 4,04 4,67 5,39 6,20 7,12 8,15

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

llustra-se mediante a tabela 5 os tempos computacionais aproximados para a
solucdo do método RK4 e FCB, para 900000 ciclos para o exemplo 1. A razao
computacional obtida pelo método FBC foi de 8195,24% menor ao obtido pelo RK4, o

que comprova a eficiéncia computacional do método
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Tabela 5 - Tempo de execugdo (em segundos) — CV = %

Parametro Tempo [s] p [%]
RK4 312,05
Cun =cB 58 5243,32
RK4 471,17
My FCB 5.68 8195,24*
RK4 402,30
“ TFcB 46,99 756,13
RK4 272,61
Kic FCB 458 5852,18
RK4 379,53
% —FeB 702 5306,41

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.

**Menor eficiéncia entre os tempos computacionais.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancias, sao
expostos nas tabelas 6 e 7.

1

Tabela 6 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 1 -CV = m

Epq [%]

Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 0,38 1,40 2,88 4,63 6,54 8,48 10,36 12,09 13,61

b a(N) 005 -006 -019 -044 082 -132 2,06 -2,94 -400
a(N) 090 2,50 452 6,71 886 10,78 12,29 1325 13,53

Wi ToNY 040 067 071 048  -008 1,03 239 421 651
a(N) 038 1,39 284 459 648 841 1028 12,02 13,55

“ L) 0007 -005 -019 043 -080 -132 200 285 -388

a(N) 034 133 2,77 449 634 822 1002 11,65 13,06

Kie a(N) 0,05 -0,15 -0,34 -065 -1,10 -1,71 250 -3,47 -4,63
i a(N) 050 167 333 529 742 960 11,71 13,70 1547*

a(N) 0,08 0,14 0,12 -0,01 -0,27 -0,68 -1,26 -2,01 -2,94

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Tabela 7 - Desvio relativo do estimador da varidncia para o exemplo 1 - CV = %

€52 [%]

Parametro 1.10° 2.10°5 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.105 8.105 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 0,77 2,84 5,86 9,54 13,60 17,81 2195 2583 29,29

b a(N) -001 -012 -039 -089 -166 2,73 -414 58 -7,96
alN) 1,75 482 866 1272 1649 19,48 21,22 2128 19,31

"l ToN) 076 1,10 085 013 1,98 479 863 -1350 -19,39
a(N) 0,74 275 566 920 13,10 17,15 21,14 2489 2825

© TN 001 011 038 086 160 263 -398 565 763

a(N) 069 269 563 919 1312 17,15 21,07 24,66 27,77

Kic a(N) 0,10 -031 -070 -1,34  -226  -351 511 -7,07 -9,38
o ahy 101 342 688 1109 1578 2060 2562 3035 3470

a(N) 0,18 0,31 0,30 0,09 -0,37 -1,13  -2,20 -3,61 -5,35

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

O parametro (p), apresentado na equacgao (4.1), em conjunto das fungdes de
desvio relativo, demostram que a metodologia proposta possui um desempenho
satisfatério para o exemplo 1. As estimativas do valor esperado e variancia, sao
apresentados a seguir para o caso em que o coeficiente de variagéo é igual a 3/10 do

valor esperado de seus respectivos parametros com incerteza.

Tabela 8 - Estimador do valor esperado para o exemplo 1 - CV = %
(Continua)

”a
Parametro 1105 2.10° 3105 4.10° 5.105 6.105 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 1,61 1,76 1,92 2,11 2,32 2,56 2,82 3,10 3,40
Cur a(N) 1,61 1,73 1,87 2,01 2,18 2,35 2,55 2,76 3,00
a(N) 1,61 1,73 1,86 2,00 2,15 2,31 2,48 2,66 2,85

a(\) - - - - - - - - -

m,* a(lN) - - - - - - - - -
a(N) - - - - - - - - -
a(N) 1,61 1,75 1,92 2,10 2,30 2,53 2,78 3,04 3,33
ag a(N) 1,61 1,73 1,86 2,01 217 2,34 2,52 2,72 2,94
a(N) 1,61 1,73 1,86 2,00 2,15 2,30 2,47 2,64 2,83
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Tabela 8 - Estimador do valor esperado para o exemplo 1 - CV = %
(Concluséo)

Hq
Parametro 1.10° 2.10° 3.105 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.105 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

aNy - - - - - - - - -
K~ *
ic (N - . . . . . . . .
*
aNy - : : : : : : : :
a(N) 1,64 1,82 2,04 2,29 2,58 2,91 3,28 3,36 4,12
Oy a(N) 1,63 1,73 1,86 2,01 2,16 2,33 2,51 2,71 2,93

a(N) 1,61 1,73 1,85 2,00 2,14 2,32 2,46 2,68 2,90

* Modelo instavel para a variavel m,,;, com coeficiente 3/10.

** Modelo instavel para a variavel K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 9 — Estimador da variancia para o exemplo 1 - CV = 13—0

CH
Parametro 1.10° 2.10° 3.10°5 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,62 3,11 3,74 4,53 5,53 6,76 8,26 10,08 12,27
Cw1 a(N) 2,60 3,02 3,51 4,10 4,81 5,66 6,68 7,94 9,41
a(N) 2,60 3,01 3,49 4,05 4,70 5,45 6,30 7,27 8,37

a(\) - - - - - - - - -

Mt a) - - : : : : : : -

a) - : : : : : : : :

a(N) 2,85 3,36 3,99 477 5,72 6,86 8,22 9,83 11,73
ag a(N) 2,83 3,28 3,81 4,43 5,15 6,00 7,00 8,17 9,56
a(N) 2,83 3,28 3,80 4,39 5,07 5,84 6,71 7,69 8,79

a(N) - - - - - - - - -
Ke —a) - : - - - - - - -
a) - : : : : : : : -

a(N) 2,70 3,35 4,26 5,50 7,71 9,39 12,27 15,96 20,62
y a(N) 2,60 3,00 3,48 4,04 4,69 5,45 6,34 7,38 8,61
a(N) 2,60 3,00 3,45 4,00 4,64 5,42 6,30 7,34 8,58

* Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

** Modelo instavel para a variavel K;. com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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llustra-se mediante a tabela 10 os tempos computacionais aproximados para a
solugdo do método RK4 e FCB, para 900000 ciclos para o exemplo 1. A razéo
computacional obtida pelo método FBC foi de 3976,18% menor ao obtido pelo RK4, o

que comprova a eficiéncia computacional do método.

Tabela 10 - Tempo de execucdo (em segundos) - CV = %

Parametro Tempo [s] p [%]
RK4 337,87
Cw1 FCB 5.97 5559,46**
RK4 -
" Eos . ]
RK4 461,50
ao FCB 34,53 1236,51*
Kkkk RK4 -
fic FCB - )
RK4 431,26
Oy B 10.58 3976,18

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.
**Menor eficiéncia entre os tempos computacionais.
*** Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

**** Modelo instavel para a variavel K;. com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancias, sao

expostos nas tabelas 11 e 12.

Tabela 11 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 1 - CV = 13—0

(Continua)

Eq %]

Parametro 110° 2.10° 3.10° 4.10° 5105 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 0,41 1,50 3,06 4,90 6,85 8,79 10,61 12,19 13,48

b a(N) -0,009 -0,07 -0,24 -0,55 -1,03 -1,71 -2,61 -3,74  -5,10*
T
T N - : : : : : - :
a(N) 0,37 1,38 2,82 4,54 6,40 8,29 10,12 11,80 13,27

Qo

a(N) -0,007 -006 -019 -044 -0,82 -1,35  -205 -293 -3,98
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Tabela 11 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 1 — CV = 13—0

(Conclusio)

Ea, [%]

Parametro 1105 2.105 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) - - - - - - . - -

*kk

a) - : : : : : : : :

a(nN) 1,88 5,10 9,29 14,15 19,40 24,82 30,24 3548 40,43*
(0}

y a(N) 1,16 2,41 3,66 4,84 5,89 6,78 7,45 7,90 8,10

* Maiores valores de desvios relativos.
**Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

*** Modelo instavel para a variavel K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 12 - Desvio relativo do estimador da variancia para o exemplo 1 — CV = 13—0

€52 [%]

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 0,83 3,10 6,43 10,48 14,92 19,42 23,69 27,43 30,40

Cu a(N) -0,01 -0,15 -0,50 -1,17 -2,21 -3,69 -5,64 -8,08 -11,02
- a(h) ) ) ) ) ) ) ) ) )
Ay - - - - - - - -

a(N) 0,64 2,34 4,79 7,74 10,95 14,21 17,36 20,24 22,71

o a(N) -0,01 -0,12 -0,40 -0,90 -1,68 -2,76 -4,17 -5,92 -8,00
*xk a(h) ) ) ) ) ) ) ) ) )
ST/ R - - - - - - - -

s a(N) 3,98 11,44 15,47 19,30 22,22 36,14 38,20 45,49 50,24

y

a(N) 2,46 5,39 8,64 12,05 15,48 18,80 21,86 24,56 26,78

* Maiores valores de desvios relativos.
**Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

*** Modelo instavel para a variavel K,. com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Por intermédio da analise das tabelas de desvios relativos, é observado um
comportamento instavel no valor esperado da solugado numérica para os parametros
‘Kic” e ‘m,,,”, desta forma em alguns pontos a estimativa do valor esperado e das

variancias para a evolucao de trinca, apresentam fechamento do tamanho de trinca.
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Portanto o0 modelo de propagacao de Willenborg (1971) é demasiadamente irregular
com coeficiente de variagédo igual a 3/10 sobre os parametros empiricos devido ao
material.

O parametro (p), apresentado na equacao (4.1), em companhia das fungdes de
desvio relativo, apresentados nas tabelas 11 e 12, demostram que a metodologia
proposta possui um desempenho satisfatério para o exemplo 1 (CV = 3/10).

A seguir efetua-se a analise do exemplo 2 para o modelo de propagagéo de

trinca proposto por Willenborg (1971).

4.2.2 Placa com largura finita e trinca central

O fator intensificador para o exemplo 2, representado pela figura 19, é dado

por Bannantine et al. (1989), equacgao 4.5.

f(a) = |[sec (Z—Z), va € [ay.a,]. (4.5)

Figura 19 - Placa com largura finita e trinca central

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Inicia-se 0 processo com a randomizag¢ao do parametro "m,,;". Em seguida
apresenta-se os graficos do estimador do valor esperado (Figura 20) e o seu

respectivo desvio relativo (Figura 21).
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Figura 20 - Estimador do valor esperado para o parametro “mw1”
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Por intermédio da figura 20, ilustra-se que o estimador do valor esperado
satisfaz a desigualdade da equacgao (2.70). Atendendo os critérios da metodologia
FCB. Na figura 21 apresenta-se o grafico do desvio relativo para o estimador do valor

esperado para o parametro "m,,,", com valor de "a* = 2,20a,".

Figura 21 - Desvio relativo para o estimador do valor esperado para o parametro “muws”
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Na figura 21 apresentam-se os graficos da fungcédo desvio relativo. llustra-se
mediante figura 21, que o desvio maximo para a cota superior € igual a 15,90% e para
a cota inferior € igual a -8,55%.

Os dados obtidos pelo processo de randomizagao para os parametros "C,,;",

"mwi”, “ao", "K;c" e "oy" estdo resumidos nas tabelas 13 e 14, apresentando as

estimativas do valor esperado e da variancia para o exemplo 2.

Tabela 13 - Estimador de valor esperado para o exemplo 2 — CV = %

Hq

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,61 1,75 1,92 2,10 2,31 2,53 2,78 3,05 3,35

Cu1 a(N) 1,61 1,73 1,86 2,01 2,16 2,33 2,52 2,72 2,94

a(N) 1,61 1,73 1,85 2,00 2,15 2,30 2,47 2,64 2,82

a(N) 1,62 1,78 1,98 2,20 2,45 2,73 3,05 3,39 3,77

Myyq a(N) 1,61 1,75 1,90 2,06 2,24 2,45 2,68 2,95 3,25

a(N) 1,61 1,75 1,89 2,04 2,21 2,38 2,57 2,76 2,97

a(N) 1,61 1,76 1,92 2,10 2,30 2,32 2,78 3,04 3,33

ag a(N) 1,61 1,73 1,86 2,01 2,16 2,33 2,52 2,72 2,93

a(N) 1,61 1,73 1,86 2,00 2,15 2,30 2,47 2,64 2,82

a(N) 1,62 1,76 1,92 2,11 2,32 2,56 2,81 3,09 3,39

K¢ a(N) 1,61 1,73 1,87 2,01 2,17 2,35 2,54 2,74 2,97

a(N) 1,61 1,73 1,86 2,01 2,16 2,31 2,48 2,66 2,84

a(N) 1,61 1,75 1,92 2,10 2,30 2,53 2,78 3,05 3,34

Oy a(N) 1,61 1,73 1,86 2,02 2,16 2,33 2,51 2,71 2,93

a(N) 1,61 1,73 1,86 2,00 2,14 2,30 2,46 2,64 2,82

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 14 - Estimador da variancia para o exemplo 2 - CV = %

(Continua)

CH

Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.105 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,61 3,09 3,69 4,44 5,35 6,46 7,80 9,40 11,29

Cun a(N) 2,60 3,01 3,49 4,05 4,71 5,48 6,39 7,45 8,72

a(N) 2,60 3,00 3,47 4,01 4,63 5,33 6,12 7,01 8,02
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Tabela 14 - Estimador da variancia para o exemplo 2 - CV = %

(Concluséo)

G

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10°5 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,65 3,21 3,97 4,97 6,27 7,95 10,08 12,75 16,05

Myyq a(N) 2,62 3,08 3,63 4,31 5,15 6,20 7,54 9,28 11,55

a(N) 2,62 3,07 3,60 4,23 4,96 5,81 6,81 7,95 9,27

a(N) 2,64 3,12 3,72 4,46 5,37 6,47 7,78 9,35 11,20

ag a(N) 2,63 3,04 3,52 4,09 4,75 5,52 6,43 7,49 8,74

a(N) 2,62 3,04 3,51 4,05 4,67 5,37 6,17 7,06 8,06

a(N) 2,62 3,11 3,72 4,49 5,43 6,59 7,98 9,65 11,63

K¢ a(N) 2,60 3,02 3,51 4,08 4,76 5,55 6,49 7,60 8,91

a(N) 2,60 3,01 3,49 4,04 4,67 5,39 6,20 7,12 8,15

a(N) 2,62 3,09 3,69 4,42 5,33 6,42 7,74 9,30 11,15

a(N) 2,60 3,01 3,48 4,04 4,69 5,45 6,34 7,39 8,62

a(N) 2,60 3,00 3,47 4,00 4,62 5,31 6,09 6,97 7,96

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

A tabela 15 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugéo
do método RK4 e FCB, para 900000 ciclos para o exemplo 1. A razdo computacional
obtida pelo método FBC foi de 10280,95% menor ao obtido pelo RK4, o que comprova

a eficiéncia computacional do método.

Tabela 15 - Tempo de execugdo (em segundos) - CV = 110

Parametro Tempo [s] P [%]
RK4 292,53

‘i —£cB 4,92 5845,73
RK4 407,69

e 7,62 5250,26
RK4 408,39

“ “Fcs 43,04 848,86
RK4 421,54

Kic FCB 6.23 6666,29
RK4 545,00

Oy B 525 10280,95**

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.

**Menor eficiéncia entre os tempos computacionais.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancia, sao

expostos nas tabelas 16 e 17.

Tabela 16 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 2 - CV = %

Epq [%]

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 0,38 1,42 2,90 4,68 6,60 8,56 10,45 12,20 13,73

b a(N) 002 -0,06 -019 -044  -083 -1,37 2,08 2,96 -4,03
alN) 058 2,11 426 6,73 927 1165 13,66 1513 1590

Tl TNy 001 011 038 087 165 277 426 618 855
a(N) 037 1,38 284 458 6,47 839 10,26 11,98 1351
TNy 001 006 019 -044 082 134 203 289 302
a(N) 040 147 301 484 6,82 8,82 10,74 12,50 14,02

Kic a(N) 002 -0,06 -020 -047 -087 -145 220 -313 -4.27
. a(N) 038 140 288 464 6,56 851 1041 1217 13,74

a(N) -0,03 -005 -019 -043 -0,80 -1,32 -2,00 -2,85 -3,88

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

1

Tabela 17 - Desvio relativo do estimador da varidncia para o exemplo 2 - CV = m

€52 [%]

Parametro 1105 2.105 3.10°% 4105 510° 6.10% 7.10°5 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 0,78 2,87 5,92 9,63 13,74 1799 2217 26,09 29,57

G a(N) -0,01 -012 -039 -089 167 -275 -416 -592 -8,02
a(N) 1,20 4,49 9,38 15,35 21,81 28,12 33,57 37,42 38,98"

i a(N) -0,08 -0,24 -0,81 -1,91 -369 -6,27 -976 -1423 -19,72
a(nN) 0,74 2,74 5,65 9,18 13,08 17,11 21,09 24,82 28,15

o a(N) -002 -012 -039 -088 -163 -268 -404 -572 -7,72

a(nN) 0,81 2,98 6,16 10,01 14,26 18,66 2295 26,94 30,44

Kic a(N) -0,01 -0,12  -0,41 -095 1,77 -293 -444 -6,31 -8,56%
s a(N) 0,77 2,83 5,84 9,50 13,55 17,76 2191 2584 29,36

Y a(N) -0,01 -0,11 -0,38 -0,86 -1,60 -2,63 -3,97 -5,63  -7,61

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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As estimativas dos momentos estatisticos e os desvios relativos, avaliados

anteriormente, sdo apresentados a seguir para o caso em que os coeficientes de

variagdo igual a 3/10.

Tabela 18 - Estimador do valor esperado para o exemplo 2 — CV = 2

10

.ua
Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10% 7.105 8.10°% 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 1,62 1,76 1,93 2,12 2,33 2,57 2,83 3,12 3,42
Cuw1 a(N) 1,61 1,73 1,87 2,02 2,18 2,36 2,56 2,77 3,01
a(N) 1,61 1,73 1,86 2,01 2,16 2,32 2,49 2,67 2,86
a(N) - - - - - - - - -
my,,* a(N) - - - - - - - - -
a(N) - - - - - - - - -
a(N) 1,61 1,75 1,91 2,09 2,30 2,52 2,77 3,04 3,33
a, a(N) 1,60 1,73 1,86 2,00 2,16 2,33 2,52 2,72 2,94
a(N) 1,60 1,72 1,86 1,99 2,14 2,30 2,46 2,46 2,64
a(N) - - - - - - - - -
K™ a) - - - - - - - - -
a(N) - : : : : : : : :
a(N) 1,61 1,75 1,92 2,10 2,30 2,53 2,78 3,05 3,34
Oy a(N) 1,61 1,73 1,86 2,01 2,16 2,33 2,51 2,71 2,93
a(N) 1,61 1,73 1,86 2,00 2,14 2,30 2,46 2,64 2,82
* Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.
** Modelo instavel para a variavel K;. com coeficiente 3/10.
Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
Tabela 19 - Estimador da variancia para o exemplo 2 - CV = io
(Continua)
CH
Parametro 110° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 2,62 3,12 3,75 4,56 5,56 6,81 8,33 10,19 12,41
b a(N) 2,60 3,02 3,562 4,12 4,83 5,69 6,72 7,97 9,49
a(N) 2,60 3,02 3,50 4,07 4,72 5,47 6,33 7,31 8,43
a(N) - - - - - - - - -
My, ™ a(N) - - - - - - - - -

a(N)
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Tabela 19 - Estimador da variancia para o exemplo 2 - CV = 13—0

(Concluséo)

G

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10°5 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,84 3,35 3,98 4,76 5,70 6,83 8,19 9,80 11,69

ag a(N) 2,82 3,27 3,80 4,41 5,14 5,98 6,98 8,15 9,54

a(N) 2,82 3,27 3,78 4,37 5,05 5,81 6,68 7,66 8,76

a(\) - - - - - - - - -

K™ aN) - : : : : : : : :

an) - - : - : : : : :

a(N) 2,62 3,09 3,69 4,42 5,33 6,42 7,74 9,30 11,15

Oy a(N) 2,60 3,01 3,48 4,04 4,69 5,45 6,34 7,39 8,62

a(N) 2,60 3,00 3,47 4,00 4,62 5,31 6,09 6,97 7,96

* Modelo instavel para a variavel m,,;, com coeficiente 3/10.

** Modelo instavel para a variavel K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

A tabela 20 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugao

do método RK4 e FCB, para 900000 ciclos para o exemplo 2.

Tabela 20 - Tempo de execucdo (em segundos) - CV = %

Parametro Tempo [s] p [%]
RK4 350,51
Cun o8 535 6439,36**
RK4 -
w1t —ECE - -
RK4 415,43
o FCB 29,23 1321,247
Fdkkk RK4 -
Kic FCB - -
RK4 328,63
Oy FCB 591 5460,57

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.
**Menor eficiéncia entre os tempos computacionais.
*** Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

**** Modelo instavel para a variavel K;. com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancias, sao

expostos nas tabelas 21 e 22.

Tabela 21 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 2 — CV = 13—0

€p, [%]

Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10°5 7.10° 8.105 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 0,42 1,53 3,11 4,98 6,96 8,93 10,76 12,36 13,65

b a(N) -0,02 -0,07 -0,24 -0,56 -1,05 -1,74 -265 -380 -5/18*
.
Ty - - - - - - - -

a(N) 0,37 1,38 2,82 4,54 6,41 8,30 10,13 11,81 13,28

o a(N)  -0,01 -0,06 -0,20 -045 -0,84 -1,38 -2,09 -297 -4,03
- -
T am : : : . : : : :

a(N) 0,38 1,40 2,88 4,64 6,52 8,51 10,41 12,17 13,74*

% a(N) -003 -005 -0,19 -043 -0,80 -1,32  -200 -285 -3,88

* Maiores valores de desvios relativos.

**Modelo instavel para a variavel m,, com coeficiente 3/10.

*** Modelo instavel para a variavel K,. com coeficiente 3/10.

Tabela 22 - Desvio relativo do estimador da varidncia para o exemplo 2 - CV =

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

3
10

(Continua)
€52 [%]
Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10°5 7.10° 8.105 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(nN) 0,85 3,16 6,54 10,65 15,15 19,72 24,03 27,81 30,78
G a(N) -0,02 -0,15 -0,51 -1,18 -2,24 -3,74 -572 -820 -11,17
> aiv) ) ] ) ] ) ) ) ) )
ey - - - - - - - - -
a(N) 0,63 2,33 4,78 7,72 10,92 14,18 17,32 20,18 22,63
@ a(N) -002 -0,13 -042 -0,93 -1,73 -283 -425 -6,02 -8,12
a(N) - - - - - - - - -
Ko™

a(N)
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Tabela 22 - Desvio relativo do estimador da variancia para o exemplo 2 — CV = 13—0

(Concluséo)

€52 [%]

Parametro 110° 2.10° 3.10° 4.10° 510° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 0,77 2,83 5,84 9,50 13,55 17,76 21,91 25,84 29,36
(0}

y a(N) -0,01 -0,11 -0,38  -0,86 -1,60 -2,63  -3,97 -5,63 -7,61

* Maiores valores de desvios relativos.
**Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

*** Modelo instavel para a variavel K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Por intermédio das tabelas 21 e 23, observa-se um comportamento instavel
obtido do valor esperado e variancias da solu¢gdo numérica para os parametros "K;."
e “m,,", desta forma em alguns pontos a estimativa do valor esperado e das
variancias para a evolucao de trinca nao apresenta fechamento do tamanho de trinca.
Portanto o0 modelo de propagacao de Willenborg (1971) € demasiadamente irregular
com coeficiente de variagédo igual a 3/10 sobre os parametros empiricos devido ao
material.

O parametro (p), apresentado na equacao (4.1) e nas tabelas 16 e 21, em
companhia das funcdes de desvio relativo, apresentados nas tabelas 17, 18, 22 e 23,
demostram que a metodologia proposta possui um desempenho satisfatorio para o
exemplo classico 2 (CV = 3/10). A seguir efetua-se a analise do exemplo 3 para o

modelo de propagacao de trinca proposto por Willenborg (1971).

4.2.3 Placa com largura finita e trinca na aresta

O fator intensificador para o exemplo 3, representada pela figura 22. E dado

por Bannantine et al. (1989), equagao 4.6.

a a2
1,122 — 0,231 (- 10,55 (-
fla) = 3(b) + (b)

—21,72 (%) +30,39 (%)4 ’

Va € [ay. a4]. (4.6)
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Figura 22 - Placa com largura finita e trinca na aresta

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Inicia-se 0 processo com a randomizagdao do parametro "k;.". Em seguida
apresenta-se os graficos do estimador do valor esperado (Figura 23) e o seu

respectivo desvio relativo (Figura 24).

Figura 23 - Estimador do valor esperado estatistico para o parametro"K,."
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Por intermédio da figura 23, ilustra-se que o estimador do valor esperado

satisfaz a desigualdade da equacéao (2.70), atendendo os critérios da metodologia
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FCB. Na figura 24 apresenta-se o grafico do desvio relativo para o estimador do valor

esperado para o parametro “K;.", com valor de "a* = 2,20a,".

Figura 24 - Desvio relativo para o estimador do valor esperado para o parametro “K,.”
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Na figura 24 apresentam-se os graficos da funcado desvio relativo. llustra-se
mediante figura 24, que o desvio maximo para a cota superior é igual a 18,14% e para

a cota inferior € igual a -8,59%. Os dados obtidos pelo processo de randomizagéo

n “

para os parametros "Cy.", "m,", “a,", "K;." € "o," estdo resumidos nas tabelas 23

e 24, apresentando as estimativas para o exemplo 3.

Tabela 23 - Estimador de valor esperado para o exemplo 3 — CV = %

(Continua)

Hq

Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.105 5.105 6.10° 7.10° 8.105 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,65 1,85 2,08 2,35 2,66 3,01 3,39 3,81 4,27

C1 a(N) 1,64 1,80 1,98 2,19 2,41 2,66 2,94 3,26 3,62

a(N) 1,64 1,80 1,98 2,17 2,37 2,59 2,82 3,07 3,33

a(N) 1,67 1,90 2,18 2,53 2,92 3,37 3,88 4,44 5,06

m,**  a(N) 1,65 1,83 2,04 2,28 2,56 2,90 3,33 3,84 4,54

a(N) 1,65 1,83 2,02 2,23 2,47 2,72 2,99 3,27 3,58
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Tabela 23 - Estimador de valor esperado para o exemplo 3 — CV = %
(Concluséo)

Hq

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10°5 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,65 1,85 2,08 2,3 2,65 3,00 3,38 3,79 4,25

ag a(N) 1,64 1,80 1,98 2,18 2,41 2,6 2,93 3,25 3,60

a(N) 1,64 1,80 1,98 2,16 2,37 2,58 2,81 3,06 3,32

a(N) 1,65 1,85 2,09 2,37 2,69 3,04 3,44 3,87 4,34

K¢ a(N) 1,64 1,81 1,99 2,20 2,43 2,68 2,97 3,30 3,67

a(N) 1,64 1,81 1,98 2,18 2,38 2,60 2,84 3,09 3,36

a(N) 1,65 1,85 2,08 2,35 2,65 3,00 3,38 3,79 4,25

Oy a(N) 1,64 1,80 1,98 2,18 2,41 2,65 2,93 3,24 3,59

a(N) 1,64 1,80 1,98 2,16 2,37 2,58 2,81 3,06 3,32

** Parametro com valor de a* ajustado para a* = 3,0q,

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 24 - Estimador da variancia para o exemplo 3 - CV = %

CH

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10°5 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,74 3,43 4,35 5,56 7,13 9,11 16,02 14,68 18,45

Cu1 a(N) 2,70 3,27 3,96 4,80 5,85 7,13 8,73 10,73 13,23

a(N) 2,70 3,26 3,92 4,71 5,64 6,73 8,00 9,46 11,15

a(N) 2,80 3,66 4,92 6,74 9,27 12,74 17,39 23,47 31,30

Myyq a(N) 2,74 3,39 4,23 5,35 6,88 9,05 12,26 17,35 26,52

a(N) 2,74 3,37 4,15 5,11 6,28 7,71 9,42 11,46 13,88

a(N) 2,77 3,46 4,37 5,67 7,11 9,06 11,50 14,51 18,18

ag a(N) 2,73 3,30 3,99 4,84 5,88 7,16 8,74 10,70 13,14

a(N) 2,73 3,29 3,96 4,75 5,68 6,77 8,03 9,49 11,17

a(N) 2,75 3,45 4,40 5,66 7,28 9,35 11,97 15,21 19,20

K¢ a(N) 2,71 3,28 3,99 4,86 5,93 7,27 8,94 11,04 13,71

a(N) 2,71 3,27 3,95 4,76 5,71 6,83 8,13 9,64 11,38

a(N) 2,74 3,42 4,34 5,63 7,06 9,00 11,43 14,43 18,09

Oy a(N) 2,70 3,26 3,95 4,78 5,81 7,07 8,62 10,65 12,95

a(N) 2,70 3,26 3,92 4,70 5,62 6,69 7,94 9,38 11,03

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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A tabela 25 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugao

do método RK4 e FCB, para 900000 ciclos para o exemplo 3.

Tabela 25 - Tempo de execug¢do (em segundos) - CV = %

Parametro Tempo [s] p [%]
RK4 360,74

‘i —rcB 4,88 729221
RK4 344,13

= 5,05 6714,45
RK4 469,70

“ —FcB 52,67 oL
RK4 346,07

K¢ = 5.06 6739,32
RK4 475,02

Oy FCB 476 9879,41

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancia, sao

expostos nas tabelas 26 e 27.

Tabela 26 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 3 - CV = %

Epq ]

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10°5 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 0,68 2,43 4,84 7,56 10,32 12,90 1512 16,85 17,98

b a(N) 001 -0,13 -041 -093 1,72 -281 422 597 -806
aN) 1,05 368 7,14 10,75 13,95 16,20 16,99 1573 11,45

Mwi o) -003 026 086 199 378 636 090 -1463 215
a(N) 065 240 478 748 1022 12,81 11,05 16,83 18,04

“  TaN) 001 012 -040 -000 166 272 408 576 7,77

aN) 0,71 2553 502 7,82 1064 1325 1547 17,13 18,14

e a(N) 001 -0,13 -044 -098  -182 -299 449 636 -859
i a(N) 067 240 479 750 10,25 12,85 1511 1692 18,15

y

a(N) -0,01 -0,12 -040 -0,89 -1,65 -2,70  -4,06 -5,73 -7,72

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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1
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€52 [%]
Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.105 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 1,37 4,94 9,97 15,80 21,87 27,68 32,78 36,78 39,38
b a(N) -003 -026 -0,83 -1,87 -3,45 -562 -841 -11,79 -1576
a(N) 2,19 8,06 16,44 25,91 34,70 40,74 41,74 3524 18,03
M a(N) -0,07 -0,57 -192 -452 -8,74 -14,88 -23,19 -33,94 -47,65
a(N) 1,33 4,77 9,60 15,21 21,05 26,65 31,61 3558 38,28
@ a(N) -003 -025 -0,80 -1,80 -3,32 5,39  -8,04 -11,25 -15,01
a(N) 1,43 5,15 10,39 16,45 22,74 28,70 33,84 37,72 40,00
Kic a(N) -0,03 -0,27 -0,89 -1,99 -3,69 -6,02 -9,01 -12,67 -16,97
a(N) 1,35 4,87 9,81 15,56 21,57 27,36 32,52 36,70 39,61
% a(N) -003 -025 -0,80 -1,78 -3,28 -533 -795 -11,13 -14,85

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

O parametro (p), apresentado na equagao (4.1), em conjunto das fungdes de

desvio relativo, demostram que a metodologia proposta possui um desempenho

satisfatério para o exemplo 3. As estimativas dos momentos estatisticos e os desvios

relativos, avaliados anteriormente, sdo apresentados a seguir para 0 caso em que 0s

coeficientes de variagao igual a 3/10.

Tabela 28 - Estimador do valor esperado para o exemplo 3 - CV = 13—0

(Continua)
ﬁa
Parametro 1.10° 2.105 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.105 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(nN) 1,65 1,85 2,10 2,38 2,70 3,06 3,47 3,91 4,40
Cu1 a(N) 1,64 1,81 1,99 2,20 2,44 2,71 3,01 3,37 3,78
a(N) 1,64 1,80 1,98 2,18 2,39 2,61 2,85 3,11 3,38
a(N) - - - - - - - - -
My~ a(N) - - - - - - - - -
a(hy - - - - - - - - -
a(nN) 1,65 1,84 2,08 2,35 2,65 3,00 3,38 3,80 4,25
a, a(N) 1,64 1,80 1,98 2,19 2,41 2,66 2,95 3,27 3,63
a(N) 1,64 1,80 1,97 2,16 2,37 2,59 2,82 3,07 3,33
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Tabela 28 - Estimador do valor esperado para o exemplo 3 — CV = 13—0
(Concluséo)

Hq

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10°5 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) - - - - - - - - -

Ke™ — aN) - - - - - - . - .

an) - - : - : : : : :

a(N) 1,65 1,85 2,08 2,35 2,65 3,00 3,38 3,79 4,25

Oy a(N) 1,64 1,80 1,98 2,18 2,41 2,65 2,93 3,24 3,59

a(N) 1,64 1,80 1,98 2,16 2,37 2,58 2,81 3,06 3,32

* Modelo instavel para a variavel m,,;, com coeficiente 3/10.

** Modelo instavel para a variavel K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 29 - Estimador da variancia para o exemplo 3 - CV = 13—0

CH

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.105 6.10° 7.10° 8.10°5 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,75 3,47 4,46 5,79 7,55 9,84 12,76 16,43 21,01

Cun a(N) 2,71 3,29 4,02 4,93 6,09 7,58 9,51 12,04 15,40

a(N) 2,71 3,28 3,97 4,81 5,81 6,99 8,39 10,03 19,44

a(N) - - - - - - - - -

Myt a) - : : : : : : - :

an) - : : : : : : - :

a(N) 2,98 3,71 4,67 5,93 7,52 9,53 12,03 1511 18,85

ag a(N) 2,94 3,56 4,32 5,26 6,41 7,84 9,61 11,84 14,63

a(N) 2,94 3,56 4,29 5,16 6,18 7,38 8,78 10,40 12,26

a(N) - - - - - - - - -

K™ a®) - : : : - : : - :

an) - : : : : : : - :

a(N) 2,74 3,42 4,34 5,53 7,06 9,00 14,43 14,43 18,09

Oy a(N) 2,70 3,26 3,95 4,78 5,81 7,07 8,62 10,55 12,95

a(N) 2,70 3,26 3,92 4,70 5,62 6,96 7,94 9,38 11,03

* Modelo instavel para a variavel m,,;, com coeficiente 3/10.

** Modelo instavel para a variavel K;; com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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A tabela 30 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugao

do método RK4 e FCB, para 900000 ciclos para o exemplo 3. A razao computacional

obtida pelo método FBC foi de 6803,15% menor ao obtido pelo RK4, o que comprova

a eficiéncia computacional do método

Tabela 30 - Tempo de execucio (em segundos) - CV = %

Parametro Tempo [s] p [%]
RK4 328,59
Cuw1 =5 476 6803,15
RK4 -
"t o - ]
RK4 426,87
o FCB 80,05 433,257
Fkkk RK4 -
Kic FCB - -
RK4 312,40
Oy FCB 476 6463,02**

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.

**Menor eficiéncia entre os tempos computacionais.

*** Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

**** Modelo instavel para a variavel K;. com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancia, sao

expostos nas tabelas 31 e 32.

Tabela 31 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 3 - CV = 3

10

(Continua)
£q, [%]
Parametro 1105 2105 3.10° 4.10° 510° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 0,73 2,60 5,14 7,94 10,69 13,11 15,00 16,16 16,45
b a(N) -002 -0,16 -052 -1,18 -2,19 -360 -545 -7,76 -10,5*
> aiv) ) ) ) ) ) ) ) ) )
i Tamy - - - - - - - -
a(N\) 0,66 237 472 736 10,02 12,50 14,61 1,22 17,22
o a(N)  -0,01 -0,13 -0,41 -0,94 -1,73 -2,84 -427 6,04 -8,16



Tabela 31 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 3 — CV = 2

105

10
(Concluséo)

€p, [%]
Parametro 1105 2105 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
Kk a(N) ) . . } ) ) } } }
T : : : : : : : :
a(N) 0,67 2,40 4,79 7,50 10,25 12,85 1511 16,92 18,15*
% a(N) -0,01 -0,12 -0,40 -0,89 -1,65 -2,70 -406 -573 -7,72

* Maiores valores de desvios relativos.

**Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

*** Modelo instavel para a variavel K;- com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 32 - Desvio relativo do estimador da variancia para o exemplo 3 — CV = 13—0

£52 [%]
Parametro 1.10°  2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,50 5,44 11,00 17,40 23,86 29,86 29,65 36,49 36,43

b a(N) -004 -033 -110 -2,51 -4,71 -7,78 -11,76 -16,66 -22,66
. & -
B : : - :
a(nN) 1,13 4,05 8,08 12,65 17,30 21,58 2512 27,61 28,79

o a(N) -003 -027 -0,86 -1,93 -3,56 -5,80 -866 -12,15 -16,24
ok a(v) ) ] ) ] ) ) ) ) )
T : : : . - . - -
a(N) 1,35 4,87 9,81 15,56 21,57 27,36 32,52 36,70 39,61

% a(N) -0,03 -0,25 -0,8 -1,78 -3,28 -533 795 -11,13 -14.85

* Maiores valores de desvios relativos.

**Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

*** Modelo instavel para a variavel K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Por intermédio da analise das tabelas de desvios relativos, € observado um

comportamento instavel no valor esperado da solugédo numérica para os parametros

‘K;c” e “m,,,”, desta forma em alguns pontos a estimativa do valor esperado e das

variancias para a evolugao de trinca, apresenta fechamento do tamanho de trinca.
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Portanto o modelo de propagacgao de Willenborg € demasiadamente irregular com

coeficiente de variagao igual a 3/10 sobre os parametros empiricos devido ao material.

O parametro (p), apresentado na equacéo (4.1), em companhia das fun¢des de desvio

relativo, apresentados nas tabelas 27, 28, 32 e 33 demostram que a metodologia

proposta possui um desempenho satisfatério para o exemplo classico 3 (CV = 3/10).

A seguir efetua-se a analise do exemplo classico 4, para o modelo de

propagacéo de trinca proposto por Willenborg (1971).

4.2.4 Placa com largura finita e dupla trinca na aresta

O fator intensificador para o exemplo 4, representado pela figura 25, é dado

por Bannantine et al. (1989), equacgao 4.7.

a a2
o~ 1,12 + 0,203 (E) - 13,197 (E)  vecaal wn

+1,930 (%)

Figura 25 - Placa com largura finita e dupla trinca na aresta

I
Yy v v
Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Inicia-se o processo com a randomizagdo do  parametro

". A seguir, sdo exibidos os graficos dos estimadores do valor esperado e variancia.
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Figura 26 - Estimador do valor esperado estatistico para o parametro “a,”.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Por intermédio da analise da Figura 26, ilustra-se que o estimador do valor

esperado satisfaz a desigualdade da equacgédo (2.70). Atendendo os critérios da

metodologia FCB. Na figura 27 apresenta-se o grafico do desvio relativo para o

estimador do valor esperado estatistico para o parametro “a,”.

Figura 27 - Desvio relativo para o estimador do valor esperado para o parametro “a,”

20 T T T T T T
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Na figura 27 apresentam-se os graficos da fungcédo desvio relativo. llustra-se
mediante figura 27, que o desvio maximo para a cota superior € igual a 17,70% e para
a cota inferior € igual a -7,86%.

Os dados obtidos pelo processo de randomizagao para os parametros "C,,;",

"mwi”, “ao", "K;c" e "oy" estdo resumidos nas tabelas 33 e 34, apresentando as

estimativas do valor esperado e das variancias para o exemplo 4.

Tabela 33 - Estimador de valor esperado para o exemplo 4 — CV = %

Ha

Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.105 6.10° 7.10°5 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

1,64 1,80 1,98 2,17 2,37 2,59 2,82 3,04 3,33

a(N) 1,65 1,85 2,08 2,35 266 3,01 3,39 3,81 4,26

Cun a(N) 1,64 1,80 1,99 2,19 2,41 2,67 2,95 3,27 3,63
a(N) 1,64 1,80 1,98 2,17 2,37 2,59 2,82 3,07 3,33

a(N) 1,67 1,90 2,19 2,53 2,93 3,39 3,90 4,46 5,08

Myyq a(N) 1,65 1,83 2,04 2,29 2,57 2,92 3,33 3,86 4,53
a(N) 1,65 1,83 2,03 2,24 2,47 2,73 3,00 3,29 3,60

a(N) 1,65 1,85 2,08 2,35 2,66 3,01 3,39 3,81 4,26

ag a(N) 1,64 1,81 1,99 2,19 2,42 2,67 2,95 3,27 3,62

a(N) 1,64 1,81 1,98 2,17 2,38 2,59 2,83 3,08 3,34

a(N) 1,66 1,86 2,10 2,37 2,69 3,05 3,42 3,88 4,36

Kic a(N) 1,64 1,81 2,00 2,20 2,44 2,70 2,99 3,32 3,70
a(N) 1,64 1,81 1,99 2,18 2,39 2,61 2,85 3,11 3,37

a(N) 1,65 1,85 2,08 2,35 2,66 3,00 3,38 3,80 4,26

Oy a(N) 1,64 1,80 1,99 2,19 2,41 2,66 2,94 3,26 3,61

)

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 34 - Estimador da variancia para o exemplo 4 - CV = %

(Continua)

CH

Parametro 1105 2105 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.105

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,74 3,43 4,36 5,57 7,13 9,12 11,61 14,69 18,47

Co a(N) 2,71 3,27 3,96 4,82 5,86 7,16 8,78 10,79 13,32

a(N) 2,71 3,26 3,93 4,72 5,666 6,75 8,03 9,51 11,20
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Tabela 34 - Estimador da variancia para o exemplo 4 — CV = %

(Concluséo)

G

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,81 3,67 4,95 6,78 9,34 12,85 17,65 23,71 31,64

Myyq a(N) 2,75 3,40 4,25 5,39 6,95 9,16 12,42 17,51 26,12

a(N) 2,74 3,38 4,16 5,14 6,33 7,77 9,51 11,69 14,06

a(N) 2,78 3,47 4,40 5,61 7,16 9,12 11,58 14,61 18,31

ag a(N) 2,74 3,31 4,01 4,87 5,93 7,23 8,83 10,83 13,32

a(N) 2,74 3,31 3,98 4,78 5,73 6,83 8,11 9,59 11,30

a(N) 2,75 3,46 4,42 5,68 7,32 9,42 12,05 1533 19,37

K¢ a(N) 2,71 3,29 4,00 4,88 5,97 7,33 9,03 11,17 13,89

a(N) 2,71 3,28 3,97 4,78 5,75 6,88 8,20 9,73 11,50

a(N) 2,74 3,43 4,35 5,65 7,09 9,04 11,48 14,50 18,18

a(N) 2,71 3,27 3,96 4,80 5,84 7,12 8,69 10,65 13,09

a(N) 2,71 3,26 3,93 4,72 5,64 6,73 7,99 9,45 11,12

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

A tabela 35 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugao
do método RK4 e FCB, para 900000 ciclos para o exemplo 4. A razado computacional
obtida pelo método FBC foi de 5920,24% menor ao obtido pelo RK4.

Tabela 35 - Tempo de execucdo (em segundos) - CV = %

Parametro Tempo [s] p [%]
RK4 307,69

‘i —£cB 5,47 5525,04
RK4 336,76

M e 568 5828,87
RK4 316,11

“ —Fcs 38,20 727,51
RK4 280,13

Kic FCB 4.92 5593,69
RK4 291,38

% —FcB 484 5920,24*

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.

**Menor eficiéncia entre os tempos computacionais.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancias, sao

expostos nas tabelas 36 e 37.

Tabela 36 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 4 — CV = %

€%l

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 0,67 2,41 4,79 7,48 10,20 12,73 1490 16,59 17,69

b a(N) 001 -0,13 -042 -094 1,74 284 427 602 -810
aN) 1,05 368 7,12 10,70 13,84 16,04 16,82 1570 12,14

MWl TUN) 003 027 089 204 386 647 -1000 -1461 -205
a(N) 067 2,38 474 7,40 10,10 12,63 14,82 16,54 17,70

© Ty 001 012 041 092 169 276 415 584 -7.86
aN) 0,71 252 500 7,78 1057 13,14 1530 16,91 17,87

Kic a(N) 001 -0,14 -045 1,01  -1,87 -305 458 -647 -872
a(N) 067 239 476 744 10,16 12,72 14,93 16,68 17,87

% a(N) 001 -0,12 -040 -091 168 -2,75 412 581 7,81

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 37 - Desvio relativo do estimador da varidncia para o exemplo 4 — CV = %

€52 [%]

Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 510° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,36 4,90 9,87 15,63 21,60 27,30 32,28 36,17 38,68

b a(N) 003 -026 -084 190 -350 569 849 -11,89 -1585
a(N) 2,20 807 16,41 2579 3442 4028 4127 3543 21,13
TwiTUN) 007 -058 1,97 463 893  -1512 2339 -33,76 -46,17
a(N) 1,32 4,74 952 1504 20,78 26,26 31,08 34,91 37,48

“ TuN) 003 025 -082 -184 338 548 816 -11,40 -1517
a(N) 143 515 10,35 16,37 2258 2843 3344 37,20 39,35

Kie a(N) 0,03 -028 -091 2,04 377 615 919 -12,89 -17,21
i a(N) 1535 485 9,76 1544 2137 27,06 32,10 36,15 38,95

y

a(N) -0,03 -0,25 -0,81 -1,82 -3,35 -543 -8,08 -11,29 -15,02

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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O parametro (p), apresentado na equagao (4.1), em conjunto das fungdes de

desvio relativo, demostram que a metodologia proposta possui um desempenho

satisfatorio para o exemplo 4. As estimativas do valor esperado e das variancias,

avaliados anteriormente, sdo apresentados a seguir para o caso em que O0S

coeficientes de variagao igual a 3/10.

Tabela 38 - Estimador do valor esperado para o exemplo 4 — CV = 13—0

Ha
Parametro 1105 2.10° 3105 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 1,65 1,85 2,09 2,37 2,69 3,05 3,45 3,89 4,37
Cun a(N) 1,64 1,81 1,99 2,20 2,43 2,70 3,01 3,36 3,76
a(N) 1,64 1,80 1,98 2,17 2,38 2,60 2,84 3,10 3,37
a(N) - - - - - - - - -
My~ a(N) - - - - - - - - -
a(hy - - - - - - - - -
a(N) 1,66 1,86 2,09 2,36 2,67 3,02 3,40 3,82 4,28
ag a(N) 1,65 1,81 2,00 2,20 2,43 2,69 2,97 3,30 3,66
a(N) 1,65 1,81 1,99 2,18 2,39 2,61 2,85 3,10 3,36
a(N) - - - - - - - - -
K;c** a(N) - - - - - - - - -
ayy - - - - - - - - -
a(N) 1,65 1,85 2,08 2,35 2,66 3,00 3,38 3,80 4,26
Oy a(N) 1,64 1,80 1,99 2,19 2,41 2,66 2,94 3,26 3,61
a(N) 1,64 1,80 1,98 2,17 2,37 2,59 2,82 3,07 3,33
* Modelo instavel para a variavel m,,, com coeficiente 3/10.
** Modelo instavel para a variavel K, com coeficiente 3/10.
Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
Tabela 39 - Estimador da variancia para o exemplo 4 - CV = 13—0
(Continua)
G
Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.105 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 2,75 3,46 4,44 5,76 7,49 9,75 12,63 16,25 20,76
G a(N) 2,71 3,28 4,01 4,92 6,07 7,55 9,47 11,97 15,29
a(N) 2,71 3,27 3,96 4,79 5,79 6,97 8,36 9,99 11,88
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Tabela 39 - Estimador da variancia para o exemplo 4 — CV = 13—0
(Concluséo)

G

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) - - - - - - - - -

myt aN) - - - - - - . - .

an) - - : - : : : : :

a(N) 3,01 3,75 4,73 6,00 7,61 9,65 11,18 1529 19,08

ag a(N) 2,98 3,61 4,38 5,33 6,51 7,97 9,78 1,20 1,49

a(N) 2,97 3,60 4,34 5,23 6,27 7,50 8,93 10,58 12,48

a(v) - - - - - - - - -

K™ a) - - : - : : : : :

am) - : : : : : : : :

a(N) 2,74 3,43 4,35 5,65 7,09 9,04 11,48 14,50 18,18

a(N) 2,71 3,27 3,96 4,80 5,84 7,12 8,69 10,65 13,09

a(N) 2,71 3,26 3,93 4,72 5,64 6,73 7,99 9,45 11,12

* Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

** Modelo instavel para a variavel K;- com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

A tabela 40 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugao
do método RK4 e FCB.

Tabela 40 - Tempo de execucdo (em segundos) - CV = %

Parametro Tempo [s] p [%]
RK4 357,97
‘B 10,56 3289,86
RK4 -
it EcB - -
RK4 377,17
“  “FcB 4848 677,99
_ RKk4 -
A - -
RK4 298,42
% B 5,59 5238,46

* Modelo instavel para a variavel m,,;, com coeficiente 3/10.

** Modelo instavel para a variavel K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)



113

Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancias, para

um coeficiente de variagao igual a 3/10, sdo expostos nas tabelas 41 e 42.

Tabela 41 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 4 — CV = 3

10

€p, [%]
Parametro 1105 2.10° 3.10°5 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 0,72 2,55 5,03 7,78 10,46 12,83 14,67 1582 16,16
G a(N) -0,02 -0,16 -052 -1,18 -2,19 359 -542 -7,70 -104*
a(N) - - - - - - - - -
T a(N) - - - - - - - - -
a(N) 0,66 2,34 4,64 7,23 9,84 12,24 14,29 1584 16,81
o a(N) -0,01 -0,13 -042 -0,95 -1,76 -2,87  -4,31 -6,08 -8,18
- e
S — - . - . . . . .
a(N) 0,67 2,39 4,76 7,44 10,16 12,72 1493 16,68 17,87*
% a(N) -0,01 -0,12 -0,40 -0,91 -1,68 2,75 -412  -5,81 -7,81
* Maiores valores de desvios relativos.
**Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.
*** Modelo instavel para a variavel K, com coeficiente 3/10.
Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
Tabela 42 - Desvio relativo do estimador da varidncia para o exemplo 4 — CV = 2
(Continua)
€52 [%]
Parametro 1105 2.10° 3.105 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 1,47 5,33 10,78 17,04 23,36 29,01 33,32 3573 3579
b a(N) -0,04 -0,33 -1,10 -2,52 -4,71 -7,78 -11,73 -16,58 -22,25
a(N) - - - - - - - - -
T a(N) - - - - - - - - -
a(N) 1,12 3,99 7,94 12,42 16,94 21,09 2451 26,91 28,06
“o a(N) -0,03 -0,27 -0,87 -1,96 -3,60 -585 -8,71 -12,17 -16,20
G
Kic a(N) - - - - - - - - -
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Tabela 42 - Desvio relativo do estimador da variancia para o exemplo 4 — CV = 13—0

(Concluséo)

€52 [%]

Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 510° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,35 4,85 9,76 15,44 21,37 27,06 3210 36,15 38,95

(0}
Y a(N) -0,083 -0,25 -0,81 -1,82 -3,35 -543 -8,08 -11,29 -15,02

* Maiores valores de desvios relativos.
**Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

*** Modelo instavel para a variavel K,. com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Por intermédio da analise das tabelas de desvios relativos, observa-se um
comportamento instavel no valor esperado da solugao numérica para os parametros
‘K;c” e “my,”, desta forma em alguns pontos a estimativa do valor esperado e das
variancias para a evolugao de trinca, apresenta fechamento do tamanho de trinca.
Portanto o modelo de propagacéo de Willenborg (1971) é demasiadamente irregular
com coeficiente de variagédo igual a 3/10 sobre os parametros empiricos devido ao
material.

O parametro (p), apresentado na equacao (4.1), em companhia das fun¢des de
desvio relativo, apresentados nas tabelas 42 e 43, demostram que a metodologia

proposta possui um desempenho satisfatorio para o exemplo classico 4 (CV = 3/10).

4.3 Resultados numericos para o modelo de Willenborg Generalizado

4.3.1 Placa com largura infinita e trinca central

Inicia-se o processo com a randomizacao do parametro "C,,," com coeficiente
de variagao igual a 1/10. Em seguida apresenta-se os graficos dos estimadores do

valor esperado (Figura 28) e os respectivos desvios relativos (Figura 29).
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Figura 28 - Estimador do valor esperado para o parametro "C,,,"
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NUmero de ciclos [N]
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Por intermédio da representagdo grafica da Figura 28, ilustra-se que o

estimador do valor esperado estatistico satisfaz a desigualdade definida pela equagao

(2.70). Atendendo os critérios da metodologia FCB. Na figura 29 apresenta-se o

grafico do desvio relativo para o estimador do valor esperado estatistico para o

parametro “C,,,” com o valor de "a* = 2,40a,".

Figura 29 - Desvio relativo para o estimador do valor esperado para o parametro "C,,,"

Ef‘"g; E.f}ﬂ - [%}

Cita

__5!11

1 2 3 4 5 6 7
Numero de ciclos [N]

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)



116

Na figura 29 apresentam-se os graficos da fungdo desvio relativo. llustra-se
mediante figura 29, que o desvio maximo para a cota superior é igual a 4,51% e para
a cota inferior € igual a -13,74%.

Os dados obtidos pelo processo de randomizagao para os parametros "C,,," ,

"mw2", “ap", "K;c" e "oy" estdo resumidos nas tabelas 43 e 44, apresentando as

estimativas do primeiro e estimador das variancias para o exemplo 01.

Tabela 43 - Estimador de valor esperado para o exemplo 1 - CV = %

Hq

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

1,61 1,75 1,91 2,09 2,30 2,52 2,78 3,05 3,35

1,62 1,75 1,90 2,07 2,25 2,45 2,66 2,91 3,17

1,60 1,72 1,84 1,97 2,11 2,25 2,41 2,57 2,74

1,62 1,78 1,97 2,19 2,44 2,73 3,05 3,40 3,79

1,62 1,77 1,93 2,10 2,30 2,53 2,79 3,09 3,44

1,61 1,73 1,86 2,01 2,16 2,32 2,49 2,67 2,86

1,61 1,75 1,91 2,09 2,30 2,52 2,77 3,05 3,34

1,61 1,72 1,84 1,97 2,11 2,26 2,41 2,57 2,74

1,61 1,75 1,91 2,10 2,31 2,55 2,80 3,09 3,39

1,62 1,76 1,91 2,08 2,22 2,47 2,69 2,94 3,22

1,60 1,72 1,84 1,98 2,12 2,26 2,42 2,58 2,76

1,61 1,75 1,91 2,09 2,29 2,52 2,77 3,04 3,34

1,62 1,75 1,90 2,07 2,24 2,44 2,66 2,90 3,16

)
)
)
)
)
)
)
ao a(N) 162 176 191 207 2,25 245 267 291 317
)
)
)
)
)
)
)

1,60 1,72 1,84 1,97 2,11 2,25 2,40 2,56 2,73

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Tabela 44 - Estimador da variancia para o exemplo 1 - CV = %
(Continua)

CH

Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,60 3,06 3,65 4,39 5,30 6,42 7,70 9,39 11,32

Cn,  a(N) 263 309 364 429 5,08 6,02 7,15 851 1017

a(N) 2,58 2,96 3,40 3,90 4,46 5,11 5,83 6,64 7,54
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Tabela 44 - Estimador da variancia para o exemplo 1 - CV = %

(Concluséo)

G

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 263 3,18 3,93 493 6,25 7,96 10,15 12,92 16,38
My,  a(N) 2,65 3,14 374 448 541 659 810 10,08 12,73
a(N) 260 3,01 350 407 4,74 551 6,39 7,40 856

a(N) 264 3,0 369 443 5,34 644 7,77 936 11,26

ay a(N) 267 314 369 435 5,14 6,08 721 857 10,20

a(N) 261 300 345 395 452 517 589 6,71 7,62

a(N) 261 3,08 368 444 538 654 7,04 963 11,66

Ko  a(N) 2,64 311 367 434 515 6,12 7,31 875 1052
a(N) 258 2,97 341 392 450 516 590 6,73 7,66

a(N) 260 3,06 364 437 5,27 6,36 7,60 927 11,15

o, a(N) 263 309 363 4728 505 597 7,08 841 10,01

)

2,58 2,96 3,39 3,89 4,45 5,09 5,80 6,60 7,49

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

A tabela 46 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugao
do método RK4 e FCB, para 900.000 ciclos para o exemplo 1. A razdo computacional
obtida pelo método FBC foi de 9087,12% menor ao obtido pelo RK4.

Tabela 45 - Tempo de execucdo (em segundos) - CV = %

Parametro Tempo [s] p [%]
RK4 422,25

Cwz FCB 728 5700,13
RK4 485,08

My FCB 5.08 9087,12*
RK4 385,36

Qo FCB 38.1 911,44
RK4 501,09

Kic FCB 7902 6857,65
RK4 550,01

% —cB 6.505 8355,18

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.

**Menor eficiéncia entre os tempos computacionais.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancia, sao

expostos nas tabelas 46 e 47.

Tabela 46 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 1 - CV = %

Epq [%]

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) -0,58 -045 0,165 1,09 2,15 3,23 4,19 4,96 5,45

Cwe a(N) -1,04  -216  -3,37 -4,71 -6,19 -7,82 -962 -11,58 -13,72

a(N) -0,26 0,54 2,06 3,96 5,95 7,78 9,23 10,09 10,17*

w2 a(N) -0,96  -2,01 -3,23  -4,67 -6,37 -8,38 -10,74 -13,48 -16,6*
a(N) -0,59 -0,48 0,11 1,01 2,05 3,11 4,07 4,85 5,37

@ a(N) -1,04 -216  -3,37 -4,69 -6,15 -7,76  -9,53 -11,45 -13,54
a(N) -0,59 -0/45 0,18 1,13 2,21 3,27 4,20 4,89 5,28

Fic a(N) -1,07  -222 -348 -487 -6,41 -8,12 -10,02 -12,10 -14,37
s a(N) -0,59 -047 0,14 1,06 2,12 3,20 4,19 5,50 5,55

a(N) -1,04 -215 -3,35 -4,67 -6,13 -7,73  -948 -11,40 -1347

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 47 - Desvio relativo do estimador da varidncia para o exemplo 1 - CV = %

€52 [%]

Parametro 110° 2.10° 3.10° 4.10° 510° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,17 -091 034 222 4,41 6,63 865 10,25 11,27
Cwe a(N) 2,08 -428 -665 -923 -1205 -1512 -1843 -22,00 -25,79
a(N) 049 1536 501 988 1535 20,72 2525 28,15 28,66"

Twe TNy 180 397 634 945 1249 1646 21,13 2654 32,7
a(Ny 121 -104 008 181 3,84 591 7,80 9,32 10,31

o a(N) 2,09 429 665 -920 -11,98 -1498 -1822 -21,68 -25,35

a(Ny 1,19 -0,90 039 232 4,53 6,74 867 10,09 10,83

fic a(N) 213 441 6,87 -957 -1253 -1577 -1929 -23,09 -27,16
) a(N) 117 -0,93 028 213 4,30 6,52 856 1025 11,41

a(N) -2,07r  -426 -6,60 -9,13 -11,88  -14,86 -18,07 -21,50 -25,13

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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O parametro (p), apresentado na equacgao (4.1), em conjunto das fungdes de
desvio relativo, demostram que a metodologia proposta possui um desempenho
satisfatorio para o exemplo 01. As estimativas dos momentos estatisticos e os desvios
relativos, avaliados anteriormente, sdo apresentados a seguir para 0 caso em que 0s

coeficientes de variagao igual a 3/10.

Tabela 48 - Estimador do valor esperado para o exemplo 1 - CV = 13—0

Hq

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

1,61 1,75 1,92 2,11 2,32 2,56 2,82 3,11 3,43

1,62 1,76 1,91 2,08 2,22 2,48 2,71 2,98 3,27

1,60 1,72 1,84 1,98 2,12 2,27 2,42 2,59 2,77

a a(N 1,62 1,76 1,91 2,08 2,26 2,46 2,68 2,93 3,20

1,61 1,72 1,85 1,98 2,12 2,26 2,42 2,58 2,75

KIC** a(N

1,61 1,75 1,91 2,09 2,29 2,52 2,77 3,04 3,34

)
)
)
)
)
)
a(N) 161 175 191 210 2,30 253 278 305 335
)
)
)
)
)
)
)

1,62 1,75 1,90 2,07 2,24 2,44 2,66 2,90 3,16

a(N) 1,60 1,72 1,84 1,97 2,11 2,25 2,40 2,56 2,73

* Modelo instavel para a variavel m,,, com coeficiente 3/10.

** Modelo instavel para a variavel K;, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 49 - Estimador da variancia para o exemplo 1 - CV = 13—0
(Continua)

CH

Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,61 3,09 3,71 4,51 5,51 6,76 8,30 10,18 12,45

Cu2 a(N) 2,64 3,11 3,68 4,38 5,24 6,30 7,61 9,26 11,35

a(N) 2,58 2,97 3,42 3,94 4,54 5,23 6,01 6,89 7,89
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Tabela 49 - Estimador da variancia para o exemplo 1 - CV = 13—0
(Concluséo)

G

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) - - - - - - - - -

my,t aN) - - - - - - . - .

an) - - : - : : : : :

a(N) 2,85 3,35 3,97 4,75 5,69 6,84 8,21 9,85 11,80

ag a(N) 2,89 3,41 4,02 4,75 5,63 6,69 7,96 9,50 1,1

a(N) 2,83 3,25 3,74 4,29 4,9 5,63 6,43 7,33 8,33

a(v) - - - - - - - - -

Ke* a) - - : - : : : : :

am) - : : : : : : : :

a(N) 2,60 3,06 3,64 4,34 5,27 6,36 7,69 9,27 11,15

a(N) 2,63 3,09 3,63 4,28 5,05 5,97 7,08 8,41 10,13

a(N) 2,58 2,96 3,39 3,89 4,45 5,09 5,80 6,60 7,49

* Modelo instavel para a variaveis m,,, e K;- com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

A tabela 50 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugao
do método RK4 e FCB, para 900000 ciclos para o exemplo 1.

3

Tabela 50 - Tempo de execugdo (em segundos) - CV = m

Parametro Tempo [s] p [%]
RK4 531,20
Cw2 FCB 6.12 8579,73*
.. Rk -
Tz FCB - -
RK4 525,43
o FCB 49,21 e
RK4 -
e g - )
RK4 491,90
Oy FCB 711 6818,42

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.

** Modelo instavel para as variaveis m,,, € K;- com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancia, sao

expostos nas tabelas 51 e 52.

Tabela 51 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 1 — CV = 13—0

Epq [%]

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) -0,56 -0,36 0,32 1,29 2,35 3,34 4,13 4,59 4,65
Cw
2 a(N) -1,05 -2,21 -3,49 -4,95 -6,60 -846 -10,56 -1290 -154*
L
My
R - - - - - - - -
a(N) -0,62 -0,56 -0,016 0,81 1,78 2,74 3,59 4,24 4,62
a
° a(N) -1,07  -2,22 -3,46  -4,83 -6,34 -8,00 -9,83 -11,83 -13,99
O - - - - - - - -
K¢ ***
aN) - - - - - - - - -
a(N) -0,59 -047 0,14 1,06 2,12 3,20 4,19 5,00 5,55*
(0}
y

a(N) -1,04  -215 -3,35 -4,67 -6,13 -7,73  -948 -11,40 -1347

* Maiores valores de desvios relativos.
**Modelo instavel para a variavel m,,, com coeficiente 3/10.

*** Modelo instavel para a variavel K;. com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 52 - Desvio relativo do estimador da varidncia para o exemplo 1 - CV = 13—0

(Continua)

€57 [%]

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) -1,12 -0,71 0,75 2,84 5,16 7,34 9,02 9,91 9,74
G
w2 a(N) -2,11 -4,43 -7,02 -9,94 -13,24  -16,95 -21,06 -25,57 -30,4*
alN) - - - - - - - - -
mwz**
a(N) - - - ; - - ; ; ;
a(N) -1,42 -1,67 -1,13 -0,12 1,07 2,24 3,18 3,71 3,87
a
° a(N) -2,19 -4,50 -6,99 -9,68 -12,61 -15,79 -19,21 -22,88 -26,76
aN) - - - - - - - - -
K¢ %% (
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Tabela 52 - Desvio relativo do estimador da variancia para o exemplo 1 — CV = 13—0

(Concluséo)

€52 [%]
Parametro 110° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) -1,17 -0,93 0,28 2,13 4,30 6,2 8,56 10,25 11,41*

(0}
Y a(N) -2,07 -426 -6,60 -913 -11,88 -14,86 -18,07 -21,60 -25,13

* Maiores valores de desvios relativos.
**Modelo instavel para a variavel m,,, com coeficiente 3/10.

*** Modelo instavel para a variavel K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

O parametro (p), apresentado na equacao (4.1), em companhia das fungdes de
desvio relativo, apresentados nas tabelas 51 e 52, demostram que a metodologia
proposta possui um desempenho satisfatério para o exemplo classico 1 (6 = 3/10).

A seguir efetua-se a analise do exemplo 2, para o modelo de propagacgao de

trinca proposto por Willenborg.

4.3.2 Placa com largura finita e trinca central

Inicia-se o processo com a randomizagao do parametro "m,,". Em seguida
apresenta-se os graficos dos estimadores do valor esperado (Figura 30) e o seu

respectivo desvio relativo (Figura 31).
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Figura 30 - Estimador do valor esperado para o parametro “m,,”
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Por intermédio da figura 30, ilustra-se que o estimador do valor esperado
atende a desigualdade estabelecida pela equagao (2.70). Atendendo os critérios da
metodologia FCB. Na figura 31 apresenta-se o grafico do desvio relativo para o

estimador do valor esperado para o parametro "m,,", com valor de "a* = 2,20a,".

Figura 31 - Desvio relativo para o estimador do valor esperado para o parametro “m,,’
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Na figura 31 apresentam-se os graficos da fungdo desvio relativo. llustra-se
mediante figura 31, que o desvio maximo para a cota superior € igual a 10,36 e para
a cota inferior € igual a -16,71. Os dados obtidos pelo processo de randomizagéao estéo
resumidos nas tabelas 53 e 54, apresentando as estimativas do primeiro valor

esperado e das variancias para o exemplo 01 e coeficiente de variagéo igual a 1/10.

Tabela 53 - Estimador de valor esperado para o exemplo 2 — CV = L

10
Ha

Parametro 1105 2105 3.10° 4.10° 5.105 6.105 7.10°5 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,61 1,75 1,91 2,09 2,30 2,52 2,78 3,05 3,35

Cy2 a(N) 1,62 1,75 1,90 2,07 2,25 2,44 2,66 2,90 3,11

a(N) 1,60 1,72 1,84 1,97 2,11 2,25 2,41 2,57 2,74

a(N) 1,62 1,78 1,97 2,19 2,45 2,73 3,06 3,41 3,80

My a(N) 1,62 1,77 1,93 2,10 2,31 2,53 2,79 3,09 3,44

a(N) 1,61 1,73 1,86 2,01 2,16 2,32 2,49 2,67 2,86

a(N) 1,61 1,75 1,91 2,09 2,22 2,52 2,77 3,05 3,33

ao a(N) 1,62 1,76 1,90 2,07 2,25 2,44 2,66 2,90 3,17

a(N) 1,60 1,72 1,84 1,97 2,11 2,25 2,41 2,57 2,74

a(N) 1,61 1,75 1,91 2,10 2,31 2,55 2,81 3,09 3,40

Kic a(N) 1,62 1,76 1,91 2,08 2,26 2,47 2,69 2,94 3,22

a(N) 1,60 1,72 1,84 1,98 2,12 2,27 2,42 2,59 2,76

a(N) 1,61 1,75 1,91 2,09 2,29 2,52 2,77 3,05 3,34

a(N) 1,62 1,75 1,90 2,07 2,22 2,44 2,66 2,90 3,16

a(N) 1,60 1,72 1,84 1,97 2,11 2,22 2,40 2,57 2,73

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 54 - Estimador da variancia para o exemplo 2 - CV = %
(Continua)

CH

Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,60 3,06 3,65 4,39 5,30 6,42 7,77 9,39 11,32

Cy2 a(N) 2,63 3,09 3,64 4,29 5,07 6,01 7,13 8,49 10,14

a(N) 2,58 2,96 3,40 3,89 4,46 5,10 5,82 6,63 7,53

a(N) 2,63 3,18 3,93 4,94 6,26 7,99 10,20 12,99 16,48

m,, a(N) 2,65 3,14 3,74 4,49 5,42 6,60 8,11 10,10 12,76

a(N) 2,60 3,01 3,50 4,07 4,74 5,51 6,39 7,41 8,57
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(Concluséo)

G

Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,63 3,09 3,68 4,42 5,33 6,43 7,77 9,37 11,27

a, a(N) 2,66 3,13 3,68 4,34 5,12 6,06 7,18 8,54 10,17
a(N) 2,60 2,99 3,43 3,94 4,51 5,15 5,87 6,68 7,59

a(N) 2,61 3,08 3,69 4,45 5,39 6,56 7,97 9,67 11,71

K¢ a(N) 2,64 3,11 3,67 4,34 5,15 6,13 7,32 8,76 10,54
a(N) 2,58 2,97 3,42 3,93 4,50 5,16 5,90 6,73 7,66

a(N) 2,60 3,06 3,65 4,38 5,28 6,38 7,71 9,30 11,20

Oy a(N) 2,63 3,09 3,63 4,28 5,05 5,98 7,08 7,08 8,42
a(N) 2,58 2,96 3,39 3,89 4,45 5,09 5,80 6,60 7,49

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

A tabela 55 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugao

do método RK4 e FCB, para 900000 ciclos para o exemplo 02. A razdo computacional

obtida pelo método FBC foi de 9023,34% menor ao obtido pelo RK4, o que comprova

a eficiéncia computacional do método.

Tabela 55 - Tempo de execucdo (em segundos) - CV = %.

Parametro Tempo [s] p [%]
RK4 542,05

‘v —rcB 7,34 728487
RK4 465,16

Mwe —os 779 6369,54
RK4 550,80

“ —Fcs 67,22 719,39™
RK4 621,30

Kie —=5 581 9023,34*
RK4 500,64

% —cB 6.37 7759,34

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.

**Menor eficiéncia entre os tempos computacionais.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e varidncia, sao

expostos nas tabelas 56 e 57



Tabela 56 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 2 — CV = L
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10

€a, ]

Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N\) -058 -044 0,19 1,13 2,22 3,31 4,29 5,08 5,59
b2 a(N) -104 -215 3,37 -4,70 -6,18 -7,81 -9,60 -11,57 -13,47
a(Nn) -0,25 0,57 2,11 4,04 6,07 7,93 9,40 10,27  10,36*

Mz a(N) -096 -2,01 -3,23  -4,67 -6,38 -8,39 -10,76 -13,42 -16,7*
a(N\) -059 -0,46 0,15 1,08 2,15 3,24 4,23 5,04 5,59

@ a(N) -1,04 -216 -3,37 -4,69 -6,16 7,77 954 11,42 954
a(N\) -059 -043 0,22 1,19 2,28 3,37 4,32 5,03 5,42
Kic a(N) -1,07 -222 -348 -4,87 -6,42 -8,14 -10,04 -12,13 -14,42
a(N\) -058 -045 0,17 1,11 2,19 3,30 4,31 513 5,69
% a(N) -104 -215 -3,35 -4,68 -6,13 -7,74 950 -11,42 -13,50

* Maiores valores de desvios relativos.
Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
Tabela 57 - Desvio relativo do estimador da variancia para o exemplo 2 — CV = %
€52 [%]

Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(lvy 1,16 -0,88 0,39 2,31 4,53 6,80 8,86 10,57 11,57
bz a(N) -2,08 -427 -6,64 -922 -12,03 -15,09 -18,41 -21,97 -25,78
a(N) -047 1,42 5,13 10,08 15,63 21,09 2569 28,63 29,65*
Mz a(N) -190 -397 -6,35 -9,16 -12,51  -16,49 -21,18 -26,62 -32,8*
alvy 1,19  -0,99 0,17 1,95 4,04 6,18 8,13 9,71 10,75
@ a(N) -2,09 -429 -665 -9,21 -11,98 -1499 -18,24 -21,71 -25,39
a(lvy 1,18  -0,87 0,46 2,43 4,69 6,94 8,92 10,38 11,14
Kie a(N) 214 441 688 958 -12,50 -1580 -19,34 -23,15 -27,24
a(N) -1,16 -0,90 0,34 2,23 4,44 6,71 8,80 10,63 11,72
% a(N) -207 -426 -660 -9,14 -11,89 -1488 -18,10 -21,54 -25,19

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

0 caso em que o coeficiente de variacao € a 3/10.

Os estimadores de valor esperado e variancia, sao apresentados a seguir para
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”a
Parametro 1105 210° 3.10° 4.10° 5.10°  6.10° 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 1,61 1,75 1,92 2,11 2,32 2,56 2,82 3,11 3,42
Cu2 a(N) 1,62 1,76 1,91 2,08 2,26 2,47 2,71 2,97 3,27
a(N) 1,60 1,72 1,84 1,97 2,12 2,26 2,42 2,59 2,76
a(N) - - - - - - - - -
my,* a(N) - - - - - - - - -
ay - : : : : : : : :
a(N) 1,61 1,76 1,91 2,09 2,29 2,52 2,77 3,05 3,34
a, a(N) 1,62 1,76 1,91 2,07 2,22 2,45 2,67 2,92 3,19
a(N) 1,60 1,72 1,84 1,97 2,11 2,25 2,41 2,57 2,74
a(N) - - - - - - - - -
K™ a(h) - - - - - - - - -
a(ny - - - - - - - - -
a(N) 1,61 1,75 1,91 2,09 2,22 2,52 2,77 3,05 3,33
Oy a(N) 1,62 1,75 1,90 2,07 2,24 2,44 2,66 2,90 3,1
a(N) 1,60 1,72 1,84 1,97 2,11 2,25 2,40 2,57 2,73
* Modelo instavel para a variavel m,, com coeficiente 3/10.
** Modelo instavel para a variavel K;; com coeficiente 3/10.
Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
Tabela 59 - Estimador da variancia para o exemplo 2 - CV = 13—0
(Continua)
G
Parametro 1.10°  2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 2,60 3,08 3,71 4,50 5,50 6,75 8,29 10,17 12,45
Cu2 a(N) 2,63 3,11 3,68 4,37 5,23 6,28 7,59 11,31 26,09
a(N) 2,58 2,97 3,42 3,94 4,53 5,22 5,99 6,87 7,87
a(N) - - - - - - - - -
My~ a(N) - - - - - - - - -
a(vy - - - - - - - - -
a(N) 2,83 3,33 3,95 4,72 5,66 6,81 8,18 9,83 11,77
a, a(N) 2,87 3,38 3,99 4,72 5,59 6,64 7,90 9,43 11,30
a(N) 2,81 3,23 3,71 4,26 4,88 5,59 6,38 7,27 8,27




128

Tabela 59 - Estimador da variancia para o exemplo 2 - CV = 13—0
(Concluséo)

G

Parametro 1.10° 2.10° 3.105 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.105 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

any - - - - - - - - -

Kc™  aN) - : : - . . - : -

an) - : : - : : : : :

a(N) 2,60 3,06 3,65 4,38 5,28 6,38 7,71 9,30 11,20

Oy a(N) 2,63 3,09 3,63 4,28 5,05 5,98 7,08 8,42 10,25

a(N) 2,52 2,96 3,39 3,89 4,45 5,09 5,80 6,60 7,49

* Modelo instavel para a variavel m,, com coeficiente 3/10.

** Modelo instavel para a variavel K;. com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

A tabela 60 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugao
do método RK4 e FCB, para 900000 ciclos para o exemplo 02. A razdo computacional
obtida pelo método FBC foi de 8010,82% menor ao obtido pelo RK4, o que comprova
a eficiéncia computacional do método

Tabela 60 - Tempo de execucdo (em segundos) - CV = %

Parametro Tempo [s] p [%]
RK4 404,73
Cuz o5 759 8010,82*
RK4 -
w2 reB - -
RK4 644,67
o FCB 59,52 983,11™
*kkk RK4 -
Kic FCB - )
RK4 466,82
% FCB 6,29 7321,62

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.
**Menor eficiéncia entre os tempos computacionais.
*** Modelo instavel para a variavel m,,, com coeficiente 3/10.

**** Modelo instavel para a variavel K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancia, sao

expostos nas tabelas 61 e 62.

Tabela 61 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 2 — CV = 13—0

€, [%]

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) -0,556 -0,35 0,34 1,33 2,41 3,42 4,23 4,71 4,78

bz a(N) 1,06 220 -349 -494 658 -845 -1054 -12,88 -154"
- a(h) ) ) ) ) ) ) ) ) )
ey - : - : - : : :

a(N) -061 -053 004 090 1,91 291 380 448 489

©TaN) 407 222 346 483 634 800 984 11,84 -14,01
o 2N - - - - - - - - -
B ey : : : : : : : :

. a(N) -058 -045 017 1,11 219 330 431 513 569

y

a(N) -1,04 -215 -3,35 -4,68 -6,13 -7,74  -950 -11,42 -13,50

* Maiores valores de desvios relativos.

**Modelo instavel para as variaveis m,,, e K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 62 - Desvio relativo do estimador da variancia para o exemplo 2 — CV = 13—0

€52 [%]

Parametro 1.10% 2105  3.105 4.10° 5.10° 6.10° 7.10% 8.10° 9.10%
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) -1,11 -0,68 -0,80 2,93 5,30 7,52 9,25 10,18 10,04

Cu a(N) 211 -442 7,00 -992 -1321 -16,91 -21,03 -2554 -304*
> a(N) ) ) ) ) ) ) ) ) )
B : - : :
a(N) -1,41 -1,62 -1,03 0,03 1,31 2,55 3,55 4,16 4,20
© TLN) 219 450 699 968 -1261 -1580 -1923 2290 -26,80
*x a(v) ) ) ) ) ) ) ) ) )
BT R : - : - - - : -
s a(N) -1,16 -0,90 0,34 2,23 4,44 6,71 8,80 10,53 11,72*
y

a(N) -2,07 -4,26 -6,60 914 -11,89 -1488 -18,10 -21,54 -25,19

* Maiores valores de desvios relativos.

**Modelo instavel para a variavel m,, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Por intermédio da analise das tabelas de desvios relativos, € observado um
comportamento instavel no valor esperado da solugao numérica para os parametros
em questao"K,;" e “m,,", desta forma em alguns pontos a estimativa do valor esperado
e das variancias para a evolugao de trinca, apresenta fechamento do tamanho de
trinca. Portanto o modelo de propagacao de Willenborg é demasiadamente irregular
com coeficiente de variagédo igual a 3/10 sobre os parametros empiricos devido ao
material. O parémetro (p), apresentado na equagao (4.1) e nas tabelas 55 e 60, em
companhia das fungdes de desvio relativo, apresentados nas tabelas 56, 57, 61 e 62,
demostram que a metodologia proposta possui um desempenho satisfatorio para o
exemplo classico 2 (CV = 3/10).

A seguir efetua-se a analise do exemplo classico 03, para o modelo de

propagacéo de trinca proposto por Willenborg.

4.3.3 Placa com largura finita e trinca na aresta
Inicia-se o processo com a randomizagao do parametro "m,,,", sendo que para
este parametro ocorreu uma violagcado da cota superior pela solugcdo numérica, fato

este, apresentado na figura 32.

Figura 32 - Estimador do valor esperado para o parametro "m,,"
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Em virtude da violagao da cota superior pela solugdo numeérica, o valor empirico

*

a* foi ajustado de "a* = 2,20a," para

a* =3,0a,", atendendo o critério de

envelopamento da solugdo numérica conforme metodologia FCB.

Figura 33 - Estimador do valor esperado para o parametro "m,,," (com a* = 3,0 * a,)

e
e | | | | 1 1 | |

o 1 2 3 4 5 B 7 8 9
Numero de ciclos [N] x10%

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Os dados obtidos pelo processo de randomizacédo para os parametros estao

expostos nas tabelas 63 e 64.

Tabela 63 - Estimador de valor esperado para o exemplo 3 — CV = %
(Continua)

Hq

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,66 1,84 2,07 2,35 2,66 3,02 3,41 3,85 4,33

Cyo a(N) 1,65 1,84 2,05 2,28 2,53 2,85 3,21 3,61 4,09

a(N) 1,63 1,78 1,95 212 2,31 2,52 2,73 2,96 3,20

a(N) 1,68 1,95 2,31 2,76 3,30 3,93 4,64 5,44 6,34

m,,**  a(N) 1,66 1,86 2,09 2,36 2,68 3,08 3,57 4,23 5,28

a(N) 1,64 1,81 1,99 2,19 2,40 2,63 2,88 3,15 3,43

a(N) 1,65 1,84 2,07 2,34 2,66 3,01 3,40 3,84 4,31
Ao

a(N) 1,66 1,84 2,05 2,28 2,55 2,85 3,20 3,60 4,07

a(N) 1,63 1,78 1,95 212 2,31 2,52 2,73 2,96 3,20
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Tabela 63 - Estimador de valor esperado para o exemplo 3 — CV = %
(Concluséo)

Hq

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,65 1,85 2,09 2,37 2,69 3,06 3,47 3,92 4,41

K¢ a(N) 1,66 1,85 2,06 2,30 2,58 2,89 3,26 3,70 4,21

a(N) 1,63 1,79 1,95 2,13 2,33 2,53 2,75 2,99 3,23

a(N) 1,65 1,84 2,07 2,34 2,66 3,01 3,40 3,84 4,31

Oy a(N) 1,66 1,84 2,05 2,28 2,54 2,85 3,19 3,59 4,06

a(N) 1,63 1,78 1,95 2,12 2,31 2,51 2,73 2,96 3,19

** Parametro com valor de a* ajustado para a* = 3,0q,

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 64 - Estimador da variancia para o exemplo 3 - CV = %

A

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,72 3,40 4,32 5,54 7,14 9,18 11,76 14,99 18,96

Cu2 a(N) 2,76 3,40 4,21 5,23 6,54 8,21 10,38 13,21 16,96

a(N) 2,68 3,20 3,81 4,54 5,39 6,37 7,51 8,82 10,32

a(N) 2,84 3,88 5,61 8,34 12,46 18,47 26,93 3851 53,39

Myyy a(N) 2,79 3,49 4,43 5,71 7,49 10,08 14,10 21,07 38,33

a(N) 2,71 3,29 4,01 4,88 5,94 7,21 8,73 10,52 12,63

a(N) 2,75 3,43 4,34 5,56 7,13 9,14 11,67 14,83 18,70

a, a(N) 2,79 3,43 4,25 5,28 6,58 8,24 10,38 13,16 16,81

a(N) 2,70 3,23 3,85 4,58 5,43 6,42 7,56 8,87 10,36

a(N) 2,73 3,42 4,37 5,65 7,31 9,46 12,19 1561 19,84

Kic a(N) 2,77 3,42 4,26 5,32 6,69 8,47 10,81 13,94 18,22

a(N) 2,68 3,21 3,84 4,58 5,45 6,46 7,64 8,99 10,55

a(N) 2,72 3,39 4,30 5,51 7,08 9,08 11,61 14,75 18,61

Oy a(N) 2,76 3,40 4,20 5,21 6,49 8,12 10,22 12,93 16,48

a(N) 2,68 3,19 3,81 4,53 5,37 6,34 7,47 8,76 10,24

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

A tabela 65 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugao
do método RK4 e FCB, para 900000 ciclos para o exemplo 2. A razao computacional
obtida pelo método FBC foi de 8833,96% menor ao obtido pelo RK4.
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Tabela 65 - Tempo de execucio (em segundos) - CV = %

Parametro Tempo [s] p [%]
RK4 518,17
Cwz FCB 5.80 8833,96*
RK4 451,93
Mz FCB 5.97 7470,01
RK4 366,96
“ “FcB 59,60 515,70
RK4 442,99
Kic FCB 5.82 7511,51
RK4 467,14
Oy =B 6.06 7608,58

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.

**Menor eficiéncia entre os tempos computacionais.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancias, sao
expostos nas tabelas 66 e 67.
1

Tabela 66 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 3 - CV = m

Epq [%]

Parametro 1105 2105 3.105 4.10° 5.105 6.105 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) -0,61 -0,02 1,27 2,86 4,43 5,69 6,45 6,53 5,81

b2 a(N) 144 302 -481 684 917 11,80 -14,76 -18,05 -21,69
a(N) 0,79 4,75 10,53 16,94 22,94 27,60 29,94* 2867 19,94

MWz TUN) 433 290 485 731 1042 1433 -1925 2557 -355"
a(N) 062 005 121 279 434 563 643 660 6,00

“ TuN) 144 302 480 681 9,10 1160 -1459 -17.80 -2133
a(N) 061 002 1,33 204 4,47 563 6,19 595 4,74

e a(N) 1,48 312 499 7,13 960 -1241 -1560 -19,18 -23,20
i a(N) 061 -004 124 284 4,42 573 657 6,8 625

a(N) -1,43 -3,01 -4,74 -6,78 -9,06 -11,63 -1450 -17,69 -21,19

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Tabela 67 - Desvio relativo do estimador da variancia para o exemplo 3 - CV = %

£33 %]

Parametro 1.10° 2105 3.105 4.10° 5.10% 6.10° 7.105 8.105 9.10%
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) -1,22 -0,03 2,59 5,88 9,14 11,80 13,38 13,46 11,76

Cw a(N) -286 -597 -942 -13,28 -1760 -22,38 -27,58 -33,19 -39,14
a(nN) 1,76 11,13 26,61 46,10 66,39 83,14 90,93 82,77 40,75
T a(N) -265 -572 -954 -1443 -20,65 -2846 -38,10 -50,04 -67,03
a(nN) -1,28 -0,23 2,21 5,29 8,37 10,91 12,45 12,66 11,25
o a(N) -287 -598 -941 -1322 -1746 -2212 -2717 -32,59 -38,31
a(nN) -1,23 0,01 2,73 6,06 9,26 11,68 12,74 11,95 8,90
Kic a(N) -295 -6,18 -980 -13,90 -1851 -23,66 -29,33 -3549 -42,11
s a(nN) -1,23  -0,08 2,50 5,76 9,03 11,79 13,68 14,03 12,90

a(N) -28 593 933 -1311 -17,30 -21,91 -2690 -32,25 -37,89

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

O parametro (p), apresentado na equacgao (4.1), em conjunto das fungdes de
desvio relativo, demostram que a metodologia proposta possui um desempenho
satisfatério para o exemplo 3. As estimativas do valor esperado e variancias, sao
apresentados a seguir para o caso em que o coeficiente de variagao € igual a 3/10.

Tabela 68 - Estimador do valor esperado para o exemplo 3 — CV = 13—0

(Continua)

Ha

Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 165 1,84 209 237 2,70 3,07 348 394 444

Cy2 a(N) 1,66 1,84 2,05 2,30 2,58 2,91 3,31 3,78 4,35

a(N) 1,63 1,79 1,95 2,13 2,32 2,53 2,75 2,99 3,24

a(N) - - - - - - - - -

Mt a) - : - : - - - - -

an) - : : : : : : - :

a(N) 1,65 1,84 2,08 2,35 2,66 3,02 3,41 3,85 4,32

ag a(N) 1,66 1,85 2,06 2,29 2,57 2,88 3,24 3,66 4,15

a(N) 1,64 1,79 1,95 2,13 2,32 2,53 2,74 2,97 3,22
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Tabela 68 - Estimador do valor esperado para o exemplo 3 — CV = 13—0
(Concluséo)

Hq

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) - - - - - - - - -

Ke™ — aN) - - - - - - . - .

an) - - : - : : : : :

a(N) 1,61 1,84 2,07 23 2,66 3,01 3,40 3,84 4,31

Oy a(N) 1,66 1,84 2,05 2,28 2,54 2,85 3,19 3,59 4,06

a(N) 1,63 1,78 1,95 2,12 2,31 2,51 2,72 2,96 3,19

* Modelo instavel para a variavel m,,, com coeficiente 3/10.

** Modelo instavel para a variavel K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 69 - Estimador da variancia para o exemplo 3 - CV = 13—0

A

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,73 3,43 4,42 5,76 7,55 9,89 12,92 16,77 21,58

Cyo a(N) 2,76 3,42 4,28 5,39 6,87 8,87 11,62 1551 21,23

a(N) 2,68 3,21 3,85 4,61 5,51 6,57 7,81 9,26 10,94

a(N) - - - - - - - - -

mt aN) - - : - : : : : :

an) - : : : : : : : :

a(N) 2,97 3,69 4,66 5,92 7,55 9,63 1,22 1,54 1,94

ag a(N) 3,02 3,74 4,65 5,81 7,29 9,21 11,71 15,03 19,50

a(N) 2,93 3,50 4,19 4,99 5,93 7,03 8,29 9,75 11,42

a(\) - - - - - - - - -

K™ alh) - : : : : : : - :

a) - : : : : : : : :

a(N) 2,72 3,39 4,30 5,51 7,08 9,08 11,61 14,75 18,61

a(N) 2,76 3,40 4,20 5,21 6,49 8,12 10,22 12,93 16,8

a(N) 2,68 3,19 3,81 4,53 5,37 6,34 7,47 8,76 10,24

* Modelo instavel para a variavel m,,, com coeficiente 3/10.

** Modelo instavel para a variavel K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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A tabela 70 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugao
do método RK4 e FCB, para 900000 ciclos para o exemplo 3. A razao computacional
obtida pelo método FBC foi de 9446,23% menor ao obtido pelo RK4.

Tabela 70 - Tempo de execucdo (em segundos) - CV = %

Parametro Tempo [s] P [%]
RK4 621,46
Cw2 =B 551 9446,23*
m,, ** RK4 -
* FCB - i
RK4 485,10
=T 56,99 751,20
*kkk RK4 B
fic FCB - -
RK4 440,58
Oy =B 545 7984,03

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.
**Menor eficiéncia entre os tempos computacionais.
*** Modelo instavel para a variavel m,,, com coeficiente 3/10.

**** Modelo instavel para a variavel K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancias, sao

expostos nas tabelas 71 e 72.

Tabela 71 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 3 - CV = 13—0

(Continua)

Epq ]

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) -0,56 0,11 1,48 3,05 4,44 5,31 5,38 4,38 2,05

bz a(N\) 145 310 -502 -729 -996 -13,08 -16,70 -20,87 -256"
*x a(v) ) ) ) ) ) ) ) ) )
™ Tamwy : . : - : . : -
] a(N) 067 -019 096 239 3,76 480 529 508 3,99
0

a(N) -1,48 -3,12 -4,97 -7,07 -9,48 -12,21  -15,28 -18,72 -22,55
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Tabela 71 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 3 — CV = 13—0

(Concluséo)

Eq, %]
Parametro 1.10° 2105 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
& e
AT - - - - - - - -
an)y -0,61  -0,04 1,24 2,84 4,42 5,73 6,57 6,78* 6,25
% a(N) -1,43 -3,01 -4,78  -6,78 -9,06 -11,63 -1450 -17,69 -21,19
* Maiores valores de desvios relativos.
**Modelo instavel para a variavel m,,, com coeficiente 3/10.
*** Modelo instavel para a variavel K,. com coeficiente 3/10.
Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
Tabela 72 - Desvio relativo do estimador da variancia para o exemplo 3 — CV = 13—0
€52 [%]
Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
aln)y 1,12 0,30 3,24 6,71 9,77 11,54 11,22 8,13 1,65
bz a(N) -291 -6,22 -10,07 -1460 -19,88 -25,92 -32,73 -40,25 -48,74
o a(h) ) ) ) ) ) ) ) ) )
L Tamy - - - - - - - - -
a(lny -164 132 0,09 1,91 3,55 4,50 4,36 2,78 -0,49
@ a(N) -3,04 -633 -999 -1408 -1865 -23,69 -29,19 -3512 -41,43
*kk a(h) ) ) ) ) ) ) ) ) )
T - - - - - - - -
alvy 1,23 -0,08 ,50 5,76 9,03 11,79 13,58 14,03 12,90
% a(N) -285 -593 -933 -1311 -17,30 -2191 -26,90 -32,25 -37,89

* Maiores valores de desvios relativos.

**Modelo instavel para a variavel m,,, com coeficiente 3/10.

*** Modelo instavel para a variavel K,. com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Por intermédio da analise das tabelas de desvios relativos, € observado um

comportamento instavel no valor esperado da solugado numérica para os parametros

em questdo “K;.

¢
e my,,

desta forma em alguns pontos a estimativa do valor

esperado e das variancias para a evolugdo de trinca, apresenta fechamento do
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tamanho de trinca. Portanto o modelo de propagagdao de Willenborg é
demasiadamente irregular com coeficiente de variacdo igual a 3/10 sobre os
parametros empiricos devido ao material.

O parametro (p), apresentado na equacéao (4.1), em companhia das fun¢des de
desvio relativo, apresentados nas tabelas 66, 67, 71 e 72 demostram que a
metodologia proposta possui um desempenho satisfatério para o exemplo classico 3
(CV = 3/10). A seguir efetua-se a analise do exemplo classico 04, para o modelo de

propagacao de trinca proposto por Willenborg.
4.3.4 Placa com largura finita e dupla trinca na aresta

Inicia-se 0o processo com a randomizagdo do  parametro
"K,c". Em seguida apresenta-se os graficos dos estimadores do valor esperado e os

desvios relativos.

Figura 34 - Estimador do valor esperado estatistico para o parametro “K,.”

x
4.5 T T T T T T

Numero de ciclos [N] x10°

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Por intermédio da figura 34, ilustra-se que o estimador do valor esperado
atende a desigualdade estabelecida pela equagao (2.70). Atendendo os critérios da
metodologia FCB. Na figura 35 apresenta-se o grafico do desvio relativo para o

estimador do valor esperado estatistico para o parametro “K;.”.
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Figura 35 - Desvio relativo para o estimador do valor esperado para o parametro “K,.”

i € — 1%

1 | | 1 1 | | 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Numero de ciclos [N] e

-25
Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Na figura 35 apresentam-se os graficos da fungcédo desvio relativo. llustra-se
mediante figura 35, que o desvio maximo para a cota superior € igual a 5,65 e para a
cota inferior é igual a -23,51. Os dados obtidos pelo processo de randomizagao para
os parametros estdo resumidos nas tabelas 73 e 74, apresentando as estimativas do

primeiro valor esperado e das variancias para o exemplo 4.

Tabela 73 - Estimador de valor esperado para o exemplo 4 — CV = %
(Continua)

Ha

Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,65 1,84 2,07 2,35 2,66 3,02 3,41 3,85 4,32

Cy2 a(N) 1,66 1,84 2,05 2,29 2,56 2,86 3,22 3,63 4,11

a(N) 1,63 1,79 1,95 2,13 2,32 2,52 2,74 2,97 3,21

a(N) 1,67 1,90 2,19 2,54 2,95 3,43 3,96 4,56 5,21

Myn a(N) 1,67 1,86 2,10 2,37 2,70 3,09 3,59 4,25 5,18

a(N) 1,64 1,81 1,99 2,19 2,41 2,64 2,90 3,16 3,45

a(N) 1,65 1,84 2,07 2,35 2,66 3,01 3,40 3,84 4,31

ag a(N) 1,66 1,84 2,05 2,29 2,56 2,86 3,21 3,62 4,09

a(N) 1,63 1,79 1,95 2,13 2,32 2,52 2,74 2,97 3,21
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Tabela 73 - Estimador de valor esperado para o exemplo 4 — CV = %
(Concluséo)

Hq

Parametro 1.10° 2105 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,65 1,85 2,09 2,37 2,70 3,06 3,47 3,93 4,42

K¢ a(N) 1,66 1,85 2,06 2,31 2,59 2,91 3,29 3,73 4,25

a(N) 1,64 1,79 1,96 2,14 2,34 2,54 2,77 3,00 3,25

a(N) 1,65 1,84 2,07 2,34 2,66 3,01 3,40 3,84 4,31

Oy a(N) 1,66 1,84 2,05 2,28 2,55 2,86 3,21 3,61 4,08

a(N) 1,63 1,79 1,95 2,13 2,32 2,52 2,74 2,97 3,21

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 74 - Estimador da variancia para o exemplo 4 — CV = %

A

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,72 3,40 4,32 5,54 7,13 9,17 11,75 14,96 18,91

C,, alN) 276 341 422 526 6,57 827 10,46 13,33 17,14

a(N) 2,68 3,20 3,82 4,55 5,51 6,40 7,55 8,88 10,39

a(N) 2,79 3,65 4,95 6,85 9,56 13,32 18,40 25,13 33,87

Myyy a(N) 2,79 3,50 4,46 5,75 7,56 10,21 14,29 21,15 34,87

a(N) 2,72 3,30 4,03 4,91 5,98 7,27 8,81 10,64 12,79

a(N) 2,75 3,43 4,35 5,57 7,14 9,15 11,68 14,83 18,70

a a(N) 2,79 3,45 4,27 5,31 6,63 8,32 10,49 13,32 17,03

a(N) 2,71 3,24 3,86 4,60 5,46 6,46 7,61 8,94 10,46

a(N) 2,73 3,43 4,39 5,67 7,35 9,51 12,26 15,70 19,96

Kic a(N) 2,77 3,44 4,28 5,36 6,76 8,58 10,99 14,21 18,60

a(N) 2,69 3,22 3,86 4,61 5,49 6,52 7,71 9,09 10,67

a(N) 2,72 3,40 4,31 5,62 7,08 9,08 11,61 14,74 18,60

a(N) 2,76 3,40 4,21 5,24 6,53 8,19 10,32 13,07 16,68

a(N) 2,68 3,20 3,82 4,54 5,39 6,38 7,51 8,82 10,32

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

A tabela 75 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugao
do método RK4 e FCB, para 900000 ciclos para o exemplo 4. A razao computacional
obtida pelo método FBC foi de 8138,44% menor ao obtido pelo RK4.
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Tabela 75 - Tempo de execucdo (em segundos) - CV = %

Parametro Tempo [s] p [%]
RK4 388,93

‘v —EcB 10,90 3468,16
RK4 454,10

M2 —o 5.06 7393,39
RK4 448,73

“ —Fce 48,20 830,97
RK4 477,61

Kic =cB 518 7628,31
RK4 445,70

Oy FCB 541 8138,44*

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.

**Menor eficiéncia entre os tempos computacionais.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancias, sao

expostos nas tabelas 76 e 77.

Tabela 76 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 4 — CV = %

Epq [%]

Parametro 1105 2105 3.10° 4.10° 5.105 6.105 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) -0,63  -0,08 1,14 2,65 4,11 5,27 5,93 5,93 5,15

b2 a(N) 144 304 484 690 -925 -11,90 -14,88 -18,19 -21,83
alN) 0,05 1,71 441 727 960 10,81 10,28 7,30 0,62

Wi TUN) 434 293 490 740 1056 -1450 -1939 2549 334"
a(N) -064 012 1,08 257 4,03 521 590 598 5,32

“  TuN) 145 304 484 688 919 1181 -1473 -17.96 -2149
a(N) 064 006 121 2,74 417 521 565 399 -150

Kie a(N) 150 3,16 506 -7,24 9,75 12,61 -1585 -19,48 -2351
i a(N) 063 -0,10 1,41 263 411 532 6,06 6,18 557

a(N) -1,44 -3,03 -4,82 -6,84 -9,15 -11,74 -1464 -17,85 -21,35

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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€52 [%]

Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(n\y -1,26 -0,16 2,32 5,43 8,48 10,92 12,27 12,17 10,36

w2 a(N) -2,88 -6,01 -949 -13,39 17,75 -22,57 -27,81 -33,43 -39,58
a(N) -0,01 4,15 11,09 19,16 26,37 30,40 28,76 18,81 -2,86

Mz a(N) -266 -577 -964 -1460 -2091 -28,76 -38,30 -49,68 -63,31
alv) 1,32 -0,36 1,94 4,84 7,71 10,02 11,34 11,35 9,81

@ a(N) -289 -6,03 -949 -13,35 -17,63 -22,33 -27,42 -32,85 -38,55
a(h\y 1,27 0,11 2,48 5,64 8,62 10,77 11,55 10,52 7,31

Kic a(N) -298 -6,26 -994 -1411 -18,80 -24,03 -29,77 -29,77 -35,98

a(N\)y 1,27 -0,20 2,24 5,33 8,40 10,93 12,49 12,75 11,46

% a(N) -287 -598 -941 -1323 -17,46 -2211 -27,15 -32,51 -38,15

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

O parametro (p), apresentado na equacgao (4.1), em conjunto das fungdes de

desvio relativo, demostram que a metodologia proposta possui um desempenho

satisfatério para o exemplo 4. As estimativas dos momentos estatisticos e os desvios

relativos, avaliados anteriormente, sdo apresentados a seguir para 0 caso em que 0

coeficiente de variacao ¢é igual a 3/10 do valor esperado.

Tabela 78 - Estimador do valor esperado para o exemplo 4 — CV = 13—0

(Continua)
ﬁa
Parametro 1.10° 210° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(nN) 1,65 1,85 2,09 2,37 2,70 3,08 3,49 3,95 4,46
Cw2 a(N) 1,66 1,85 2,06 2,31 2,60 2,93 3,33 3,81 4,39
a(N) 1,63 1,79 1,96 2,14 2,33 2,54 2,54 2,77 3,00
a(N) - - - - - - - - -
my,~ a(N) - - - - - - - - -
a(hy - - - - - - - - -
a(N) 1,65 1,84 2,07 2,35 2,66 3,01 3,41 3,84 4,32
a, a(N) 1,66 1,85 2,06 2,30 2,57 2,89 3,25 3,67 4,16
a(N) 1,63 1,79 1,95 2,13 2,32 2,53 2,75 2,98 3,22
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(Concluséo)

Hq

Parametro 1.10° 2.10° 3.105 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10°

9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) - - - - - - - - -
K a(N) - - - - - - - - -
avy - - - - - - - - -
a(nN) 1,65 1,84 2,07 2,34 2,66 3,01 3,40 3,84 4,31
Oy a(N) 1,66 1,84 2,05 2,28 2,55 2,86 3,21 3,61 4,08
a(N) 1,63 1,79 1,95 2,13 2,32 2,52 2,74 2,97 3,21
* Modelo instavel para a variavel m,,, com coeficiente 3/10.
** Modelo instavel para a variavel K, com coeficiente 3/10.
Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
Tabela 79 - Estimador da variancia para o exemplo 4 - CV = 13—0
G
Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(nN) 2,73 3,44 4,43 5,78 7,58 9,94 12,98 16,84 21,68
Cuw2 a(N) 2,77 3,44 4,30 5,44 6,95 8,99 11,79 15,75 21,51
a(N) 2,68 3,22 3,86 4,63 5,55 6,63 7,89 9,37 11,08
a(N) - - - - - - - - -
m,,,* a(N) - - - - - - - - -
a(N) - - - - - - - - -
a(N) 2,97 3,69 4,65 5,92 7,55 9,62 12,21 15,43 19,37
ag a(N) 3,02 3,74 4,66 5,83 7,32 9,26 11,79 1512 19,58
a(N) 2,93 3,50 4,19 5,00 5,95 7,05 8,33 9,80 11,48
a(N) - - - - - - - - -
Kic*  a(N) - - - - - - - - -
a(N) - - - - - - - - -
a(N) 2,72 3,40 4,31 5,52 7,08 9,08 11,61 14,74 18,60
Oy a(N) 2,76 3,40 4,21 5,24 6,53 8,19 10,32 13,07 16,68
a(N) 2,68 3,20 3,82 4,54 5,39 6,38 7,51 8,82 10,32

* Modelo instavel para a variavel m,,, com coeficiente 3/10.

** Modelo instavel para a variavel K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)



144

A tabela 80 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugao
do método RK4 e FCB, para 900.000 ciclos para o exemplo 4. A razdo computacional
obtida pelo método FBC foi de 7335,30% menor ao obtido pelo RK4, o que comprova

a eficiéncia computacional do método

Tabela 80 - Tempo de execucio (em segundos) - CV = %

Parametro Tempo [s] p [%]
RK4 503,37
Cuw2 =) 577 7335,30*
RK4 -
" TECB . ]
RK4 397,95
@ FCB 54,94 624,33
Fkkk RK4 -
Kic FCB - -
RK4 426,12
Oy B 6.66 6298,19

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.
**Menor eficiéncia entre os tempos computacionais.
*** Modelo instavel para a variavel m,,, com coeficiente 3/10.

**** Modelo instavel para a variavel K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancias, sao

expostos nas tabelas 81 e 82.

Tabela 81 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 4 — CV = 13—0

(Continua)

Eiq [%]

Parametro 1105 2105 3.105 4.10° 5.105 6.105 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) -0,58 0,05 1,35 2,84 4,13 4,89 4,87 3,83 1,57

Cw
2 a(N) -1,47 -3,13 -5,08 -7,39 -10,10 -13,26 -16,90 -21,05 -25,7*
a(N) - - - - - - - - -
mwz**
any - . : . : : : : :
a(N) -0,69 -0,24 0,85 2,21 3,50 4,47 4,91 4,66 3,62
Ao

a(N) -149 -314 500 -7,13 -9,55 -1229 -1536 -18,78 -22,54
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(Concluséo)

€a, ]
Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10°5 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
- e
R R - - - - - - - -
a(ny -063 -0,10 1,11 2,63 4,11 5,32 6,18* 6,06 5,57
% a(N) -1,44 -3,03 -482 -6,84 -9,15 -11,74 -1464 -17,85 -21,35
* Maiores valores de desvios relativos.
**Modelo instavel para a variavel m,,, com coeficiente 3/10.
*** Modelo instavel para a variavel K,. com coeficiente 3/10.
Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
Tabela 82 - Desvio relativo do estimador da variancia para o exemplo 4 — CV = 13—0
€52 [%]
Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(Nn) -1,16 0,17 2,97 6,25 9,06 10,58 10,07 6,93 0,76
bz a(N) -294 -6,29 -10,20 -14,79 -20,13 -26,23 -33,04 -40,50 -484*
o a(h) ) ) ) ) ) ) ) ) )
L Tamy - - - - - - - - -
a(lN\) -168 -144 -0,13 1,54 3,03 3,84 3,60 2,02 -1,11
@ a(N) -3,06 -6,38 -10,07 -1419 -18,78 -23,83 -29,31 -3517 -41,34
*kk a(h) ) ) ) ) ) ) ) ) )
T - - - - - - - -
alvy 1,27 -0,20 2,24 5,33 8,40 10,93 12,75 12,49* 11,46
% a(N) -287 -598 -941 -1323 -17,46 -2211 -27,15 -32,51 -38,15

* Maiores valores de desvios relativos.

**Modelo instavel para a variavel m,,, com coeficiente 3/10.

*** Modelo instavel para a variavel K,. com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Por intermédio da analise das tabelas de desvios relativos, € observado um

comportamento instavel no valor esperado da solugado numérica para os parametros

“‘Kic” e “my,”, desta forma em alguns pontos a estimativa do valor esperado e das

variancias para a evolugao de trinca, apresenta fechamento do tamanho de trinca.
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Portanto o modelo de propagacao de Willenborg é demasiadamente irregular com
coeficiente de variagao igual a 3/10 sobre os parametros empiricos devido ao material.

O parametro (p), apresentado na equacéao (4.1), em companhia das fung¢des de
desvio relativo, apresentados nas tabelas 81 e 82, demostram que a metodologia

proposta possui um desempenho satisfatério para o exemplo classico 4 (CV = 3/10).

4.4 Resultados numericos para o modelo de Willenborg Modificado

4.4.1 Placa com largura infinita e trinca central

Inicia-se o processo com a randomizag&o do parametro "o," com coeficiente de
variagao igual a 1/10. Em seguida apresenta-se os graficos dos estimadores do valor

esperado (Figura 36) e os respectivos desvios relativos (Figura 37).

Figura 36 - Estimador do valor esperado para o parametro "o’
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Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Por intermédio da analise da figura 36, ilustra-se que o estimador do valor
esperado atende a desigualdade estabelecida pela equagéo (2.70), atendendo os
critérios da metodologia FCB. Na figura 37 apresenta-se o grafico do desvio relativo

para o estimador do valor esperado para o parametro "o," com o valor de "a* =

2,20a,".
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Figura 37 - Desvio relativo para o estimador do valor esperado para o parametro "o,"
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Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Na figura 37 apresentam-se os graficos da fungédo desvio relativo. llustra-se
mediante figura 37, que o desvio maximo para a cota superior € igual a 17,24. Os
dados obtidos pelo processo de randomizagédo para os outros parametros "C,3",

"mw3", “ap", "K;" e "oy" estdo resumidos nas tabelas 83 e 84, apresentando as

estimativas do valor esperado e das variancias para o exemplo 1 e coeficiente.

Tabela 83 - Estimador de valor esperado parao 1 - CV = %
(Continua)

Hq

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,63 1,79 1,95 2,20 24 2,72 3,02 3,36 3,72

Cys a(N) 1,62 1,75 1,90 2,07 2,25 2,44 2,66 2,90 3,17

a(N) 1,62 1,75 1,90 2,05 2,22 2,40 2,58 2,78 2,99

a(N) 1,64 1,81 2,03 2,28 2,57 2,89 3,26 3,66 4,09

My3 a(N) 1,62 1,77 1,93 2,11 2,31 2,54 2,80 3,10 3,44

a(N) 1,62 1,76 1,92 2,08 2,26 2,45 2,66 2,87 3,10
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Tabela 83 - Estimador de valor esperado parao 1 - CV = %
(Concluséo)

Hq

Parametro 1.10° 2105 3.105 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,63 1,79 1,98 2,20 2,44 2,72 3,02 3,35 3,71

ag a(N) 1,62 1,76 1,90 2,07 2,25 2,44 2,66 2,90 3,16

a(N) 1,62 1,75 1,90 2,05 2,22 2,40 2,58 2,78 2,99

a(N) 1,63 1,79 1,99 2,22 2,47 2,76 3,07 3,42 3,79

K¢ a(N) 1,62 1,76 1,91 2,08 2,26 2,46 2,69 2,94 3,22

a(N) 1,62 1,76 1,90 2,06 2,23 2,41 2,60 2,81 3,02

a(N) 1,63 1,79 1,98 2,20 2,44 2,72 3,02 3,35 3,71

Oy a(N) 1,62 1,75 1,90 2,07 2,24 2,44 2,66 2,90 3,16

a(N) 1,62 1,75 1,90 2,05 2,22 2,39 2,58 2,78 2,90

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 84 - Estimador da variancia para o exemplo 1 - CV = %

A

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,66 3,21 3,93 4,85 6,01 7,45 9,22 11,37 13,97

Cy3 a(N) 2,63 3,09 3,64 4,29 5,07 6,00 7,13 8,49 10,13

a(N) 2,63 3,09 3,2 4,23 4,95 5,77 6,71 7,78 8,99

a(N) 2,69 3,31 4,17 5,33 6,85 8,83 11,36 14,57 18,57

Myy3 a(N) 2,65 3,14 3,74 4,49 5,43 6,61 8,13 10,12 12,78

a(N) 2,65 3,13 3,71 4,39 5,20 6,14 7,24 8,51 9,97

a(N) 2,69 3,25 3,97 4,88 6,04 7,46 9,21 11,33 13,88

ag a(N) 2,66 3,13 3,68 4,34 5,12 6,06 7,18 8,53 10,17

a(N) 2,66 3,12 3,66 4,28 5,00 5,83 6,77 7,85 9,06

a(N) 2,67 3,24 3,98 4,94 6,16 7,68 9,55 11,85 14,64

K¢ a(N) 2,64 3,11 3,67 4,34 5,15 6,12 7,30 8,74 10,51

a(N) 2,64 3,10 3,64 4,28 5,01 5,86 6,83 7,94 9,20

a(N) 2,66 3,21 3,93 4,84 5,98 7,40 9,14 11,26 13,79

y a(N) 2,63 3,09 3,63 4,28 5,05 5,97 7,08 8,41 10,01

a(N) 2,63 3,08 3,61 4,23 4,94 5,75 6,68 7,74 8,94

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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A tabela 85 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugao

do método RK4 e FCB, para 900000 ciclos para o exemplo 1.

Tabela 85 - Tempo de execug¢do (em segundos) - CV = %

Parametro Tempo [s] p [%]
RK4 438,95

‘v —FcB 5,78 749429
RK4 734,32

Mws —=p 512 14242,18*
RK4 435,66

“ —FcB 30,85 1312,18°
RK4 437,72

K¢ = 552 7829,71
RK4 454,13

Oy FCB 705 6341,56

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancias, sao

expostos nas tabelas 86 e 87.

Tabela 86 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 1 — CV = %

Epq ]

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 0,53 1,95 3,96 6,31 8,81 11,29 13,60 1563 17,28

Cus a(N) 001 -0,08 -028 -063 -118 -1,94 295 -420 -570
a(N) 0,72 261 524 823 1128 14,09 1641 18,03 18,74*

Tws o) 001 013 044 102 192 322 496 720 996
a(N) 053 1,93 392 625 874 1120 1351 1555 17,24

“  TuN) 001 008 -027 -061 115 189 -286 -408 554

a(N) 056 2,05 4,16 6,62 922 11,77 1412 16,14 17,73

Kie a(N) 001 -009 -030 -068 -1,27 210 319 -456 6,20
i a(N) 053 193 393 628 877 1126 1358 1565 17,36

y

a(N) -0,01 -0,08 -0,27 -0,61 -1,14 -1,88  -2,85 -4,05 -5,50

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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£33 [%]

Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,08 3,95 8,11 13,11 18,54 2404 29,29 3396 37,81

Cws a(N) -002 -017 -0,56 -1,27 -2,37 -390 -589 -835 -11,28
a(N) 1,48 5,50 11,40 18,54 26,19 33,56 39,77 43,96 4524

s a(N) -003 -0,28 -094 -2,18 -4,18 -7,07 -10,95 -1591 -21,98
a(N) 1,04 3,83 7,84 12,64 17,86 23,15 28,20 32,73 36,51

@ a(N) -0,02 -0,17 -0,54 -1,23 -2,30 -3,77 -568 -8,03 -10,83

a(N) 1,14 4,18 8,58 13,87 19,60 2537 30,80 3554 39,30

Kic a(N) -0,02 -0,18 -0,61 -1,38 -2,58 426 -6,45 917 -12,41
a(N) 1,07 3,91 8,02 12,95 18,32 23,78 29,02 33,75 37,73

% a(N) -0,02 -0,16 -0,54 -1,22 -2,27 -3,73 -562 -795 -10,71

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

O parametro (p), apresentado na equacgao (4.1), em conjunto das fungdes de

desvio relativo, demostram que a metodologia proposta possui um desempenho

satisfatério para o exemplo “Placa com largura infinita e trinca central” com coeficiente

de variacao igual a 1/10. As estimativas do valor esperado e variancias, avaliados

anteriormente, sdo apresentados a seguir para o caso em que os coeficientes de

variacdo igual a 3/10 do valor esperado de seus respectivos parametros com

incerteza.
Tabela 88 - Estimador do valor esperado para o exemplo 1 - CV = 13—0
(Continua)
Ha

Parametro 1.10°  2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,63 1,79 1,98 2,21 2,46 2,75 3,07 3,41 3,79

Cus a(N) 1,62 1,75 1,91 2,07 2,26 2,46 2,70 2,96 3,25

a(N) 1,61 1,75 1,90 2,06 2,22 2,40 2,59 2,80 3,01

a(N) - - - - - - - - -

mw3* a(N)

a(N)
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Tabela 88 - Estimador do valor esperado para o exemplo 1 - CV = 13—0
(Concluséo)

Hq

Parametro 1.10° 2.10° 3.105 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.105 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,63 1,79 1,98 2,20 2,45 2,72 3,02 3,36 3,72

ao a(N) 1,62 1,76 1,91 2,07 2,25 2,45 2,67 2,92 3,19

a(N) 1,62 1,75 1,90 2,06 2,23 2,40 2,59 2,79 3,00

an) - : : - - - - . -

Kt a) - : : : : : : : :

an) - : : - : : : : :

a(N) 1,63 1,79 1,98 2,20 2,44 2,72 3,02 3,35 3,71

Oy a(N) 1,62 1,75 1,90 2,07 2,24 2,44 2,66 2,90 3,16

a(N) 1,62 1,75 1,90 2,05 2,22 2,39 2,58 2,78 2,99

* Modelo instavel para as variaveis m,, € K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 89 - Estimador da variancia o para o exemplo 1 — CV = %

CH

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.105 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,66 3,23 3,99 4,98 6,25 7,86 9,87 12,36 15,42

Cuw3 a(N) 2,63 3,10 3,66 4,35 5,19 6,23 7,52 9,14 11,18

a(N) 2,63 3,09 3,64 4,28 5,03 5,90 6,92 8,08 9,42

a(N) - - - - - - - - -

Mt a) - : : : : : : - :

an) - : : : : : : - :

a(N) 2,90 3,50 4,26 5,22 6,22 7,90 9,70 11,88 14,50

a a(N) 2,87 3,38 3,99 4,72 5,59 6,64 7,91 9,44 11,30

a(N) 2,87 3,38 3,97 4,66 5,46 6,37 7,42 8,62 9,98

a(N) - - - - - - - - -

Ke* o) - : : : : : : : :

an) - : : : : : : - :

a(N) 2,66 3,21 3,93 4,84 5,98 7,40 9,14 11,25 13,79

y a(N) 2,63 3,09 3,63 4,28 5,05 5,97 7,08 8,41 10,01

a(N) 2,63 3,08 3,61 4,23 4,94 5,75 6,68 7,74 8,94

* Modelo instavel para as variaveis m,, € K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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A tabela 90 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugao
do método RK4 e FCB, para 900000 ciclos para o exemplo 1. A razdo computacional
obtida pelo método FBC foi de 7946,94% menor ao obtido pelo RK4, o que comprova

a eficiéncia computacional do método.

Tabela 90 - Tempo de execucio (em segundos) - CV = %

Parametro Tempo [s] p [%]
RK4 393,24
Cws =5 XE 6315,00
RK4 -
" Eos - ]
RK4 403,75
©  ~FcB 28,33 132516
Fkkk RK4 -
Kic FCB - -
RK4 421,66
Oy FCB 524 7946,94*

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.
**Menor eficiéncia entre os tempos computacionais.
*** Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

**** Modelo instavel para a variavel K;. com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancias, sao

expostos nas tabelas 91 e 92.

Tabela 91 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 1 — CV = 13—0

(Continua)

Epq [%]

Parametro 1105 2105 3.105 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 0,57 2,07 4,17 6,61 9,14 11,56 13,71 15,44 16,63

Cw
: a(N) -0,01 -0,10 -0,34 -0,78 -1,47 -2,45 -3,73 -5,35 -7,31*
a(N) - - - - - - - - -
mw3**
any - . : . : : : : :
a(N) 0,52 1,90 3,85 6,13 8,55 10,92 13,12 15,03 16,56
Ao

a(N) -0,01 -0,08 -0,28 -0,64 -1,20 -1,97 -299  -4,26 -5,79
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Tabela 91 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 1 - CV = 13—0

(Concluséo)

€ [%]

Parametro 1.10° 2105 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

.
AT : : : : : : : :

a(N) 0,53 1,93 3,93 6,28 8,77 11,26 13,58 1565 17,36*
% a(N) -0,01 -0,08 -0,27 -0,61 -1,14 -1,88 -2,86 405 -550

* Maiores valores de desvios relativos.
**Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

*** Modelo instavel para a variavel K,. com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 92 - Desvio relativo do estimador da variancia para o exemplo 1 — CV = 13—0

€52 [%]

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,16 4,29 8,85 14,33 20,21 2598 31,15 3525 37,86

Cus a(N) 002 -0,22 -072 -167 -316  -528 -807 -11,56 -1575
ok a(v) ) ) ) ) ) ) ) ) )
™ Tamwy : : : - : . : -

a(N) 089 325 659 1054 14,74 18,88 22,68 2589 28,31

TNy 002 018 059 133 247 406 612 867 -1168
- a(N) ) ) ) ) ) ) ) ) )
T : : : - : . : -

. a(N) 1,07 391 802 1295 1832 23,78 2902 33,75 37,73

y

a(N) -0,02 -0,16  -0,54  -1,22 -2,27 -3,73  -5,62 -7,95 10,71

* Maiores valores de desvios relativos.
**Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

*** Modelo instavel para a variavel K,. com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Por intermédio da analise das tabelas de desvios relativos, € observado um
comportamento instavel no valor esperado da solugado numérica para os parametros
“‘Kic” e “m,,”, desta forma em alguns pontos a estimativa do valor esperado e das

variancias para a evolugao de trinca, apresenta fechamento do tamanho de trinca.
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Portanto o modelo de propagacao de Willenborg é demasiadamente irregular com
coeficiente de variagao igual a 3/10 sobre os parametros empiricos devido ao material.
O parametro (p), apresentado na equacéo (4.1), em companhia das fung¢des de desvio
relativo, apresentados nas tabelas 10 e 11, demostram que a metodologia proposta
possui um desempenho satisfatério para o exemplo classico 01 (CV = 3/10).

A seguir efetua-se a analise do exemplo 2, para o modelo de propagagéo de
trinca proposto por Willenborg.

4.4.2 Placa com largura finita e trinca central

Inicia-se o processo com a randomizacédo do parametro "m,;". Em seguida
apresenta-se os graficos dos estimadores do estimador do valor esperado estatistico

(Figura 38) e o seu respectivo desvio relativo (Figura 39).

Figura 38 - Estimador do valor esperado para o parametro “m,,;”
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Por intermédio da analise da figura 38, ilustra-se que o estimador do valor
esperado atende a desigualdade estabelecida pela equagao (2.70). Atendendo os
critérios da metodologia FCB. Na figura 39 apresenta-se o grafico do desvio relativo
para o estimador do valor esperado estatistico para o parametro "m,,;", com valor de

"a* = 2,20a,".
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Figura 39 - Desvio relativo para o estimador do valor esperado para o parametro “muws”
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Na figura 39 apresentam-se os graficos da fungcédo desvio relativo. llustra-se

mediante figura 39, que o desvio maximo para a cota superior € igual a 15,90 e para

a cota inferior é igual a -8,55. Os dados obtidos pelo processo de randomizagao para

0s parametros estdo resumidos nas tabelas 93 e 94, apresentando as estimativas do

primeiro valor esperado e das variancias para o exemplo 2.

Tabela 93 - Estimador do valor esperado para o exemplo 2 — CV = %

(Continua)
ﬁa
Parametro 1105 210° 3.10° 4.10° 5.10°  6.10° 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 1,63 1,79 1,98 2,20 2,44 2,72 3,03 3,36 3,72
Cus a(N) 1,62 1,75 1,90 2,07 2,24 2,44 2,66 2,90 3,17
a(N) 1,62 1,75 1,90 2,05 2,22 2,39 2,58 2,78 2,99
a(N) 1,64 1,81 2,03 2,28 2,57 2,89 3,26 3,66 4,09
M3 a(N) 1,62 1,77 1,93 2,10 2,31 2,53 2,79 3,09 3,44
a(N) 1,62 1,76 1,92 2,08 2,26 2,45 2,65 2,87 3,10
a(N) 1,63 1,79 1,98 2,20 2,45 2,72 3,03 3,36 3,72
ao a(N) 1,62 1,76 1,91 2,07 2,25 2,44 2,66 2,90 3,17
a(N) 1,62 1,75 1,90 2,06 2,22 2,40 2,59 2,78 2,99
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Tabela 93 - Estimador de valor esperado para o exemplo 2 — CV = %
(Concluséo)

Hq

Parametro 1.10° 2105 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,63 1,80 1,99 2,22 2,48 2,76 3,08 3,43 3,81

K¢ a(N) 1,62 1,76 1,91 2,08 2,26 2,47 2,69 2,95 3,23

a(N) 1,62 1,76 1,91 2,06 2,23 2,42 2,61 2,81 3,02

a(N) 1,63 1,79 1,98 2,20 2,44 2,72 3,02 3,35 3,72

Oy a(N) 1,62 1,75 1,90 2,07 2,24 2,44 2,66 2,90 3,16

a(N) 1,62 1,75 1,90 2,05 2,22 2,39 2,58 2,78 2,99

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 94 - Estimador da variancia para o exemplo 2 - CV = %

CH

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.105 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,66 3,21 3,93 4,85 6,01 7,46 9,23 11,39 13,99

Cus a(N) 2,65 3,09 3,64 4,29 5,07 6,00 7,13 8,48 10,13

a(N) 2,63 3,08 3,62 4,23 4,95 5,77 6,70 7,77 8,98

a(N) 2,69 3,31 4,17 5,33 6,85 8,83 11,38 14,59 18,60

My3 a(N) 2,65 3,14 3,74 4,49 5,42 6,60 8,12 10,11 12,78

a(N) 2,65 3,13 3,71 4,39 5,19 6,13 7,23 8,49 9,95

a(N) 2,69 3,25 3,97 4,89 6,05 7,48 9,24 11,37 13,94

ag a(N) 2,66 3,13 3,68 4,34 5,13 6,07 7,19 8,55 10,19

a(N) 2,66 3,12 3,66 4,29 5,01 5,84 6,78 7,86 9,08

a(N) 2,67 3,24 3,99 4,96 6,18 7,72 9,62 11,94 14,76

K¢ a(N) 2,64 3,11 3,67 4,35 5,16 6,14 7,33 8,78 10,56

a(N) 2,64 3,10 3,65 4,29 5,02 5,87 6,85 7,97 9,23

a(N) 2,66 3,21 3,93 4,84 5,99 7,41 9,16 11,28 13,84

y a(N) 2,63 3,09 3,63 4,28 5,05 5,98 7,08 8,42 10,02

a(N) 2,63 3,08 3,61 4,23 4,94 5,75 6,68 7,74 8,94

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

A tabela 96 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugao
do método RK4 e FCB, para 900000 ciclos para o exemplo 2. A razado computacional
obtida pelo método FBC foi de 9290,78% menor ao obtido pelo RK4, o que comprova

a eficiéncia computacional do método



Tabela 95 - Tempo de execucio (em segundos) - CV = %

Parametro Tempo [s] p [%]
RK4 499,59
Cws FCB 5.32 9290,78*
RK4 506,97
M3 FCB 6.71 7455,43
RK4 532,46
“ “FcB 54,25 881,49™
RK4 466,47
K¢ FCB 5.38 8570,44
RK4 498,14
% ~FcB 6,47 709922

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.

**Menor eficiéncia entre os tempos computacionais.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancias, sao

expostos nas tabelas 96 e 97.

Tabela 96 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 2 — CV = L

10

€, ]
Parametro 1.10° 2105 3.10° 4.10° 5.10% 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(nN) 0,54 1,96 3,98 6,35 8,87 11,37 13,70 1574 17,40
bws a(N) -0,01 -0,08 -0,28 -0,63 -1,18 -1,95 -2,95 -4,21 -5,72
a(N) 0,72 2,62 5,26 8,27 11,33 14,15 16,49 18,11 18,81
s a(N) -0,01 -0,13 -0,44 -1,02 -1,93 -3,23 -4,98 -7,22  -10,0*
a(N) 0,53 1,94 3,94 6,30 8,80 11,28 13,61 15,66 17,36
@ a(N) -0,01 -0,08 -0,27 -0,62 -1,15 -1,90 -2,88 410 -557
a(N) 0,57 2,08 4,21 6,71 9,34 11,91 14,28 16,32 17,91
Kic a(N) 001 -009 -030 -0,69 1,29 213 -323 -461 627
a(N) 0,53 1,95 3,96 6,33 8,85 11,35 13,70 15,78 17,50
% a(N) -0,01 -0,08 -0,27 -0,61 -1,14 -1,89 -2,86 -4,07 -5,53

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)



Tabela 97 - Desvio relativo do estimador da varidncia para o exemplo 2 — CV = %
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€52 [%]
Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,08 3,98 8,17 13,20 18,67 2422 2951 34,23 38,11

Cws a(N) -002 -017 -0,56 -1,27 -2,37 -3,91 -5,91 -8,37  -11,31
a(N) 1,49 5,52 11,46 18,64 26,35 33,78 40,04 44,23 4546

s a(N) -003 -0,28 -094 -2,19 -4,19 -7,0 -11,00 -16,00 -22,13
a(N) 1,05 3,85 7,89 12,74 18,00 23,33 28,41 32,98 36,77

@ a(N) -0,02 -0,17 -0,55 -1,24 -2,31 -3,79  -5,71 -8,08 -10,89

a(N) 1,15 4,24 8,70 14,05 19,85 2569 31,18 3597 39,74

Kic a(N) -0,02 -0,19 -0,61 -1,40 -2,61 -4,31 -6,52 9,27 -12,55
a(N) 1,08 3,94 8,08 13,06 18,48 23,99 29,27 34,05 38,06

% a(N) -0,02 -0,16 -0,54 -1,23 -2,28 -3,74 -564 -798 -10,76

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

O parametro (p), apresentado na equacgao (4.1), em conjunto das fungdes de

desvio relativo, demostram que a metodologia proposta possui um desempenho

satisfatorio para o exemplo 2 com coeficiente de variagéo igual a 1/10. As estimativas

do valor esperado e variancias, sao apresentados a seguir para o caso em que 0

coeficiente de variacao ¢ igual a 3/10.

Tabela 98 - Estimador do valor esperado para o exemplo 2 — CV = 13—0

(Continua)
ﬁa
Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 1,63 1,79 1,99 2,22 2,48 2,77 3,09 3,44 3,82
Cus a(N) 1,62 1,76 1,91 2,08 2,26 2,47 2,71 2,97 3,27
a(N) 1,62 1,75 1,90 2,06 2,23 2,41 2,61 2,81 3,03
a(N) - - - - - - - - -
mys™ a(N) - - - - - - - - -
avy - - - - - - - - -
a(N) 1,64 1,80 1,99 2,21 2,46 2,74 3,05 3,38 3,74
a, a(N) 1,63 1,77 1,92 2,09 2,27 2,47 2,70 2,94 3,22
a(N) 1,63 1,77 1,92 2,07 2,24 2,42 2,61 2,82 3,03



Tabela 99 - Estimador do valor esperado para o exemplo 2 — CV = 13—0
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(Concluséo)

Hq

Parametro 1.10° 2105 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10°

9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) - - - - - - - - -
K™ a(N) - - - - - - - - -
a(hy - : - : : : : : :
a(N) 1,63 1,79 1,98 2,20 2,44 2,72 3,02 3,35 3,72
Oy a(N) 1,62 1,75 1,90 2,07 2,24 2,44 2,66 2,90 3,16
a(N) 1,62 1,75 1,90 2,05 2,22 2,39 2,58 2,78 2,99
* Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.
** Modelo instavel para a variavel K, com coeficiente 3/10.
Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
Tabela 99 - Estimador da variancia para o exemplo 2 - CV = 13—0
%
Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 2,67 3,24 4,01 5,01 6,31 7,95 10,08 12,55 15,67
Cus a(N) 2,63 3,11 3,68 4,37 5,23 6,28 7,60 9,24 11,33
a(N) 2,63 3,10 3,65 4,30 5,06 5,95 6,97 8,15 9,51
a(N) - - - - - - - - -
mys™ a(N) - - - - - - - - -
a(N) - - - - - - - - -
a(N) 2,94 3,54 4,32 5,29 6,51 8,00 9,83 12,04 14,69
a, a(N) 2,91 3,43 4,05 4,79 5,67 6,74 8,03 9,58 11,48
a(N) 2,91 3,42 4,02 4,72 5,53 6,46 7,53 8,74 10,12
a(N) - - - - - - - - -
K, c** a(N) - - - - - - - - -
a(vy - - - - - - - - -
a(N) 2,66 3,21 3,93 4,84 5,99 7,41 9,16 11,28 13,84
Oy a(N) 2,63 3,09 3,63 4,28 5,05 5,98 7,08 8,42 10,02
a(N) 2,63 3,08 3,61 4,23 4,94 5,75 6,68 7,74 8,94

* Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

** Modelo instavel para a variavel K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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A tabela 100 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugéo
do método RK4 e FCB, para 900000 ciclos para o exemplo 02. A razdo computacional
obtida pelo método FBC foi de 8542,70% menor ao obtido pelo RK4.

Tabela 100 - Tempo de execucido (em segundos) - CV = 13—0

Parametro Tempo [s] p [%]
RK4 445,61
Cws =7 5.00 7326,83
RK4 -
" Eos - ]
RK4 397,05
“©  “FcB 46,99 744,967
Fkkk RK4 -
Kic FCB - -
RK4 574,74
Oy FCB 6.65 8542,70*

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.
**Menor eficiéncia entre os tempos computacionais.
*** Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

**** Modelo instavel para a variavel K;. com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancias, sao

expostos nas tabelas 101 e 102.

Tabela 101 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 2 — CV = 110

(Continua)

€p, [%]

Parametro 1105 2105 3.105 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 0,58 2,11 4,25 6,73 9,30 11,75 13,92 1565 16,83

Cw
° TaW) -001 -010 -035 -0,80 -151  -250 -381 546 -7.47"
a(\) - - - - - - - - -
mw3**
ah) - - - - - - - - -
a(N\) 052 1,89 383 6,09 848 10,83 1300 14,87 16,36
a
° a(N) -0,01 -008 -028 -065 -121  -199 -302 -431 585
a(N) - - - - - - - - -
KIC***

an) - : : : : : : - :
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Tabela 101 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 2 — CV = %

(Concluséo)

Epq [%]

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 0,53 1,95 3,96 6,33 8,85 11,35 13,70 15,78 17,50*
O

Y a(N) -0,01 -0,08 -0,27 -0,61 -1,14 -1,89 -286 -407 -553

* Maiores valores de desvios relativos.
**Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

*** Modelo instavel para a variavel K;. com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 102 - Desvio relativo do estimador da variancia para o exemplo 2 — CV = %

€52 [%]

Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,19 4,38 9,03 14,60 20,58 26,43 3164 3575 38,31

‘e Ny 002 022 074 471 323 539 823 4179 16,05
LA
BT ) : - -

a(N) 089 323 656 10,48 1465 1874 22,48 2563 27,96

“  TaN) 002 018 059 -134 249 410 618 -875 -11.80
ok a(v) ) ] ) ] ) ) ) ) )
T ey - - - - - - - :

s a(N) 1,08 3,94 8,08 13,06 18,48 23,99 29,27 34,05 38,06

Y Ta) 002 016 -054 123 228 3,74 564 798 -10,76

* Maiores valores de desvios relativos.
**Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

*** Modelo instavel para a variavel K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Por intermédio da analise das tabelas de desvios relativos, &€ observado um
comportamento instavel no valor esperado da solugado numérica para os parametros
"Kic" e “m,", desta forma em alguns pontos a estimativa do valor esperado e das
variancias para a evolugao de trinca, apresenta fechamento do tamanho de trinca.
Portanto o modelo de propagacao de Willenborg é demasiadamente irregular com
coeficiente de variacao igual a 3/10 sobre os parametros empiricos devido ao material.
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O parametro (p), apresentado na equagéao (4.1) e nas tabelas 96 e 101, em
companhia das fungbdes de desvio relativo, apresentados nas tabelas 98, 98, 102 e
103, demostram que a metodologia proposta possui um desempenho satisfatério para
o exemplo 2 (CV = 3/10). A seguir efetua-se a analise do exemplo classico 3, para o

modelo de propagacao de trinca proposto por Willenborg.

4.4.3 Placa com largura finita e trinca na aresta

Inicia-se o processo com a randomizagdo do parametro "K.".Em seguida
apresenta-se os graficos dos estimadores do estimador do valor esperado estatistico

(Figura 40) e o seu respectivo desvio relativo (Figura 41).

Figura 40 - Estimador do valor esperado estatistico para o parametro "K_."

-3
10
55 T T T T T

-
-~ Ha
A
—Ha 7
A P
4.5~ ""ﬂa - ]

| ! ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Numero de ciclos [N] <105

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Por intermédio da analise da figura 40, ilustra-se que o estimador do valor
esperado satisfaz a desigualdade da equacado (2.56). Atendendo os critérios da
metodologia FCB. Na figura 41 apresenta-se o grafico do desvio relativo para o
estimador do valor esperado estatistico para o parametro "K.", com valor de "a* =
2,20a,".
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Figura 41 - Desvio relativo para o estimador do valor esperado para o parametro "K_."

25 T T T T T T T

20~

Ef},”; E,f:’-ﬁ - [%]
=
|

| | | | | | | |
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Numero de ciclos [N] %108

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Na figura 41 apresentam-se os graficos da fungcado desvio relativo. llustra-se
mediante figura 41, que o desvio maximo para a cota superior € igual a 21,56 e para
a cota inferior € igual a -13,34. Os dados obtidos pelo processo de randomizagao para

n “ n

os parametros "C,,3", "m,3", “‘ay", "K;;" € "o

y estéo resumidos nas tabelas 103 e

104, apresentando as estimativas do primeiro valor esperado e das variancias para o

exemplo 3 e coeficiente de variagao igual a 1/10.

Tabela 103 - Estimador de valor esperado para o exemplo 3 — CV = %

(Continua)
ﬁa
Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 1,67 1,90 2,19 2,52 2,91 3,35 3,84 4,39 4,98
Cus a(N) 1,66 1,84 2,05 2,28 2,55 2,86 3,21 3,62 4,09
a(N) 1,66 1,84 2,03 2,25 2,48 2,74 3,01 3,29 3,60
a(N) 1,69 1,95 2,28 2,68 3,16 3,70 4,30 4,98 5,73
mys**  a(N) 1,67 1,86 2,09 2,36 2,68 3,08 3,57 4,23 5,27
a(N) 1,66 1,86 2,07 2,30 2,56 2,84 3,14 3,46 3,80
a(N) 1,67 1,90 2,18 2,52 2,90 3,34 3,83 4,37 4,96
a, a(N) 1,66 1,84 2,05 2,28 2,55 2,85 3,20 3,60 4,06
a(N) 1,66 1,84 2,03 2,25 2,48 2,73 3,00 3,29 3,59
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Tabela 103 - Estimador de valor esperado para o exemplo 3 — CV = %
(Concluséo)

Hq

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,68 1,91 2,22 2,55 2,95 3,34 3,92 4,49 5,11

K¢ a(N) 1,66 1,85 2,06 2,30 2,57 2,89 3,26 3,69 4,20

a(N) 1,66 1,84 2,04 2,26 2,50 2,76 3,06 3,33 3,64

a(N) 1,67 1,90 2,18 2,52 2,90 3,34 3,83 4,37 4,96

Oy a(N) 1,66 1,84 2,05 2,28 2,54 2,85 3,19 3,59 4,06

a(N) 1,66 1,84 2,03 2,25 2,48 2,73 3,00 3,28 3,59

** Parametro com valor de a* ajustado para a* = 3,0q,

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 104 - Estimador da variancia para o exemplo 3 — CV = %

A

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(n) 2,81 3,65 4,81 6,41 8,54 11,34 14,94 19,60 25,19

Cu3 a(N) 2,76 3,40 4,21 5,24 6,54 8,22 10,39 13,22 16,90

a(N) 2,76 3,39 4,16 5,09 6,21 7,53 9,10 10,93 13,06

a(N) 2,87 3,86 5,36 7,57 10,72 15,10 21,02 28,85 39,02

My3 a(N) 2,79 3,50 4,44 5,71 7,49 10,08 14,08 20,98 37,80

a(N) 2,78 3,47 4,33 5,41 6,73 8,33 10,27 12,60 15,36

a(n) 2,84 3,67 4,83 6,41 8,51 11,25 14,76 19,20 24,73

ag a(N) 2,78 3,43 4,25 5,27 6,57 8,24 10,38 13,15 16,79

a(N) 2,78 3,42 4,19 5,13 6,25 7,58 9,14 10,96 13,08

a(N) 2,82 3,68 4,90 6,58 8,84 11,83 15,70 20,64 26,85

K¢ a(N) 2,76 3,42 4,25 5,31 6,68 8,45 10,78 13,90 18,15

a(N) 2,76 3,41 4,20 5,15 6,30 7,67 9,29 11,20 13,42

a(N) 2,81 3,64 4,79 6,36 8,45 11,18 14,68 19,11 24,63

Oy a(N) 2,76 3,40 4,20 5,21 6,49 8,12 10,22 12,93 16,448

a(N) 2,75 3,38 4,15 5,07 6,17 7,48 9,02 10,82 12,91

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

A tabela 105 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugéo
do método RK4 e FCB, para 900000 ciclos para o exemplo 3. A razao computacional
obtida pelo método FBC foi de 11105,32% menor ao obtido pelo RK4.



Tabela 105 - Tempo de execugao (em segundos) - CV = %

Parametro Tempo [s] p [%]
RK4 491,76
Cws FCB 6.26 7755,59
RK4 519,89
My3 FCB 5.58 9217,02
RK4 474,05
“ “FcB 49,99 848,28™
RK4 610,69
Kic FCB 5.45 11105,32*
RK4 523,79
Oy =cB 543 8046,03

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.

**Menor eficiéncia entre os tempos computacionais.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancias, sao

expostos nas tabelas 106 e 107.

Tabela 106 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 3 - CV = L

10

€p, [%]
Parametro 110° 2.10° 3.105 4.10° 5105 6.105 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(nN) 0,99 3,50 6,86 10,56 14,16 17,33 19,79 21,33 21,78
Cus a(N) -002 -019 -061 -1,38 -2,56 419 630 -891 -12,05
a(N) 1,37 4,75 9,14 13,65 17,53 20,05 2049 17,80 8,76
s a(N) -0,04 -0,32 -1,05 -2,41 -4,58 -7,73  -12,12 -18,18 -27,8*
a(N) 0,98 3,45 6,79 10,46 14,05 17,22 19,73 21,37 21,97
o a(N) -0,02 -0,18 -0,60 -1,34 -2,48 -4,06 -6,10 -8,62 -11,63
a(N) 1,05 3,69 7,21 11,06 14,76 17,94 20,29 21,56 21,53
Kic a(N) -0,02 -0,20 -0,67 -1,50 -2,78 -4,56 -6,89 -9,80 -13,34
a(N) 0,98 3,46 6,80 10,49 14,10 17,31 19,86 21,55 22,22*
% a(N) -0,02 -0,18 -0,59 -1,33 -2,46 -4,02 -6,04 -8,53 -11,51

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Tabela 107 - Desvio relativo do estimador da varidncia para o exemplo 3 — CV = %

€53 [%]

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,00 7,15 14,29 22,41 30,58 37,96 43,79 47,42 48,31

Cws a(N) 005 -039 -124 -2,78 512  -833 -12,41 -17,36 -2312
a(N) 2,83 10,31 20,84 3255 4310 44973 4923 37,53 3724

Mws T N)  -008 068 227 531 1021 17,32 27,02 -39.93 -59.35
a(N) 1,93 690 13,77 2156 2941 36,54 42,26 4597 47,21

© TN 005 038 120 269 494 801 -1191 -1661 -22,08
a(N) 212 7,58 1517 2377 32,36 39,94 4560 4850 47,91

Kic a(N) 005 -042 -135 -305 -563  -920 -13,79 -19,40 -26,04
. a(N) 197 7,05 14,08 22,08 3020 37,63 4367 47,74 4938

a(N) -0,04 -037 -119 -2,65 -4,87 -7,89 11,72 -16,34 -21,70

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

O parametro (p), apresentado na equacgao (4.1), em conjunto das fungdes de
desvio relativo, demostram que a metodologia proposta possui um desempenho
satisfatorio para o exemplo 3 com coeficiente de variagéo igual a 1/10. As estimativas
do valor esperado e variancias, sdo apresentados a seguir para o caso em que 0s
coeficientes de variacdo igual a 3/10 do valor esperado de seus respectivos

parametros com incerteza.

Tabela 108 - Estimador do valor esperado para o exemplo 3 - CV = %

(Continua)

Hq

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,68 1,91 2,21 2,56 2,96 3,42 3,94 4,52 5,15

Cys a(N) 1,66 1,84 2,06 2,30 2,59 2,92 3,31 3,79 4,37

a(N) 1,66 1,84 2,04 2,26 2,50 2,76 3,04 3,34 3,65

a(\) - - - - - - - - -

Mt a) - : : : : : : - :

a) - : : : : : : : :
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(Concluséo)

Ha
Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.105 6.105 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 1,68 1,91 2,19 2,53 2,91 3,35 3,84 4,38 4,98
a, a(N) 1,66 1,85 2,06 2,29 2,57 2,88 3,24 3,66 4,16
a(N) 1,66 1,84 2,04 2,26 2,50 2,75 3,03 3,32 3,63
a(N) - - - - - - - - -
K™ a(N) - - - - - - - - -
a(nyy - - - - - - - - -
a(N) 1,67 1,90 2,18 2,52 2,90 3,34 3,83 4,37 4,96
Oy a(N) 1,66 1,84 2,05 2,28 2,54 2,85 3,19 3,59 4,06
a(N) 1,66 1,84 2,03 2,25 2,48 2,73 3,00 3,28 3,59
* Modelo instavel para as variaveis m,, e K;. com coeficiente 3/10.
Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
Tabela 109 - Estimador da variancia para o exemplo 3 — CV = %
G
Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 2,82 3,70 4,96 6,74 9,18 12,45 16,76 22,31 29,36
Cus a(N) 2,76 3,43 4,28 5,41 6,90 8,91 11,68 15,60 21,39
a(N) 2,76 3,41 4,21 5,20 6,41 7,86 9,60 11,66 14,10
a(N) - - - - - - - - -
Myys™ a(N) - - - - - - - - -
a(hy - - - - - - - - -
a(N) 3,07 3,96 5,19 6,84 9,02 11,84 1545 20,00 25,64
a, a(N) 3,02 3,75 4,66 5,82 7,30 9,22 11,73 15,056 19,52
a(N) 3,02 3,73 4,59 5,64 6,90 8,39 10,16 12,23 14,64
a(N) - - - - - - - - -
K™ a(N) - - : - : : : : :
a(vy - - - - - - - - -
a(N) 2,81 3,64 4,79 6,36 8,45 11,18 14,68 19,11 24,63
Oy a(N) 2,76 3,40 4,20 5,21 6,49 8,12 10,22 1293 16,48
a(N) 2,75 3,38 4,15 5,07 6,17 7,48 9,02 10,82 12,91

* Modelo instavel para as variaveis m,, € K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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A tabela 110 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugao
do método RK4 e FCB, para 900000 ciclos para o exemplo 03. A razdo computacional
obtida pelo método FBC foi de 9829,03% menor ao obtido pelo RK4.

Tabela 110 - Tempo de execucgio (em segundos) - CV = 13—0

Parametro Tempo [s] P [%]
RK4 564,16
Cws FCB 8.50 6537,17
RK4 -
Mws T - -
RK4 452,47
o FCB 4537 897,26
*kkk RK4 -
Hic FCB - -
RK4 547,09
Oy FCB 551 9829,03*

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.
**Menor eficiéncia entre os tempos computacionais.
*** Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

**** Modelo instavel para a variavel K;. com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancias, sao

expostos nas tabelas 111 e 112.

Tabela 111 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 3 — CV = %

(Continua)

€p, [%]

Parametro 1105 2105 3.105 4.10° 5.105 6.105 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,06 3,73 7,25 11,00 14,48 17,25 18,94 19,23 17,77

C
w3 a(N) -0,03 -0,24 -0,78 -1,76 -3,29 -,44 -8,28 -11,89 -16,3*
a(N) - - - - - - - - -
mw3**
aN)y - - : - : : - : -
a(N) 0,96 3,37 6,60 10,11 13,48 16,38 18,52 19,70 19,71
Ao

a(N) -0,02 -0,20 -064 -144 -2,66 -4,36  -6,57 -9,33 -12,67



Tabela 111 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 3 — CV = 3
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10
(Concluséo)

€q, [%]
Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10°5 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
- e
R R - - - - - - - -
a(N) 0,98 3,46 6,80 10,49 14,10 17,31 19,86 21,55 22,22*
% a(N) -002 -0,18 -0,59 -1,33 -2,46 -402 -6,04 -853 -11,51

* Maiores valores de desvios relativos.

**Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

*** Modelo instavel para a variavel K,. com coeficiente 3/10.

Tabela 112 - Desvio relativo do estimador da variancia para o exemplo 3 — CV = 3

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

10

€52 [%]

Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,18 7,87 15,77 24,61 33,06 39,77 43,46 4298 37,27

Cus a(N) -006 -050 -1,65 -3,79 -7,11 -11,75 17,79 -2523 -34,08
ok a(v) ) ) ) ) ) ) ) ) )
" Taw - - - - : - -

a(N) 1,65 5,80 11,41 17,58 23,50 28,44 31,75 32,87 31,34

@ a(N) -0,05 -042 -1,34 -2,99 -5,51 -8,96 -13,36 -18,72 -24,99
- a(N) ) ) ) ) ) ) ) ) )
T : : : - - : - .

a(N) 1,97 7,05 14,08 22,08 30,20 37,63 43,67 47,74 49,38

% a(N) -004 -037 -1,19 -265 -4,87 -7,89 11,72 -16,34 -21,70

* Maiores valores de desvios relativos.

**Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

*** Modelo instavel para a variavel K,. com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Por intermédio da analise das tabelas de desvios relativos, € observado um

comportamento instavel no valor esperado da solugado numérica para os parametros

‘Kic” e ‘m,3”, desta forma em alguns pontos a estimativa do valor esperado e das

variancias para a evolugao de trinca, apresenta fechamento do tamanho de trinca.
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Portanto o modelo de propagacao de Willenborg é demasiadamente irregular com
coeficiente de variagao igual a 3/10 sobre os parametros empiricos devido ao material.

O parametro (p), apresentado na equacéao (4.1), em companhia das fung¢des de
desvio relativo, apresentados nas tabelas 104, 105, 109 e 110 demostram que a
metodologia proposta possui um desempenho satisfatério para o exemplo classico 3
(6 =3/10). A seguir efetua-se a analise do exemplo classico 04 para o modelo de

propagacéo de trinca proposto por Willenborg.

4.4.4 Placa com largura finita e dupla trinca na aresta

Inicia-se 0o processo com a randomizagdo do  parametro

a,". Em seguida apresenta-se os graficos dos estimadores do primeiro e estimador

da variancia estatistico e os desvios relativos dos momentos estatisticos.

Figura 42 - Estimador do valor esperado para o parametro “a,”
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Por intermédio da andlise da figura 42, ilustra-se que o estimador do valor
esperado atende a desigualdade estabelecida pela equagao (2.70). Atendendo os
critérios da metodologia FCB. Na figura 43 apresenta-se o grafico do desvio relativo

para o estimador do valor esperado estatistico para o parametro “a,”.
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Figura 43 - Desvio relativo para o estimador do valor esperado para o parametro “a,”
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Na figura 43 apresentam-se os graficos da fungcado desvio relativo. llustra-se
mediante figura 43, que o desvio maximo para a cota superior é igual a 21,67 e para

a cota inferior é igual a -11,74. Os dados obtidos pelo processo de randomizagao para

os parametros "C,,", a,", "K;." e "o, estdo resumidos nas tabelas 113 e

lmW3ll’ y
114, apresentando as estimativas do valor esperado e das variancias para o exemplo

4 e coeficiente de variagao igual a 1/10.

Tabela 113 - Estimador de valor esperado para o exemplo 4 — CV = %

(Continua)
ﬁa
Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 1,67 1,91 2,19 2,53 2,91 3,35 3,85 4,39 4,99
Cus a(N) 1,66 1,84 2,05 2,29 2,55 2,86 3,22 3,63 4,11
a(N) 1,66 1,84 2,04 2,25 2,49 2,74 3,01 3,30 3,61
a(N) 1,69 1,96 2,29 2,70 3,17 3,72 4,34 5,02 5,78
M3 a(N) 1,67 1,87 2,10 2,37 2,70 3,10 3,61 4,27 5,22
a(N) 1,67 1,86 2,07 2,31 2,57 2,85 3,16 3,48 3,83
a(N) 1,67 1,90 2,19 2,52 2,91 3,35 3,84 4,38 4,97
a, a(N) 1,66 1,84 2,05 2,28 2,55 2,86 3,21 3,62 4,09
a(N) 1,66 1,84 2,04 2,25 2,49 2,74 3,01 3,30 3,61
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Tabela 113 - Estimador de valor esperado para o exemplo 4 — CV = %
(Concluséo)

Hq

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,68 1,92 2,21 2,56 2,96 3,49 3,94 4,51 5,14

K. a(N) 166 185 206 231 2,58 2,91 328 3,72 4724

a(N) 1,66 1,84 2,05 2,27 2,51 2,77 3,05 3,35 3,66

a(N) 1,67 1,91 2,19 2,52 2,91 3,35 3,84 4,38 4,97

Oy a(N) 1,66 1,84 2,05 2,28 2,55 2,86 3,21 3,61 4,08

a(N) 1,66 1,84 2,04 2,25 2,49 2,74 3,01 3,30 3,60

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 114 - Estimador da variancia para o exemplo 4 — CV = %

A

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,81 3,65 4,82 6,42 8,56 11,35 14,96 19,62 25,23

C,s a(N) 276 341 422 525 6,57 826 10,45 13,31 17,10

a(N) 2,76 3,39 4,17 5,10 6,23 7,56 9,14 10,98 13,13

a(N) 2,87 3,87 5,40 7,65 10,87 15,34 21,41 29,45 39,90

Myy3 a(N) 2,79 3,51 4,46 5,77 7,60 10,27 14,40 21,39 3549

a(N) 2,79 3,48 4,36 5,45 6,79 8,43 10,41 12,79 15,62

a(N) 2,84 3,68 4,85 6,43 8,55 11,30 14,84 19,31 24,88

a, a(N) 2,79 3,44 4,26 5,30 6,62 8,30 10,47 13,29 16,99

a(N) 2,78 3,43 4,21 5,15 6,28 7,62 9,20 11,05 13,20

a(N) 2,83 3,69 4,92 6,62 8,91 11,93 1586 20,86 27,16

Kic a(N) 2,77 3,43 4,27 5,35 6,74 8,54 10,93 14,11 18,45

a(N) 2,77 3,42 4,21 5,18 6,35 7,74 9,39 11,32 13,59

a(N) 2,81 3,64 4,81 6,39 8,49 11,24 1477 19,23 24,79

a(N) 2,76 3,40 4,21 5,24 6,53 8,19 10,32 13,07 16,68

a(N) 2,76 3,39 4,16 5,09 6,21 7,53 9,09 10,91 13,02

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

A tabela 115 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugéo
do método RK4 e FCB, para 900000 ciclos para o exemplo 4. A razao computacional
obtida pelo método FBC foi de 8778,76% menor ao obtido pelo RK4.



Tabela 115 - Tempo de execucio (em segundos) - CV = %

Parametro Tempo [s] p [%]

RK4 410,68

Cws FCB 5.52 7339,85
RK4 447,49

M3 FCB 5.04 8778,76*
RK4 396,67

“ —FcB 48,21 722,19
RK4 388,39

Kic FCB 4.90 7826,32
RK4 452,89

Oy =B 513 8728,26

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.

**Menor eficiéncia entre os tempos computacionais.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancias, sao

expostos nas tabelas 116 e 117.

Tabela 116 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 4 — CV = 110

Epq [%]

Parametro 110° 2105 3.10° 4.10° 5.105 6.10°5 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N\) 098 347 681 10,47 1401 17,42 1952 2101 2145

Cus a(N) -002 -019 -0,62 -140 259 -424 636 -898 -1210
a(N\) 138 479 918 1367 1748 1990 20,24 1768 10,78
TwsTON) 004 033 1,00 -2,51 475 799 -1242 -1838 -265"
a(N\) 098 345 676 1040 1395 17,07 1952 21,10 2167

o a(N) -002 -019 -061 -137 253 -413 -619 -872 -11,74
a(N\) 105 369 721 1103 1469 17,81 20,08 2129 21,22

Kie a(N) 0,02 -021 -068 -154 285 -467 -7,04 -998 -1352
a(N\) 098 345 678 1043 1399 17,15 1963 21,26 21,88

% a(N) -002 -019 -0,61 -136  -2,51 410 -6,14 865 -1163

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Tabela 117 - Desvio relativo do estimador da varidncia para o exemplo 4 — CV = %

€52 [%]

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,99 7,10 14,17 22,19 30,24 37,47 43,15 46,65 47,51

Cws a(N) 005 -039 -126 2,83 520 -843 -1254 -17,49 -2322
a(N) 2,86 1041 21,00 32,69 43,08 4939 4863 37,66 1243

Tws TNy 008 071 237 553 1060 -17,90 -27.60 -40,19 -5597
a(N) 1,93 6,88 13,70 2142 2917 36,17 41,73 4531 46,48
TNy 005 038 123 275 504 815 -1208 -16,80 -22.25
a(N) 212 7,60 1516 23,71 32,20 39,63 4511 47,83 47,16

Kic a(N) 005 -043 -139 -313  -578 -942 -1407 -19,73 -26,35
i a(N) 1,94 7,03 14,02 21,95 2995 37,24 4312 47,04 4856

a(N) -0,056 -0,38 -1,21 -2,71 -4,97 -8,03 -11,91 -16,56 -21,91

* Maiores valores de desvios relativos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

O parametro (p), apresentado na equacgao (4.1), em conjunto das fungdes de
desvio relativo, demostram que a metodologia proposta possui um desempenho
satisfatorio para o exemplo 4 com coeficiente de variagéo igual a 1/10. As estimativas
do valor esperado e das variancias, avaliados anteriormente, sdo apresentados a
seguir para o caso em que os coeficientes de variagao igual a 3/10 do valor esperado

de seus respectivos parametros com incerteza.

Tabela 118 - Estimador do valor esperado para o exemplo 4 — CV = %

(Continua)

Hq

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,68 1,91 2,21 2,56 2,97 3,43 3,96 4,53 5,17

Cys a(N) 1,66 1,85 2,06 2,31 2,60 2,93 3,33 3,81 4,39

a(N) 1,66 1,84 2,04 2,27 2,51 2,77 3,05 3,35 3,67

a(\) - - - - - - - - -

Mt a) - : : : : : : - :

a) - : : : : : : : :



Tabela 118 - Estimador do valor esperado para o exemplo 4 — CV = %
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(Concluséo)

Hq

Parametro 1.10° 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10°

9.10°

Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 1,68 1,91 2,20 2,53 2,92 3,36 3,85 4,40 4,99
a, a(N) 1,66 1,85 2,06 2,30 2,58 2,89 3,25 3,68 4,17
a(N) 1,66 1,84 2,05 2,24 2,51 2,76 3,04 3,33 3,65
a(N) - - - - - - - - -
K™ a(N) - - - - - - - - -
a(nyy - - - - - - - - -
a(N) 1,67 1,91 2,19 2,52 2,91 3,35 3,84 4,38 4,97
Oy a(N) 1,66 1,84 2,05 2,28 2,55 2,86 3,21 3,61 4,08
a(N) 1,66 1,84 2,04 2,25 2,49 2,74 3,01 3,30 3,60
* Modelo instavel para as variaveis m,, e K, com coeficiente 3/10.
Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
Tabela 119 - Estimador da variancia para o exemplo 4 — CV = %
Ga
Parametro 1.10° 210 3.10° 4105 510° 6.10° 7.10° 8105 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 2,83 3,71 4,98 6,77 9,23 12,54 16,88 22,49 29,62
Cy a(N) 2,77 3,43 4,30 5,44 6,95 9,00 11,82 15,79 21,60
a(N) 2,76 3,42 4,23 5,23 6,45 7,92 9,69 11,78 14,25
a(N) - - - - - - - - -
m,* a(N) - - - - - - - - -
a(y - - - - - - - - -
a(N) 3,08 3,98 5,21 6,87 9,07 11,92 1556 20,14 25,83
a, a(N) 3,03 3,76 4,68 5,85 7,36 9,30 11,85 1520 19,69
a(N) 3,03 3,74 4,62 5,68 6,95 8,46 10,26 12,36 14,81
a(N) - - - - - - - - -
Kot a(N) - - - - - - - - -
a(N) - - - - - - - - -
a(N) 2,81 3,64 4,81 6,39 8,49 11,24 14,77 19,23 24,79
Oy a(N) 2,76 3,40 4,21 5,24 6,53 8,19 10,32 13,07 16,68
a(N) 2,76 3,39 4,16 5,09 6,21 7,53 9,09 10,91 13,02

* Modelo instavel para as variaveis m,,; € K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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A tabela 120 apresenta os tempos computacionais aproximados para a solugéo

do método RK4 e FCB, para 900000 ciclos para o exemplo 4. A razao computacional

obtida pelo método FBC foi de 7493,27% menor ao obtido pelo RK4, o que comprova

a eficiéncia computacional do método.

Tabela 120 - Tempo de execucgio (em segundos) - CV = 13—0

Parametro Tempo [s] p [%]
RK4 592,23
Cws =5 593 5864,04
RK4 -
" Eos - ]
RK4 419,94
o FCB 37,73 1013,01™
Fkkk RK4 -
Kic FCB - -
RK4 429,02
Oy FCB 565 7493,27*

*Maior eficiéncia entre os tempos computacionais.

**Menor eficiéncia entre os tempos computacionais.

*** Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

**** Modelo instavel para a variavel K;. com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Os desvios relativos para os estimadores do valor esperado e variancias, sao

expostos nas tabelas 121 e 122.

Tabela 121 - Desvio relativo do estimador do valor esperado para o exemplo 4 — CV = 3

10

(Continua)
€a, %]
Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
a(N) 1,06 3,72 7,22 10,94 14,36 17,07 18,70 18,98 17,64
s a(N) -0,03 -0,24 -080 -1,81 -3,36 -554 -840 -11,99 -16,3*
>k a(v) ) . } . ) ) ) ) )
e Tamwy : : : : : : : .
a(N) 0,96 3,36 6,57 10,05 13,39 16,25 18,36 19,54 19,61
@ a(N) -0,02 -020 -065 -1,46 -2,69 -4,40  -6,61 -9,34 -12,61
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10
(Concluséo)

€p, [%]
Parametro 1105 2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.105 7.10° 8.10°5 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos
— a(v) ) ) B B i} ) ) } }
AT - - . : . : - -
a(N) 0,98 3,45 6,78 10,43 13,99 17,15 19,63 21,26 21,88*
% a(N) -0,02 -0,19 -0,61 -1,36 -2,51 -410 -6,14 -8,65 -11,63

* Maiores valores de desvios relativos.

**Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

*** Modelo instavel para a variavel K;- com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Tabela 122 - Desvio relativo do estimador da variancia para o exemplo 4 — CV = %

&5 [%]

Parametro 1.10°  2.10° 3.10° 4.10° 5.10° 6.10° 7.10° 8.10° 9.10°
Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos Ciclos

a(N) 2,18 7,85 1571 24,47 32,78 39,31 42,86 42,39 37,12

Cus a(N) -006 -052 -169 -3,87 -7,26 -11,96 -18,02 -25,40 -33,99
. & -
T : : - :
a(nN) 1,64 5,76 11,31 17,40 23,21 28,05 31,30 3245 31,15

o a(N) -005 -042 -136 -3,04 -5,57 -9,03  -13,41 -18,68 -24,78
ok a(v) ) ] ) ] ) ) ) ) )
T : : : . - . - -
a(N) 1,97 7,03 14,02 21,95 29,95 37,24 43,12 47,04 48,56

% a(N) -005 -0,38 -1,21 -2,71 -4,97 -8,03 -11,91 -16,56 -21,91

* Maiores valores de desvios relativos.

**Modelo instavel para a variavel m,,; com coeficiente 3/10.

*** Modelo instavel para a variavel K, com coeficiente 3/10.

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Por intermédio da analise das tabelas de desvios relativos, € observado um

comportamento instavel no valor esperado da solugédo numérica para os parametros

“‘Kic” e “m,3”, desta forma em alguns pontos a estimativa do valor esperado e das

variancias para a evolug¢ao de trinca, apresenta fechamento do tamanho de trinca.
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Realiza-se a quantificacdo de incertezas do fenbmeno de propagacédo de

trincas de trés modelos do tipo carregamento de amplitude de tenséo variavel, a saber;
Modelo de Willenborg (1971), Modelo de Willenborg Generalizado (GALLAGHER,

1974) e Modelo de Willenborg Modificado (BRUSSAT, 1997).

Apresenta-se nas tabelas 123 e 124, as sinteses dos tempos computacionais

dispostos nos capitulos 4.2, 4.3 e 4.4 deste trabalho de tese.

Tabela 123 - Sintese dos tempos computacionais CV = %

Modelo Geometria P [%] Parametro
8195,24 My
Placa com largura infinita e trinca central
756,13 ag
10280,95 oy
Placa com largura finita e trinca central
848,86 ag
Willenborg (1971)
9879,41 oy
Placa com largura finita e trinca na aresta
791,77 ag
Placa com largura finita e dupla trinca na 5920,24 oy
aresta 727,51 a,
9087,12 My,
Placa com largura infinita e trinca central
911,44 ag
9023,34 K.
Willenborg Placa com largura finita e trinca central
719,39 ag
Generalizado
8833,96 Coo
(GALLAGHER, 1974) Placa com largura finita e trinca na aresta
515,70 ag
Placa com largura finita e dupla trinca na 8138,44 oy
aresta 830,97 a
14242,18 M3
Placa com largura infinita e trinca central
1312,18 ag
9290,78 Cuws
Placa com largura finita e trinca central
Willenborg Modificado 881,49 ao
(BRUSSAT, 1997) 11105,32 K.
Placa com largura finita e trinca na aresta
848,28 ag
Placa com largura finita e dupla trinca na 8778,76 m,,;
aresta 722,79 aoy

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Tabela 124 - Sintese dos tempos computacionais - CV = 13—0

Modelo Geometria g, [%] Parametro
5559,46 Cun
Placa com largura infinita e trinca central
1236,51 ag
6439,36 Cw1
Placa com largura finita e trinca central
1321,24 ag
Willenborg (1971)
6803,15 oy
Placa com largura finita e trinca na aresta
433,25 ag
Placa com largura finita e dupla trinca na 5238,46 oy
aresta 677,99 ay
8579,73 Cw2
Placa com largura infinita e trinca central
967,73 ag
. ) 8010,82 Cua
Willenborg Placa com largura finita e trinca central
983,11 ag
Generalizado
9446,23 Cu2
(GALLAGHER, 1974) Placa com largura finita e trinca na aresta
751,20 ag
Placa com largura finita e dupla trinca na 7335,30 Cuz
aresta 624,33 a
7946,94 oy
Placa com largura infinita e trinca central
1325,16 ag
8542,70 oy
Placa com largura finita e trinca central
Willenborg Modificado 744,96 ay
(BRUSSAT, 1997) 9829,03 oy
Placa com largura finita e trinca na aresta
897,28 ag
Placa com largura finita e dupla trinca na 7493,27 oy
aresta 1013,01 a

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

A razao computacional dispendida na aplicagdo do método FCB que, conforme
demonstrado na tabela 123, € mais eficiente se comparado ao obtido pelo método
numérico de Runge-Kutta, para um coeficiente de variagdo igual a 1/10. Para o
exemplo resolvido, a razdo computacional obtida pelo método FBC foi de 14242,18%
menor ao obtido pelo RK4, o que comprova a eficiéncia computacional do método.

Considerando um coeficiente de variagao igual a 3/10, por intermédio da tabela

124, identifica-se que para os exemplos resolvidos, a razdo computacional obtida pelo
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método FBC foi de 9829,03% menor ao obtido pelo RK4, o que comprova a eficiéncia

computacional do método.

Apresenta-se nas tabelas 125 e 126, as sinteses dos desvios relativos

dispostos nos capitulos 4.2, 4.3 e 4.4 deste trabalho de tese.

Tabela 125 - Sintese dos desvios relativos do estimador do valor esperado estatistico — CV = %

Modelo Geometria g;2 [%] Parametro
15,47 oy
Placa com largura infinita e trinca central
-6,51 Myq
15,90 My
Placa com largura finita e trinca central
-8,55 My
Willenborg (1971)
18,15 oy
Placa com largura finita e trinca na aresta
-21,5 My
Placa com largura finita e dupla trinca na 17,70 ag
aresta -20,5 My
10,17 My,
Placa com largura infinita e trinca central
-16,6 My
10,36 My
Willenborg Placa com largura finita e trinca central 67
-16, m,
Generalizado ?
29,94 Coo
(GALLAGHER, 1974)  Placa com largura finita e trinca na aresta
-35,50 m,,
Placa com largura finita e dupla trinca na 10,28 m,,
aresta -33,4* my,,
18,74 M3
Placa com largura infinita e trinca central
-9,96 My3
18,81 My3
Placa com largura finita e trinca central
Willenborg Modificado -10,01 M3
(BRUSSAT, 1997) 22,22 oy
Placa com largura finita e trinca na aresta
-27,80 My3
Placa com largura finita e dupla trinca na 21,88 oy
aresta -26,56 M3

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)
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Tabela 126 - Sintese dos desvios relativos do estimador do valor esperado estatistico CV = %

Modelo Geometria P [%] Parametro
40,43 oy
Placa com largura infinita e trinca central
‘5,10 CWl
13,74 oy
Placa com largura finita e trinca central
-5,18 Con
Willenborg (1971)
18,15 oy
Placa com largura finita e trinca na aresta
-10,51 Cw1
Placa com largura finita e dupla trinca na 17,87 oy
aresta -10,43 Cw1
5,55 oy
Placa com largura infinita e trinca central
-15,4 Coo
5,69 oy
Willenborg Placa com largura finita e trinca central
-15,4 Cuwo
Generalizado
6,78 oy
(GALLAGHER, 1974)  Placa com largura finita e trinca na aresta
-25,60 Cuwo
Placa com largura finita e dupla trinca na 6,18 oy
aresta -25,70 Cwz
17,36 oy
Placa com largura infinita e trinca central
-7,31 Cus
17,50 oy
Placa com largura finita e trinca central
Willenborg Modificado -7,47 Cus
(BRUSSAT, 1997) 22,22 oy
Placa com largura finita e trinca na aresta
-16,38 Cuw3
Placa com largura finita e dupla trinca na 21,88 oy
aresta -16,37 Cws

Fonte: Elaborado pelo autor (2023)

Por intermédio da tabela 125, constata-se que para um coeficiente de variacéo
igual a 1/10, identifica-se uma variagdo maxima e minima para o estimador do valor
esperado igual a 29,94% ("C,,,", exemplo 3 — Modelo de Willenborg Generalizado) e -
35,5% ("m,,,", exemplo 3 — Modelo de Willenborg Generalizado), respectivamente.
Por intermédio da tabela 126, com um coeficiente de variagao igual a 3/10, identifica-
se uma variagao maxima e minima para o estimador do valor esperado estatistico

igual a 40,43% (“o,", exemplo 1 — Modelo de Willenborg) e -25,6% ("C,,,", exemplo 3

— Modelo de Willenborg Generalizado), respectivamente.
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5 CONCLUSAO

Este documento consiste na tese de doutorado do programa de Pés-Graduagao
em Engenharia Mecéanica e Materiais (PPGEM) da Universidade Tecnoldgica Federal
do Parana (UTFPR), campus Curitiba, area de concentragdo de mecanica dos solidos
computacional e linha de pesquisa da Quantificacédo da incerteza dos modelos de
propagacéo de trinca via metodologia “Fast Crack Bounds”, com a orientagéo do Prof.
Dr. Claudio R. Avilada S. Jr.

O trabalho teve como objetivo obter os estimadores estatisticos do valor
esperado e variancia dos modelos de Willenborg original, generalizado e modificado,
sendo que a modelagem da incerteza se fez por intermédio de variaveis aleatérias. A
partir disso, utiliza-se conjuntamente os métodos de simulagao de Monte Carlo e “Fast
Crack Bounds” para estimar os momentos estatisticos do processo estocastico
“‘tamanho de trinca”. Ao final avalia-se o desempenho da proposta a partir da
combinacado dos métodos de SMC-FCB com SMC-RK4.

O método FCB tem como objetivo estabelecer fungbes que definem cotas
inferior e superior para a fungdo tamanho de trinca, e se desenvolve a partir de
hipéteses adequadas e majoragdes, que garantem a regularidade suficiente para que
a funcao “tamanho de trinca” seja expandida, exatamente, via série de Taylor com
resto de Lagrange. Segundo Santos (2015), determina-se a majoragao para o resto
de Langrange (a*) por inspecdo, e este é responsavel por assegurar que a cota
superior ndo seja violada pela solugdo numérica. Em seu trabalho, Santos (2015),
determinou para os modelos de Paris-Erdogan, Forman, Walker, McEvely e Priddle,
0s seguintes valores de a*, a saber a* = 1,3a,, a* = 1,3a,, a* = 1,5a, e a* = 3,5a,,
respectivamente.

Neste estudo, a simulacéao foi iniciada com um valor de a* = 1,3a,. No entanto,
a solucado numerica excedeu o limite superior, exigindo um ajuste no parametro. Esse
ajuste foi realizado com incrementos de 0,1 até atingir o valor de a* = 2,20a,, que se
mostrou adequado para a maioria das simulagdes. Para cada caso, onde é necessario
um a* diferente, este sera tratado individualmente.

Os resultados obtidos pelas funcdes de cota foram posteriormente comparados
com os valores experimentais de estudos anteriores realizados por Willenborg (1971),
Gallagher (1974), Brussat (1997) e Shahani et al. (2020). Essa analise comparativa
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permitiu avaliar a eficacia do método FCB na previsdao do tamanho de trinca em
relagado aos dados experimentais disponiveis na literatura.

A quantificagdo de incertezas refere-se ao processo de avaliar e expressar
numericamente a falta de precisdo ou a variabilidade associada a um fenbmeno ou
sistema. No contexto do trabalho mencionado, a quantificagdo de incertezas diz
respeito a analisar e estimar os efeitos da incerteza no fenébmeno de propagacao de
trincas. Isso envolve considerar as variaveis aleatorias e as distribuicbes associadas
que influenciam o tamanho da trinca.

Por meio da quantificacdo de incertezas, foi possivel obter informacdes
estatisticas sobre o comportamento do tamanho da trinca, como estimativas de
momentos estatisticos, como valor esperado e variancia. O processo de quantificacdo
de incertezas fornece uma abordagem mais robusta e completa para compreender o
comportamento estocastico do tamanho da trinca, permitindo uma avaliagdo mais
precisa e confiavel do fendbmeno em estudo.

Desta forma, devido a sua natureza empirica, o modelo matematico de
propagacéao de trinca deve ser revisado sempre que os dados observados, incluindo
os resultados de determinagdes independentes, demonstrarem que ele esta
incompleto. Um experimento bem projetado pode, de forma significativa, facilitar
avaliacdes confiaveis da incerteza e constitui uma parte crucial na arte da medi¢ao
(BICH, et al., 2006).

A quantificagédo da incerteza do fenbmeno de propagacéo de trinca usando os
métodos SMC-FCB foi previamente aplicada apenas aos modelos do tipo CATC. As
diferengas entre os modelos CATC e CATYV estao principalmente relacionadas ao tipo
de carregamento aplicado e a interagdo desse carregamento durante os ciclos. Nos
modelos CATC, o histérico do carregamento ndo é considerado, enquanto nos
modelos CATV, o histérico do carregamento do bloco anterior é levado em conta a
cada bloco executado.

Essas técnicas estatisticas sdo empregadas para a identificacdo e
quantificacdo dos efeitos aleatdrios individuais em uma medicéo, a fim de permitir sua
devida consideragao na avaliacdo da incerteza associada ao resultado da medicao
(BICH, et al., 2006).

Por intermédio dos tempos computacionais e desvios relativos validou-se a
eficiéncia da metodologia FCB para a analise do fendmeno tamanho de trinca para os

modelos de Willenborg, Willenborg Generalizado e Willenborg Modificado.
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Para modelo de Willenborg, a razdo computacional obtida pelo método FBC foi
de 10280,95% menor ao obtido pelo RK4, o que comprova a eficiéncia computacional
do método. E desvios com variagdo maxima e minima para o estimador do valor
esperado igual a 40,43% (parametro "o,", exemplo 4) e -20,5% (parametro "m,,",
exemplo 4), respectivamente.

Para modelo de Willenborg Generalizado, a razdo computacional obtida pelo
método FBC foi de 9446,23% menor ao obtido pelo RK4, o que comprova a eficiéncia
computacional do método. E desvios com variagdo maxima e minima para o estimador
do valor esperado igual a 29,94% (parametro "C,,", exemplo 03) e -35,50% (parametro
"m,,", exemplo 03), respectivamente.

Por fim, para o modelo de Willenborg Modificado, a razdo computacional obtida
pelo método FBC foi de 14242,18% menor ao obtido pelo RK4, o que comprova a
eficiéncia computacional do método. E desvios com variagdo maxima e minima para
o estimador do valor esperado igual a 22,22% (parametro "o,,", exemplo 3) e -27,80%
(parametro "m,,", exemplo 3), respectivamente.

Desta forma, foram identificadas maiores variagbes negativas no parametro
"m,". Esse paradmetro € determinado de forma empirica, tornando-o mais sensivel
experimentalmente do que os determinados por norma, como por exemplo o "k;." e
"0,,", que s&o definidos de acordo com as normativas E399 (AMERICAN SOCIETY
FOR TESTING AND MATERIALS, 2023b) e E8 (AMERICAN SOCIETY FOR
TESTING AND MATERIALS, 2004), respectivamente.

Portanto, por intermédio dos estimadores do valor esperado e variancia nota-
se que a variabilidade dos parametros de entrada no sistema pode alterar
substancialmente o comportamento dos modelos de propagacédo de trinca de
Willenborg, impactando a confiabilidade e a eficiéncia de progndsticos da vida em

fadiga de componentes mecanicos.

5.1 Trabalhos futuros

Os conhecimentos obtidos por intermédio do desenvolvimento deste projeto de
tese podem ser consideravelmente ampliados pelas das seguintes recomendagdes

de trabalhos futuros:



(i)

(ii)

(iii)
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O valor numérico do parametro a*, foi definido para cada exemplo de
forma empirica, ou seja, no intervalo analisado de numeros de ciclos, N,
foi obtido o menor valor de a*, o qual ndo violasse a solugao numérica
aproximada definida pelo RK4. Assim, sugere-se que esse parametro
seja obtido por técnicas de otimizagcdo. Por intermédio do intervalo
analisado de numeros de ciclos, N, definisse o menor valor de a*.
Sugere-se aplicar a metodologia “Fast Crack Bounds” a outros materiais,
alterando as relagdes entre tenacidade e tensao de escoamento, e
portando produzindo raios plasticos diferentes.

Por fim, aplicar a quantificacdo de incertezas para outros modelos de
propagacao de trinca, simultaneamente com a metodologia “Fast Crack

Bounds”.
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