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RESUMO

Simulagbées computadorizadas trazem consigo inevitavelmente erros numéricos, independen-
temente do quéo sofisticado seja 0 modelo mateméatico. Portanto, a teoria de estimativa de
erro se fez essencial e vem ganhando espaco pelo beneficio que traz para prover as bases de
simulagdes de fenGmenos fisicos essenciais em aplicagdes de engenharia. Em determinados
casos, como em Mecénica Estrutural, faz-se juz ainda a confiabilidade dos resultados obtidos e
ainda caso nao haja um problema Benchmark para validagéo, a estimativa a posteiori provem
uma forma de seguranga. Logo, o presente trabalho aspira desenvolver e validar um estimador
de erro a posteriori através de um problema modelo baseado na equacdo de Laplace. A
validacdo de tal estimador consiste na comparagdo entre seus semelhantes encontrados na
literatura e na comparacéao entre tipos de refino do tipo h, uniforme e adaptativo. Encontraram-
se resultados promissores em termos de erro total para o estimador proposto, o qual produz
resultados coerentes comparado a um segundo estimador. Contudo, ainda exige-se um estudo
mais aprofundado em termos de gasto computacional. Enfim, permitiu-se entdo a evolugéo
dessa linha de pesquisa na UTFPR com a realizacdo de tal investigacao e ainda sugerem-se

temas para seguimento de tais estudos.

Palavras-chave: fem; equacao de laplace; analise funcional; estimativa de erros a posteriori.



ABSTRACT

Computational simulations undoubtedly bring numerical errors alongside them, even if the
mathematical model is sophisticated. Therefore, the theory of error estimation became essential
and is gaining space due to the benefits it promotes by providing the simulation basis for
the essential physical phenomenon in engineering applications. In certain cases, such as
Structural Mechanics, it is also required a degree of reliability and there can not be a benchmark
problem for its validation, whereas a posteriori error estimation supplies this aspect of safety.
Consequently, the present project wishes to develop and validate an a posteriori error estimator
through a model problem based on the Laplace equation. The validation of such estimator
requires a comparison within others of the same type and within h refinement types, uniform
and adaptive. Promising results of total error were achieved for the proposed estimator, which
produces coherent results when compared to a second one. Nonetheless, a more in-depth
analysis of computacional processing expenditure is required. Finally, the advancement of this
line of research at UTFPR was allowed by the investigation and other subjects are suggested

as a form of extension of such studies.

Keywords: fem; laplace equation; functional analysis; a posteriori error estimation.
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1 INTRODUCAO

O presente capitulo destina-se a apresentar um contexto geral sobre o método dos ele-
mentos finitos, estimadores de erro e a equacgéo da difusao de calor, visando prover os elemen-
tos necessarios para descrever a situagéo problema e consequentemente justificar a proposta.
Posteriormente estabelecer os objetivos gerais e especificos e evidenciar a estrutura da mono-
grafia.

1.1 Método dos elementos finitos

Zienkiewicz e Taylor (2000) inicialmente evidenciam uma possivel origem do método
de elementos finitos (MEF') através da concatenacdo de duas abordagens, de matematicos
e engenheiros. Enquanto os primeiros elaboravam técnicas aplicadas a equagdes diferenciais,
como aproximacgoes por diferencas finitas e procedimentos de residuos ponderados variados.
Por outro lado, os segundos, criaram uma analogia entre elementos reais discretos e por¢des
finitas do dominio continuo, trazendo assim uma abordagem mais intuitiva.

MEF garante o formalismo necessério para obter as solugbes aproximadas das equa-
coes diferenciais através de discretizacao do problema. Portanto, o método transforma o espaco
de dimensao infinita, no qual equacdes diferenciais (problemas de valor de borda) estao defi-
nidas, em uma discretizacao finita do problema, gerando uma aproximagao para a respectiva
solucédo conforme a Figura 1 (BRENNER, 1994).

Figura 1 — Fluxo MEF

Equagbes . Algoritmo para
Diferenciais, Meétodo dos A : 5

’ _ o R ——— proximagao da
Integrais e Elementos Finitos Solugéo

Integro-diferenciais

Fonte: Autoria propria (2021).

Logo, vem a seguinte descricdo de MEF por Zienkiewicz e Taylor (2000) com relagéo ao
método de aproximagao em meios continuos:

1. 0 meio continuo é dividido em um nimero finito de partes (elementos), cujo comporta-

mento é especificado por um namero finito de parametros, e

2. a solucédo do sistema completo, como um conjunto, segue precisamente as mesmas

regras as aplicadas aos problemas discretos.

' Método dos Elementos Finitos
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A versatilidade de aplicagdes em diversas geometrias, proporcionada pela aplicagéo do
MEF, € sua principal vantagem. Portanto, a habilidade de ligar com condi¢cdes de contornos ge-
néricas e ainda incluir propriedades de materiais ndo homogéneos e anisotrdpicos se destaca.
Logo, essas propriedades garantem que sistemas formados por regides de materiais diferentes
também possam ser tratados, nos quais as propriedades dos materiais podem variar livremente
no espago. E além disso, pode-se adicionar outro grau de flexibilidade quanto aos carregamen-
tos e condigdes de contorno (AKIN, 2005).

E segundo Nagel (2012), sob o ponto de vista metodol6égico, MEF é similar ao método
de diferencas finitas (MDF?) pela forma de obter as solugbes aproximadas e também permite
a resolucdo dos mesmos problemas fisicos. Contudo, MEF é mais vantajoso em relacdo ao
MDF por permitir que seus pontos de referéncia sejam atribuidos em posicdes mais ajustaveis,
enquanto o outro somente permite grades retangulares. Isso ocorre pelo fato que MEF néo
simplesmente aproxima numericamente o campo da derivada parcial das equacgdes diferenciais,
e, em alguns casos, visa minimizar a energia total contida no sistema de elementos ou volumes
discretos quando associado a um fendmeno fisico.

Dentre aplicagdes praticas, MEF inclui problemas de andlise de tensao, condugéo de
calor, campos elétricos e magnéticos, como visto na Figura 2 por exemplo. E ainda permite a
solucdo de problemas nao lineares como a equacao de Navier-Stokes (NAGEL, 2012; AKIN,
2005).

Figura 2 — ima permanente: demonstrativo de linhas equipotenciais

Fonte: Adaptado de Coulomb (1981).

Por fim, Akin (2005) reitera que o contexto de andlises de elementos finitos (AEF?) é tao
recorrente que raramente se identificam projetos que nao a necessitam na engenharia moderna.
E atualmente, estimadores de erro aplicados ha metodologia de adaptatividade de malha atingiu
um nivel, garantindo que a simulacao seja econdmica computacionalmente e confiavel.

Método das Diferengas Finitas
3 Anélise de Elementos Finitos
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AEF é uma area de pesquisa ativa, visando maior acuracidade enquanto minimiza o
custo computacional. Suas tendéncias sdo a utilizagdo de estimadores de erro e adaptativi-
dade automatica de malha, mais especificamente ligado a modificagcdes de forma e otimizacao
de processos (AKIN, 2005). Portanto, a proxima secéo visa elaborar um descritivo inicial dos
estimadores de erro, bem como algumas aplicagoes.

1.2 Estimadores de erro

Erro numérico € intrinseco a esses problemas no panorama de MEF, visto que é neces-
sario realizar um processo de discretizacao para transformar um modelo continuo em outro ade-
quado, pois computadores ndo sao capazes de capturar todas as caracteristicas provenientes
do modelo sob a forma de equacdes diferenciais parciais ou equagdes integrais (AINSWORTH;
ODEN, 2000).

Ademais, conforme Verfurth (1996), em solu¢gées numéricas, tem-se os seguintes pro-
blemas: dificuldade em manter a precisido geral da aproximagao numérica em torno de singu-
laridades, como cantos agudos ou camadas internas ou de fronteira; e estimar a precisdo da
solucdo com confiabilidade.

Estimativas a priori, fornecem dados de convergéncia e estabilidade de diversos algo-
ritmos € em suma nao necessitam de nenhuma solugao prévia para calculo. E sdo obtidos
de quantificadores oriundos de analise funcional. Seus usuarios tém conhecimento da pre-
senca de erros numéricos, porém, ndo visam quantifica-los. E portanto, fazem uso de argu-
mentos heuristicos ou fisicos, possivelmente erréneos, baseados em seus préprios julgamen-
tos (AINSWORTH; ODEN, 2000).

Portanto, visando contornar a problematica supracitada, surge a necessidade de um es-
timador de erro capaz de ser extraido da solugao numérica e dos dados do modelo. O estimador
de erro a posteriori deve ser calculado localmente e prover limites superior e inferior para o erro
calculado para uma norma especificada. O limite superior global permite avaliar a precisao da
solugdo de acordo com uma tolerancia prescrita, enquanto o inferior local é necessario para
que a malha seja refinada corretamente. E consequentemente, tem-se o balanco de precisao e
eficiéncia computacional (VERFURTH, 1996).

Pode-se condensar as definicdes de estimadores de erro a priori e a posteriori conforme
as Equacobes (1) e (2) respectivamente (LOGG; MARDAL, 2021):

e=e(u), (1)

e=¢€ (Uh> ) (2)

onde u € a solugdo explicita e uy, é a solugdo discreta.
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Desse modo, torna-se evidente que o estimador de erro a posteriori é funcao da aproxi-
macao numeérica e se faz ainda mais necesséario em problemas sem solugao explicita, mesmo
que provado existéncia, unicidade e estabilidade, alguns casos para estimadores a priori.

1.2.1 Tipos de Estimador de Erros a Posteriori

Segundo Verfurth (1996), os estimadores de erro a posteriori podem ser classificados
em:

1. Erro residual: erro estimado a partir de uma norma especificada do residual com rela-
cao a forma forte da equacéao diferencial.

2. Solugdo de problemas locais: resolver localmente problemas discretos mais simples
que o modelo global e estimar o erro local a partir de uma norma especificada.

3. Base hierarquica: avaliar o residual da solugao, comparando com espacgo de elementos

finitos de ordem superior ou malha mais refinada.

4. Médias: faz uso de extrapolagdes locais ou técnicas de média para estimar o erro.

1.3 Equacoes diferenciais parciais

Na metade do século XX, a teoria das equacdes diferenciais parciais (EDPs) era con-
siderada como o pinaculo da matematica, pela dificuldade e significancia dos problemas, cuja
solucdo era possibilitada pela tal. Dentre as fontes de EDPs, encontra-se principalmente em
modelos matematicos de meio continuo e fisica teérica. Ademais, surgem principios e concei-
tos fisicos como o de Huygen, transformacao de Legendre e a dualidade de onda e particula, e
em conjunto com o desenvolvimento de areas matematicas como a teoria das séries de Fourier,
analise funcional e teoria de assintotas de integrais. A familiaridade com os conceitos citados é
essencial para todo mateméatico (ARNOLD, 2004).

Assim sendo, uma classe importante de equagdes funcionais é a das EDPs, sdo equa-
cOes ou sistemas de equacdes cujas variaveis sdo funcdes com mais de uma dimensao. E como
analogia, pode-se referir as EDPs que estdo para as fungdes assim como equagdes polinomiais
(como 72 + y? = 1) estdo para nimeros. Além disso, o fator que distingue as EDPs, com re-
lacdo as outras equacgoes funcionais mais genéricas, € que incluem variaveis funcionais e suas
respectivas derivadas parciais. Outras classes relevantes de equacdes funcionais sdo as equa-
¢Oes integrais, as quais envolvem integrais das varidveis funcionais, e equagdes diferenciais or-
dinarias (EDOs), nas quais a variavel funcional possui apenas uma dimensao (KLAINERMAN,
2010).

Nao obstante, Evans (1998) evidencia que ndao ha uma teoria geral conhecida com re-
lacao a solvabilidade de todas as EDPs. A existéncia de tal teoria é incerta, devido a vasta va-
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riedade fenémenos fisicos, geométricos e probabilisticos que podem ser modelados por EDPs.
Consequentemente, pesquisas tém como foco problemas particulares, cujas aplicagdes den-
tro e fora da matematica sao relevantes, e visam paralelamente encontrar relagdes para suas
solugdes a partir das origens das EDPs modeladas. Isto posto, a préxima sub secéo tem por ob-
jetivo propor o contexto necessario para uma das aplicagées mais conhecidas dentre as EDPs
lineares.

1.3.1 Equacéo de Laplace

DiBenedetto (1995, p. 51), descreve o problema:

Para 2 um dominio em R, N > 2, cuja fronteira 95 é de classe C''. Pontos em € sdo
denotados por x = (x1,%9,...,xy). A fungdo u € C? (2) & harménica em 2 se

N 82
Au = div Du = —u=0 em (3)
— oz?
onde o operador formal A é chamado de Laplaciano.

Evans (1998, p. 20) evidencia as interpretacdes fisicas a partir da equacéo de Laplace
vém de diferentes contextos. Normalmente, u denota a densidade de alguma quantidade em
equilibrio (como a concentragao quimica, por exemplo). Entdo, se V' é qualquer sub regido lisa
dentro de U, o fluxo liquido de u através de OV é zero conforme a Equagao (4):

/ F-vdS=0, (4)
oV

F denota a densidade do fluxo e v o vetor unitario normal a superficie.

E através do teorema de Gauss-Green, tem-se a Equagéo (5):

/diVFdI:/ F-vdS=0,
v v (5)

divF=0 em U,

como V é arbitrario. E comum assumir que o fluxo F é proporcional ao gradiente Du, porém no
sentido oposto (pois o fluxo ocorre de regides de maior para menor concentraciao).
Além do mais, vem a Equacao (6):

F=—-aDu (a>0). (6)

Substituindo a Equacéao (6) na Equacgéao (5) vem a Equagao (3).
Resumidamente, Evans (1998) exemplifica as aplicagdes da equacéo de Laplace para
concentragao quimica, temperatura e potencial eletrostatico, as respectivas leis:

+ lei de Difusao de Fick;
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* lei de Conducao de Calor de Fourrier;

* lei de Conducéao Elétrica de Ohm.

Pode-se agregar ainda ao compilado a area de aplicagdo mecéanica da Equagéo (3), foco
do trabalho, a qual representa o comportamento de uma membrana elastica.

DiBenedetto (1995) também declara mais especificamente algumas implicacoes fisicas
a equagao de Laplace, como:

+ Conducéao de calor em regime permanente em um corpo homogéneo com capacitancia
e condutividade de calor constantes;

* Fluxo de fluido incompressivel em regime permanente em meio poroso com permea-
bilidade constante;

« Potencial gravitacional em R" gerado por distribuicdo de massa uniforme.

Outra caracteristica relevante do operador, sob o ponto de vista matematico, é sua in-
varidncia com relacao a rotacdes e translacées dos eixos de coordenada. Essa propriedade é
chamada de simetria esférica do Laplaciano em R (DIBENEDETTO, 1995). Tendo em vista as
proposi¢cdes anteriormente postas, elabora-se na sesséo seguinte a caracterizagao da situacéao
problema e a justificativa para o estudo de tal.

1.4 Justificativa

Dado os panoramas sobre simulagées numéricas com seus respectivos erros associa-
dos e a modelizacao tedrica de fendmenos fisicos a partir de equacionamentos matematicos,
evidencia-se essa area de interseccdo apresentada na Figura 3 base para a execucgao do tra-
balho.

Inicialmente para o desenvolvimento do modelo teérico da equacao de Laplace, topicos
de existéncia e unicidade de solucao serdo abordados para prover todo o equacionamento e
hip6teses necessarias. A implementacao da solugao discreta pelo método de elementos finitos
e do respectivo estimador de erro a posteriori requerira conhecimentos de programacgao. Por
fim, o resultado obtido garantira a compreensao de fenébmenos fisicos como a conducao de
calor em regime permanente em meio continuo com capacitéancia e condutividade constantes.

A secdo 1.5.2 apresentara mais detalhadamente os objetivos a serem cumpridos para
a execucao da pesquisa. Dentre eles, tépicos em cada area apresentada na Figura 3 serdo
apresentados e discutidos e ao final a validagéo do estimador de erro proposto permitird uma
visdo geral do contexto abordado.
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Figura 3 - Interseccdo Areas de Pesquisa

Engenharia .
9 . Matematica
Mecanica
Fenémenos Equacionamento
fisicos matematico
associados do problema
Proposta de
Implementagao Pesquisa
do cédigo
Computagao

Fonte: Autoria propria (2021).

1.5 Objetivos

Os objetivos foram divididos em objetivo geral e especificos, apresentados a seguir:

1.5.1 Objetivo Geral

O objetivo geral é realizar um estudo numérico-computacional de uma abordagem em
um meio continuo unidimensional (sélido) com estimativa de erros a posteriori.

1.5.2 Objetivos Especificos

Para atingir o objetivo geral, os seguintes objetivos especificos devem ser cumpridos:

—_

. Desenvolver o equacionamento para o modelo teérico em meios continuos via MEF.

[\

. Implementar o c6digo computacional para 0 meio continuo elaborado.

3. Deduzir e derivar o estimador de erro, aplicado ao problema em meio continuo.

N

. Aplicar o estimador de erro elaborado para o refinamento de malha h adaptativo.

1.6 Estrutura

O presente trabalho foi dividido em cinco sessées: introdugéo, revisao bibliografica, me-
todologia, resultados e conclusao.
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A secao 1 apresenta o contexto geral necessério para o descritivo inicial do problema
proposto e os respectivos objetivos necessarios para a execugado da pesquisa. Posteriormente,
a secado 2 evidencia toda a base cientifica requisitada para o desenvolvimento do trabalho.

O desenvolvimento da pesquisa exige evidenciar a forma de execucao apresentada na
sec¢ao 3 através da metodologia cientifica utilizada, dedu¢ao do equacionamento e ferramentas
necessarias para a implementagdao numérica. Haja vista os requisitos, os respectivos resultados
sao apresentados em conjunto com o descritivo de hipéteses, experimentos e discussdes na
secao 4.

Enfim, finaliza-se o desenvolvimento e da-se inicio a sintese de conclusdes na seg¢édo 5
e adicionam-se as referéncias bibliograficas utilizadas em sua sequéncia.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O presente capitulo visa fornecer o referencial teérico necessario para a execugao da
proposta de pesquisa.

2.1 Analise funcional

O surgimento do campo de analise funcional é oriundo da generalizagdo de diversos
conceitos e métodos de ramos da matematica classica. A derivagdo de solu¢des de problemas
provenientes da analise classica e mateméatica aplicada € o principal resultado ofertado por essa
disciplina. E mais especificamente, pode-se identificar que teorias modernas de aproximagao,
equacdes diferenciais e fisica matematica sdo usuarios de tais conceitos fornecidos (SMIRNQV,
1964).

Tais conceitos sao base do formalismo postulado pelo MEF, principal vantagem do mé-
todo quando comparado com MDF. Baseia-se na formulacéo variacional de problemas de valor
de borda, através da redefinicao do mesmo anteriormente delimitado em espacos de dimensdes
infinitas para outros de dimensdes finitas. O que ainda permite que propriedades de convergén-
cia sejam derivadas (BRENNER, 1994).

Tendo em vista que o MEF pode ser classificado como um framework de resolugéo de
EDPs, devem ser introduzidos conceitos e notac¢des oriundos da analise funcional (LOGG; MAR-
DAL, 2021). A Figura 4 apresenta a composi¢ao dos espagos vetoriais a serem posteriormente
abordados.

Figura 4 — Diagrama de Venn dos Espacos de Func¢oes

Espago Completo com
Produto Interno e
Derivadas Fracas
(Sobolev)

Espaco Vetorial Normado

Espago
com
Produto
Interno

Espacgo
Completo
(Banach)

Espaco Hilbert

Fonte: Adaptado de (LOGG; MARDAL, 2021).
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Apesar dos axiomas, definicbes e teoremas referentes a topologia de espagos vetoriais
serem amplamente difundidos, realiza-se uma verificacao da literatura de base, cf. (ATKINSON,
2009), (BRENNER, 1994), (DAUTRAY, 1988) e (SOBOLEV, 1991).

2.1.1 Espacgos Vetoriais

Problemas analisados em sua maioria ndo se restrigem apenas a uma fungao, métrica
ou operador especificos, contudo, abrangem classes maiores desses objetos. Dentre as quais
se destacam espacos vetoriais, podendo conter escalares reais ou complexos. E conforme su-
pracitado, esses espagos sdo munidos com métricas ou topologias adequadas para suprir a
aplicacao de limites que descrevem as relagdes entre seus objetos (RUDIN, 1991).

Espacos vetoriais (ou lineares) ainda sdo utilizados para resolver a maior parcela de
problemas oriundos de equacgdes diferenciais, integrais e integro-diferenciais, onde sao a confi-
guracao padrdo. Permitem também solucionar e caracterizar a teoria de aproximacao, teoria de
otimizacao e outros topicos em matematica aplicada (ATKINSON, 2009). Logo, vem a seguinte
definicdo do mesmo autor:

Definicao 2.1.1. Tem-se V um conjunto de objetos, a serem chamados de vetores; e tem-se
K um conjunto de escalares, reais R ou complexos C. No qual se assumem duas operagoes:
(up) — u+v € Ve (wv) — av € V, chamados de adicdo e multiplicacdo escalar
respectivamente, definidos Yu,v € V e Va € K. Obtém-se entdo as seguintes regras a partir
dessas operagbes:

1. u+v=v+uVYu,v € V (propriedade comutativa);
2 (u+v)+w=u+ (v+ w) Yu,u,w € V (propriedade associativa);
3. 40 € V talqual 0 + v = vVv € V (existéncia do elemento zero);

4. Yv € V, tem um elemento —v € V tal qual v + (—v) = 0 (existéncia de elementos
negativos);

5 lv=vVYveV;

6. a(fv) = (af)v Yv € V, e Yo, € K (propriedade associativa para multiplicagéo
escalar);

7. a(u+v) =au+ave (a+ f)v = av+ fv Yuw € V,eVa, 5 € K (propriedade
distributiva).

Entao vem que V é um espaco linear, ou um espaco vetorial (ATKINSON, 2009, p. 1).

A partir da definicdo 2.1.1 verifica-se que é possivel utilizar notagdes compactas de soma
como Z?Zl u;, POis as propriedades comutativa e associativa de soma garantem que a ordem
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da operacao gera ambiguidade. E também define-se a operagédo de subtracédo pela existéncia
de elementos zero e negativos (ATKINSON, 2009).

2.1.1.1 Norma

Um descritivo completo sobre espagos métricos pode ser encontrado em (KOLMOGO-
ROV; FOMIN, 1957), porém, restringe-se o estudo a espa¢os com norma devido ao contexto da
pesquisa.

No contexto de analises numéricas, questiona-se com recorréncia 0 quao préximo a so-
lucdo numérica se encontra da solucao exata. E para que se realize essa quantificagdo da mag-
nitude dessa diferenca, propde-se a norma de um vetor em um espaco vetorial como fonte (AT-
KINSON, 2009). Outro interesse de espac¢os normados (como espacos de Banach e de Hilbert,
a serem posteriormente ilustrados) é a sua aplicacao para a medigcao global de grandezas fisi-
cas. Um exemplo especifico seria o espago H'(Q2) também conhecido como espago de energia,
visto que modela problemas em sistemas com energia finita (DAUTRAY, 1988). Tendo em vista
esse contexto, vem a seguinte definicdo de norma:

Definicao 2.1.2. Dado um espaco linear (vetorial) V, a norma, , é uma funcdo em V, cujos

valores sdo ndo negativos reais, com as seguintes propriedades:
1. ]|v]] >0VveVel||=0&0v=0;
2. |le-vl| = - ||v]| Ve e R, v e V;
3. ||lv+w|| < ||| + ||w]| Yv,w € V (inequagéo triangular ou inequagdo de Minkowski).

Entdo vem que V é um espaco linear normado, no qual o espaco vetorial apresenta a norma
||-|| utilizada para definir uma nog&o de distancia, ou métrica, d(v,w) = ||v—w|| para os pontos
v,w € V (BRENNER, 1994, p. 24).

Atkinson (2009) evidencia certas remarcas com relacao a definicao 2.1.2. Os axiomas
apresentados representam analogamente no R? e R? a nocdo de distancia de um vetor. O
primeiro evidencia que somente o vetor zero possui norma zero, enquanto todos os outros apre-
sentam normas nao negativas. O segundo é conhecido também como homogeneidade positiva
€ o ultimo é uma extensao direta da inequacao triangular no plano, na qual o comprimento de
cada lado ¢é limitado pela soma dos outros dois.

Para que uma fungéo p(x) seja uma norma permissivel, além de ser homogénea e nao
negativa, deve apresentar convexidade com relacdo ao seus argumentos. Conforme supraci-
tado, a norma de um espaco funcional serve como generalizagdo do conceito geométrico de
comprimento de um vetor, e normalmente tem-se adicionado a notagdo um subescrito com a
identificagdo do espago no qual a norma é definida, como || - ||, para a norma do espago
L, (SOBOLEV, 1991).
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Tem-se as seguintes normas para alguns espacos vetoriais conhecidos (ATKINSON,
2009):

1. Parax = (z1,...,74)7,

d 1/2
1|2 = (Zx?) , (7)
=1

chamada de norma Euclideana, definida nos espacos R%;

2. Paral < p < oo,

d 1/p
|Ix][, = (Z Ixi\p> para 1 < p < oo, (8)

i=1

[xlloo = max |z, (9)
tem-se que || - ||, € chamada de norma-p e || - ||~ Norma maxima ou infinita, ambas
definidas em R;

3. Para uminteiro k& > 0,
fllkoe = mass (1791l € CHlad], (10)

onde || f||x. € a norma padrao em C*[a,b).

2.1.1.2 Produto interno

No contexto de problemas lineares, introduz-se o conceito de espacos com produto in-
terno, nos quais a norma pode ser definida através desse produto e é possivel induzir a nocao
de ortogonalidade entre dois elementos. Num ambito geral de espacos, o produto interno é a
generalizacdo do produto escalar nos espacos R? e R? (ATKINSON, 2009).

Brenner (1994, p. 49) apresenta a seguinte definigdo de produto interno:

Definicdo 2.1.3. Uma forma bilinear, b(-,-), num espago linear V é mapab : V x V — R
tal qual cada mapa v — b(v,w) e w — b(v,w) é uma forma linear em V. E simétrico se
b(v,w) = b(w,v) Yuv,w € V. O produto interno (real) é uma forma simétrica bilinear no espago
linear V e deve satisfazer:

1. (vw) >0V e V;

2 (vow)=0 < v=0.
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Logo, um espaco linear V. com um produto interno definido é chamado de espaco com produto
interno e é identificado por (V,(-,-)).

Todo produto interno pode induzir uma norma. Porém, nem toda norma pode ser definida
através um produto interno (ATKINSON, 2009). Portanto, identifica-se a veracidade do carater
de que os espagos com produto interno estdo contidos nos espacos normados, conforme a
Figura 4 (LOGG; MARDAL, 2021).

Dentre os espacos com produto interno conhecidos, pode-se citar (BRENNER, 1994,
p. 49):

1. V=R (2y) = >0, Tiyi;
2. V="L1%(Q),0 CR", (u,v)20q) := [,u(@)v(z)d;

3. V=WFk(Q),QCR", (up) = > lal<k (DU, D) 2(q.

2.1.1.3 Completude

A definicdo de um espago métrico completo V é indicado em (ATKINSON, 2009,
p. 15), (BRENNER, 1994, p. 24), (DAUTRAY, 1988, p. 272) e (SOBOLEV, 1991, p. 10). Por-

tanto, vem:

Definicao 2.1.4. Um espago métrico V' é caracterizado como completo se toda sequéncia de
Cauchy v; de elementos de V' tem um limite v € V. E para um espago linear normado, a
sequéncia de Cauchy é aquela na qual ||v; — vi|| — 0 com j,k — oo, e completude significa
que ||v — v;|| = 0 com j — oc.

Sobolev (1991) apresenta o Teorema de Riesz-Fischer de forma a demonstrar que o
espaco L,, é completo. Outro exemplo de espago completo (conhecidos também como espacos
de Banach) é o C'([a,b]) com sua respectiva norma (ATKINSON, 2009). Dautray (1988) comple-
menta com a definicdo de espacos completos metrificaveis' topolégicos convexos localmente,
também conhecidos como espacgos de Fréchet.

Atkinson (2009) evidencia que além de se trabalhar diretamente com espacos comple-
tos, pode-se requisitar que determinado espac¢o normado seja utilizado. E para tal, descreve
um teorema que demonstra que para um espago normado V/, existe um espago normado com-
pleto tnico W com certas propriedades (vide (ATKINSON, 2009, p. 15)). Esse teorema se faz
importante quando se lida com problemas definidos em espagos de fungdes integraveis por
Lebesgue. A partir do qual resultados podem ser provados se referindo somente ao espaco
original e sua respectiva norma, mesmo nao sendo completo, pois o teorema garante que um

espaco de Banach seja obtido.

' Um espaco topolégico é considerado como metrificavel se sua topologia pode ser definida por uma distancia
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2.1.1.4 Derivada fraca

Dentre as definicbes de derivadas, a formulacdo variacional, abordada na secéo 2.1.2,
requisita uma abordagem global distante da proposta por disciplinas de calculo, conforme apre-
senta na Equagdo (11). Isso decorre da nado requisicdo de valores pontuais de derivada e
que para fungdes nos espacos de Lebesgue esses valores também sao irrelevantes. Portanto,
desenvolve-se uma definicao global adequada para tais espacos (BRENNER, 1994).

. u(x+h) —u(z)

"(z)=1 11
u'(z) = lim - , (11)
Para definir o conceito de derivada fraca (generalizada), Atkinson (2009, p. 278) introduz
o conceito de funcao localmente integravel, a qual pode se comportar arbitravelmente mal na

vizinhanga 0f:

Definicdo 2.1.5. Paral < p < oo. Uma fungdov : Q2 C R? — R é chamada de localmente

P
loc’

p-integravel, v € L , se Vx € ), existe uma vizinhanga aberta Q' de x tal qual Q' C ) e

v e LP(SY).

Logo, vem a definicao de derivada fraca (ATKINSON, 2009, p. 278), também presente
em (SOBOLEV, 1991, p. 32):

1
loc

Defini¢do 2.1.6. Para ) um conjunto ndo vazio em R¢, v,w € LL (). Entdo w é chamada de

a a-gésima derivada fraca de v se

/Qv(x)ﬁagb(x)dx = (—1)|a/w(x)¢(x)d:1: Vo € C;°(Q). (12)

Q

Onde w também é chamada de derivada fraca de v de ordem |c|.

Esse nova definigdo de derivada é semelhante a apresentada na Equacgao (11) sempre
que a funcado a ser diferenciada é suficientemente regular. Porém, em casos como a funcéo
f(x) = 1 — |z|, a nogéo classica apresenta uma descontinuidade em x = 0, enquanto a
derivada fraca garante sua existéncia (BRENNER, 1994).

2.1.1.5 Espacos de Sobolev

Espacos de Sobolev sdo indispensaveis para a resolucao de equagodes diferenciais e in-
tegrais em ambitos tedrico e numérico (ATKINSON, 2009). Dautray (1988) acrescenta que esses
espagos também proporcionam a ferramentas necessarias para a solugao de certos problemas
nao lineares, e que propriedades injetoras entre esses espacos sao Uteis para problemas linea-
res.

Atkinson (2009, p. 283) apresenta a definicao de regularidade de borda necesséria para
espacos de Sobolev antes de os definir, conforme abaixo:
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Defini¢do 2.1.7. Para k um inteiro ndo negativo, e p € [1,00]. O espago de Sobolev W5 ()
é um conjunto de todas as fungées v € LP(Q) tal qual Voo com |a| < k, a a-gésima derivada
fraca 0“v existe e 9*v € LP(Q). A norma nesse espago W*»(Q) é definida por:

1/p
ngk H@O‘UH:ZP(Q) 1 <p<oo,

[lollwrr@) = (13)

maxwgk ||6%||poc(m , P = 00.

Parap = 2, tem-se que H*(Q)) = W*2(Q), também conhecido como espagco de Hilbert.

Deve-se ressaltar que a definicdo apresentada é referente a espacos de Sobolev
W’W(Q) de ordem inteira positiva, podendo ser expandida para qualquer ordem real e transfe-
rir propriedades como densidade de fungdes lisas e teoremas de extensdo e de incorporagao.
Sendo que esse contexto abrangente permite verificar seu estado através de fronteiras e garan-
tir o teorema de tracos de Sobolev (ATKINSON, 2009).

Teoremas quanto a completude dos espagos de Sobolev podem ser encontrados
em (BRENNER, 1994, p. 29) e em (SOBOLEV, 1991, p. 64).

2.1.1.5.1 Propriedades dos espac¢os de Sobolev

Dentre as propriedades e resultados obtidos dos espacos de Sobolev, pode-se citar (AT-
KINSON, 2009):

» Aproximacao por fungdes lisas;
» Extensoes;

» Teoremas de incorporacdo, em problemas de valor de borda, tornam-se relevantes
para a analise de regularidade de sua solugéo fraca;

» Teoremas dos tracos, solucionam o problema de ma definicdo do valor de borda de
funcdes de Sobolev;

+ Equivaléncia de normas, facilita o estudo da formulagéo fraca, em que se pode requerir
0 comportamento entre espagos e subespagos de Sobolev;

» Espaco quociente, necessario para analise de erro em MEF;

2.1.2 Formulacao Variacional

No contexto de fisica matematica, para determinados problemas, equagées de Euler po-
dem ser encontradas, como na Equacao (14). Em alguns casos € possivel encontrar a solugéo
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explicita diretamente. Contudo, a formulacao variacional permite a resolugcao por outro meio,
reduzindo a ordem do problema, no qual o calculo se reduz a andlise de varia¢cdes (SOBOLEV,

1991).
ou ou
Flul™ c)dao+ [ o (w2 2.)a 14
/Q (“al”) *fs (ax> > 04

onde S é a fronteira do dominio §2.

A formulacao forte (Equacdo (15)) é caracterizada pelo conjunto de equacgbes e con-
dicdes de contorno, enquanto a formulagao fraca (ou variacional) pode ser descrita como na
Equagédo (16). Essa segunda forma remove o requisito de alta suavidade da solugéo, facilitando
a obtencdo da mesma. Além disso, questdes sobre unicidade e existéncia da solugcao podem
ser obtidas mais satisfatoriamente na forma fraca e a partir dela métodos numéricos do tipo
Galerkin sdo conduzidos mais naturalmente (ATKINSON, 2009).

—Au=f in{,
(15)
u=20 onT"
u € Hy(S2), /VU-VU dx:/fv dr Vv € Hy(). (16)
Q Q

Dautray (1988) apresenta os mesmo argumentos, porém, por outro lado, acrescenta que
para analisar e regularidade da solugédo, outros métodos e hipdteses se fazem necessarios.

Pode-se classificar os problemas na forma variacional em simétricos e assimétricos,
cujas condicdes exigidas sdo (BRENNER, 1994, p. 57):

1. (H,(-,-)) é um espaco de Hilbert;
2. V é um subespaco (fechado) de H;

3. a(-,+) é limitado, e uma forma simétrica (ou ndo, para o problema assimétrico) bilinear
coercivaem V.

O problema é dado F' € V', encontre u € V tal qual a(u,v) = F(v) Vv € V (BREN-
NER, 1994, p. 58).

E para ambos os casos, Brenner (1994, p. 58,59) apresenta a aproximagao de Galerkin,
na qual dado um subespaco de dimenséo finita 1, C V' e F' € V', deve-se encontrar u; € V},
tal qual a(up,v) = F(v) Yv € V. Para o problema simétrico, o Teorema de representagéo
de Riesz garante a existéncia e unicidade de solugdo em V' para o produto interno e espagos
definidos. Entretanto, outro teorema se fara necessario para o segundo caso e sera apresentado
na secéo 2.1.3.
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2.1.3 Existéncia e Unicidade de Solugéo

A forma variacional é apresentada sob a forma de operadores lineares, a existéncia de
solucédo para o problema pode ser derivada do seguinte Teorema 2.1.8. Onde uma equacao
de operador linear, com dominio ®©, imagem ‘R e nucleo 91,deve ser apresentada na Equa-
¢ao (17) (ATKINSON, 2009, p. 330):

weV, Lu=f, (17)

onde L : ®(L) CV — W,V eW séo espagos de Hilbert, e f € V. A solubilidade da equagéo
vem da propriedade R(L) = W, enquanto a unicidade vem de 91(L) = {0} (ATKINSON, 2009,
p. 330).

Teorema 2.1.8. Para V e W espagos de Hilbert, L: ©(L) C V' — W um operador linear. Ent&o
R(L) = W se e somente se R(L) é fechado e R(L)* = {0} (ATKINSON, 2009, p. 330).

A prova é dada por contradicao e demonstrada logo em seguida ao Teorema 2.1.8.
Enquanto a unicidade de solugao é verificado com auxilio do Teorema 2.1.9 (ATKINSON,
2009, p. 331).

Teorema 2.1.9. Para V e W espagos de Hilbert, L: ©(L) C V. — W um operador linear

fechado. Assume-se uma constante c>0, e vem a seguinte estimativa a priori:
|| Lv||lw > ¢||lv|ly Vv e D(L), (18)

comumente chamado de estimador de estabilidade. E com R(L)* = {0}. Entao Vf € W,
tem-se a solugdo unica (ATKINSON, 2009, p. 331).

Brenner (1994) prova a existéncia e unicidade de solugao através da aproximacao da
solugéo, descrevendo o sistema matricial KU = F, no qual a segunda é equivalente a primeira
visto que é finito. A prova é dada por contradi¢cdo, verificando a ndo existéncia de outro va-
lor V diferente de zero que satisfaz KV = 0. E para o caso ndo simétrico, necessita-se do
Teorema 2.1.10.

Teorema 2.1.10. (Lax-Milgram) Para o espago de Hilbert (V(-,-), a forma bilinear a(-,-) deve
ser continua e coerciva e o operador linear funcional F' € V' deve ser continuo, entdo vem uma
solugao unicaw € 'V tal qual:

a(uw) = F(v) Yo eV. (19)

Dautray (1988, p. 425) evidencia os fatores necessario para determinar a regularidade
da solucdo de um problema na forma variacional. Enquanto a regularidade interna depende
somente dos coeficientes do operador, e regularidade global, depende da geometria do conjunto
e do tipo de condicédo de contorno.
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1. Regularidade dos coeficientes do operador eliptico;
2. Regularidade da fronteira do conjunto aberto {2 e sua geometria;

3. Tipo da condig¢é@o de contorno do problema.

2.2 MEF

Para a resolucao de equacdes diferenciais, integrais e integro diferencias na forma vari-
acional, utiliza-se com recorréncia 0 MEF para toda a tratativa matematica, na qual a solugéo é
descrita no espacos de Sobolev (vide secdo 2.1.1.5). Porém, a solucao discreta é oriunda de um
espaco de dimensdes finitas por se tratar de uma resolugcao computacional (BRAESS, 2007).

Figura 5 — Modelizacao em Elementos Finitos

Structure Model Discretized models
P Ty a4,
A, =
1
2
3
Ap
TR R e e L o
Rigid Physical Finite element
support representation representation

Fonte: (COOK, 2001, p. 5).

Dentre os métodos de aproximacao utilizados para discretizar a formulagao (posterior-
mente abordados na secdo 2.2.1), destaca-se o método de Ritz-Galerkin. Esse reduz o pro-
blema a um sistema linear de equacgdes, cuja propriedades podem ser otimizadas pelo MEF.
Utilizam-se fungbes de forma com pequeno suporte e pontualmente continuas, reduzindo as-
sim 0 nimero de condicao da matriz de rigidez (ATKINSON, 2009).

Ciarlet (1978) complementa que MEF na sua forma mais simplista € uma aproximagéo
de Galerkin com algumas caracteristicas especificas, além de ser Util para a resolugao de pro-
blemas de segunda e quarta ordem na forma variacional. MEF, nesse caso, apresenta uma
triangulacdo (unido de elementos) como dominio discreto, a solugao aproximada é continua por
partes e a base é composta por fungées com pequeno suporte.

Atkinson (2009) apresenta os passos usuais, compilados na Figura 6, para a resolucéo
dos problemas supracitados, servindo de guia para a discussdo dos conceitos necessarios para
a execucao da proposta.

Em suma, a formulagao variacional é aproximada a partir de uma particao (comumente
denominada de triangulacéo). A solugdo numérica é definida em um espaco especifico com
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Figura 6 — Etapas de AEF

Formulagao Variacional Defini¢éo do espago Resolugéo do sistema
(Fraca) finito referente a partigao

O

Partigao do dominio Definigdo da base nodal Estimativa de Erro e
(Triangulagio) e fungdes de forma reiteragdo caso
necessario

Fonte: Autoria propria (2021).

funcdes de forma mantendo o carater continuo por partes. Resultando num sistema linear, cuja
matriz de rigidez possui zeros dispersos. Por fim, realiza-se a estimativa de erros abordados na
secao 2.3 (ATKINSON, 2009).

Braess (2007, p. 27) apresenta um contexto histérico com relagao ao surgimento dessa
metodologia, porém, evita-se aborda-la para nao gerar qualquer polémica relacionada.

Cita-se frequentemente na literatura o poténcia do método na andlise computacional
de mecanica estrutural. E recomenda-se (BRAESS, 2007) e (COOK, 2001) para esse foco.
Contudo, o autor visa o embasamento téorico do tema, cf. (ATKINSON, 2009), (BRAESS,
2007), (BRENNER, 1994), (CIARLET, 1978), (GALVIS; VERSIEUX, 2011) e (LOGG; MARDAL,
2021).

Inicia-se com a definicdo de elemento finito de Ciarlet (1978, p. 78), apud Braess (2007,
p. 70), Brenner (1994, p. 69) e Logg e Mardal (2021, p. 35).

Definicao 2.2.1. Para

1. K C R"™ um conjunto fechado limitado com interior ndo vazio e fronteira lisa por partes
(dominio);

2. P um espaco de dimensao finita de funcées em K (espaco das funcbes de forma);
3. N = {N;y,N,,...,N,} abase para P (conjunto de nés)

Entao (K,P,N) é chamado de um elemento finito.

2.2.1 Métodos de Aproximagao

Conforme previamente citado, dentre os métodos de aproximacdo de problemas na
forma variacional, destaca-se o de Ritz-Galerkin, o qual inclui como caso especifico o MEF.



34

A Equacao (16) nao permite solugao explicita diretamente, pois seu espago possui dimensao
infinita. Logo, subdividindo o dominio em subespagos de dimensao finita, obtém-se (ATKINSON,
2009):

up € Vi, a(up,w) =1(v) Yo € V. (20)

De acordo com o Teorema 2.1.10, tem-se que a solugéo uy, € Unica, porém ndao ha uma
sobreposicao completa com relagdo a solugédo explicita u. Contudo, aumentando a dimensao
de V}, uy, se aproxima de u (ATKINSON, 2009).

Galvis e Versieux (2011) acrescenta que para o espaco V} de dimensao finita, tem-se
uma base {gbi}fvh, a partir da qual a solugéo aproximada pode ser descrita:

Nh
ul(z) = Zaiqbi(x). (21)
1=1
Rescrevendo a Equagao 20 na base {@}ngh’ obtém-se o sistema:

Aa = b, (22)

onde A também é chamada de matriz de rigidez, previamente mencionada.
O presente trabalho se restringe a esse método, porém, Braess (2007) também expde:

» Método de Rayleigh-Ritz: remanejando a Equagao 20 para a forma de um operador J,
o método propde a solugdo a partir de (9/0c;)J (>, ardr) = 0;

* Método de Petrov-Galerkin: utilizado quando deve se lidar com singularidades, e por-
tanto, os espagos da solucao e da func¢do v tornam-se distintos.

Ciarlet (1978) complementa o Método de Petrov-Galerkin, adicionando que além de sin-
gularidades, pode ser empregado na presenca de fronteiras curvas no dominio 2.

2.2.2 Triangulacao

Conforme a Figura 6, postulada a forma variacional, realiza-se a particdo do dominio
(2 em subdominios (finitos), conhecidos como elementos. Para uma dimensao, obtém-se seg-
mentos de reta. Para duas, tridngulos ou quadrilateros. E em trés dimensoes, tetraedros, cubos,
paralelepipedos e entre outros (BRAESS, 2007).

A Figura 7 apresenta elementos de Lagrange separadamente para cada grau de dimen-
sdo d, e a Figura 8 demonstra os subdominios formados pelos elementos triangulares (LOGG;
MARDAL, 2021).

Ciarlet (1978, p. 38) descreve as propriedades necessarias para um triangulagcao 7},
sobre o dominio € subdividido em elementos K:
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Figura 7 — Elementos CG, de Lagrange

n=d n=10 n=20

Fonte: (LOGG; MARDAL, 2021, p. 42).

Figura 8 — Triangulacao 2D

Fonte: Adaptado de (LOGG; MARDAL, 2021, p. 37).

1. Q = Uger, K;

2. VK € Ty, o subconjunto K é fechado e seu interior Io( nao é vazio;
3. VK, K, distintos € T}, tem-se que I%l N Igz = J;

4. VK € Ty, afronteira 0K é Lipschitz continua.

Destaca-se a caracteristica de regularidade a nivel bidimensional, no qual evita-se adi-
cionar vértices ao interior de arestas, exceto em casos em que se decompde dominios ou
realizam-se refinamentos pontuais de malha. A Figura 9 apresenta particées regulares e néo
regulares (GALVIS; VERSIEUX, 2011):
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Figura 9 — a) Particao nao regular. b) Particao regular.

a) b)

Fonte: (GALVIS; VERSIEUX, 2011, p. 20).

2.2.2.1 Tipos de elementos

A escolha do tipo de elemento deve considerar trés aspectos: a geometria do problema,
para dominio tridimensionais, os tetraedros sao recomendados por se adequarem com maior
simplicidade; a ordem do postulado, no MEF conforme, os elementos devem ser ao minimo de
classe ¢° ou €'; nimero de condicdo da matriz de rigidez, evita-se descrever as fungdes com
alto suporte em regides sem necessidade (CIARLET, 1978).

Como diretrizes para redugéo de custo computacional na montagem da matriz de rigi-
dez, Ciarlet (1978) indica preferencialmente o uso de subconjuntos com 0 mesmo numero de
graus de liberdade e garantir que cada n6 seja comum a maior parte dos elementos. Apesar
disso, em mecénica dos solidos, recomenda-se elementos retangulares sobre triangulos (BRA-
ESS, 2007).

Em conjunto com as funcbes de forma definidas nos espacos dos elementos fini-
tos, Brenner (1994) classifica os tipos de particdes para o caso bidimensional em elementos
triangulares e retangulares.

Para elementos triangulares:

» Elemento de Lagrange apresenta apenas a avaliacdo nodal da grandeza, indicado na
Figura 7;

» Elemento de Hermit adiciona a avaliacao do gradiente do centro do elemento;

» Elemento de Argyris adiciona a avaliacdo das segundas derivadas do centro e deriva-
das normais nos pontos médios das arestas;

Brenner (1994) classifica os elementos retangulares em:

« Elementos de Produto Tensorial,

» Elementos Serendipity apresentam uma vantagem por ndo possuirem nés internos,
reduzindo as dimensdes da matriz de rigidez.



37

Figura 10 — a) Triangulo Quartico de Hermit. b) Triangulo Quinto de Argyris.
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Fonte: Adaptado de (BRENNER, 1994, p. 76).
2.2.3 Espagos dos Elementos Finitos

Brenner (1994) questiona a forma como o espaco dos elementos finitos a fim de descre-
ver todos 0s conceitos associados. Destaca-se a forma da fungéo, como a funcao sera descrita
e quais as restricoes em um ponto em comum (nd) no dado subintervalo.

Propriedades de continuidade e diferenciabilidade de carater global da solugido sao nor-
malmente definidas nas condi¢ées do interpolador. Cita-se o elemento C* que deve estar con-
tido em C’“(Q). E de acordo com o Lema de Céa, a precisao da solugdo numérica dependera
do espaco funcional escolhido, de modo que aproxime da melhor maneira possivel a solugéao
u (BRAESS, 2007).

Previamente a selecdo das bases nodais, deve-se garantir as condi¢coes de continuidade
para v, € V), da Equacéo 20. Constréi-se um espaco finito V), de funcdes lisas por parte para
V' (ATKINSON, 2009).

Vh:{?}hEV”l}h|KGP1 VKET;L}, (23)

onde K sao os elementos que compde a triangulagéo 7},. Como mencionado acima, a condigcao

que satisfaz que vy, seja lisa € que vy, € C(9Q2).

2.2.3.1 Bases nodais

Portanto, Atkinson (2009) expde que pode-se descrever a fungdo v, € V}, por seus
valores nos nos. Assim, vem a base nodal do espago V;, {¢;}1<i<n,, na qual as funcdes de
base ¢; satisfazem:

i € Vi, ¢i(x5) = di5, 1 < 4,5 < Np, (24)
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onde a funcéo J,; representa o operador delta de Kronecker. E permite descrever as fungoes uy,

e v}, Como:
Ny,
up = i, (25)
=1
Np,
Vp = Z Ujgbj. (26)

j=1

Braess (2007, p. 65) complementa com a definicdo de base nodal:
Definicao 2.2.2. Dado um espago de elementos finitos V},, tem-se um conjunto de pontos que
podem descrever qualquer fungédo através de seus valores nos pontos. Entdo o conjunto de

fungées nos espacos com condigcdo de valor nulo em um dos pontos formam uma base para
esse espago, chamada de base nodal.

Segundo a definicdo 2.2.1, para o conjunto (K, P, N), a base {¢;}1<i<n, de P é dual
de N e é chamada de base nodal de P (BRENNER, 1994).

2.2.3.2 Funcdes de forma

Dado o questionamento de Brenner (1994), apos realizar a discretizagdo do dominio, e
determinar a base nodal, resta a caracterizacao do espacgo P, espaco das fungdes de forma.

Ciarlet (1978) complementa que o espaco P contém polindmios, ou fungdes préximas.
A descrigao desse espaco funcional garantira todos os resultados de convergéncia e tem a
influéncia na simplicidade do sistema linear resultante. E além disso, garante que existe ao
menos um base "candnica"no espaco V/,.

A ordem de aproximacdo determina a suavidade da solugao, para polinbmios. Porém,
aumentar indefinidamente a ordem nao resultard numa precisdo maior, visto que em problemas
de valor de borda, a suavidade perto da fronteira é afetada. Logo, recomenda-se combinar o
refinamento da malha e o ajuste de polinémios lisos por partes, conhecido como método h-
p (BRAESS, 2007).

A base nodal especificada por Atkinson (2009) descreve o carater discreto da funcao.
Porém, a sua continuidade por partes requere o conceito de fungdes de forma. Para o dominio
) com 0S NS 1,...,TN € para: = 1,....N — 1, vem as fungdes chapéu (caso unidimensional
com fungdes lineares):

(

(x — xi-1)/hi, Ti S x <,
¢i(x) = (Tig1 — ) /hiy1, 2 <2 < a4, (27)

0, caso contrario.

\
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Os subdominios de {2 podem ser conectados por tipos distintos de fungdo como mencio-
nado. Logg e Mardal (2021) apresentam como sdo construidas as fun¢des de forma em termos
do tipo de coordenada utilizada na Figura 11.

Figura 11 — a) Base Global. b) Base Local.

g y ; T T T
?; 4 () d; 1 O, @9 Oy (2

a) b)
Fonte: Adaptado de (LOGG; MARDAL, 2021, p. 36, 37).

Para problemas de dimensdes de ordem maior, introduz-se o conceito de elementos de
referéncia, essenciais para estimativa de erro e implementacao do MEF. Visto que a construgcao
da matriz de rigidez exige célculos exaustivos de integrais, e esse conceito permite replicar as
integrais do elemento de referéncia para todo o dominio (ATKINSON, 2009).

Ciarlet (1978) acrescenta a nocao de familias afim, as quais transladam a imagem obtida
através do elemento de referéncia. Pode-se citar um lema da construcdo desse método (GAL-
VIS; VERSIEUX, 2011, p. 28).

Lema 2.2.3. Para o elemento K; da triangulagdo T}, com vértices u = (uy,us), v = (v1,v2) €
z = (z1,29) (ordenados em sentido anti-horério), vem as respectivas fungées de forma ¢ = ¢,,
P2 = @, € P3 = ¢,. E para K, tridngulo de referéncia, e F, : K — K, funcao afim tal que

~

Fy,(K) = K, e Fk,(0) = u, vem:

~ UV — Uy 21 —U2| | U1 R ~
Vg — Uy 2 — U2 U2

e para cada x € K;, as fungbes de forma no elemento K, séo:
0i(1) = ¢;(), Vi = Fl(z), j = 1,2,3. (29)

A Figura 12 apresenta uma representacao visual do mapa F,.
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Figura 12 — Mapa Afim do Tridngulo de Referéncia para o Elemento

Fonte: (CIARLET, 1978, p. 83).

2.2.4 |Integragdo Numérica

A estruturacao tanto da matriz de rigidez quanto do vetor de carga dependem do célculo
de integrais oriundas da formulagao variacional, porém, normalmente ndo de forma analitica.
Portanto, quadratura numérica, como a de Gauss, sao requeridas (ATKINSON, 2009).

Galvis e Versieux (2011) reiteram que no processo de implementacdo do MEF integrais
sao aproximadas numericamente através da quadratura de Gauss, por exemplo. Cita-se como

exemplo, em R?, para o elemento de referéncia K, vem:

Lema 2.2.4. (Quadratura de sete pontos no triangulo). Para a fungdo g : K — R, vem a

aproximagéo:
7

/ g(2)di =Y g(G)wi, (30)

K i=1

com (; sendo os pontos de quadratura e w; os respectivos pesos (GALVIS; VERSIEUX, 2011,
p. 29).

Nota-se que o calculo é feito no elemento de referéncia e portanto, utiliza-se o
Lema 2.2.3 para a mudanca de variaveis.

2.3 Estimador de erro

A teoria para a estimativa de erro surgiu pela inevitabilidade da existéncia de erros nu-
méricos oriundos de simulagdes, mesmo para modelos matematicos sofisticados. E ainda visto
que procedimentos numéricos trouxeram grandes beneficios para prover bases de simulagéao

de fendmenos fisicos essenciais em aplicagbes de engenharia, exigiu-se o desenvolvimento
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dessa linha de pesquisa. Estimadores provém os requisitos para a adaptatividade de malha e
eficiéncia de implementagbes computacionais desse género (AINSWORTH; ODEN, 2000).

Babuska e Rheinboldt (1979) acrescentam que em aplicacées de engenharia, como me-
canica estrutural, os resultados obtidos de simulagées ndo devem ser somente precisos, porém,
prover confiabilidade. E para tal, os custos computacionais acabam por ampliar, requerendo as-
sim obter estimadores a posteriori, 0s quais, quando comparados com 0s a priori, apresentam
maior eficiéncia em aferir "fronteiras"de erro.

Outra dificuldade apresentada na validagdo de resultados computacionais é a possibi-
lidade de ndo existir um problema Benchmark com leis fisicas e naturais que determinam a
aceitacdo de tal (KELLY et al., 1983).

A ideia precursora da aplicacao de estratégias de estimativa de erro a posteriori para
confiabilidade e eficiéncia de MEF veio por Babuska e Rheinboldt (1978). O sucesso de aplica-
coes semelhantes em problemas de valor inicial para EDOs, nas quais a precisdo da solucao
numérica se relacionava com perturbacdes da solucao anterior e 0 aspecto adaptativo ja era
empregado para garantir que tais perturbag¢des nao ultrapassassem determinada tolerancia.

Kelly et al. (1983) destacam que apesar dos estimadores a priori classicos obterem
resultados de precisdo da solugdo, necessitam de analises subsequentes com malhas cada
vez mais refinadas, exigindo um custo computacional mais elevado. Enquanto a estratégia a
posteriori oferecem uma alternativa mais "barata"para prever o erro da solugao.

Ladevéze e Moés (1998) trazem um panorama do processo de pesquisa inicial do ramo
de estimativa de erro a posteriori. E destacam consequentemente as seguintes referéncia: a
introdugao dos primeiros conceitos de estimadores a posteriori e o0 respectivo uso em adaptati-
vidade de algoritmos de MEF veio por (BABUSKA; RHEINBOLDT, 1978) e (BABUSKA; RHEIN-
BOLDT, 1979); a tradugao para um contexto de engenharia por (KELLY et al., 1983) e (GAGO
et al., 1983); um compilado dos métodos em forma de livro por (AINSWORTH; ODEN, 2000);
a adaptagao para permitir a implementacao em softwares por (ZIENKIEWICZ; ZHU, 1987); e o
procedimento de validacio dos estimadores por (BABUSKA et al., 1994) e (BABUSKA; STROU-
BOULIS; UPADHYAY, 1994).

Restringe-se a aplicacao de estimadores de erro a posteriori explicitos para o problema
de valor de borda auto adjunto linear.

2.3.1 Requisitos de Construgao de Estimador de Erro

Logg e Mardal (2021) apresentam os requisitos necessario para a construcao de um
estimador num ambito geral, sdo eles:

» Ortogonalidade de Galerkin;

 Estimadores por interpolacao, base para estimadores a priori e a posteriori;
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« Coercividade.

Estimadores de erro tem como base © — uy,. Representando-a a partir da formulagéao
variacional da Equagéao (16) vem a expressao para a ortogonalidade de Galerkin (BRENNER,
1994, p. 58):

a(lu —upw) =0 Yo eV, (31)

obtida através da subtragao de a(u,v) = F(v) Yv € V por a(up,v) = F(v) Yv € V.
Um resultado relevante para a perspectiva a priori vem do Lema 2.3.1 apud (BRAESS,
2007, p. 55) e (BRENNER, 1994, p. 64).

Lema 2.3.1. (Céa) Para as hipoteses apresentadas na subsecdo 2.1.2, vem:

c .
llu — uplly =< — min ||u — ||y, (32)
o vEV)

com C, a constante de continuidade, e «, a constante de coercividade, da forma bilinear a(-,-)
emV.

Tal lema permite fornecer fronteira de erro para aproximagdes por elementos fini-
tos (BRAESS, 2007).
A coercividade descrita por Brenner (1994, p. 57) e Logg e Mardal (2021, p. 27):

Definigdo 2.3.2. Para a forma bilinear a(-,-) no espago normado linear H, vem:
a(v,) > alpllf; Vv eV, (33)

onde a(-,-) € dita coerciva se 3 a > 0, respeitando a express&o.

A propriedade de coercividade permite expressar naturalmente um problema variacio-
nal num espaco de Hilbert, mesmo tendo que seu respectivo espago ndo tenha um produto
interno (BRENNER, 1994).

2.3.2 Deducao de Estimador A Posteriori

A fim de demonstrar a dedugao de um estimador de erro a posteriori, Ainsworth e Oden
(2000, p. 15) propde o seguinte problema de base: para o dominio 2 C R? com fronteira OS2
Lipschitz continua, deve-se encontrar u tal que,



p
—Au+cu=f em (),

ou/on=g¢g em Ty,

u=0 em I'p.

\
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Dadoque V = {v € H'(Q) : v=0em I'p}, vem a seguinte formulagio variacional

para o problema:

B(u,w) = L(v) Yv eV,

/(Vu - Vv + cuv)dr = / fodx +/ guds.
Q Q I'n

A ortogonalidade de Galerkin tras que para e = u — uy,, tem-se que:

B(e,w) = B(u — up,w) = B(u,v) — B(up,v) = L(v) — B(up,w) Yo €V,

B(ew) = /Q(Ve - Vv + cev)dxr = /vadx + /F guds — /Q(Vuh - Vv + cupv)de.

O produto de gradientes da terceira integral em €2 pode ser reescrito como:

— / Vuy, - Vo dr = / Aupv do — / (vVuy) - nds.
Q Q a0

Logo, substituindo a Equacao (39) em Equacéo (38), vem:

B(e,w) :/fvdx—i—/ gvd8+/Auhv da:—/ (UVuh)-@ds—/cuhv dx.
Q Tn Q ) Q

Subdivide-se o a fronteira 02 em 0Q N 'y e 02\ I'y.

B(G,U) :/Qv(f—i-Auh—cuhv) dx_|_/8

QN y ONTI'n

Ainsworth e Oden (2000, p. 21) define » como residual:

r=f+ Auy — cuy.

v(g—Vup-n)ds— / (vVuy) - n ds.

(42)
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Rescrevendo a Equacéo (41) em termos da somatéria da parcela de cada elemento K
da triangulagao 7}, obtém-se:

B(ew) = Z {/ vr dx —l—/ v(g— Vuy -n)ds — / (vVup,) -st} . (43)
K OKNI'y OK\I'y

KETh

com r em K, residual interno e R, residual de fronteira:

R=g—Vu,-nem9dK NTy. (44)

Analisa-se entao a contribuicdo de R para elementos K no interior da particao 7j,. Os
saltos de descontinuidade de derivada permitem reescrever a Equacao (44) como:

R=—[Vu, n]. (45)
Entdo vem,
B(ew) = Z / vr dx + Z vRds Yv eV, (46)
KeTy K ~yEITH, v

onde v s&o os saltos de descontinuidade entre elementos.
A Equacao (31) permite reescrever a Equacao (46), utilizando o conceito de interpolante
I}, apud Brenner (1994, p. 77):

0= Z /Krlhv dx + Z RIyv ds. (47)

KeTy, yEITH v

Subtrai-se a Equacao 47 da Equagao 46:

B(eyw) = Z / r(v— 1) de + Z R(v — Iyv)ds Yv eV, (48)
KeT, ' K v€dTy, V7
Aplicando a desigualdade de Cauchy-Scharwz (LOGG; MARDAL, 2021, p. 13), obtém-
se:
Blee) = |lell* < C Y {hillrlli, i) + hal| Bl Za0m) ) (49)
KETh

Adaptar-se-a a Equacao (49) na sec¢éo 3.5 para adequar ao problema proposto.
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2.3.3 Adaptatividade

Em determinados problemas relacionados a EDPs, as respectivas solu¢cées podem va-
riar substancialmente em determinadas regides do dominio. Portanto, a adaptatividade de malha
trds um beneficio de acompanhar oscilagdes pontuais, onde a diferenga de utilizd-a ou ndo é
consideravel (BRENNER, 1994).

O processo basico para tal segue o condicional l6gico de se o estimador de erro ex-
ceder a tolerancia preestabelecida, prossegue-se com o refino de acordo com o indicador de
erro. Assim sendo, os algoritmos adaptativos finalizam somente em dois cenarios (GAGO et al.,
1983):

1. Precisdo alcangada, a norma do erro especificada atinge a tolerancia;

2. Limite computacional ou temporal, para situagées que a tolerancia estabelecida € inal-

cancgavel.

Gago et al. (1983) reiteram a diferenca entre os dois conceitos de indicador e estimador
de erro. Enquanto o primeiro apresenta a informac&o para identificar a regido a ser refinada, o
segundo determina quando parar.

Logg e Mardal (2021) apresentam um algoritmo para a adaptatividade de malha, adap-
tado pelo autor sob forma de figura.

Figura 13 — Algoritmo de Adaptatividade

Triangulacéo do
dominio

> Calculo de u, —_— Calculode E

v

Enquanto E > TOL

Refinar células

. Calculode u,’ Calculo de E para
onde y, & grande h ;

u,

Fonte: Adaptado de (LOGG; MARDAL, 2021, p. 31).

Onde FE é o estimador de erro e TOL a tolerancia preestabelecida.

O respectivo trabalho concentra-se no refino do tipo A, previamente elaborado. Gago
et al. (1983) acrescentam a existéncia do método p, no qual adiciona-se ordens maiores as
funcdes de forma do elemento. Ainda evidenciam a possibilidade de agregar as duas formas,
obtendo o método hp, o qual apresenta em alguns casos melhores taxas de convergéncia.
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2.3.4 Validagéo de Estimador

Devido a sua importancia para estimativa de erro, aqueles a posteriori se tornaram es-
senciais em AEF. Apesar de alguns apresentarem embasamento matematico, outros foram de-
finidos heuristicamente. A validagdo numérica ocorre por meio de problemas exemplo, contudo,
recorrentemente falha-se em isolar os fatores principais que determinam a performance de cada
estimador (BABUSKA et al., 1994).

Portanto, Babuska et al. (1994) proporam uma metodologia para determinar a qualidade
e robustez de estimadores a posteriori. Tal analisa os fatores que realmente influenciam a qua-
lidade do estimador, sao eles: geometria local da malha e estrutura do solugdo. Identifica-se
entdo que a performance em wg dependera da geometria wf que o envolve.

Por conseguinte, vem a definicdo do indicador de eficiéncia por Babuska et al. (1994,
p. 1074):

( \ 1/2
Cuf 2
K n = ———— onde ¢g_n:= n; , (50)
O lenll g 0 2
TeTy
(7N wh #£ ¢ )

com |||en]|[,», @ norma sobre wh, e £, 0 estimador de erro para essa norma, computada sobre
os indicadores de erro 7, sobre os elementos 7 da triangulagéo 7j,.

O indicador global de eficiéncia ¢ pode ser transcrito localmente como ,» dentro de
certas barreiras (BABUSKA et al., 1994, p. 1075):

h wh
0<Cr° <k <Oy <00 (51)

onde as constantes C‘L"g e C(“]’g dependem somente da geometria local e camadas em volta do
elemento w}.

Tais constatantes permitem a derivagdo dos algoritmos de adaptatividade de malha,
estabelecendo limites de "ultra"refino e critério superior de parada (BABUSKA et al.,, 1994,
p. 1075).

!
h
€ w,
/! wh C 0
< [{ = 0 —U_
LS Ry = memiiy < o8
w h c
h " L (52)
w 1>
CLO ) wh
PSRy = ey S
C;O wWo wSL

Outro indicador proposto por Babuska et al. (1994, p. 1075) é o de Robustez, o qual
expressa a confiabilidade do estimador e é definido por:
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1

h

Wo
C’U

1

h

Wo
C(L

wh Wl
R ::max{(|1—CU°|+]1—CL°]),(1— +

) -

Vem o indicador global de robustez para uma classe de malha 7', cuja triangulagao é 7,:

R(T) := R de Rp, = R . 54
(1) =g i onde o= rmees) o
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3 METODOLOGIA

A metodologia de analise quantitativa utilizada para a execucdo da pesquisa é apresen-
tada sob forma de fluxograma na Figura 14.

Figura 14 — Fluxograma da metodologia

Definigéo de
Revisao Formulagéao Base Nodal e
Bibliografica Variacional Fungbes de
Forma
~ Aplicacao de
Resolugéo do ———» Estimador de
Problema
Erro
Estimador
‘ > conforme
literatura
Processo .
. Avaliar
lteratvode =~ ——» .
Adaptatividade P
Refino
adaptativo

superior ao
uniforme

Fonte: Autoria propria (2022).

O objetivo principal da metodologia é realizar a comparacéo entre o refino uniforme
e adaptativo em conjunto com a aplicacdo de estimadores de erro a posteriori. E as se¢des
subsequentes discutirdo cada etapa proposta.

3.1 Revisao bibliografica

Conforme abordado no capitulo 2, trés tdpicos principais foram abordados, sédo eles:
analise funcional, MEF e estimadores de erro.

As referéncias bases para a formulagcdo matematica necessaria para a aplicacao do
MEF séo (ATKINSON, 2009) e (BRENNER, 1994). Referéncias pontuais séo utilizadas quando
necessario, porém, deve-se destacar o papel de (CIARLET, 1978) através de todas as defini-
coes referentes ao MEF. E para uma abordagem introdutéria, recomenda-se (LOGG; MARDAL,
2021).

A bibliografia completa referente a estimadores de erro a posteriori se encontra na se-
cao 2.3, contudo, deve-se realcar a orientacao fornecida por (LADEVeZE; MOES, 1998).
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3.1.1  Problema Modelo
O problema foco do estudo foi inspirado na proposta de (GALVIS; VERSIEUX, 2011)

sobre a equacgdo de Laplace com condicao de Dirichlet no caso unidimensional, e pode ser
descrito como:

Encontrar u : [0,1] — R tal que

3.2 Formulagéao variacional
A formulacao variacional segue a metodologia apresentada por Galvis e Versieux (2011).

Para v € Vy onde Vy = {v € VI0,1]; v(0) = v(1) = 1} inicialmente dado, vem a
formulacéo variacional:

Encontrar u : [0,1] — R tal que
— fol u'de = — fol vdr, Vv eV, (56)

u(0) =1, u(l) =1,

onde a primeira equacao pode ser reescrita com auxilio de integracao por partes.

1 1
" 1 o
—/uvda::—{u'ﬂo—/uv d:v]
0 0

=— [(u’(l)v(l) —u/'(0)v(0)) — /Olulvl dx} (57)

1
/7
:/uvdx
0

Logo, substituindo a Equagéao (57) em (56), obtém-se:



Encontrar v : [0,1] — R tal que

fol u de = — fol vdr, Yve,

u(0) =1, u(l) =1,

Aplica-se entéo a aproximagéo de Galerkin para u",v" € V", onde:

Nh

h
u' =) a0
j=1

Nh
ot = Z Bigi,
i=1

onde ¢; e ¢; sdo as fun¢des de forma descritas na préxima subsegao.

Substituem-se os termos da Equacao (59) no primeiro termo da Equacao (57).

!/

1 Nh ' NP 1 Nh
/ Zaﬂ%’ Zﬁi¢i dx = —/ Zﬂi(bi dr, Vi€ {l.2,..
0\ j=1 i=1 0 \i=t

Os coeficientes de v" podem ser eliminados e portanto, vem:

Nh

Definem-se os seguintes termos para a montagem do sistema linear:

A = (aj;), onde aij:/(¢j)/ (¢:) d,
Q
b:(bl,bg,...,b]\[h)t, onde bzz/qbl d.fl,’,
Q

a; = (04170427---705Nh)t7

onde tem-se o sistema Aa = b, tal que A € RN *N" e o, € RV".

Zaj/o (65) (65) dx:—/o (1) dv, Vi€ {1,2,..N"}.

N"Y

50

(61)
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3.3 Definicao de base nodal e funcoes de forma

Denota-se a base nodal referente ao problema {¢; : 1 < i < N"}, segundo Brenner
(1994). Onde o interpolante de u" é definido conforme a Equagéo (59).

3.3.1 Funcdes de Forma em Coordenadas Globais e Locais

As funcodes de forma lineares de Lagrange padrdes para coordenadas globais sao para
um elemento K € T" qualquer, cujos nés sdo a e b:

b—x

¢1:b_ )
“ (65)

s _r—a

S

Porém, recomenda-se a adogao do sistema local de coordenadas onde o elemento pa-
drdo K comnész; =0ezy=1eV 2 € K, vem:

. 1—3

b =1 5:1—5@

-0 (60)
¢2_1_0:§;7

Logo, obtém-se para um elemento qualquer K; € T" com vértices z1 e x5:

Fr,(K) =K, e Fg, (0)=ux,
(67)
Fi,(2) = (w2 — 21)% + 21,

vem ainda que:

¢s(w) = ¢;(3) Vi = Fil(x),j =12,

. (68)
VJ;QZSJ‘ = V@QSJ . BI_QI com ngZ = T9 — X1,

Por fim, para a montagem da matriz de rigidez de referéncia, utiliza-se da definicao de
integral em dominio de elemento de referéncia:

/ g(z) de = / 9(Fk,(2))| det By, | dz, (69)
K K



52

3.4 Resolucao do problema

A Figura 15 apresenta o modelo esquematico para a montagem da modelagem numérica

do sistema e da aplicagao posterior do estimador de erro.

Figura 15 — Esquematico Elementos Finitos

Ui—1

€ b 24 w
k Elementos

Fonte: Autoria propria (2021).

Deve-se notar que para o elemento e¢; € T", a funcdo aproximada 1" é composta pela
soma dos coeficientes «; da Equag&o (63) e de suas respectivas fungdes de forma ¢; e ¢?.

Para a montagem do sistema linear referente ao elemento e;, necessitar-se-4 também
das derivadas das fungbes de forma, conforme as Equacgdes (65) e (67):

¢/1 = &1 : B;l = _B;-la
(70)

’
g -1 -1
¢2:¢2.Bei :Bei ’

-1 -1
com Bei = (xi—l—l — l’z) .
Portanto, vem os componentes a;; da matriz de rigidez base A., para um elemento e;:

/ /

Tit1 1 N
Aei<¢17¢1) = / ¢1¢1 dr = / (¢1 ’ B;l)(¢1 ' B;l)l det Bei| div
x; 0

1
= Bj/ B., di = B!,
0

Titr ., N
A€i<¢17¢2) = A6¢(¢27¢1) = / ¢2¢1 dx = A <¢2 ’ B;l)(¢l ’ Be:l>| det Bei’ dz,
o (72)

1
= —B;?/ B., di = —B_,
0
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Tit1 L N
A, (¢2,02) = / Py dx = / (¢5 - B2')(¢y - B2 )| det B, | di,

1 (73)
= B;?/ B., di = B .
0 1
O vetor de carregamento b;, pode ser descrito como:
Ti41 1 R
bfon == [ ovde =~ [(G]det | da,
S 0 (74)
:—B&/(l—@d@
0
Ti41 1 .
bl == [ owdo == |Gl der | da,
v 0 (75)

1
:—Bm/(@d&
0

Para o célculo da integrais de b.,(¢1) e b.,(¢2), pode-se utilizar uma adaptagdo da qua-
dratura de Gauss apresentada na se¢éo 2.2.4, onde:

I = /1f(:v) dr ~ f <—‘/?§> +f (?) (76)

Logo, vem a seguinte mudanca de variavel para:

1 1
/Og(fv) dx:/lf(y) dy, (77)
ac—yQLl com dx—cg—y, (78)
1 —¥5) 41 B 1
/g(:p)dxz% g # +g % ) (79)
0

Substituindo a Equacgéo (79) em (74) e (75), vem:

) ()5

1
bei((bl) = _Bei‘§
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3_\/g 3‘1‘\/§ Bei
(L4

Nota-se que até polinbmios de grau 3, a integral presente na Equacao (76) é exata.

1

bei(¢2) = —Be-5

O sistema linear final é apresentado na Equacéao (82), sem as condi¢des de contorno.

2.8_1 B_l 0 (67 —-B
-B' 2.B7' —B7! o | = | -B (82)
0 —B!' 2B" || age -B

Para uma malha uniforme, B, é constante. Porém agregando a adaptatividade, deve-se
ressaltar que B,, = (z;41 — ;).

3.5 Aplicacao do estimador de erro

Reescreve-se a Equagéo (49) em termos de 7 para determinar as contribuigbes locais

de erro.
Bee) = |lel* < C > ni, (83)
KeTy,
onde
M = D717, o) + P BIIZ o) (84)

O termo de erro residual interno, apresentado na Equacao (42), é descrito unidimensio-
nalmente para o elemento e;:

o, 2 & )\
r=-1+ oL 7|7 en) = / (—1 + Tl ) dx, (85)
Tip1 d2 2
e = [ [ g G+ )] e 6)

A descontinuidade de derivada nos nos induz o termo de erro de borda, apresentado na
Equacéo (45), vem para o elemento ¢;:

R=- {%u} = — {%uh} , (87)

dado que para os saltos ;
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RILo 00 = Bl L0, (88)

vem

d d 2
I = | g 0l st + gl )]
o (89)

d d
+ {—%(Uiﬂﬁb;ﬂ + ui+2¢§¢+1) + %(Uzqﬁi + ui+1¢i)}

T=Ti+1
3.6 Processo iterativo de adaptatividade

Executa-se a resolucao do sistema apresentado na Equacédo (82) para as variaveis «,
seguindo a metodologia de Gago et al. (1983) para o0 método h-adaptativo:

1. Estabelece-se uma tolerancia para o erro local ou global;

2. Resolugao do problema;

3. Aplicagao do estimador de erro local e global;

4. Verifica-se a condicao l6gica de estimador de erro maior que tolerancia:

» Caso sim, realizar refino onde o erro local ultrapassa o definido;

» Caso nao, finaliza-se a resolucao.

3.7 Avaliacao das hipoteses

Haja vista o processo de aplicagdo do estimador e do respectivo refino de malha h-
adaptativo. Identifica-se a necessidade de validar tal processo através das hipoteses descritas
na secao 4.1. Em suma, visa-se avaliar separadamente o estimador e posteriormente os refi-
nos a fim de certificar as funcionalidades de cada um. Por fim, apresenta-se uma abordagem
generalizada do conjunto.

3.8 Implementacao numérica

Posto o descritivo das etapas metodolégicas da analise quantitativa de comparagao en-
tre refinos em conjunto com a aplicacio do estimador de erro a posteriori. Requere-se apresen-
tar a ferramentas para aplicacdo numérica.

A fim de garantir o prosseguimento da linha de pesquisa, é recomendavel de lingua-
gens de programagao nao proprietarias, bem como a respectiva interface de desenvolvimento.



56

Portanto, conforme Python (2022), utilizou-se Python como a linguagem de programagao, pois
permite rapida implementacao, replicabilidade e otimizag&o de processamento do codigo numé-
rico.

Como ambiente de desenvolvimento integrado (IDE'), fez-se uso da plataforma Spy-
der, por permitir andlise e debugging de forma compreensivel, adequada para estudos cien-
tificos (ANACONDA, 2022). A Figura 16 apresenta uma captura do ambiente de trabalho, na
qual identificam-se também uma janela de exploragdo de varidveis no canto superior direito
(facilitando o controle de variaveis intermediarias, necessarias para a execu¢ao e solucao do
problema em questéo) e o console integrado no canto inferior direito (para a visualizacao das
imagens geradas).

Figura 16 — IDE - Spyder

B F @ lowuteren

Refinospy X | * =

il

u_tmp_adpt[i+1,0]),2) +
afpt[i-11)

, ...1, [0.3250000900000 .

= N_tmp_adpt-1

ython 3.9.11) Line245,Coll UTF-8 LF RW Mem 80%

Fonte: Autoria propria (202). '

Por fim, aplicaram-se duas bibliotecas especificas do Python, sao elas: NumPy para a
manipulacao de dominios, solugbes e estimadores sobre a forma de vetores e; Matplotlib para
visualizacao de resultados. A documentacao das respectivas bibliotecas podem ser resgatadas
em (NUMPY, 2022) e (MATPLOTLIB, 2022). Acrescenta-se também que todos os resultados
obtidos sao apresentados em inglés, pois os cddigos fonte foram escritos de tal forma a fim de
que possam ser replicados por qualquer outro pesquisador.

Para colaboracao e seguimento da linha de pesquisa, dirigir-se a (HATASHITA, 2022).

' Integrated Development Environment
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4 RESULTADOS

A analise quantitativa mencionada ao inicio da secao 3 exige ponderar duas hipéteses,
uma referente ao estimador de erro a posteriori € outra referente ao refino do dominio. Para
posteriormente identificar se a utilizagdo de ambos garante uma performance adequada do
processo de resolucdo numérica do problema apresentado na secao 3.1.1.

Portanto, a discretizacdo da analise quantitativa é feita de acordo com as secbes de
hipéteses, parametrizagdo e comportamento iterativo da solugdo. Por fim, na secdo de varia-
cao de parametros de entrada, identificam-se as influéncias de cada parametro de entrada e
apresenta-se uma abordagem ampla para avaliar a consisténcia do conjunto estimador e refino

h-adaptativo.

4.1 Hipoteses

Haja vista a proposta de obtencéo dos resultados, separam-se a investigacao do com-
portamento iterativo da solugdo em duas hipéteses principais:

1. o estimador de erro a posteriori garante uma aproximag¢do adequada da solugédo nu-

mérica;

2. o refino h-adaptativo apresenta uma melhoria na performance da aproximagao numé-
rica.

Previamente ao seguimento da exposicdo dos resultados, deve-se ressaltar que seria
possivel mensurar a qualidade da aproximagao numérica a partir da solugao analitica do pro-
blema para a primeira hipétese. Contudo, a fim de verificar sua validade, realizar-se-4 uma
comparagao com outro estimador de mesma natureza, a posteriori, visto que essencialmente,
além de serem aplicados pela maior eficiéncia, sdo requisitados em casos sem solugao expli-
cita. Consequentemente, simulando uma situagao real, a qual podera nao apresentar solugao
explicita, propde-se tal modo.

4.2 Parametros

Os parametros sao definidos de modo a mensurar quaisquer variagoes presentes nas
solugdes numéricas. Estao divididos de acordo com a etapa de definicido/obtengéo e de acordo
com a fun¢do que exercem no sistema. Portanto, tem-se os par@metros de entrada, necessarios
para delimitar a primeira etapa de discretizacdo e conter os erros residuais interno e de borda ao
limite selecionado. Por outro lado, os parametros de saida, quantificam as métricas de qualidade
da solucgéo final e o respectivo gasto para a obtencao de tal.
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4.2.1 Parametros de entrada

Apesar de ao todo, a implementacdo numérica requisitar trés paradmetros ao inicio de
sua execugado. O numero méximo de iteragcdes apenas impede o loop infinito do programa,
ndo influenciando a estimativa de erro e o refino adaptativo. Portanto, ndo sera avaliado com
maior criticidade, apenas, deve-se mencionar que, para um nimero maximo de 25 iteragoes,
em nenhuma das combinagdes tal limite foi atingido.

Ademais, destacam-se os dois pardmetros a seguir com influéncia sobre um dos com-
portamentos analisados:

1. N.: nlmero de elementos inicial;

2. tol.: tolerancia de erro individual.

O primeiro interfere no numero de iteragdes totais da solugao e consequentemente no
tempo total de execucdo. O segundo atua diretamente na discretizacao subsequente do refino
adaptativo e por conseguinte no erro total do estimador, bem como no tempo total de execucgao.
Uma discussdo mais significativa sera apresentada nas segbes 4.3 e 4.4, visando elaborar 0s
conceitos e explorar a conformidade dos resultados identificados com a variagéo de tais espe-
cificacoes, respectivamente.

4.2.2 Parametros de saida

Dentre os parametros de saida, caracterizam-se de acordo com suas respectivas fun-
coes.
Tem-se 0s seguintes, com o0s quais descreve-se a qualidade da solucéo final:

1. N, final: nimero final de elementos da solucéo;
2. Yng: erro total do estimador;

3. queda absoluta e relativa do erro total do estimador;

O numero final de elementos da solugéo permite identificar o quao refinado é o dominio
da solucdo. E o erro total do estimador, soma das parcelas individuais 1 do erro estimado,
em conjunto com sua queda descrevem a convergéncia da solugao e propiciam a comparagao
entre tipos de refino e entre diferentes parametros de entrada.

Em contrapartida, o processamento gasto para convergéncia da solugdo desejada é
mensurado a partir dos parametros abaixo:

1. numero de iteragbes para atingir a tolerancia definida;

2. t:tempo gasto.



59

O numero de iteracoes identifica quantas repeticbes do processo de refino de malha
foram necessérias para a obtengédo do resultado desejado. Outrossim, o tempo gasto viabiliza
uma forma de mensurar o custo computacional requisitado para a execug¢ao do processo.

4.3 Comportamento iterativo da solugao

Inicia-se a andlise da forma com que o algoritmo, o estimador de erro e os tipos de refino
se comportam. Para tal, define-se um par de parametros de entrada, conforme a Tabela 1.

Tabela 1 — Parametros de entrada para analise inicial
Numero de elementos inicial | Tolerancia de erro individual
5 0,01
Fonte: Autoria propria (2022).

A partir da qual, obtém-se a Figura 17, a evolugao da solugado é descrita ao decorrer
das iteracdes de refino, para ambas as formas, uniforme e adaptativo. Além de demonstrar o
comportamento base do estimador e sua respectiva progressao iterativa.

Figura 17 — Comportamento iterativo da solugao e do estimador de erro
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A Figura 17 apresenta um compéndio de resultados, categorizados em:

» comparagao entre solugdes obtidas através do refino uniforme e adaptativo (a e b);
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 forma das solugdes obtidas através dos refinos supracitados (a e b);
— limitacao do estimador de erro (c);
» progressao do erro total ao decorrer das iteragées (d).

Portanto, elaborar-se-a tais pontos.

Inicialmente, observa-se as legendas dos graficos (a) e (b). Identifica-se que o refino
uniforme requisitou um nimero menor de iteragdes para atingir a tolerancia definida na Tabela 1.
Presume-se em alguns casos que o gasto computacional, o tempo requerido, do refino uniforme
seria inferior devido ao seu menor numero de iteragées. Apesar disso, tal inferéncia deve ser
verificada, pois, conforme o grafico (c) aponta, a ultima iteragdo apresenta um numero maior
de elementos (40) quando se comparado ao refino adaptativo (28). Onde, o respectivo sistema
linear que representa o problema aumenta em dimensdo com um numero mais elevado de
elementos. Tal reflexdo sera explorada mais a fundo na segao 4.4.

Destaca-se também a sutil diferenga entre as formas de ambas solugdes. Entre os in-
tervalos de [0;0,2] e [0,8; 1] no gréfico (b), é possivel verificar a linearidade de solugdo. Tal
comportamento é devido a limitagao de definigdo do estimador de erro, apresentado no grafico
(c), no qual, para os referidos intervalos, 0 mesmo nao é definido. Pois, segundo a expressao
apresentada na Equacao 89, o termo de borda, necessita dos elementos adjacentes em ambos
os lados, 0 que ndo ocorre nos contornos do dominio, a0 menos que a condigdo de contorno
seja substituida para o tipo Neumann (fluxo). Entretanto, dentro da zona interna do dominio, na
qual o estimador € definido, as solugao convergem para um mesmo formato.

Quanto ao comportamento intrinseco ao estimador, apresentado no grafico (c), o fato de
sua limitagdo de definicao foi abordado previamente. Ademais, observa-se a prevaléncia para
a iterag&o inicial apresentada do termo residual interno ||r||?, o qual é fungdo do comprimento
do elemento, sobre o termo de borda || R||?>. Contudo, isso ndo implica que quanto menor o
elemento, menor sera o erro total, conforme visualizado no gréafico (d), apesar de elementos
menores em maior niumero para o refino uniforme, o erro total do refino adaptativo o supera
com menos elementos.

Por fim, expande-se o raciocinio supramencionado, no grafico (d), identifica-se nova-
mente que o nimero de iteragdes para o refino uniforme é menor (trés) em comparacao ao
adaptativo (quatro), excluindo a iteracao inicial zero a qual parte de cinco elementos. Nao obs-
tante, o refino adaptativo compensa a iteragao extra, convergindo somente para a tolerancia
necessaria nas regides adequadas, i.e., de 26 elementos a quarta iteracdo exige somente dois
elementos a mais (totalizando 28), o que limita a parcela do termo de borda || R||?, balanceando
o erro total.

Por outro lado, verifica-se a evolugao do resultado encontrado no grafico (c) da Figura 17
a partir da Figura 18, na qual a influéncia de cada parcela de erro, definidas pelos primeiro e
segundo termos da expressao dada na Equagéo 84 para o residuo interno e de borda respecti-
vamente, é apresentada.
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Figura 18 — Parcelas de residuo interno e de borda por tipo de refino
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A Figura 18 apresenta a partir da primeira iteracdo o comportamento de ambas as par-
celas para ambos os tipo de refino. Identifica-se inicialmente que a parcela de erro residual de
borda para ambos os tipos de refino € de ordem menor ao erro residual interno. Contudo a hi-
pétese de que o erro residual de borda se sobressai ao interno nas ultimas iteragdes do refino
uniforme € falsa, visto que a mesma tende a zero. A razdo pela superioridade de resultado ao
erro total do refino adaptativo sobre o refino uniforme é a quantidade de elementos final que se
sobressai no primeiro, induzindo portanto uma soma menor.

4.3.1 Gasto computacional

Conforme, supracitado na secao 4.2.2, a segunda forma de medi¢cao do gasto com-
putacional € dada em tempo. Deve-se destacar que foi observado ao longo da execucado da
pesquisa, que tais medigdes possuiam uma variacao relevante, propondo-se assim cinco medi-
cOes para cada tipo de refino. Sendo a Tabela 2 um reflexo de tal variacao, apresentada a partir
das medigbes obtidas.

Tabela 2 — Medicoes de tempo gasto em segundos

Medicao | Uniforme Adaptativo
1 0,00445 0,01288
2 0,02984 0,01894
3 0,03439 0,03324
4 0,00470 0,01355
5 0,00837 0,07805

Fonte: Autoria propria (2022).
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Visa-se entao, a partir das medicbes, avaliar o comportamento das duas distribuicdes.
Por conseguinte propde-se a Figura 19 na forma de gréafico boxplot, o qual permite identificar a
forma e os parametros principais de ambas as distribuicdes.

Figura 19 — Distribuicoes de gasto computacional por tipo de refino
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Fonte: Autoria propria (2022).

O primeiro gréafico (a) da Figura 19 apresenta ambas as distribuigdbes completas por
tipo de refino. Ademais, a partir da qual, observa-se inicialmente a presenca de um outlier, i.e.,
valores drasticamente fora da distribuicdo, como os circulos pretos. Tal comportamento induz
uma outra verificagdo sem tal dado, apresentada ao lado. Além disso, como os tridngulos verdes,
observam-se as respectivas médias aritméticas.

Deste modo, requere-se a andlise sem a presenca de tal valor discrepante (medicao
5 para o refino adaptativo) observada no segundo grafico (b). Constata-se entdo que a média
aritmética do tempo gasto para o refino uniforme mantém-se inferior quando comparada ao
adaptativo.

Em suma, verifica-se que tais medi¢des ndo sao significativamente diferentes indepen-
dente do tipo de refino, pois as distribuicdes possuem zonas de intersecgéo relevantes. E por-
tanto, identifica-se que o pardmetro de erro total prevalece no balanco final para o par de para-
metros de entrada em questéao.

4.3.2 Comparagao com segundo estimador

Na secao 4.1, menciona-se a hipétese um, a qual visa avaliar a coeréncia do estima-
dor proposto para a pesquisa. Portanto, devido a natureza de problemas analisados sobre a
perspectiva da estimativa de erro a posteriori, a solugéo analitica de tal problema é descartada,
direcionado-se assim a outro estimador encontrado na literatura de base.

Ainsworth e Oden (2000) apresenta em seguida ao estimador, previamente proposto e
derivado no trabalho em questao, outro semelhante obtido a partir de uma técnica utilizada para
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a obtencao de estimadores a priori em normas diferentes da L. Tal técnica também pode ser

utilizada em estimadores a posteriori.

4.3.2.1 Derivacao do segundo estimador

O ponto de partida supra-mencionado é a aplicagao de um operador adjunto ¢ ao pro-
blema original, cujo dominio €2 é convexo, tal que:

llell7, ) = Ble,®.). (90)
Aplica-se entéo tal relacdo na Equacao 48, obtendo-se:

Bled) =Y /KT(CDe 1) de+ Y [ R(®, - Ic0,) ds. 01)

KepP ~eopr VY

Faz-se uso de outros teoremas e seus respectivos resultados abaixo, apud Ainsworth e
Oden (2000, p. 33), e da inequagao de Cauchy-Schwarz:

H(I)S_IX(I)GHLQ(K) < Ch%( H(I)6HH2(R) (92)
e
3/2
1@ = Ix®el |1, 0) < C 137 11@el 1y (93)
para obter:
el 2y < C S (Bl 0 + BRI om0 } (94)
KeP

A diferenga da Equacao 94 para a 49 jaz na ordem superior do tamanho do elemento de

malha h, refletindo uma taxa de convergéncia superior da aproximagao da norma L.

4.3.2.2 Erro total e tempo gasto para o segundo estimador

A verificagdo da consisténcia do estimador de erro a posteriori sera dada pela avalia-
cao entre os resultados de erro total e tempo gasto obtidos a partir do segundo estimador e
comparados com o ja obtido previamente.

A analise inicial consiste de avaliar tais resultados para o par de parametros de entrada
inicial apresentado na Tabela 1 e posteriormente verificar sua consisténcia para outro par de pa-
rametros de entrada, neste caso, 10 elementos iniciais e 0,0001 de tolerancia de erro individual,
o qual foi identificado como um dos mais critico conforme a Figura 33.
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Obtém-se entdo as Figuras 20 e 21, para ambos pares de pardmetros de entrada, as
quais apresentam o erro total por numero de elementos e suas respectivas parcelas de erro
residual interno e de borda.

Figura 20 — Erro total para refinos uniforme e adaptativo e estimadores um e dois
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Fonte: Autoria propria (2022).

Figura 21 — Erro total e parcelas de residuo por tipo de refino para N, = 10 e tol, = 0,0001
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Observa-se inicialmente que o segundo estimador, em verde para o refino adaptativo e
roxo para o uniforme, apresenta maior convergéncia conforme mencionado na literatura de base.
Porém, deve-se concentrar a atencao para o comportamento comparando os tipos de refino.
Identifica-se a mesma tendéncia para o refino adaptativo, mesmo para o segundo estimador,
de um melhor resultado de erro total, i.e., erro total inferior, e ainda com um menor nimero de

elementos final neste caso.
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Por outro lado, devido a maior convergéncia, torna-se impraticavel avaliar a evolugcao das
por¢cbes de erro para o primeiro par de parametros. Haja vista o segundo par de parametros,
permite-se observar enfim na Figura 21 (b) o comportamento das porcdes de erro, além de
avaliar a sua consisténcia.

Novamente constata-se a superioridade do refino adaptativo, atingindo valores menores
de erro total com um nimero superior de iteragdes (vide grafico (a) da Figura 21). Ademais,
observa-se que para ambos os refinos a porcao residual interna se sobressai enquanto a porgao
de borda tende a zero. E que o refino adaptativo se torna superior visto que sua parcela de erro
residual interno é inferior ao refino uniforme.

Em contrapartida, deve-se avaliar o custo computacional necessario para obter tais re-
sultados. Portanto, sobre as mesmas circunstancias e parametros de entrada das Figuras 20
e 21, obtém-se para o tempo gasto com os algoritmos as Figuras 22 e 23.

Figura 22 — Tempo gasto para refinos uniforme e adaptativo e estimadores um e dois
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Figura 23 — Tempo gasto por tipo de refino e estimador para N, = 10 e tol. = 0,0001
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A convergéncia de iteragdes necessarias observadas previamente influencia no tempo
gasto (vide grafico (a) da Figura 22). Ainda identifica-se que o par de parametros de entrada um
nao resulta numa diferenca estatisticamente significativa entre refinos, mesmo que a média de
medicoes seja superior para o refino adaptativo (vide gréafico (b) da Figura 22).

Devido a convergéncia superior de tal estimador, ndo é possivel até para o caso mais
critico (par de parametros dois) encontrar a diferenga significativa para o gasto computacional
entre os refinos, apesar de apresentarem médias diferentes.

4.3.2.3 Sintese de comparagédo com o segundo estimador

Por fim, deve-se sintetizar os resultados obtidos com relacdo a comparacao entre os
dois estimadores a fim de avaliar a coeréncia do primeiro. Quanto ao erro total, identificou-
se um comportamento semelhante entre ambos, trazendo resultados superiores para o refino
adaptativo e em geral com um numero de elementos final menor. Ademais, quanto ao gasto
computacional, a discussao prévia ndao pode apontar com clareza a distingdo entre eles, visto
que o segundo possui uma convergéncia mais elevada, introduzindo outros fatores as medicoes
de tempo gasto. Contudo, ha uma leve tendéncia para o refino adaptativo apresentar um tempo
maior por necessitar de mais iteragcdes. Sugere-se, caso o pesquisador deseje avaliar com cau-
tela tais resultados, selecionar outros intervalos de parametros de entrada mais condizentes
com a convergéncia superior do estimador dois.

Diante disso, constata-se uma coeréncia nos resultados obtidos para o estimador um e

em seguida, realizar-se-80 outros experimentos para avaliar propriedades intrinsecas a tal.

4.3.3 Refino uniforme e adaptativo

As Figuras 24, 25 e 26 apresentam os resultados referentes as comparagdes entre os
refinos uniforme e adaptativo, considerando a média da parcela individual do erro 7k, o0 erro
total (soma 7x) e os erros absoluto e relativo do erro total. Para tal, os mesmos parametros de
entrada apresentados na Tabela 1 foram utilizados.

Apesar da média das parcelas individuais do erro estimado 7k ser inferior para a ultima
iteragao do refino uniforme em relagao ao refino adaptativo, conforme visualizado no gréfico (a)
da Figura 24, o nimero de elementos final superior (40) amplifica a estimativa de erro. Observa-
se entdo que o refino adaptativo compensa a iteracao extra, cuja média das parcelas individuais
de erro é ligeiramente superior ao outro tipo de refino, com um nimero de elementos final
reduzido, e consequentemente um balanco de erro total mais vantajoso (identificado no grafico
(b)).

As Figura 25 e 26 permitem avaliar o quao superior o refino adaptativo € em relagéo ao
uniforme, conforme identificado na Figura 24 (b). Destaca-se inicialmente que o erro absoluto
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Figura 24 — Comparacao de tipos de refino através da média 1y e da soma 7y
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Figura 25 — Erro absoluto do erro total (soma 7x)
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do erro total (soma nx), descrito pela Equagao 95, é superior para o refino adaptativo em todas

as iteragdes.

Snel — 2
| Ykl nKIOI' (95)
277K|0

Erro absoluto =

Ademais, identifica-se que para o refino adaptativo o erro relativo do erro total, descrito
pela Equagao 96, converge ao final do algoritmo (menos de 5% na ultima iteragéo), enquanto o

refino uniforme é abruptamente interrompido.

| EUKL‘ - E77K|i—1 |

(96)
Xk ‘ifl

Erro relativo =

Enfim, propbe-se avaliar o dominio final para identificar as zonas de maior refino para
cada tipo de refino. A Figura 27 apresenta tal andlise.

Constata-se pelo contraste entre os gréficos (a) e (b) da Figura 27 que dentro do dominio
vélido do estimador de erro para o refino adaptativo (entre [0,2;0,8]), apresenta-se um refino
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Figura 26 — Erro relativo do erro total (soma 7))
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Figura 27 — Histograma dos refinos do dominio
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maior, enquanto o refino uniforme permanece constante ao longo de [0; 1]. Apesar do gréfico

(d) ndo apresentar um elemento entre [0;0,2] , tem-se apenas um grande elemento entre tal

intervalo, o qual é contado na borda esquerda (x = 0) do grafico (b).
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4.4 Variando parametros de entrada

Tabela 3 — Parametros de entrada para avaliar consisténcia dos resultados

Numeros de elementos inicial Tolerancia de erro individual
5 0,01
10 0,005
25 0,001
50 0,0005
100 0,0001

Fonte: Autoria propria (2022).

Uma vez identificados os resultados para um par especifico de parametros de entrada,
torna-se necessario ampliar a analise para diferentes valores. Portanto, propde-se os parame-
tros de entrada apresentados na Tabela 3. Posteriormente, sdo sugeridas analises de influéncia
de cada parametro individualmente, variando somente o0 ndmero inicial € somente a tolerancia
de erro individual, para por fim, ampliar até todas as respectivas combinagdes possiveis. Para
tal, os parametros de saida serdo o erro total e o gasto computacional medido em segundos.

4.4.1 Comportamento iterativo da solugdo com outros pares de parametro

Conforme os pares de parametro de entrada da Tabela 4, avaliar-se-ao os resultados
obtidos com relagé@o ao erro total do estimador, quantidades de iteragées necessérias e tempo
gasto.

Tabela 4 — Pares de parametros de entrada para avaliar comportamento da solucao e do estimador

Numero de Tolerancia de
Par C . .
elementos inicial erro individual
2 25 0,001
3 100 0,0001

Fonte: Autoria propria (2022).

Obtém-se entdo a Figura 28 e as Tabelas 5 e 6 para os respectivos pares (2) e (3)
apresentados na Tabela 4.

Tabela 5 — IteracGes necessarias por tipo de refino

Par Iteragao Final
Refino Uniforme Refino Adaptativo
2 3 4
3 3 5

Fonte: Autoria propria (2022).

Realiza-se a mesma analise de gasto computacional demonstrada na sec¢ao 4.3.1 para
os pares (2) e (3), a partir da qual, obtém-se a Figura 29.

Identifica-se novamente que para ambos os pares, o refino adaptativo exige uma ou duas
iteragcbes a mais do que o refino uniforme. Ademais, observa-se que o refino adaptativo provém
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Figura 28 — Comportamento iterativo da solugéo e do estimador de erro - pares (2) e (3)
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Tabela 6 — Gasto computacional por tipo de refino

Par Gasto computacional (s)
Refino Uniforme Refino Adaptativo

0,0270 0,0457

0,0682 0,0361

2 0,0308 0,0530
0,0235 0,0769

0,0326 0,0485

0,1511 0,4098

0,5113 0,3688

3 0,2078 0,4356
0,1580 0,4750

0,1526 0,4175

Fonte: Autoria propria (2022).

um resultado superior ao uniforme considerando o erro total em ambos os casos. Contudo, tal
ganho em erro total, € mais expressivo para o par (2) e demanda um maior gasto computacional,
conforme visualizado no grafico (b) da Figura 29. Constata-se ainda que tal diferenga torna-se
significativa, visto que para ambos os pares, tal diferenga entre os refinos é observada sem
a zona de interseccdo de medicdes. Portanto, verifica-se uma nova necessidade de analise,
avaliar qual refino apresenta um melhor balanco de custo/beneficio ou se algum parametro
prevalece sobre o outro, a qual sera realizada e apresentada na secao 4.4.4
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Figura 29 — Gasto computacional para os pares (2) e (3)
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Fonte: Autoria propria (2022).
4.4.2 Influéncia do nimero de elementos inicial

As duas sec¢des a seguir visam avaliar o erro total ao final do algoritmo, i.e., na ultima ite-
racao, e o gasto computacional total, variando o nimero de elementos inicial e variando o valor
de tolerancia do erro individual a fim de analisar de influéncia de cada pardmetro de entrada nos
parametros de saida, os quais representam a qualidade final da solugao e seu custo embutido.

Portanto, propbe-se, para valores discretos de tolerancia do erro individual e para ambos
os tipos de refino, conforme visualizado na legenda de referéncia, a Figura 30.

A Figura 18 previamente apresentada identifica a ndo correlagao do erro total para o re-
fino uniforme superior ao adaptativo com a parcela de erro residual de borda. A vista disso,
sugere-se avaliar o numero de elementos final do dominio do problema (grafico (b) da Fi-
gura 30).

Tal andlise conjunta dos graficos (a) e (b) permite constatar que para um nimero de
elementos inicial menor (de cinco a dez), indiferentemente da tolerancia de erro individual es-

tabelecida, o refino adaptativo apresenta resultado superior quando comparado ao uniforme,
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Figura 30 - Influéncia do nimero de elementos inicial através de erro total, nUmero de elementos final,

tempo gasto e numero de iteragoes total
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Fonte: Autoria propria (2022).

visto que apresenta um dominio ajustado ao necessario. Por exemplo, a Tabela 7 apresenta tais
resultados para uma tolerancia de erro individual de 0,0001.

Tabela 7 — Erro total e numero de elementos final com tolerancia de erro individual = 0,0001

Numero de . NuUmero de
L Refino Erro Total .
elementos inicial elementos final
5 Uniforme 0,0394 640
Adaptativo 0,0239 406
100 Uniforme 0,0353 800
Adaptativo 0,0348 790

Fonte: Autoria propria (2022).

Por outro lado, a qualidade superior do resultado vem a custa de um tempo de execugao

do algoritmo maior (vide grafico (c)), visto que o refino adaptativo necessita de mais iteracoes
(vide grafico (d)) para atingir a tolerancia exigida na borda de seu dominio. A Tabela 8 apre-
senta os valores para a mesma tolerancia de 0,0001 e para ambos os extremos de niumero de
elementos inicial de cinco e 100.

O tempo gasto torna-se mais discrepante para tolerancias de erro individual mais finas
(0,0001 nesse caso). Entretanto, para tolerancias mais robustas o tempo gasto é tao infimo que

a diferencga entre os refinos é desprezivel. Ademais, para um nimero de elementos inicial maior,
a indiferenga do tipo de refino também é negligenciavel.



Tabela 8 — Tempo gasto e numero de iteracoes com tolerancia de erro individual = 0,0001

Numero de . Tempo Numero de
L Refino . ~
elementos inicial gasto [s] iteracoes
5 Uniforme 0,1171 7
Adaptativo 0,8750 17
100 Uniforme 0,2362 3
Adaptativo 0,4214 5

Fonte: Autoria propria (2022).

4.4.3 Influéncia da tolerancia de erro individual
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A analise referente a influéncia da tolerancia de erro individual propée valores discretos

de nimero de elementos inicial, variando-a em conjunto com o tipo de refino. Deve-se atentar a

Figura 31 cujo eixo x foi formatado em escala logaritmica inversa para maior clareza, apresen-

tando o mesmo sentido de maior refino da esquerda para a direita.

Figura 31 — Influéncia da tolerancia de erro individual através de erro total, nimero de elementos final,
tempo gasto e numero de iteracoes total
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Fonte: Autoria propria (2022.

Utiliza-se a mesma abordagem da secdo 4.4.2, avaliando inicialmente o erro total e

posteriormente o tempo gasto.

Os gréficos (a) e (b) da Figura 31 permitem confirmar a constatagéao previamente elabo-

rada com relacao ao resultado superior do refino adaptativo sobre o uniforme para um ndmero

de elementos inicial menor sobre toda a faixa de tolerancias, visto que o nimero de elementos

final € sempre inferior para tal.
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Contudo, para o tempo gasto identifica-se que, para tolerancias mais refinadas, o refino
adaptativo necessita de mais tempo de execugao quando comparado ao uniforme (vide grafico
(€)), visto que necessita de mais iteracdes do algoritmo, exceto para um namero de elementos
inicial maior (vide gréfico (d)).

4.4.4 Abordagem ampla de pardmetros de entrada

Identifica-se entdo a oportunidade de ampliar tal analise de variacao de parametros con-
siderando todas as 25 combinacdes possiveis da Tabela 3 apresentada na secao 4.4. Obtendo-
se assim as Figuras 32 e 33 para os resultados de erro total e tempo gasto, respectivamente.

Figura 32 - Erro total para combinacoes de numero de elementos inicial e tolerancia de erro individual
Total Error - Zng
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Fonte: Autoria propria (2022).

Inicialmente, deve-se ressaltar que tal abordagem amplia os resultados observados nas
secbes 4.4.2 e 4.4.3, nas quais cada parametro foi avaliado ao longo de seu respectivo dominio
considerando alguns valores discretos do outro. Por exemplo, observa-se o erro total e tempo
gasto para a variagdo do numero de elementos inicial nas linhas um, trés e cinco dos mapas de
calor apresentados. Enquanto, para a variacao de tolerancia de erro individual nas colunas um,
trés e cinco.

Constata-se novamente que para numeros de elementos iniciais menores (cinco e 10,
colunas um e dois), obtém-se melhores resultados para o erro total, porém gasta-se um tempo
maior para tal, cuja diferenga entre refinos € menor para 10 elementos iniciais se comparado a
cinco. E para numeros iniciais maiores (acima de 25), ndo ha diferenga relevante entre refinos
para o erro total, somente para tolerancias de erro individual muito finas (0,0001), o tempo gasto
para o refino adaptativo é superior.

Portanto, identifica-se uma zona ideal para o uso do refino adaptativo, numero de ele-
mentos inicial menor e tolerancia de erro mais robusta, garantindo assim uma estimativa inicial
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Figura 33 — Tempo gasto para combinagcdes de numero de elementos inicial e tolerancia de erro individual
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Fonte: Autoria propria (2022).

confiavel e obtida eficientemente. Situacao recorrente para problemas do género, na qual visa-
se principalmente obter uma estimativa coerente de maneira rapida mesmo sem conhecer toda
complexidade e detalhes envolvidos.

Por fim, ressalta-se a Gltima remarca referente ao tempo gasto. Em suma, para a maioria
das combinagdes de parametros, o refino uniforme é superior, porém, deve-se avaliar o quéo
relevante é tal primazia, visto que mesmo para a pior situacdo o tempo maximo gasto nao
ultrapassa um segundo. Uma anélise mais detalhada dos respectivos pesos de cada resultado
deve ser realizada para tragar curvas de custo/beneficio.
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5 CONCLUSAO

A linha de pesquisa de estimativa de erros a posteriori apresentada cumpriu os obje-
tivos sugeridos na secao 1 desde o desenvolvimento do equacionamento teérico, para imple-
mentagao do MEF e deducéo do estimador de erro, até sua implementagdo numérica a fim de
finalmente avaliar as hipéteses apresentadas na segao 4.1.

Deve-se destacar que os experimentos apresentados na se¢ao 4 vao além dos objetivos
sugeridos, e tais permitiram uma avaliacao detalhada do comportamento do estimador de erro
a posteriori deduzido para o problema modelo em questéo.

A implementagdo numérica pode ser considerada sucedida em partes, visto que ainda
apresenta oportunidades de melhoria em questdes de eficiéncia de cddigo, a qual permitirad uma
confiabilidade superior de medi¢cdes de tempo computacional, equiparando de melhor forma
ambos os refinos.

Por conseguinte, sintetizam-se as conclusdes levantadas a partir das hipéteses e dos
respectivos resultados dos experimentos de teste. O estimador apresentado comporta-se de
acordo com outros semelhantes encontrados na literatura em questdes de erro total e gasto
computacional, permitindo que o refino adaptativo apresente resultados melhores de erro to-
tal (em 100% das combinag¢des de pardmetros de entrada) enquanto necessita de um tempo
superior de execugao (em 76% das combinagdes - 19).

Por outro lado, ressalta-se novamente e ainda sugere-se que um estudo mais detalhado
com relagdo ao peso dos resultados de saida do estimador como o tempo gasto, para assim
garantir e estabelecer uma avaliagéo final da raz&o custo/beneficio. Visto que apesar do refino
adaptativo apresentar um tempo de execucao superior na maioria das combinagdes de parame-
tros de entrada, o pior caso nao ultrapassa a ordem do segundo. Portanto, questiona-se poderia
tal pardmetro de saida ser depreciado?

Ademais, sugerem-se outras linhas de estudo para a continuidade do tema, utilizando-se
da mesma profundidade de experimentos:

+ avaliar o mesmo problema com outro estimador;

+ avaliar outro problema com o mesmo estimador.

Por fim, enuncia-se que tal &rea de pesquisa tem implicacdo em diversos setores da
engenharia. Portanto, o aprimoramento no tema por parte do autor e a possivel abertura de
novas linhas de pesquisa posteriormente agregara nao somente a UTFPR, porém também ao
contexto internacional de simulacao, atividade cada vez mais visada pelo custo/beneficio de
valida¢des de modelos.

Acredita-se ainda que o presente trabalho agrega conceitos de disciplinas de Engenharia
Mecénica, Matematica e Computacao, o que propicia uma oportunidade abranger diferentes
perspectivas e trazer novas ideias para o contexto industrial mecanico.
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