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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo sobre Teoria de Anéis de Polinbmios buscando elementos
que poderiam ser abordados por professores de Matematica do Ensino Fundamental no ensino
de operagdes com mondmios e polinbmios. Para tanto, enunciaremos as principais definicoes
e teoremas desta teoria, seguido de uma breve andlise da abordagem dos conteldos em
livros didaticos e, por fim, a apresentacdo de uma sequéncia didatica, com duas listas de
exercicios, possivel de ser trabalhada em sala de aula abordando os contetdos de operagdes

com mondmios e polinémios.

Palavras-chave: monémios; polindmios; sequéncia didatica.



ABSTRACT

This paper presents a study on Polynomial Rings Theory, seeking elements that could be ad-
dressed by Elementary School Mathematics teachers when teaching operations with monomials
and polynomials. In order to do this, we will first discuss the main definitions and theorems of this
theory, then conduct a brief analysis of the approach to the contents in textbooks, and, finally,
present a didactic sequence, with two lists of exercises addressing operations with monomials

and polynomials, which can be worked on in the classroom.

Keywords: monomials; polynomials; didactic sequence.
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1 INTRODUCAO

1.1 Consideracoées iniciais

Ensinar e aprender Algebra no Ensino Fundamental é um assunto que sempre foi muito
discutido. O pensamento algébrico faz com que o aluno consiga significar o que esta sendo
ensinado. Segundo Lins e Gimenez (1997), “pensar algebricamente é produzir significado para
situagdes em termos de numeros e operagdes aritméticas (e igualdades ou desigualdades) e,
com base nisso, transformar as expressdes obtidas”(p. 151). Sendo assim, o intuito da pesquisa
€ estudar estas transformacoes e operagdes com expressdes, de forma que seja significativo
para aluno e professor.

Baseada na experiéncia da autora com o ensino do conteddo de operagées com mond-
mios e polinémios, foi possivel perceber que as propriedades necessarias nao estavam bem
definidas para os alunos. Pensando nisso, durante a elaboracédo da pesquisa, buscamos encon-
trar alternativas para abordar a Teoria de Anéis de PolinGmios e como ela podera auxiliar neste
trabalho com o Ensino Fundamental.

Pesquisamos em referéncias que apresentam fundamentos teéricos basicos sobre teoria
de anéis de polindmios, como Gongalves (2017) e Garcia e Lequain (2018), para conseguir fazer
a ponte com o que é trabalhado em sala de aula no o Ensino Fundamental. Fizemos isso, com
0 objetivo de mostrar alternativas para auxiliar o professor e tornar a aprendizagem ainda mais
efetiva.

Acredito que precisamos ensinar aos alunos a matematica basica de forma que eles
aprendam defini¢cdes e propriedades para que desenvolvam o raciocinio légico que pode e deve
ser aplicado em todas as demais areas de conhecimento e também do cotidiano.

Temos como objetivo descrever a Teoria de Anéis de Polinbmios e buscar elementos
que podem ser aplicados no ensino de operag¢des com polinémios. Fizemos também uma breve
comparagao de como o conteudo de operagdes com polinémios € abordado em alguns livros
didaticos. Sendo assim, buscamos alguns topicos da Teoria de Anéis de Polinbmios que auxiliam
o professor no ensino de operagdes com polindmios, mais especificamente adi¢do, subtracéo e
multiplicagado.

Por fim, elaboramos uma proposta de atividade, composta de uma lista de exercicios de
revisao das propriedades e outra lista de fixacao de contelddo sobre operacdes com polinémios,
voltada para alunos do Ensino Fundamental.

1.2 Justificativa

Durante o periodo em que lecionei no Ensino Fundamental, mais precisamente em tur-
mas do 8° Ano, pude perceber a dificuldade dos alunos em compreender as propriedades das



operacdes com mondmios e polindbmios. Além disso, conforme os alunos avangavam de ano
escolar, essa defasagem era ainda mais perceptivel quando eles necessitavam deste conheci-
mento para aplicar nas manipulacdes de equacdes e fungdes. Sendo assim, este trabalho busca
pesquisar como a Teoria de Anéis, mais precisamente em Anéis de Polindmios, pode auxiliar o
professor para que a aprendizagem seja significativa e efetiva.

Com essa preocupacéao iremos aprofundar essa abordagem, uma vez que o estudo de
Algebra durante o periodo escolar é muito relevante e sera levado para a vida dos alunos. "E de
fundamental importancia que o aluno aprenda o contetudo algébrico, para que 0 mesmo possa
desenvolver uma capacidade de generalizacao, analise e até mesmo raciocinio 16gico"(MELO
et al., 2017). Por este motivo, buscamos apresentar um olhar mais teérico aos alunos, para que
eles tenham esse raciocinio e consigam desenvolver as opera¢cdes com mais naturalidade.

Observando alguns momentos em sala de aula, durante a resolugéo de problemas com
operacdes com mondémios do tipo 22 - 223, alguns alunos apresentavam respostas do tipo 2% ou
32°, onde o correto seria 22°. Neste tipo de operacdo podemos perceber que as propriedades
de multiplicacao de poténcias de mesma base ndo estavam bem compreendidas. Outros casos
como 3z + 522, onde o correto seria 822, os alunos respondiam com 8z*, mostrando que a
soma de dois termos com a parte literal igual ndo ficou bem compreendida. E ainda, em casos
de polindmios como x® + 22 + x, em que era comum forcarem para a solucéo ser dada por um
Unico termo, como 3z°. Com base nisso, buscamos pesquisar qual contetido esté falho para os
alunos e 0 que pode ser feito para sanar essa dificuldade.

A aprendizagem de operacdes com polindmios é um assunto que sempre rende boas
discussdes. Muitas vezes é trabalhado com materiais manipulativos, ou atividades ludicas que
estimulam os alunos. No entanto, com este trabalho buscaremos encontrar mais uma alternativa
para o professor, tendo uma olhar diferenciado sobre a teoria e como utilizar isso em sala de
aula.



2 ANEIS E OS CONJUNTOS NUMERICOS
Neste primeiro capitulo vamos apresentar a Teoria de Anéis e Corpos e mostrar como
0s conjuntos numéricos classificam-se dentro destas definicées. Além disso, abordaremos al-

guns exemplos de como essa Teoria aparece no Ensino Fundamental. Para isso, usamos como
referéncia os autores Gongalves (2017) e Garcia e Lequain (2018).

Definicdo 2.1. Um anel ou anel comutativo (A, + ,-) é um conjunto A com pelo menos dois
elementos, munido de uma operagcdo denotada por +(chamada adicdo) e de uma operacao
denotada por -(chamada multiplicagdo) que satisfazem as condigdes seguintes:

A.1 A adigao é associativa, isto é,

Ve,ye A, (x4+y)+z=ax+ (y+ 2).

A.2 Existe um elemento neutro com respeito a adi¢ao, isto é,

d0€ Atal que,Vr € A,0+x=xecx+0=rx.

A.3 Todo elemento de A possui um inverso com respeito a adi¢ao, isto é

Vee A dze Atalquex+z=0ez+x =0.

A.4 A adicdo é comutativa, isto &,

Ve,ye A,r+y=y+x.

M.1 A multiplicagdo é associativa, isto é,

Vae,y,z€ A (x-y)-z=a-(y-2).

M.2 Existe um elemento neutro com respeito a multiplicagao, isto &,

dJleAtal que,Vr € A,1-c=xex-1=1x.

M.3 A multiplicagdo é comutativa, isto é,

Ve,ye Ayx-y=1y-x.



A.M. A multiplicagéo é distributiva sobre a adicao, isto é,

VeyzeA - (y+2)=x-y+x- =z

Se todas as condigdes séo satisfeitas com excecéo de M.3, entdo (A, + ,-) é chamado
de anel ndo-comutativo.

Sendo assim, o conjunto dos Numeros Naturais (N) ndo é um anel pois seus elemen-
tos nao satisfazem a propriedade A.3. Por outro lado, os conjuntos dos Numeros Inteiros (Z),
Racionais(Q), Reais (R) e Complesxos (C), sdo anéis pois atendem a todas as propriedades
da definicao de Anéis.

Notemos que essas propriedades sao apresentadas aos alunos durante o ensino de
conjuntos numéricos ainda no Ensino Fundamental, no entanto acreditamos que o tempo de-
dicado para este trabalho e a forma como é abordado ndo alcangam a compreensao de como
elas podem facilitar o trabalho com expressées numéricas e algébricas, assim como com o0s
polinbmios.

Vejamos a seguir as definicdes de dominio de integridade e corpo, os quais também sao
possiveis de serem abordados durante o Ensino Fundamental mas usando apenas os conceitos

bésicos e com uma linguagem mais simples.

Definicéo 2.2. Um anel (D, + ,-) é chamado dominio ou dominio de integridade se ele satisfaz
a seguinte condigc&o:

M.4 O produto de quaisquer dois elementos ndo-nulos de D é um elemento ndo-nulo, isto é,

Va,y € D\{0}, -y #0.

Essa definigdo faz parte do contetdo dos nossos alunos de Ensino Fundamental, no
entanto ndo apresentamos com esta nomenclatura. Podemos apresenta-lo aos alunos com
exemplos do tipo 7 -5 = 35 # 0, e questiona-los se existem dois nimeros dentro do con-
junto numérico N ou Z, exceto o 0, que quando multiplicados resulta em 0, fazendo com que
concluam que nédo existe. O mesmo raciocinio pode ser feito relacionando a definicao de corpo
apresentada a seguir.

Um anel (K, + ,-) é chamado corpo se ele satisfaz a seguinte condigao:

M.4’ Todo elemento diferente de zero de K possui um inverso com respeito a multipli-
cacao, isto &,

Va,ye K\{0}, 3y € Ktalquex-y=1

Por exemplo, o anel (Z, + ,-) é um dominio de integridade, pois de fato

Va,y € Z\{0}, -y #0.



10

No entanto, Z n&o é um corpo, pois, sendo z = 2, Ay € Z tal que 2 -y = 1.

Vejamos também que os anéis (Q, + ,-), (R, + ,-) e (C, + ,-) possuem todas as propri-
edades que os classificam como uma estrutura de corpo.

Considerando o que temos apresentado até aqui, podemos destacar alguns pontos que
precisamos revisar na sequéncia didatica, por exemplo, as propriedades associativas e comu-
tativas. Vamos buscar atividades que proporcionem a compreensao destas propriedades por
parte dos alunos, aplicando nos calculos seguintes.
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3 ANEIS DE POLINOMIOS

Para este capitulo, inicialmente apresentaremos a teoria de Anéis de Polindbmios bus-
cando depois fazer algumas associacées com o que é trabalhado sobre polindmios no Ensino
Fundamental.

Seja (A, + ,-) um anel. Um polinémio em uma varidvel sobre A é uma sequéncia

(ag,a1,...,an,...), onde a; € A para todos os indices e onde a; # 0 somente para um nimero
finito de indices.

Seja A = {polindmios em uma variavel sobre A}. No conjunto .4, definimos as seguintes
operacgoes:

D AxA— A

<a0aa17"‘)’(bOabla"') — (CLO + bO,CLl + bl)"‘)

O:AxA— A

(&0,(11,...),(1)0,1)1,...) — (Co,Cl,...)
onde,

(
co = apby

Cc1 = agbl + Glbo

Cn = agby, + arb,_1 + agbyp_o + -+ - + a,_1b1 + aybo

\

Como a multiplicacédo de A é comutativa, a multiplicacdo de .A também sera, pois
Cn = agbp+a1by_1+agby_o+- - -+ an_101+anby = boa,+b1a,_1+bran_o+- - -+b,_1a1+byag
Agora, se (ag,a1,...) € um elemento de .4, entdo (ag,as,...)" representard o elemento

(ao,al,...) ® (G,Q,(ll,...) (ORERNO) (ao,al,...)

7

g

nvezes
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Com as definicdes de & e © podemos ver que

(07 707 Qp, 7070707”') - (an70707"') © (07 707 1 7070707"')

~— ~
Entrada n+1 Entrada n+1
e que
(0, ,0, 1 ,0,0,---) =(0,1,0,0, - - - )".
lugar n+1
Portanto,

(a07a17 Tt 7an70707 o ) = (a070707 Tt ) ¥ [(al,0,0, e ) O] (Oalaoao' e )}

@ [(a2,0,0,- ) ®(0,1,0,0.- - - )*] & - - ® [(a5,,0,0,- - ) ® (0,1,0,0. - - - )"]

Chamaremos de X o elemento (0,1,0,---) e a; o elemento (a;,0,0,---). E ainda, no
lugar de ¢ e ® usaremos apenas + e - para designar a adi¢cdo e multiplicagdo de A, respecti-
vamente. Com isso, temos que

(CLO’ala"' 7an70707"'):a0+a1X+"'+aan-

Entéo,
n
A= {Zaﬁ(ﬂnéNeai EA}.
i=0
Vamos denotar o anel (A, + ,-) por A[X], e chamé-lo de anel de polinébmios numa varidvel
sobre A.

Estas definicdes, por serem muito complexas, nao devem ser apresentadas para alunos
de Ensino Fundamental. No entanto, podemos apresentar uma definicdo basica para orientar
os alunos e seguir durante o desenvolvimento do conteddo. Vejamos entdo uma definicao de
monémio que podemos apresentar no Ensino Fundamental.

Definicao 3.1. Um monémio em n variaveis x1, - - - ,x, é uma expressao algébrica
ar{txy? o
onde a é um numero real, chamado de coeficiente, e 0s inteiros ndo-negativos oy, g, - - - , Qi

sdo chamados de expoentes da respectiva variavel. Denotemos por m = ax® este monémio,

onde o = (aq, -+ ,Qp).

Por exemplo, a expressdo 2zx? é um mondmio onde a = 2 é o coeficiente e v = (1,2).
A soma entre dois monémios m = ax® e z = bx” somente sera possivel se o = /3, ou

seja, a; = B, = [Bo, -+, ay, = [, € S€rd 0 mondmio com 0s mesmos expoentes e com o
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coeficiente sendo a soma dos dois coeficientes a e b. Portanto,

m+z=(a+b)zlay? - xpm.

O produto entre dois monémios m = az® = az{'xy?---2%" e z = baf =

n

bt a2 xfj’“ comn < k é um mondmio onde o coeficiente é o produto de a com b e variaveis

1, T, , T COM expoentes sendo a soma dos expoentes das variaveis correspondentes.
Portanto,
m-z = abx?1+ﬁ1x;¥2+ﬁ2 . “,L,gk—i-ﬁk

onde os expoentes das varidveis de m para os valores maiores que n sdo considerados nulos.
Se considerarmos os mondmios m = 22 e z = 3x2, temos

m+z= (2 +3)z? = 52°

e ainda

m-z=(2-3)2°"? = 62"
Definicao 3.2. Um polinémio p em n variaveis com coeficientes complexos, é uma combinagao

p= Zaaxa
(0%

onde o = (a1, an, -+ , ) €a, € 0 coeficiente do monémio x{* x5 - - - xom.

n

linear de monémios denotado por

No polinémio p = 22 + 32® + 22* na variavel z, o = (2,3,4) e a, = (1,3,2) 0
coeficiente.

A seguir, apresentamos uma forma de definir soma e multiplicagcao de polinbmios para os
alunos. Esta maneira acreditamos que seja ideal pois apresenta a formalidade da matematica e
também esta detalhado, podemos assim, associar com os monémios que utilizaremos adiante.

A soma entre dois polinémios p = Y a,2* e g = > bz’ é dada por

p+q= Z(aa + bg)x® + Zaaxo‘ + Zngﬁ.

a=p atp

Sendo assim, o polinémio p + g obtido ao somar os monémios que tém os expoentes iguais
para as respectivas variaveis, a = .
A multiplicagao de dois polindmios p = >_ a,x® e ¢ = Y bsz” é dada por

p-qg=Y (aabs)z**’

;B
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onde o + 5 = (ay + f1,a2 + Pa, - -+ ,au, + B). Ou seja, multiplicamos cada termo de p pelos
termos de ¢. Com isso, p - ¢ é a soma destes termos. E usual utilizarmos pq para representar
p-q.

Com base no que temos até aqui, percebemos que apresentar o conteldo de forma
detalhada e sistematizada desde o inicio é importante quando trata-se de conteudo algébrico.
A fase inicial, de apresentacdo e explanacdo de alguns tépicos, é necessaria para poder pros-
seguir. Acreditamos que, em alguns momentos, esse passo é deixado de lado em sala de aula,
principalmente no Ensino Fundamental.

Sendo assim, veremos nos exercicios propostos que o intuito é usar o principio basico
da teoria, sempre destacando na resolucao as definicdes e propriedades utilizadas. Se o aluno
compreende o inicio da teoria, ficard mais facil prosseguir para os tépicos seguintes, pois a base
da teoria foi internalizada.
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4 MONOMIOS E POLINOMIOS NOS LIVROS DIDATICOS

Ao analisarmos a forma como é feita a abordagem dos contetidos de mondmio e polinb-
mios em sala de aula, verificamos que o principal material utilizado é o livro didatico, ainda mais
se considerarmos escolas publicas. Sendo assim, faremos uma breve discussao sobre a abor-
dagem inicial do conteudo nestes livros e como sdo os exercicios propostos em alguns livros
didaticos.

Selecionamos quatro livros que apresentam o contetdo de monémios e polindmios com
0 objetivo de analisar como ¢é feita essa abordagem e os exercicios propostos. Os livros seleci-
onados ja estiveram disponiveis no Programa Nacional do Livro Didatico(PNLD), sao eles:

Praticando matematica 8 de Alvaro Andrini e Maria José Vasconcellos, da Editora do
Brasil(2015).

+ Matematica: ideias e desafios, 8% ano de Iracema Mori e Dulce Satiko Onaga, da Edi-
tora Saraiva(2012).

» Matemética Bianchini de Edwaldo Bianchini, da Editora Moderna(2015).

+ A conquista da Matematica: 8° ano de José Ruy Giovanni Junior e Benedicto Castrucci
da Editora FDT(2018).

Podemos destacar inicialmente, que o conteddo de mondémios e polindbmios é introduzido
no 8¢ ano do Ensino Fundamental. Em todos os livros analisados é feita uma abordagem inicial,
retomando o conceito de expressbes algébricas, descrevendo o que séo variaveis e valor nu-
mérico de uma expressao algébrica. Em seguida sao apresentados os mondémios semelhantes
€ seguem com exercicios sobre adi¢cao algébrica de monémios.

Como podemos observar nas imagens a seguir, 0s exercicios apresentam apenas moné-
mios semelhantes, quando resolvida a adicdo algébrica o resultado é apenas um mondmio.
Esse tipo de exercicio é importante para que o aluno compreenda que monémios semelhantes
podem ser reduzidos em um Unico monémio. No entanto, devemos ter cuidado para que isso
ndo confunda os alunos a ter errada concepgao de que, resolvendo este tipo de operagao, o0s
resultados devem ser sempre expressos apenas por um termo. Esse tipo de conjectura preju-
dica o pregresso do aluno nos demais conteldos, quando é apresentado uma expressao que
simplificada apresenta mais de um termo.

Além disso, os problemas propostos, em sua grande maioria, apresentam apenas nu-
meros inteiros e fracionarios. Isso é importante para a apresentacao do contelido, no entanto,
acreditamos que poderiam apresentar elementos de outros conjuntos numéricos, uma vez que,
os alunos deste nivel ja tem conhecimento do conjunto R.

Na Figura 1 de Giovanni Junior e Castrucci (2018), observando os exercicios 7, 10 e
12, que propéem a reducado de termos, todos eles tem a solugéo reduzida em um monémio.
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Devemos destacar também o exercicio 11 que faz com que o aluno pense na operagao inversa
para chegar na resolugéo, que é muito importante para o desenvolvimento do conteudo.

Os exercicios de Bianchini (2015) da Figura 2 apresenta algo semelhante ao anterior,
com exercicios que apresentam mondémios como solucdo. Apresenta alguns problemas mais
contextualizados, o que também é relevante para relacionar o conteddo com o cotidiano.

As Figuras 3 e 4 sao exercicios propostos no livro de Andrini e Vasconcellos (2015)
que tem uma abordagem um pouco diferenciada. Os autores trabalham com operacdes com
expressodes algébricas e na sessao dos exercicios propostos aparecem atividades com solugdes
com mais de um termo. Além disso, também trazem atividades com outras dinamicas, mas que
precisam das operagdes com expressoes algébricas para resolver.

No livro Mori e Onaga (2012) a abordagem é semelhante, exercicios com pouca variagao
nos formatos das resolugdes. Percebemos que ele apresenta varios exercicios relacionando
com calculo de area e volume. Esse tipo de atividade também é importante, mas precisamos
fazer com que os calculos envolvidos na geometria se encaixem na teoria de polinémios.

Em todos os livros analisados, podemos observar que a abordagem inicial do conteudo
€ apresentada sempre com exemplos algébricos exclusivamente. Em nenhum dos livros a apre-
sentacao, de polindmios principalmente, é feita com as definicdes de forma genérica. Acredita-
mos que, se fosse feita essa colocagao mais formal do conteudo e relacionando depois com 0s
exemplos, tornaria mais eficiente essa compreensao sobre o que sdo os mondémios e polind-
mios.

Além disso, podemos observar que as propriedades envolvidas nos calculos também
sao pouco comentadas. Em muitos casos elas sao utilizadas, mas ndo sio destacadas. Acre-
ditamos que, quando as propriedades sao incluidas nas atividades de forma natural, o aluno
consegue compreender melhor e fazer suas préprias associacoes.

Feito isso, podemos observar que os livros seguem uma mesma abordagem, variando
um POUCO 0S exercicios, mas sempre baseados em exemplos, com pouca teoria, aplicando em
atividades que envolvem geometria e apresentando pouca teoria. Considerando isso, vamos

apresentar a sequéncia didatica que elaboramos com as nossas observagoes.



Figura 1 — Exercicios sobre adicao algébrica de mondémios |
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Fonte: José Ruy Giovanni Junior e Benedicto Castricci, 2018, p. 112.
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Figura 2 — Exercicios sobre adigado algébrica de monoémios Il
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Fonte: Matematica Bianchini de Edwaldo Bianchini, 2015, p. 71.
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Figura 3 — Exercicios sobre operacoes e expressoes algébricas |
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Fonte: Praticando matematica 8 de Alvaro Andrini e Maria José Vasconcellos, da Editora do

Brasil, 2015, p. 88.
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Figura 4 — Exercicios sobre operacoes e expressoes algébricas Il
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5 SEQUECIA DIDATICA

Para este capitulo vamos apresentar uma sequéncia de exercicios, possiveis resolucoes
e encaminhamentos para auxiliar na aplicagdo do contetido de operagcées com monémios.

5.1 Lista de exercicios L1

Inicialmente apresentamos uma lista com 10 exercicios que podem servir como
diagnostico, para saber como os alunos estdo apropriados das operacoes e propriedades com
ndmeros naturais, inteiros e racionais.

L1. Exercicio 1: Encontre uma forma que julgue ser mais simples de resolver a adicdo
324+ 13+84+0+4T.

Solucao: Pela existéncia do elemento neutro com respeito a adigdo podemos dizer que:
324+134+8+(0+7)=32+13+8+7
Agora, pela propriedade comutativa da adicdo temos:
2+13+84+7=(324+8)+(13+7) =40+20=060

Com esse exercicio espera-se que os alunos compreendam a existéncia do elemento
neutro, que ndo altera a soma. Além disso, a propriedade comutativa também aparece com uma
alternativa para encontrar formas mais eficientes de resolver este tipo de célculo, buscando
somar os nimeros que completam dezenas.

L1. Exercicio 2: Sabendo que a + b = 12, encontre o resultado de 18 + b + 0 + a.

Solucao: Temos que:

(18 +b) + (0 + a) = (18 + b) + a(Existéncia do elemento neutro para adigdo)
= 18 + (b + a)(Propriedade associativa da adi¢do)

= 18 + (a + b)(Propriedade comutativa da adi¢ao)

Como a + b = 12, entéo:

18+ (a+b) =18+ 12 =130
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Este é um exercicio que busca a fixacdo das propriedade associativa e comutativa

da adicdo, pois precisam aplicar estas propriedades para poder aplicar a condigdo dada no
enunciado do exercicio.

L1. Exercicio 3: Sabendo que = - y = 15, determine o valorde = - 1 - .

Solucao: Temos que:

z-(1-y)=

=z - (y - 1) = (Propriedade comutativa da multiplicagéo)

= x - y = (Existéncia do elemento neutro para multiplicagao)
= 15.

Logo, x -1 -y = 15.

A intencado deste exercicio é a utilizacdo das propriedades comutativa da multiplicacdo
e a verificacdo do elemento neutro.

L1. Exercicio 4: Dados x, y € R e sabendo que z+y = 3, qual sera o valor de 10-2%-2Y?
Solucao: Considerando as condigbes do problema, temos que:
10-2%.2Y =10 - 2"t

Como x + y = 3, entéo:
10-2%7Y =10-23 =10 -8 = 80.

O objetivo deste exercicio é que os alunos compreendam que a propriedade do produto
de poténcias de mesma base pode ser aplicada em diferentes contextos. Neste caso em
particular os expoentes sao variaveis, mas a propriedade continua sendo aplicada.

L1. Exercicio 5: Sabendo que a + b = 7, quanto é ba + 5b?

Solucao: Dados a, b € R, pela propriedade distributiva temos que:

5a+5b=5"(a+0b)

Comoa + b =17, entdo:
5-(a+b)=5-7=35
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A intencdo deste exercicio € mais uma vez utilizar a propriedade distributiva, para
refor¢a-la e apresentar mais uma forma de aplicagéo.

L1. Exercicio 6: Sabendo que 7a + 7b = 21, qual é o valor de a + 0?
Solucgao: Dados a, b € R, pela propriedade distributiva temos que:
Ta+T=21=7-(a+b)=7-3
Logo, a + b = 3.
L1. Exercicio 7: Sabendo que 4y + 4z + 3 = 91, qual é o valor de y + 2?
Solucao: Dados 3, z € R, temos que:
dy4+42+3 =91

=4-(y+2)+3=091
=4-(y+2)+3-3=91-3
=4-(y+2) =88
=4 -(y+2)=4-11
Logo, y + 2z = 11.
L1. Exercicio 8: Sabendo que a + b = 6 e que © + y = 2, determine o valor de
3a + 5z + 3b + 5y?
Solucgao: Dados a, b, z,y € R, pela propriedade comutativa da adigdo temos que:
3a + (5x + 3b) + by = 3a + 3b + 5x + Sy
Pela propriedade distributiva temos:
3a+3b+5r+5y=3-(a+b)+5-(z+y)

Comoa+b=6ex+y=2,entdo:

3-(a+b)+5-(r+y)=3-6+5-2=18+410 = 28.
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L1. Exercicio 9: Sabendo que x + y = 0, determine o valor de 2z + 2y.

Solugdo: Temos que: 2x + 2y = 2- (x + y) (Propriedade distributiva) Como = + y = 0,
entdo: 2- (x+y)=2-0=0.

L1. Exercicio 10: Se z + z = 0 determine o valor de (x + z) - (2z — 10).
Solucao: Temos que:
(x+2)- (20 —10) =0-(2x —10) =0
Portanto (x + 2) - (2x — 10) = 0.

Esta primeira lista de exercicios tem a intencao de reforcar as propriedades utilizadas
nas solucoes. Por isso, no momento da aplicacao é fundamental que o professor destaque cada
uma das propriedades que aparecem durante as resolugdes, buscando que o aluno internalize-

as e torne sua utilizacado natural.

5.2 Lista de exercicios L2

A segunda lista foi elaborada para ser aplicada depois da exposicao do conteudo de
mondémios e polindmios, com o objetivo que os alunos usem a teoria que viram nas aulas.

L2. Exercicio 1: Aplique as propriedades necessarias para simplificar as expressoes a
seguir:
a)5% -5
b) x% - x*
)y’ -y’

Solucao: Aplicando a propriedade do produto de poténcias de mesma base em cada
um dos itens temos:
a)5? -5t =524 =56
b) 2% - 2t = 2t = 6

) y® -y = s = ¢

Neste esse exercicio a "compreensao do que é uma poténcia e do significado da sua
base e do expoente, bem como das propriedades operatérias das poténcias (com a mesma
base) pode facilitar a compreensdao da forma como se obtém a parte literal do monémio
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resultante"(PONTE; BRANCO; MATOS, 2009).

L2. Exercicio 2: Resolva as seguintes adicdes algébricas utilizando as propriedades
necessarias:
a) x* + 5y + 322 + 6y
b) 422 + Ty? — 102% + 51>
c) —9y° + Sy* + 18y° — 5y

Solugéao: a) Temos que:

x? + 5y + 3z% + 9y
= 2% + 322 + 5y + 6y (Propriedade comutativa da adicdo)
= (1 + 3)z* + (5 + 6)y (Propriedade distributiva)
= 42% + 11y

Portanto, 22 + 5y + 322 + 6y = 422 + 11y.

b) Temos que:

422 + 7y? — 1022 + 5y? =
42? — 1022 + Ty? + 5y? = (Propriedade comutativa da adi¢éo)
(4 —10)z + (7 + 5)y* = (Propriedade distributiva)
—62% + 1292

Portanto, 422 + 7y? — 1022 + 5y? = —622% + 1212

c) Temos que:
—99° + 8y + 18y — 5yt =
= —99° + 18y° + 8y* — 5y* = (Propriedade comutativa da adi¢do)
= (=9 + 18)y® + (8 — 5)y* = (Propriedade distributiva)
= 9y° + 3y

Portanto, —9y° + 8y* + 18y° — 5y* = 9y° + 3y™.

Neste exercicio de adicdo algébrica de mon6émios precisamos que os alunos facam a
identificacdo correta dos monémios que sao semelhantes, que sdo os mondémios com a mesma
parte literal. Além disso esta adicdo envolve a propriedade distributiva da multiplicagdo em
relacdo a adicao, seguida da adicdo ou subtracdo dos coeficientes dos monémios semelhantes.

L2. Exercicio 3: Resolva as seguintes multiplicagdes de mondmios:
a) (423) - (5z?)
b) (52°y°) - (2xy?)
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c) (z°) - (3y*) - (=32%y?)
Solucao: a) Temos que:

(423) - (bat) =
4 - (23 -5) - 2 = (Propriedade comutativa da multiplicagéo)
(4 5) - («
= (4-5) - (z3*) = (Propriedade do produto de poténcias de mesma base)
= 20x7.

- 2*) = (Propriedade associativa da multiplicagéo)

b) Aplicando as propriedades comutativas e associativas da multiplicagéo, em seguida a
propriedade do produto de poténcias de mesma base temos:

(52%y°) - (2zy*) =
=(5-2)-(2*-2") - (v°-9) =
=(5-2)- (2“) (%) =

= 10x

c) Aplicando as propriedades comutativas e associativas da multiplicacdo, em seguida a
propriedade do produto de poténcias de mesma base temos:

(%) - (3y") - (=32%y?) =
={3-(=3)}-(@*-2%) - (v -¢°) =
=(=9) (2°*?) - (y"**) =
= —927y".

L2. Exercicio 4: Encontre o quociente da divisao (—105z5y?) : (7z*).

Solucao: Temos que:
(—1052%y?) : (Tz*) =
= (=105 : 7)(25 : 2)(y?) =
= —15(a" ) =
= —15z%y?

Na divisdo de mondmios precisamos ressaltar a propriedade da divisdo de poténcias de
mesma base, onde subtraimos os expoentes das variaveis iguais.

L2. Exercicio 5: Sejam p(z) = 2 + bz — 42® + 72® e q(x) = 1 — 2z + 52 — 4.
Calcule p(z) + g(x).

Solucao: Temos que:
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p(z) +q(z) = (2 + bx — 42 + T23) + (1 — 20 + 5a? — 423) =
= (24 1) + (bx — 2x) + (—4x* + 52?%) + (T2% — 423) =
=2+1)+(B-2)z+ (—4+5)2* + (7T—4)2® =
=343z + 12?4 32° =
=3+ 3z + 2 + 3a°.

L2. Exercicio 6: Sejam p(z) = 7 + 4z + 22 + 52 e q(x) = 7 — 3z + 82 — 3z°.
Calcule p(z) — g(x).

Solugao: Temos que:

p(x) — q(x) = (T + 42 + 22° + 52°) — (7 — 3z + 822 — 32%) =
= (7—7)+ (4x — (=3z)) + (222 — 82?) + (5z® — (—323)) =
—(T—T)+ (4= (=3))a+ (2= 8)a® + (5 — (=3))a® =
=(0)+ (4+3)z + (—6)z* + (5 + 3)a® =
= Tx — 622 + 823.

Em atividades como os Exercicios 5 e 6 o objetivo é somar ou subtrair os monémios (ou
termos) que tém os expoentes iguais para as respectivas variaveis.

L2. Exercicio 7: Resolva a multiplicagéo de 4x por (5 + 2z — 322 + 423).

Solugao: Temos que:

4z - (54 2z — 322 + 423) =
=4z - (5) +4x - (22) + 4o - (—32%) + 4x - (423) =
= 20z + 8% — 122 + 162%.

L2. Exercicio 8: Dados p(z) = 1+ 2z — 7z% e q(z) = 2 — x — 5z°, determine o produto

p(x) - q(z).

Solugao: Temos que:

p(z)-q(z) = (1422 —72?) - (2 — 2 —bz3) =
=1-2—2—-52%)+2z-(2—x—523) —T2* (2 — 2 —52%) =
= 1-241-(—z)+1-(=523)+2z-(2)+ 22+ (—2)+2x-(—5z3) =722 (2) =722 (—x)—T2?-(—52?) =
=2 —x—5x3 +4r — 22% — 102* — 142% + T3 + 352° =
=2 —x+4r — 22% — 1422 — 523 + 723 — 102" + 3525 =
=2+ 3 — 162 + 223 — 102? + 352°.

"Para multiplicar polinbmios é, novamente, fundamental saber usar com eficiéncia

a propriedade distributiva da multiplicagdo em relacdo a adicdo e ser capaz de multiplicar
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monémios"(PONTE; BRANCO; MATOS, 2009).

L2. Exercicio 9: Escreva a solucdo correta em cada uma das operagdes a seguir.
a) 2x° + 5x?
b) —7x® + 53
c) —10y? + 5y* + 332
d) V2a + 3v2a — 8v2a
e) 5a* + 2a* — 6a*

Solucao: Como na adicdo de mondmios semelhantes somamos os coeficiente e
mantemos a parte literal, entao:
a) 22 + 5x? = (2+ 5)x? = Ta?
b) —7x3 + 52% = (=7 +5)z® = —223
c) —10y% + 5y? + 3y? = (=10 + 5 + 3)y? = 3y?
d) v2a + 3v2a — 8v2a = (9v2 + 3v2 — 8v2)a = 4v2a

e) 5a* + 2a* — 6a* = (5 + 2 — 6)a* = 1a* = a*

A aplicacao de exercicios como este é para que o aluno compreenda a adigdo de mond-
mios por completo, com o objetivo de acabar com resolucdes incorretas do tipo 2224322 = 5.
"E, por isso, importante que estas operacdes sejam bem consolidadas e surjam com base em
tarefas a que os alunos consigam atribuir significado, como a exploragéo de sequéncias e regu-
laridades."(PONTE; BRANCO; MATOS, 2009)

A préxima atividade foi elaborada com o objetivo de fazer com que os alunos identifi-
quem os termos com graus diferentes e percebam que ndo podemos somar quando ndao sao
semelhantes. Pensando nisso, utilizamos termos com as mesmas variaveis e expoentes dife-
rentes.

L2. Exercicio 10: Simplifique os polindmios em cada uma das seguintes situagoes.

a) 3z% + 42 + 52 + 23 + 324

b) 2x1® — 6zy> + 5xy® — 3xy? + 879)°
¢) —a® + 7a? + 5a® + 12a? — 10a®

d) 9ab + 3a%b — 8ab* — 7a?b + ab?

e) 2z + 5a* — 2a* 4 Tx* — 8t

Solucao: Aplicando as propriedades comutativa e associativa em cada um dos itens,
temos que:

a)
322 +42% + 522 + 22 + 32t =

=322 + 522 +42® + 2% + 324 =
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= 822 + 5a® + 3zt

b)
2xy° — 62y® + Say® — 3ry® + 81y’ =
= —3xy® — 62y° + bay® + 22y° + Sxy’ =
= —3zy® — 2y’ + 10zy°.
c)
—a® 4+ 7a* + 5a® + 124 — 10a® =
= —a?® + Ta* +12a* + 5a® — 10a® =
= 18a* — 5a°.
d)
9ab + 3a*b — 8ab® — Ta’b + ab* =
= 9ab + 3a’*b — Ta’*b — 8ab® + ab® =
= 9ab — 4a*b — Tab®.
e)

221 4+ 5at — 2a* 4+ T2t — 8zt =
= hat — 2a* + 22* 4+ Tt — 82t =
= 3a* + 2.

O Exercicio 11 foi baseado em um exercicio de Ponte, Branco e Matos (2009) o qual
destaca que "o seu objetivo é promover a capacidade dos alunos reconhecerem o que séo
transformacgdes corretas e incorretas na simplificagao de expressoes algébricas e qual a razéao
dos erros cometidos".

L2. Exercicio 11: Verifigue se as expressdes apresentadas sdo ou nao equivalentes.
Nos casos em que isso nao se verifica, faca a correcao de modo a torna-las equivalentes.
a)B3+xz)+8=br)+(2—2)=3r+3r+1lex="Tx
b)(—y+3)+2y+2)=—-y+3+2y+2=y+5
c)B3—z)—(2+3x)=3—-2x—-24+3zx=1-2z
d)2(a+5) = 10a
e)2(z* — 3z +1) =22% — 6x + 2
le(x—3)=x+x—-3=22—-3



30

Solucao: a) As expressdes nao sao equivalentes pois:
B+z)+8=5bx)+(2—x)=3+2x+8—bx+2—=z
Como na adicao algébrica de mondmios podemos somar apenas termos semelhantes, entdo:
3+2x+8—-bx+2—2x=03+8+2)+ (r—5r—=x)=(13)+ (=5z) =13 -5z

Portanto, (3 + z) + (8 — 5z) + (2 — z) = 13 — 5z.
Este item é importante para verificar se os alunos realmente compreenderam que pode-
mos somar apenas os termos semelhantes. Um possivel erro seria considerar (3 + x) = 3z, 0

que levaria o estudante a classificar este item como correto.

b) Neste item todas as adicbes forma feitos corretamente e as expressdes
(—y +3) + (2y + 2) e y + 5 s&o equivalentes.

c) As expressdes ndo sdo equivalentes pois:
B—2)—(243r)=3—-2r—-2-3r=3-2—zx—-3r=1—4x

Portanto, (3 — z) — (24 3z) = 1 — 4.

Nesta atividade o intuito € que os alunos relembrem que precisamos aplicar a proprie-
dade distributiva com o sinal negativo em todos os termos do polindmio entre parénteses e nao
apenas no primeiro termo.

d) Neste caso as expressdes ndo sao equivalentes pois, pela propriedade distributiva temos
que:
2(a+5)=2-a+2-5=2a+10.

A propriedade distributiva é a principal ferramenta utilizada para resolver este item,
além de mais uma vez ressaltar que nao podemos somar termos que nao sejam semelhantes.
O mesmo acontece no item e.

e) As expressdes sdo equivalentes pois

202 —3x+1)=2-2+2-(=32) +2-1=22" — 62 + 2.

f) As expressdes nao sao equivalente uma vez que, pela propriedade distributiva, temos:

v-(r—3)=x-x+z-(-3) =23z



31

A atividades propostas nestas listas podem ser alteradas conforme o nivel dos alunos,
sendo possivel acrescentar nimeros de outros conjuntos e polindmios com mais termos. As
listas de exercicios estdo em Apéndice A e Apéndice B, com um formato para serem aplocadas
em sala de aula.
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6 CONSIDERAGOES FINAIS

Com o desenvolvimento deste trabalho, percebemos que o conhecimento do professor
durante o planejamento da apresentacdo do conteddo de monémios e polindmios & importante
pois é a base para prosseguir. A compreensao das propriedades que fazem parte da defini-
cao de anéis de polindmios é necessaria para poder continuar com os demais estudos sobre
operacdes com polindmios.

A maneira como o conteldo é apresentado aos alunos também é importante. A introdu-
¢ao com exemplos é necessaria, mas precisamos também relacionar a teoria e as definigbes
com o que é praticado. Com isso, os alunos conseguem fazer a concordancia entre teoria e o
que praticam nas atividades, melhorando assim a compreensao do conteudo.

A forma como sera consuzida a atividade também ird interferir para ter uma melhor com-
preesdo das atividades. Consideramos que para as corressdes € necessario estabelecer uma
certa rigidez na correcdo dos exercicios, mantendo sempre a linguagem correta, destacando as
propriedades, mostrando assim para o aluno a formalidade nas solugdes. Acreditamos que isso
interfere na maneira como os alunos compreendem os problemas e auxilia na continuidade dos
contelidos nos anos seguintes.

Acreditamos que esta € uma abordagem possivel de ser levada em sala de aula com ob-
tencéo de resultados positivos. Deixamos espago para prosseguir com este estudo e continuar
esta analise da proposta.
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Exercicio 1: Encontre uma forma que julgue ser mais simples de resolver a adicao
324+ 13+8+0+4T.

Exercicio 2: Sabendo que a + b = 12, encontre o resultado de 18 + b + 0 + a.

Exercicio 3: Sabendo que = - y = 15, determine o valorde z - 1 - v.

Exercicio 4: Dados =,y € R e sabendo que x + y = 3, qual serd o valor de 10 - 2% - 2Y7?
Exercicio 5: Sabendo que a + b = 7, quanto é 5a + 507

Exercicio 6: Sabendo que 7a + 7b = 21, qual é o valor de a + b?

Exercicio 7: Sabendo que 4y + 4z + 3 = 91, qual é o valor de y + 2?

Exercicio 8: Sabendo que a + b = 6 e que = + y = 2, determine o valor de 3a + 5z + 3b + 5y?
Exercicio 9: Sabendo que = + y = 0, determine o valor de 2x + 2y.

Exercicio 10: Se x + z = 0 determine o valor de (z + z) - (2z — 10).



APENDICE B - Lista de exercicios L2
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Exercicio 1: Aplique as propriedades necessarias para simplificar as expressoes a
seguir:
a)5% -5
b) z? - z*
o)y’ -y’
Exercicio 2: Resolva as seguintes adi¢cdes algébricas utilizando as propriedades necessarias:
a) x* + by + 322 + 6y
b) 42 + Ty? — 1022 + 5y
c) —9y° + Sy* + 18y° — 5y

Exercicio 3: Resolva as seguintes multiplicagcbes de monémios:
a) (42%) - (52%)

b) (52°y°) - (2zy?)

c) (z°) - (3y") - (—32%y?)

Exercicio 4: Encontre o quociente da divisdo (—105z%?) : (7z%).

Exercicio 5: Sejam p(z) = 2+5z— 42?472 e ¢(v) = 1 —2x+ 5% — 423, Calcule p(z)+q(z).
Exercicio 6: Sejam p(r) = 7+4x+222+523 e q(v) = 7T— 3z +8x* —3x3. Calcule p(z) —q(z).
Exercicio 7: Resolva a multiplicagao de 4x por (5 + 2z — 3z% + 42?).

Exercicio 8: Dados p(z) = 1+ 2z — T2* e q(zv) = 2 — x — 53, determine o produto
p(x) - q(x).

Exercicio 9: Escreva a solugao correta em cada uma das operagdes a seguir.
a) 2x° + Hr?

b) —7x3 + 523

c) —10y* + 5y* + 3y?

d) V2a + 3v2a — 8v/2a

e) 5a* + 2a* — 6a*

Exercicio 10: Simplifique os polindmios em cada uma das seguintes situagdes.
a) 322 + 42> + 52% 4+ 23 + 324

b) 2xy5 — 6xy> + Sxy — 3wy? + 8wy

¢) —a® + 7a® + 5a® + 12a* — 10a®

d) 9ab + 3a*b — 8ab?® — Ta’b + ab?

e) 2z + 5a* — 2a* + Tzt — St



Exercicio 11: Verifique se as expressdes apresentadas sdao ou nao equivalentes.

casos em que isso ndo se verifica, faga a correcao de modo a torna-las equivalentes.
a)B3+z2)+8=56r)+2—2)=3x+3x+1le="Tz
b)(—y+3)+2u+2)=—-y+3+2y+2=y+5
c)3—z)—(2+32)=3—-2r—-2+3x=1—-2zx

d)2(a+5) = 10a

e)2(z? -3z +1) =22% — 62 +2

le(x—3)=x+x—-3=22—-3
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