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RESUMO

Este trabalho consiste num estudo sistematico da Teoria de Grupos, partindo da definicdo de
grupo e construindo a teoria necessaria para a demonstracao do Teorema Fundamental dos
Grupos Abelianos Finitamente Gerados. Além disso, parte desse trabalho se dispde a estudar
temas paralelos ao caminho necessario para alcangar o teorema citado, visando proporcionar
ao leitor uma base tedrica para o entendimento de tais temas dentro da Teoria de Grupos.
No decorrer do texto, sdo definidos conceitos e demonstrados resultados dentro de temas
estruturais da teoria, como por exemplo, grupos e subgrupos, homomorfismos, a¢des de grupo,
p-grupos, teoremas de Sylow, grupos abelianos finitos, grupos abelianos livres de posto finito e

grupos abelianos finitamente gerados.

Palavras-chave: grupo abeliano finitamente gerado; grupo abeliano livre de posto finito; grupo

abeliano finito; acdo de grupo; teorema de sylow.



ABSTRACT

This work consists of a systematic study of Group Theory, starting from the definition of
group and building the necessary theory for the proof of the Fundamental Theorem of Finitely
Generated Abelian Groups. In addition, part of this work intends to study surrounding themes of
the necessary path to reach the cited theorem, aiming to provide the reader with a theoretical
basis for the understanding of such themes within Group Theory. Throughout the text, concepts
are defined and results are proved within structural themes of the theory, such as groups and
subgroups, homomorphisms, G-sets, p-groups, Sylow theorems, finite abelian groups, finite

rank free abelian groups and finitely generated abelian groups.

Keywords: finitely generated abelian group; finite rank free abelian group; finite abelian group;

g-sets; sylow theorem.
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1 INTRODUCAO

A Teoria de Grupos é um dos ramos mais estruturais da Algebra Abstrata, com grande
importancia de estudo em si mesma e como uma valorosa ferramenta para outros ramos da
Algebra, como o estudo de anéis, médulos, corpos, entre outras estruturas, bem como sua
utilidade para outras area, como por exemplo, a Teoria de Nimeros, a Analise Combinatoria, a
Geometria e a Topologia.

Como area de estudo propria, parte da Teoria de Grupos se propde a caracterizar certos
tipos de grupos, a partir de propriedades que tais grupos possam apresentar, afim de melhorar
o entendimento sobre tais grupos e descrevé-los utilizando-se de grupos ja conhecidos.

Nesse sentido, o presente trabalho se propde a fazer um estudo sistematico da Teo-
ria de Grupos, iniciando na definicdo da estrutura de grupo e construindo o arcabougo teérico
necessario para a demonstragdao do Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitamente
Gerados, um importante teorema no qual grupos abelianos finitamente gerados sao caracteri-
zados como somas diretas de grupos ciclicos infinitos, os quais se assemelham a Z, e grupos
ciclicos de ordem finita, os quais se assemelham a Z/mZ (o conjunto das classes de con-
gruéncia da Aritmética dos Restos). Além disso, como objetivo secundario, perpassamos temas
da Teoria de Grupos que nao obrigatoriamente culminam no teorema citado, mas também sao
importantes para o estudo das estruturas de grupo.

Na construcao desse arcabouco tedrico, propusemo-nos a escrever esse trabalho da
forma mais autocontida possivel, dentro das limitacdes existentes num Trabalho de Conclusao
de Curso, fazendo as demonstracdes dos resultados e explorando detalhes que boa parte dos
livros-texto deixam “a cargo do leitor”, reservando-nos a opcao de referenciar externamente
resultados que fogem do escopo do trabalho.

Para esse estudo foi escolhido como principal referéncia o livro "An Introduction to the
Theory of Groups” de Joseph J. Rotman (ROTMAN, 1999), o qual abarca todos os temas da
Teoria de Grupos necessarios para o desenvolvimento desse trabalho e é geralmente utilizado
como material introdutério para cursos de pds-graduacao. Além disso, como referéncias auxilia-
res foram utilizadas as referéncias (ROTMAN, 2003) e (HUNGERFORD, 1974), ambos também
utilizados a nivel de pds-graduacao, e também o livro (GARCIA; LEQUAIN, 2015), o qual é mais
utilizado em cursos de graduacéo e € escrito em lingua portuguesa.

No primeiro capitulo, abordaremos os conceitos mais basicos da Teoria de Grupos, co-
mecando na definicdo de grupos e passando pela construgdo de conceitos como subgrupos,
subgrupos normais, classes laterais, grupos quocientes, homomorfismos de grupos e produtos
diretos. Além da construcdo desses conceitos, provaremos resultados importantes para a cons-
trucao da teoria, e em menor nimero, resultados especificos que serdo necessarios no decorrer
do trabalho.

No segundo capitulo, estudaremos temas da teoria que servirdo de ferramenta para
nosso objetivo principal, além de mostrarmos resultados interessantes e pertinentes dentro dos



temas trabalhados. Iniciaremos estudando A¢des de Grupo, as quais servirdo como ferramenta
para a demonstracao de resultados posteriores, tanto no estudo de p-Grupos quando no estudo
dos Teoremas de Sylow, ambos temas que permeiam a caracterizagdo de grupos finitos.

No terceiro capitulo, avancaremos em direcao ao nosso tema principal, os Grupos Abeli-
anos. No ambito dos grupos abelianos finitos faremos duas caracterizagbes para grupos desse
tipo, nas decomposicdes advindas dos teoremas da Decomposicdo Primaria e da Base. Se-
guindo com o tema, abordaremos grupos abelianos de forma mais geral (ndo obrigatoriamente
finitos), generalizando alguns dos conceitos construidos anteriormente, introduzindo novos con-
ceitos importantes como dos subgrupos de tor¢cédo e dos grupos abelianos livre, para entao
culmina-los na caracterizacdo de grupos abelianos finitamente gerados.

Por fim, concluiremos esse trabalho com algumas consideragées.



2 CONCEITOS BASICOS DA TEORIA DE GRUPOS

Para o desenvolvimento desse trabalho, tomaremos como pré-requisito os conhecimen-
tos acerca de temas como conjuntos, relagdes entre conjuntos, fungdes, aritmética e nocoes
basicas de analise combinatéria.

2.1 Grupos e subgrupos

Definicao 1. Seja G um conjunto néo vazio e x : G x G — (G uma operagéo binaria em G.
(G, %) é dito grupo se cumprir os seguintes trés requisitos:

(i) Va, bece G, ax (bxc)= (ax*b)x*c (propriedade associativa);
(i) Je € G; Vg € G, exg= g (eé dito elemento neutro de G);

(i) Vg € G, 3h € G; hx g = e (h édito inverso de g);

Caso o grupo cumpra este quarto requisito, sera chamado de grupo abeliano:
(iv) Vg, he G, gxh=hxg.

Nos casos onde ndo houver confusdo quanto a operagao *, ocultamos seu simbolo e escreve-
mos apenas ab ao invés de a x b.

Proposicao 2. Seja G um grupo e sejam g, h, e € G tais que eqg = g e hg = e. Entdo, ge = g
egh =e.

Demonstracdo. Dado g € G, seja h € G tal que hg = e e seja = € G tal que x(gh) = e.

Note que:
ghgh = g((hg)h) = g(eh) = gh
= z((gh)(gh)) = z(gh)
= (z(gh))(gh) = z(gh) = e
= e(gh) =e¢
— gh=¢e
Agora,

g =eg=(gh)g = g(hg) = ge.
]

Proposicao 3. Seja G um grupo, o elemento neutro de G é Unico e, dado g € (G, o inverso de
g é unico.



Demonstracao. Considere ¢, ¢/ € G taisqueeg =gee'g=g,Vg € G.

Logo, e = €.
Dado g € G, considere h, h' € G taisque hg =ee h'g = e.

h = he = h(gh') = (hg)h/ = eh/ = }h'.

Assim, h = h/. [ |

Agora que mostramos a unicidade do elemento neutro e do inverso de um elemento
dado, faz sentido fixarmos uma notacgdo para eles. Assim, denotamos o elemento neutro de ¢
por e ou apenas e (em grupos multiplicativos, também costuma-se denotar o elemento neutro

por 1, enquanto em grupos aditivos, costuma-se denotar o elemento neutro por 0). E, dado

-1

g € G, denotamos o elemento inverso de g por g~ (essa notagdo permanece em grupos

multiplicativos, enquanto denotamos o inverso de g por —g em grupos aditivos).
Proposicao 4. Seja G um grupo e g, h € GG, entao:

) (g7) " =g

(i) (gh)~=h"1g".
Demonstracao. Note que,

()l =e

g ' =e

Pela unicidade do elemento inverso de g~ !, temos que (¢ ')~ = g.
Do mesmo modo,

(gh)~'(gh) = e

(h™'g~ ") (gh) = h ' (g g)h = h~(eh) =h~'h =e.

Pela unicidade do elemento inverso de gh, temos que (gh)~' = h=1g~L. [ |
Definigdo 5. Sejam GG um grupo, g € GG e n € Z. Definimos g" recursivamente como:
« g =¢,sen =0.

c g"=g" 1g,sen>1.
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« g" = (g, sen <0.

Alguns exemplos de grupos sao os formados pelos conjuntos numéricos com as opera-

¢Oes usuais de soma ou produto, por exemplo:

Exemplo 6. (Z, +); (Q, +); (R, +); (C, +); (Q\{0}, -); (R\{0}, -); e (C\{0}, -).

Outros exemplos interessantes, formados por estruturas diferentes dos conjuntos numé-
ricos, sdo:

Exemplo 7. Sendo K um corpo, o conjunto das matrizes quadradas inversiveis de ordem n
com entradas em K, dado por G L, (K) = {A € M,,«,(K); det(A) # Ok}, quando munido do
produto usual de matrizes -, forma o grupo (GL,(K), ).

Exemplo 8. Dado um poligono de n lados, podemos construir o grupo D-,,, chamado de grupo
2k

diedral de um poligono regular de n lados, cujos elementos s&o rotagoes (de angulos == com
0 < k < n—1) e reflexdes desse poligono, e a operacido é a composicao das rotagdes e

reflexodes.

Exemplo 9. Sendo X um conjunto qualquer, considere Sy = {f : X — X; f é bijegéo} e
o a composi¢ao usual de fungbes, teremos que (Sx, o) é um grupo. E facil ver que Sx sera
um grupo, pois dada uma bijecéo, ela sempre admitird inversa (que também serd uma bijegao),
além disso, é sabido que a composicao de bijecdes também é uma bijecao, e por fim, a funcao
identidade, que é uma bijecéo, sera o elemento neutro desse grupo.

Exemplo 10. Nos casos em que X for finito, ou seja, X = {x1, xo, ..., x,}, podemos dei-
xar de lado o conjunto X e seus elementos para entao trabalharmos apenas com o conjunto
I, ={1, 2, ..., n—1, n}, neste caso, denotaremos o grupo (S, o) apenas por S, e este sera
chamado grupo de permutacdes de n elementos ou grupo de simetria de n elementos. No grupo
S,, os elementos serdo chamados permutagdes e cada elemento o € S, serd uma funcéo bi-
jetora o : I,, — I,,. Uma das formas de denotar os elementos de um grupo de permutagdes é

utilizando uma notagdo matricial, onde tomamos « € S,,, calculamos «(1), «(2), ..., a(n) e,
entao, representamos « por uma matriz 2 X n em que na primeira linha escrevemos os nimeros
1, 2, ..., n, dominio da funcdo «, enquanto na segunda linha escrevemos suas respectivas
imagens (1), a(2), ..., a(n). Assim, teremos que:
1 2 - n—1 n
o =
a(l) a2) -+ a(n—1) an)

Definicdo 11. Seja G um grupo e H C G um subconjunto ndo vazio. H é dito subgrupo de
GG se H, munido com a operacéo * de (7, for um grupo. Denotamos que H é subgrupo de GG
escrevendo H < (G e escrevemos H < G quando quisermos denotar que H é um subgrupo
proprio de G.
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Um fato interessante é que, se H < (G e sendo e¢; € ey 0s elemento neutros de G
e H, respectivamente, temos que eq = ey. Basta ver que e = h™'h = ey, para algum
he HCQG.

Além disso, dado h € H C @, sejam hy; e h'; os elementos inversos de h em G e H,
respectivamente, temos que hy, = h’;. Basta ver que:

o = hge = hg(hhy) = (hgh)hy = ehly = hiy.

Alguns exemplos de subgrupos sao:
Exemplo 12. Se G é um grupo, entdo {e} < Ge G < G.

Exemplo 13. Do Exemplo 6, temos que: (Z, +) < (Q, +); (Q,+) < (R, +); (Z,+) < (R, +);
(@Q\{0}, ) < (R\{0}, -).

Exemplo 14. Do Exemplo 7, SL,,(K) = {A € M, «,(K); det(A) = 1k}, isto &, o conjunto das
matrizes quadradas de ordem n com determinante unitario € um subgrupo de
GLn(K) = {A € M,xn(K); det(A) # 0}.

Exemplo 15. (nZ,+) < (Z,+), onde n € Z é um nimero fixo e nZ = {nz; z € Z}. De fato,
basta ver que:

Dados x, y € nZ,x = nz; €y = nze. Assimz+y = (nz1) + (nz2) = n(z1 + 22) € nZ,
logo nZ é fechado.

Dados a, b, c € nZ,a =nz;, b =nzy e c = nzs.

Assim a + (b+¢) = nz; + (nzg + nzz) = nzy +nlze + 23) = n(21 + 22 + 23) =
n(z1 + z2) + nzg = (nz1 + nza) + nzz = (a+ b) + ¢, ou seja, vale a associativa em nZ.

0 = n0 € nZ, ou seja, nZ tem o elemento neutro.

Dado x € nZ, —x = —(nz) = n(—=z) € nZ, ou seja, nZ contém os elementos inversos.

Proposicao 16. Dado G umgrupoe H C G, H # @.
H<G <= Vg heH ghwteH.

Demonstracédo. (=) Sendo H um subgrupo de GG, temos que H é grupo e assim verifica-se
queVg, he Hgh™' e H.

(«<=) H é nao vazio, logo 3 gy € H. Segue que gog, " = ¢ € H (ou seja, H contém
o elemento neutro). Dado g € H, eg~! = ¢! € H (portanto, H contém seus elementos
inversos). Dados a, bec € H C G, a(bc) = (ab)c (pois vale a associativa em GG e com isso,
também valera em H). Por fim, dados g, h € H, ja sabemos que h™' € H e, sendo assim,
concluimos que gh = g(h™1)~! € H (ou seja, H é fechado para a operagéo herdada de G).

Verificados os axiomas da definicdo de grupo, e sabendo que H C G, temos que
H < G. [ |
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A proposicéo anterior € uma ferramenta muito Gtil para se determinar (e mostrar) quando
um subconjunto de um grupo pode ou ndo ser um subgrupo, pois € equivalente a definicdo
de subgrupo e é apenas um fato a ser verificado, em contraponto com a definicdo, onde é
necessario verificar os trés axiomas da definicdo de grupo.

Uma forma de construir novos subgrupos num grupo ja conhecido é fazendo a interse¢éo
de subgrupos também ja conhecidos.

Proposicao 17. Sejam H e K subgrupos de um grupo GG. Entdo H N K < (. De modo
geral, se { H\} en € uma familia de subgrupos de G, onde A é um conjunto de indices, entdo

N Hy <G
AEA

Demonstracao. Note que H N K # @, vistoquee € H N K.
Dados g, he HNK,g,he Heg he K =— hlge Hehlge K =
h='¢ e HNK = H N K < G. Ademonstragao do caso geral é anéloga. [ |

Exemplo 18. Do Exemplo 15, temos que 27Z < Z e 37Z < Z. Sendo assim, 27Z N 37 < Z.Um

fato interessante é que 27Z N 3Z = 67, basta notar que:
2Z={m=2neZ;necZy={meZ 2|\myedZ={m=3n€Z;neclf=

{m € Z;3|m},assim2ZN3Z={meZ;2|me 3|m}={meZ;6|m}=06Z

Uma outra forma de construir subgrupos dentro de grupos ja conhecidos é utilizando o
conceito de subgrupo gerado.

Definicao 19. Sejam G um grupo e S C G um subconjunto. O conjunto gerado por S é dado
por (S) = {s189---s;t>1,8,€Sous; ' €8, 1<i<t}u{e}.

(S) é um subgrupo de G, pois:

Dados g, h € (S), temos que ¢ = pip2---py, € h = qqgo--q,, onde
hlg=(q;" a5 'qi ) (pip2- i) = s152- -+ s € (S), tomando t = t; + Lo, 5; = q(’tglﬂ_i),
paral <1 <y, €58 = pa_t),paraty + 1 <1 <ty +ty =1,

Logo, temos que (S) < G.

Quando S for um conjunto finito, digamos S = {z1, s, ..., x,}, denotamos o subgrupo
gerado por S apenas por (z1, T, ..., Tp).

Também denotamos por d(G) a quantidade minima de geradores de GG. Note que, como
(G) = G, temos que d(G) sempre existird e d(G) < |G

, sem excluir o caso onde d(G) = cc.

Exemplo 20. Tomando n = 3 no Exemplo 10, temos que S5 tera os seguintes elementos:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
01 = , 02 = , 03 = )

1 2 3 21 3 3 2 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3
04 = y 05 = ) 06 =

1 3 2 2 31 3 1 2
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Tomando a = o5 € § = 09, temos que («, [5) = S5, e podemos representar os elemen-
tos de S; em funcéo de « e [ de acordo as seguintes igualdades:

01:62:&37 02:67 0320557
04 = ﬁOZ, 05 = Og = @2.

Proposicéo 21. Sejam G um grupo e S C GG um subconjunto de G. Entao, o subgrupo (S) é
igual a intersecao de todos os subgrupos H < G tais que S C H, isto é:

$)= (] H

SCH<G

Demonstracédo. (2) Note que S C (S) < G, logo:

()2 () H

SCHLG

(C) Jasabemosque (| H <G.
SCH<G

Seja g € (S), entdo existe t > 1 e existem sy, sy, --- , 5, taisque s; € Sous; ' € S,
1<i<t,eqg=s5182-""5.

Percebaques; € (| H,1<i<t.Como () H ésubgrupode G, serafechado
SCH<G SCH<G
para operacoes feitas com seus elementos (em particular, operacdes feitas com os elementos

si's).Logo g = s1s9--s5,€ [ H = (S)C [ H.
SCH<G SCH<G
Assim, concluimos que:
)= (] H

SCH<G

Corolario 22. Sejam G um grupo e S C G um subconjunto de G. Entdo (S) é o menor (no
sentido de inclusdo) subgrupo de G que contém S, isto é, se T' é um subgrupo de G tal que
SCT <G, entao(S) <T.

Demonstracao. Segue diretamente da proposicao anterior. |

Proposicao 23. Sejam G um grupo e S, T subgrupos de G. Entdo o conjunto
ST = {st; s€ S et € T} ésubgrupo de G se, e somente se, ST =T'S.

Demonstracdo. (=) Dado g € T'S, existem s € S et € T tais que g = ts e segue que
gl=s141eST.Como ST <Geg'eST temosqueg=(g7')'eST — TS C
ST.

Dado h € ST, temos que h™! € ST e assim, exitem s, € S e t, € T tais que
h~t = sty = h=ty's;! € TS, logo ST CTS = ST =TS.
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(<) Sejam z, y € ST, x = s1t; e y = Soty, Onde sy, s € S e ty, to € T.
l’yil = Sltl(Sth)il = 81t1t2_182_1 = 81t382_1, onde t3 = t1t2_1. Como t382_1 e TS = ST,

1

existem s, € Se ty € T tais que t35;1 = sty — Ty T = 81t38;1 = 518414 = S5ly, onde

55 = 5154 € S.Logo xy ! = s5ty € ST = ST <G. [

Proposicao 24. Sejam GG um grupo e S, T subgrupos de G. Entdo ST < G se, e somente se,
ST =(SuUT).

Demonstracdo. (<) Trivial.
(=) Por um lado, temos que SUT C ST = {st; s€ Sete T} C (SUT), visto que
(SUT) ={xx9--a;t>1, 2, € (SUT)ouz; ' € (SUT), 1 <i<thu{e}.
Por outro lado, como S U T C ST, pela Proposi¢éo 21, temos que (SUT) < ST.
Logo ST = (SUT). |

Corolario 25. Sejam G um grupo e H1, H,, ..., H, subgrupos de G. Entao H H,...H,, < G
se, e somente se, HiH,...H,, = (|J H;).
=1

Demonstracao. A demonstracdo é analoga a da proposi¢ao anterior. [ |

Definicdo 26. Seja G um grupo. A ordem de GG como a cardinalidade do conjunto subjacente de
G, e denotamos por |G|. Dado um elemento g € G, definimos a ordem de g como |g| = |{g)|

Proposicédo 27. Sejam G um grupo e g € G. Se |g| = n, entdon = min{m > 0; g™ = e}.
Além disso, se m é um inteiro positivo tal que g = e, entdon | m.

Demonstracdo. Como (g) = {¢™; m € Z}, e |g| = n, entdo deverao existir inteiros distintos
p, q € 7 tais que g = g¢?. Sem perda de generalidade, suponha ¢ < p, entdo temos que
g* = g7 = g¢"(¢9)"' = g"7 = e, ouseja, p— q > 0 é um inteiro tal que g* 7 = e.

Defina b = min{m > 0; ¢™ = e}, para mostrarmos que b = n, mostraremos que
e, g, 9%, ..., 9", sdo elementos todos distintos e que (g) = {e, g, ¢%, ... , "'}

Suponha, por absurdo, que g™ = ¢"? onde mq, mo Sao inteiros distintos tais que
0 < mq, my < b— 1. Sem perda de generalidade, suponha ms > mgq, logo ¢~ = e e
0 < mg —my < b— 1, um absurdo com a minimalidade de b, logo devemos ter que
e, g, g%, ..., g""!, sdo elementos todos distintos.

E claro que {¢, g, ¢%, ..., g1} C (g).

Agora, dado z € (g), temos que x = ¢' onde ¢ € Z. Fazendo a divisdo euclidiana de ¢
por b, existem ¢, r € Z taisquet =bg+r,onde 0 <r < b— 1.

Assim, g' = ¢**" = (¢*)9g" = g",onde 0 < r < b—1,logo ¢ € {e,9,¢%,...,9"" !} =
(9) C{e.g,9% ... g" '}

Portanto, temos que (g) = {e, g, ¢%, ..., ¢°"'} e segue que n = min{m > 0; g™ = e}.

Por fim, se m é um inteiro positivo tal que ¢ = e, fazendo a divisdo euclidiana de m
por n = g
divisao tenha resto nulo, de onde concluiremos que n | m. |

, de forma analoga a feita anteriormente, a minimalidade de n garantira que essa
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Definicdo 28. Seja G um grupo. Caso d(G) < oo, isto é, a quantidade minima de geradores
para GG é um numero finito, dizemos que GG é um grupo finitamente gerado.

Definicao 29. Seja G um grupo, GG é dito ciclico se puder ser gerado por um Unico elemento,
isto é, se existir algum elemento g € G tal que G = (g).

Exemplo 30. Z é um grupo ciclico, pois (1) = Z.
Proposicao 31. Todo grupo ciclico G é abeliano.

Demonstracdo. G = (g), para algum g € G.
Dados x, y € G, existemm,n € Ztaisque z = g™ ey = g".

n

Segue que ry = g"g" = g™ = g"T" = g"g™ = yu.

Logo, GG é abeliano. [ |
Proposicao 32. Sejam GG um grupo ciclicoe H < (G, entdo H é ciclico.

Demonstracdo. Caso H = {e}, ndo ha o que mostrar.

Caso H # {e}, seja g um gerador de G, defina b = min{m > 0;¢™ € H}.

Dado h € H < G = (g), h = ¢' para algum t € Z. Fazendo a divisdo euclidiana de ¢
por b, existem ¢, r € Z taisquet =bq + r,onde 0 < r < b — 1.

Assim, h = g' = ¢"" = (¢*)9g", onde 0 < r < b — 1. Tomando (¢°)% € H e
multiplicando a igualdade pela esquerda, temos que g" = (g°)~%(¢*)%g" = (¢*)~?h € H. Pela
minimalidade de b, devemos terque r =0 = h = (¢")! = h e (¢®) = H=(¢").

Corolario 33. Para todo inteiro positivon > 1, nZ = {nk; k € Z} é subgrupo de Z, e além
disso, todo subgrupo de 7. é da forma nZ.

Demonstracao. Do Exemplo 15, sabemos que nZ < Z.
Seja H < Z, pelo proposigéo anterior, segue que H = (m) = {mz; z € Z} = mZ. B

Definicao 34. Seja G um grupo. O centro de G é o conjunto
Z(G)={9€G; gr =xg, V€ G}.
Z (@) é subgrupo pois, Z(G) # &, jaque e € Z(G), e paratodos g, h € Z(G) etodo z € G.

(gh Nz = (h™")gz = h""(xg) = h'z(e)g = h'x(hh™')g

=hYoh)h g =h"thah g = x(gh!) = Z(G) < G.

Note que, se GG é abeliano, entdo Z(G) = G.
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Definicao 35. Seja G um grupo e h € (. O centralizador de h em GG é o conjunto
Ca(h) = {g € G; gh = hg}.
Cq(h) é subgrupo de G pois, Cg(h) # @, jaque e € Cg(h), e paratodos x, y € Cg(h).

(zy Hh =zy " he =2y ' h(yy ") = zy (hy)y " = zy  (yh)y
(y " 'yhy "t =z(e)hy ' = (zh)y ' = (ha)y ' = h(zy™') = Cq(h) <G.

Analogamente, se H < (G, o centralizador de H em G é o subgrupo de G dado por
Co(H)={9€G; gh=hg,Vhe H}.

Definicao 36. Seja G um grupo e x, y € (. A relagao de equivaléncia "y é um conjugado de x
em G"édadapory ~x <= Jg € G; y = grg~'. De fato, ~ é uma relacdo de equivaléncia
pois:
(i) Dadoz € GG, tome e € G.
ere 'l =rv =~z Vrcd.

(i) Dados x, y € G tais que = ~ y.

T~y = =gyg

—= g lag=y = (¢ z((¢") ") =y.comg e G = y~u.

== X9 =9y

(iii) Dados x, y, z € Gtaisquez ~yey ~ z.
r~yey~z<E=>axr=gqyg ‘ey=hzh ', comg, he G
= x=g(hzh™)g~ = (gh)z(gh)™',comgh € G = x ~ 2.
A classe de equivaléncia de um elemento x por essa relacdo é chamada classe de
conjugacéo de x e é denotada por z©.

Teorema 37. Seja G um grupo finito. Entédo vale a seguinte igualdade:

Gl=12(@)|+ Y laf],

onde z; ¢ ij, V1 # j, isto é, cada x; pertence a uma classe de conjugagéo diferente. Essa
igualdade é chamada equacéo das classes de conjugacéo de G.

—1»

Demonstracao. Como vimos anteriormente, 'y ~ x <= dg € G; y = gxg~ " € uma relagdo

[
de equivaléncia. Logo G = | xf’ onde cada x; pertence a uma classe de conjugacao diferente.

1

Note que, se z; € Z(G) <= Vg € G, gr; = 1,9 < Vg € G, gr;g ' = 1, <
z¢ = {x;}. Portanto Z(G) = |J af.

K3
z;,€Z(G)
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Assim, segue que:

G:Uxiaz U g L.J O vy :Z(G)O L.J zf
i zi€2(Q) 2:¢2(G) 2:¢2(G)

E, por fim, temos que:

Gl=12(G)|+ Y |afl.

2:¢Z(G)

2.2 Classes laterais e Grupos Quocientes

No estudo da Aritmética, as classes de congruéncia médulo m sao construidas a
partir da relagdo de equivaléncia "congruéncia modulo m”, onde dois inteiros a e b se re-
lacionam se a diferenga entre eles for um multiplo de m, na notagdo usualmente utilizada,
"a = b mod m <= m | a — b". Tal construgdo permite simplificar a estrutura dos inteiros,
facilitando problemas de divisibilidade e da aritmética dos restos. Pensando em Z como grupo,
o conjunto dos multiplos de um inteiro m pode ser visto como o subgrupo H = mZ < Z.

Fazendo a mesma construcdo para um grupo G qualquer e um subgrupo H < G,
podemos obter resultados que, ao simplificar a estrutura de G, podem facilitar a resolugédo de
certos problemas e ajudar no estudo da Teoria de Grupos, além de ser uma forma de construir
novos grupos a partir de grupos e subgrupos ja conhecidos.

Dado um grupo GG e um subgrupo H < (, podemos construir uma relagdo de equiva-
léncia em G dada por: x Sy <= y 'z € H, utilizando a multiplicacéo & esquerda. De fato,
temos que ~ € uma relagao de equivaléncia, pois:

Dado um grupo G e um subgrupo H < @, seja ~ uma relagdo em G dada por:

:ery<:>y’1$E H.
(i) (reflexiva) Como H < G,e€ H +<—= s '2 ¢ H ==z ~ T, Vzed.

(ii) (simétrica) Sejam z, y € G tais que x ~Y.
Ty = ylreH—=yv=heH =y lo=h= (y o)t =(h)"!
:>$*1y:h*1:>m*1y:h*1€H<:>yEx.

(iii) (transitiva) Sejam x, vy, z € G tais que x ~Y ey ~z
xEjyeyrEz<:>y_1x:h1EHez_ly:hgeH

= zla=CCYW(y o) =hhe H=2'2€ H<=x ~ 2

Portanto, ~ € uma relagdo de equivaléncia em G.
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A partir dessa relacdo de equivaléncia, podemos construir as classes de equivaléncia
dessa relagdo. Dado um elemento g € (5, sua classe de equivalénciaserdg = {x € G; x ~ g}
Note que = > 9 < g'x = h € H <= 2 = gh,onde h € H. Devido a isso, podemos
reescrever, e denotar a classe de equivaléncia g como gH = {gh; h € H}, além disso, as
classes de equivaléncia recebem o nome de classes laterais a esquerda e juntas formam o
conjunto das classes laterais a esquerda de G por H, que é denotado por G/ H.

Analogamente, toda essa construcdo pode ser feita utilizando a multiplicacao a direita,
a partir da relagao: "z >y <= zy~' € H”, resultando na construcdo das classes laterais
a direita dadas por Hg = {hg; h € H}, que juntas formam o conjunto das classes laterais
a direita. Também vale notar que a quantidade de classes laterais a esquerda e a direita é a
mesma, o que pode ser mostrado pela bijecdo v H — Hz~'. No decorrer do texto utilizaremos
a construgao feita a esquerda e, quando nao houver confusao, utilizaremos apenas "classe
lateral" para nos referirmos a classe lateral a esquerda.

Além disso, visto que ~ € uma relacao de equivaléncia, as classes de equivaléncia
formam uma particdo de G e temos que:

() Ve, ye G,ouxzH =yHouxzHNyH = 2.

(i) G= | gH.

geG

(i) G = | tH, onde T é um conjunto de representantes da particdo de G.
teT

Defini¢ao 38. Sejam G um grupo e H < (. A cardinalidade do conjunto das classes laterias
GG/ H recebe o nome de indice de H em G e é denotado por [G : H].

Lema 39. Todas as classes laterais de H em GG tém a mesma cardinalidade, igual a cardinali-
dade de H.

Demonstracdo. Seja tH = {xh; h € H} uma classe lateral de H em G. Tome a fungéo
f: H— xH dada por f(h) = zh.

f & injetora, pois: dados hy e hy € H tais que f(h1) = f(hy) = xhy = zhy
= hy = ho.

E f é sobrejetora, pois: dado y = xh € ©H, com h € H, segue que f(h) = zh.

Como f é bijetora, segue que |H| = |xH| e temos o resultado. |

Teorema 40. (Teorema de Lagrange)
Sejam G um grupo e H < (. Entdo:

Gl =[]
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Demonstracdo. Sabemos que G = | J tH, onde T' é um conjunto de representantes da parti-
teT
cdo em (G feita pelas classes laterais de H. Sendo 1" um conjunto de representantes da particao,

temos que |T'| = |G/H| =[G : H].
Caso |G| < oo, temos que H < oo e |G/ H| < oo, e temos que:

Gl=[{JtH|=)_ltH| =) |H|=T|-|H| =[G : H]-|H|. (1)

teT teT teT

Caso |G| = oo e |H| = oo, vale aiigualdade G = [G : H] - |H|.
Caso |G| = oo e |H| < oo, suponha por absurdo que [G : H] < oo. Como |H]| e

|G : H] = |T'| sdo ambos finitos, valem as manipulagdes feitas na equagéo (1), onde obte-
mos que |G| < oo, um absurdo. Logo, devemos ter que [G : H| = oo e vale a igualdade
|G| =[G : H]-|H]|. [

Corolario 41. Seja G um grupo finito e H, K subgrupos tais que K < H < G, entdo
G: K|]=|G:H|[H: K]

Demonstracao. Usando o Teorema de Lagrange para H < G, K < G e K < H, respectiva-
mente, teremos:

(1) |G =[G H]-|H|

(2) [G|=[G:K]-|K]|e

(3) [H|=I[H: K] |K|
De onde segue que:

(1

~

2|6l =[G H]-[H: K] K|

DG
= 19k =[G H]-[H: K]
LK =[G H]-[H: K]

Corolario 42. Sejam p um numero primo e GG um grupo finito com ordem p, entdo GG é ciclico.

, logo, pelo Teorema de Lagrange, |g|

Demonstracdo. Seja g € G tal que g # e. |g] = |{g)
divide |G| = p.
Sendo g # e, sabemos que |g| # 1. Como p é primo, devemos ter que |g| = p.

Logo, G = (g), isto é, G é ciclico. [ ]
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Anteriormente, dissemos que uma forma de construir novos grupos € a partir de grupos
e subgrupos ja conhecidos, e entdo introduzimos o conceito de classes laterais com o objetivo
de construir grupos induzindo a operacéo de (G as classes laterais de GG por H.

Porém, a operagéo induzida (zH, yH) — xyH nem sempre estara bem definida, e
assim se faz necesséria a definicdo dos grupos onde ocorrera a boa defini¢ao.

Proposicao 43. Sejam G um grupo e H < (5. As seguintes afirmagbes sdo equivalentes:
(i) A operagdo induzida as classes laterais de H esta bem definida.
(i) Paratodog € G,gHg™ ' C H.
(iii) Paratodog € G, gHg™' = H.
(iv) Paratodog € G,gH = Hg.

Demonstracdo. (i) = (7i) : Para demonstrar essa implicacdo, tomaremos duas represen-
tacdes diferentes para duas classes laterais, e estando bem definida, deveremos ter o mesmo
resultado independentemente da representacdo adotada.

Sejam z, g € G, dados h, k € H,tome T = zh™ ' e g-! = ¢ 'k. Sabemos que
tH=ZHeg¢g 'H =g 'H.

A operacdo esta bem definida, logo teremos g 'H = xzHg 'H = THg 'H =
TZg'H = 2¢g'H = T¢g'H = zh''¢g'kH = z¢'H = zh'¢'H =—

V' = ghg™! € H, para quais-

(xh~tg ) lzg™! € H, mas (zh'g ) tag™t = ghalag™
quergc Gehc H=— gHg ' C H,paratodo g € G.

(1) <= (it) : Dados z, 7, y,y € G, taisque xtH = TH e yH = yH, teremos que
T=xhey=uyk,onde h, k € H.

y 'Hy C H, em particular, teremos y 'h~'y € H, mas y 'h~ly = y 'h~ta tay =
(xhy) ey € H = ayH = thyH = xyH = xhykH =— xyH = TyH. Logo a
operagéo (zH, yH) — xyH estd bem definida.

(it) = (iti) : Vg € GeVh € H,g'hg € H, pois go'Hg C H, logo
h=glg'hg)g™ € gHg™' = H CgHg '

(17) <= (i4i) : Trivial.

(i17) = (iv) : Dado g € G, paratodo = € gH, x = gh onde h € H. Note que, como
gHg ' C H,ghg ! =1 € Heteremosquez = gh = ghg ‘g = h'g € Hg.Logo gH C Hg.
Ainclusdo Hg C gH é andloga. E entdo temos que gH = Hyg, paratodo g € G.

(tv) = (ii) : Sejam g € G e h € H. Como gH = Hg, temos que gh = h'g para
algum i/ € H.Logo ghg™' =h'gg ' =N € H = gHg ' C H. [ |

Definicao 44. Dados G um grupo e H < G, H é dito um subgrupo normal de GG se satisfaz
uma (e consequentemente, todas) das afirmagdes da proposicédo anterior. Denotamos por H <G
quando H é subgrupo normal de G.
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Note que os subgrupos normais H < (G sdo os subgrupos nos quais o conjunto quociente
G/ H, munido da operagéo induzida, € um grupo, o qual chamaremos de grupo quociente. No
decorrer do texto, ndo faremos diferenciacdo de notagdo entre conjunto quociente de H por G
€ 0 grupo quociente construido a partir do conjunto quociente munido da operacao induzida.

Exemplo 45. Sejam G = GL,(K)e H = SL,(K), H sera subgrupo normal de G.
Basta ver que, paratodos X € GL,(K)eY € SL,(K), verificamos pelas propriedades
do determinante que:

det(XY X 1) = det(X)det(Y)det(X ') = det(X)1xdet(X) ' = 1.

Logo, XY X! € SL,(K). De onde concluimos que SL,(K) < GL, (K).
Proposicao 46. Sejam G um grupo, H < G e N <G, entdo H NN < H.

Demonstracao. Pela Proposicdo 17, sabemos que H NN < G e,como HN N C H, temos
HN N <H.
Sejamh € H C Gene€ HNN C N. hnh™ € H, pois ambos h,n € He H é
fechado para sua operacéo. Por outro lado, hnh~! € N pela normalidade de N em G.
Logohnh™t e HNN = HNN<H. [ |

Corolario 47. Sejam G um grupo e H, N subgrupos de G taisque N < H < G e N < G.
Entao N < H.

Demonstracao. Segue diretamente da proposicdo anterior. [ |

Exemplo 48. O centro de G (Definigao 34) é subgrupo normal de GG. Basta ver que: Vz € Z(G)
eVge G, g:g7' =2 = gZ(G)g ' CZ(G),Vge G = Z(G)«G.

Teorema 49. Se G/Z(G) é ciclico, entdo G € abeliano.

Demonstragdo. GG/Z(G) é ciclico = G/Z(G) = (g), paraalgumg € G/Z(QG).
Dados z, y € G, x =¢" ey =g",onde m, n € Z.
T=g"=g"<=r=g"2ney=9g"=g" <= y=g"z,0nde 2z, 25 € Z(G).
vy =g"ng" "2 = g 2 = g M nn = ¢V M wn = gMg" 0 = §M g™ = Y.

Portanto, GG é abeliano. [ |

Definicao 50. Se H < (, entdo o normalizador de H em G é o conjunto dado por
Nog(H) ={g9 € G; gHg™' = H}.

N¢(H) é subgrupo pois:

Ng(H) # @,jdque e € Ng(H).

Dados z,y € Ng(H), yHy™' = H = yH = Hy.
(ry DH(@y ) =ay ' Hyr ' =2y ' (Hy)r ' =xy ' (yH)o ™' = x(H)z™! = H.

Logo, N¢(H) < G.
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Proposicédo 51. N¢(H) é o maior subgrupo de G onde H é normal.

Demonstracao. Por defini¢do, temos que H < N (H).
Agora, seja K talque H <K < G.Dadok € K,kHk™' = H = k€ Ng(H) =
K C Ng(H). [ |

Proposicao 52. Sejam H e N subgrupos de G. Se N <« GG, entao N < HN < @.

Demonstracao. Sejag; € HN, gy = hyn;onde hy € Hen; € N.

Temos que g, = hyny = hini(e) = hiny(hi hy) = (hanihy')hy € NH, pois como
N <G, hinihi* € N.Logo HN C NH.

Sejag, € NH, go = nashoondeny, € Ne hy € H.

Temos que go = nohy = (e)nohy = (hahy )nohy = ho(hy 'nohy) € HN, pois como
N <G, hy'nyhy € N. Portanto NH C HN.

Como HN = N H, segue pela Proposicdo 23 que HN < (5. Agora, dados g € HN e
n € N, g = hong e entdo gng~' = (hono)n(hong) ™ = ho(nonng*)hg' € hoeNho C N, pois
N <G, logo gNg=! C N esegue que N < HN. [ |

Corolario 53. Sejam H e N subgrupos normais de GG, entdo HN <G. Além disso, se H1, ..., H,,
sdo subgrupos normais de GG, entdo H H,...H,, < G.

Demonstracao. Pela proposicéo anterior, ja sabemos que HN < G.
Sejamge Gexe HN,x =hnondehe€ Hen € N.

grg~t = ghng™' = (ghg~')(gng™) € HN, visto que ghg™! € H <G e
gng~' € N«G.

Logo, HN <« G.

Para o caso mais geral, o resultado é trivial usando inducao sobre n. [ |

2.3 Homomorfismos
Definicdo 54. Sejam (G, -) e (H, *) grupos. Se ¢ : G — H é uma fungéo tal que

oz -y) = o(x) * o(y),

entdo ¢ sera chamado homomorfismo de grupos.

Caso @ seja uma bijecdo, ¢ sera chamado isomorfismo de grupos, também diremos
que os grupos (G, -) e (H, *) séo isomorfos e denotaremos essa relagéo por (G, -) = (H, %)
ou, fazendo um abuso de notagdo, (G, -) = (H, *).

Exemplo 55. Sejam G um grupoe H < G. 7w : G — G/H, dada por g — gH, é um
homomorfismo sobrejetor, 0 qual é chamado homomorfismo projecdo candnica e seu nucleo é
ker(m) = H.
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Proposicao 56. Sejam G e H grupos e ¢ : G —» H um homomorfismo. Entao:
() @(ec) = en.
(i) Dadog € G, o(g~") = @(g)~".
(i) Dados g € G en € Z, (g") = ¢(g)".

Demonstracao.

(i) Sabemos que e = egeq, logo @(eq) = @(egeq) = @(eq)e(eq) = @(eq) = en.

(i) ec = g9 = olec) = @lgg™!) = o(9olg™) = en = o(goy™) =
e(g7") =e(9)".

(iiiy Cason = 0, teremos @(¢°) = @(eq) =en e ¢(g9)° =

Caso n > 1, faremos indugdo sobre n. ©(¢') = @(9) = @(g)'. Suponha que

¢(9") = @(9)" para algum n € N. Segue ¢(¢9"™!) = @(g"¢") = o(g")e(d") =

e(9)"e(9)" = @(g)". u

Defini¢ao 57. Sejam G e H grupos e @ : G — H um homomorfismo, entdo o nicleo de ¢ é
o0 conjunto denotado por ker(@) = {g € G; ©(g) = en}.

Proposicao 58. Sejam G e H grupos e ¢ : G —» H um homomorfismo, entéo:
(i) ker(p)<G.
(i) im(¢) < H.
(iii) @ é injetor se, e somente se, ker(@) = {eq}.

Demonstracao.

(i) ker(@) < G pois, dados z, y € ker(@), @(x
eyx = xy ' € ker(@) = ker(p) < G.
Dado g € G, tome gzg~' € g(ker(¢))g~ !, onde = € ker(¢@).

Segue que ¢(gz97") = @(g)e(z)@(97") = @(g)e(9) ' =en =
grg~t € ker(@) = g(ker(@))g~' C ker(@) = ker(@)<G.

(zy™") = o(@)e(y™") = e(@)o(y) ™' = eney' =

(i) Dados hy, hy € im(@), existem gy, g2 € G tais que @©(g1) = h1 e ©(g2) = ho, € entdo

segue que hihy' = @(91)@(92) 7" = @(91)@(9:) = @(9192 ") = Ihy' € im(p) =
m(e) < H.
(i) (=) Dado g € ker(@), ©(g) = ey. Como @(eq) = ey = g =-ec = ker(@) = {ec}.
(<) Dados g1, g2 € G tais que @(g1) = @(g2), teremos que ey = @(g1)@(g2) " =

0(q195") = g195"' € ker(@) = {ec} = gig5' =e¢ = g1 =go = @ éinjetor. W

Teorema 59. (12 Teorema de Isomorfismo) Sejam GG, H grupos e ¢ : G — H um homo-
morfismo, entdo G /ker(@) = im(¢@).
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Demonstracdo. Seja KX = ker(@), sabemos que K < G, logo G/K é um grupo. Tome
7 :G/K — H dadapor 7(gK) = ¢(g).

7 esta bem definida pois, dados =K, yK € G/K tais que K = yK, 2K = yk —
e K = eg =0y ) =0@ey) " = o) =0(y) = r@K)=7ykK).

7 é um homomorfismo pois, dados 2K, yK € G/K, n(zK - yK) = n((zy)K) =
¢(zy) = o(@)o(y) = m(zK)m(yK).

Por fim, = é injetor pois, dado ¢K € G/K tal que n(¢K) = ey, m(9K) = ey =
©(g) =enw = g€ K =ker(p) = gK = K =eq/x = ker(m) = {eq/u}.

Sendo m um homomorfismo injetor, ao restringirmos seu contradominio a sua imagem,
teremos 7 sobrejetor em im(¢), fazendo com que 7 : G/ K — im(@) seja um isomorfismo, e
portanto, temos G/ K = G /ker(@) = im(¢@). |

Teorema 60. (22 Teorema de Isomorfismo)
Sejam G um grupo e N, T subgrupos de G, com N <« G. Entao (NNT)<T e
TN _ T

N ~ (TnN)

Demonstracao. Pela Proposicdo 52, sabemos que N < T'N < (G, logo faz sentido considerar
o grupo quociente TN/N.

Sejam : TN — T'N/N o homomorfismo proje¢ao canonica. Tome n’ = 7r|T. Teremos
queker(n') ={teT; n'(t)=N}={teT; tN=N}={teT;te N} =TnNN.

E segue, pelo 1° Teorema de Isomorfismo (59), que 7'/(T'N N) = im(7').

Por outro lado, dado * € TN/N,Z = (tn)N = tN = 7'(t) € #'(T) = im(x'), ou seja,
7’ é sobrejetora e temos im(7’) = T'N/N. De onde concluimos que:

TN , T

N ~ (TnN)

Teorema 61. (32 Teorema de Isomorfismo)
Sejam K < H < GG, com H e K ambos normais em G. Entdo H/ K < G/K e

(G/K) G

(H/K) ~ H

Demonstracéo. Seja 7 : G/K — G/H dada por 7(gK) = gH.
7 estd bem definida pois, 1 K = oK = ¢1 = g2k, onde k € K, e segue que
(1K) = g H = gokH = goH = 7(g2K).
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7w & homomorfismo pois, dados zK, yK € G/K, n(zKyK) = n(zyK) =
ryH = xHyH = 7(zK)n(yK). Pelo 1° Teorema de Isomorfismo (59), temos que
(G/K)/ker(m) = im(m).

Por um lado, temos que

ker(r) ={9yK € G/K; n(¢K)=H} ={9K € G/K; gH = H}

={¢yKe€G/K;ge H} = H/K.

Por outro lado, dado gH € G/H,temosque g € Gen(gK) = gH, logo 7 é sobrejetora
e temos im(7w) = G/H.

Logo,
(G/K) G
(H/K) ~ H'

Teorema 62. Seja G um grupo ciclico.
(i) Se |G| = oo, entdo G = Z.
(i) Se |G| =n < oo, entdo G = Z/nZ.

Demonstracéo. G é ciclico, logo (g) = G para algum g € G.

Tome ¢ : Z — G dada por @(m) = g™.

@ é homomorfismo pois, dados my, mas € Z, @(my + my) = gmMtm = gMgm2 =
@ (m1)@(ma).

Além disso, ¢ é sobrejetor pois, dado x € G = (g), existe mg € Z tal que z = g"° =
®(mo).

Pelo 12 Teorema de Isomorfismo, temos que Z/ker(@) = G.

Agora basta analisarmos ker(@):

(i) Se |G| = o, |g| = 00 = ¢' = e, onde ¢ € Z, ocorre somente com ¢ = 0. Logo,
temos que ker(@) = {m € Z; o(m) = ¢" = 0} = {0}. De onde temos que G = Z/{0} = Z.

(i) Se |G| =n,lg=n = ¢g'=e,t€Z < t=ng,ondeq €Z <=t e nl.
Portanto G = Z/nZ. |

Teorema 63. (Teorema de Cayley)
Seja G um grupo, entdo existe um subgrupo H < S¢ tal que G = H. Além disso, se G
é finito com ordem n, G serd isomorfo a um subgrupo do grupo de permutagées S,,.

Demonstracao. Consideremos inicialmente GG apenas como conjunto. Recapitulando o Exem-
plo 9, temos que S = {f : G — G, f é bijegéo}.

Dado g € G, tome f, : G — G dada por f,(z) = gx, mostraremos que f, é uma
bijecao.
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Sejam z;, xo € G tais que f,(x1) = fy(x2) = gr1 = gr2s = 1 = 29, logo f, é
injetora.

Dado y € G, tome (¢'y) € G e teremos que y = g9 'y = f,(g7'y), logo f, €
sobrejetora.

Portanto, f, € uma bijecdo e temos f, € S¢.

Defina agora:

V:G
g——=V(g) =fy: G

Sa
G

g fy(z) = g2

Mostraremos que 1 € um homomorfismo injetor.
Note que, dados ¢,h € G, paratodo z € G, f,0 fr(x) = f,(fu(z)) = g(hx) = (gh)x =
fgh(m) = fg ofn= fgh-

1 é um homomorfismo pois, dados ¢, h € G,

Y(g)b(h) = fgo fu= fon =b(gh).

Dado g € ker(1), teremos que P (g) = f, é tal que f,(x) = x para todo = € G. Em particular,
temos que fy(e) =e = ge=e = g=-e = ker({P) = {e}. Logo 1 ¢ injetora.

Sendo 1\ um homomorfismo injetor, pelo 12 Teorema de Isomorfismo (59), temos que
G =im(yp) < Sg. [ |

Corolario 64. Dadon € N, existe somente uma quantidade finita (a menos de isomorfismo) de
grupos com ordem n.

Demonstracao. Pelo Teorema de Cayley, temos que GG serd isomorfo a algum subgrupo de Sg.
Se |G| = n, teremos que S¢ = S, € |S,,| = n!.

Para tomarmos um subconjunto de S,, com exatamente n elementos, deveremos esco-
lher n elementos dentre os n! que compdem S,,, e isso podera ser feito de (’:) formas diferentes.

Dado H < S, com |H| = n, H devera figurar entre os (’:L') subconjuntos possiveis com
n elementos, o que limita a quantidade de subgrupos H possiveis nessas condigdes.

Como ( devera ser isomorfo a algum desses subgrupos H, e existem somente finitos
subgrupos H < S, tais que |H| = n, existird somente uma quantidade finita de grupos G' com

n elementos. u

Lema 65. Sejam G e G* grupos, ¢ : G — G* um homomorfismo e S* < G*. Entdo
e IS ) ={seG; p(s) € S*} <Geker(p) < @ 1(5%).
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Demonstracdo. Dados z e y € ¢ !(S*), o(x) e o(y) € S*, e temos que @(zy~') =
e@)e(y™) = e@)e(y)™ mas o(z)e(y)~ € 5 < G* logo zy~' € @ '(S*) e segue
que @~ 1(S*) < G.

Agora, eg- € S*, logo, se g € ker(@), teremos @(g) = eg € S* =
ker(@) C @~1(S%).

Ja sabemos que ker(¢@) < G, o que garante que ker(@) seja um grupo. Sabendo que
ker(@) C @~1(S*), concluimos que ker(p) < @~1(S5*). ]

Teorema 66. (Teorema da Correspondéncia)

Seja K <G e seja @ : G — G/K a projecdo canénica. Entdo S —— @(S) = S/K é
uma bijecdo da familia de subgrupos de G que contém K para a familia de todos os subgrupos
de G/K.

Além disso, sendo S, T subgrupos de G tais que K < S e K < T, e denotando S/ K
por S*, segue que:

(i) T < S se, e somente se, T* < S*, eentdo [S : T] = [S*: T*|.
(i) T < S se, e somente se, T* < S*, eentdo S/T = S*/T*.

Demonstracdo. Sejam S e T subgrupos de G contendo K, se S/K = T/K, dado
sK € S/K, existe t € T tal que sk = tK, e disto temos que s = tk para algum k € K.
Como K <T,s=tkeT = S CT.Analogamente, T’ C S, e segue que S = T'. Logo,
S+ @(S) = S/K é injetora.

Agora, dado A < G/K, pelo lema anterior, temos que ¢ '(A) < G,
K = ker(p) < @ !(A) e, como @ é sobrejetora, (@' (A4)) = A. Ou seja, S —— @(S) =
S/K é sobrejetora, e assim, temos que S +— ¢(S) = S/K é uma bijeco.

(1) : Sejam T, S subgrupos de G tais que K < T < S, entdo T* = @(T)
e(S) = §* = T* < S* Poroutro lado, se T* < S*, entdao T* C S* — T =
e(TH'Ce(S)'t=5 = S<T.

Para mostrarmos que [S : 7| = [S*:T*|, defina o : S/T — S*/T* dada por
a(sT) = @(s)T™.

« é injetora, pois, dados sT', s'I" € S/T tais que a(sT) = a(s'T) = @(s)T* =
(T = () o(s) = @(s's) € T" = () = ¢(s's) = ¢(t), onde
teT = o 's)ot) ' =@ lstl)=e = s lstlcker(9p) =KCT =
sTistl el = st 'T=5T = sT =5'T.

« é sobrejetora pois, dado s*T* € S*/T*, s* € S*, logo s* = sK com s € S. Tome
sT € S/T,como @(s) = sK, segue que s*T* = (sK)T* = @(s)T™* = a(sT).

Sendo « uma bijegao, temos que |S/T'| = |S*/T*| = [S:T] = [S*: T*].

(ii) : Se T < S, tome s* € S*et* € T*, s*t*(s*)! = sKtK(sK)™'. Como K < G,
segue que sKtK(sK)™! = sKtKs 'K = sts'K,ecomo T« S,sts! =t € T =
sKtK(sK)™ ' =sts 'K =t/K = s*t*(s*)"! = t*. Logo T™* < S*.

N
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Se T* <« S*,tome s € Set € T. o(sts!) = sts'K = sKtKs 'K =
sKtK(sK)™! = s*t*(s*) ' e s*t*(s*)! € T* 9 S* = ¢@(sts™') € T* = @(T), logo
existe um t' € T tal que @(sts™!) = o(t') = o(sts Ho{')™ = @(sts7 ()7} =
K = stsi(t)t € ker(p) = K < T = stsi{t) el = sts! =
stsTH () '¥)eT = T«S.

Por fim, pelo 32 Teorema de Isomorfismo (61), segue que S/T = S*/T*. [ |

Proposicéo 67. Seja M um subgrupo maximal de G. Se M < G entdo [G : M| é um nimero
primo.

Demonstracao. O Teorema da Correspondéncia nos mostra que existe uma bijecéo entre os
subgrupos H tais que M < H < (G e os subgrupos H/M < G/M. Sendo M maximal,
devemos ter H = M ou H = G, e entdo H/M = M/M ou H/M = G /M, isto é, G/M nao
admite subgrupos proéprios.

Sendo g € G/M, g # M, temos que (g) € um subgrupo nao trivial de G /M. Logo,
(g) = G/M, ou seja, G/M é ciclico.

Se |G/M| = oo, temos pelo Teorema 62, G/M = 7Z, um absurdo, visto que Z admite
infinitos subgrupos da forma nZ.

Se |G/M| = n < oo, novamente pelo Teorema 62, temos que G/M = Z/nZ.. Dado m
inteiro tal que m | n, temos que nZ < mZ < Z e entdo mZ/nZ < Z/nZ.Mas Z/nZ = G /M
n&o admite subgrupos prdprios, logo devemos ter que mZ/nZ = nZ/nZ ou mZ/nZ = Z/nZ,
de onde segue que mZ = nZ oumZ = Z = m = n oum = 1. Em suma, obtivemos que
m|n = m=noum = 1.

Portanto, n € um nimero primo e temos que [G : M| = |G /M| = n é primo. [

2.4 Produto Direto Finito

Definicdo 68. Sejam (H, ) e (K, *) grupos, entdo o produto direto de H e K, denotado por
H x K, é o grupo formado pelos pares ordenados (h, k),onde h € H e k € K, e a operagédo
é definida por (h, k) o (z,y) = (h-z, k*y). Na notagdo aditiva, chamamos o produto direto de
soma direta e denotamos por H @ K.

Vale notar que, para o produto direto H x K, teremos que ey xx = (en, ex) €, dado
(h, k) € Hx K, (h, k)™ = (h™1, k=1). Além disso, os grupos H e K s&o ditos componentes
diretas de H x K, e o grupo H x K contém réplicas isomorfas de suas componentes da forma
H=Hx{ex} <HxKeK=Z{eg}x K<HXxK.

Proposicédo 69. Sejam G um grupo e H, K < G. Se HK = G e HN K = {e}, entdo
G=HXK.

Demonstracdao. Dado g€ G = HK,g=hkondeh e Hek € K.
Fato: h e k sdo unicamente determinados por g.
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Tome hy, hy € H ek, ky € K tais que g = hiki = hoky. Logo hy'h, =
koki' € HNK ={e} = hy'hi =e=kokj' = hy =hyek, = k.

Sendo h e k unicamente determinados por g, a aplicagédo ¢ : G — H x K, dada por
¢(g) = (h, k), estard bem definida.

Dadosrey € G=HK,r=hkey=h'k',ondeh, " € Hek, k' € K. Considere
o elemento W'kh'~1k~1.

h'(kh'~1k~=') € H pois H < G.

(Wkh'—1)k™! € K pois K < G.

Logo WkhW 'k ' e HNK = {e} = Wk 'k '=c¢ = Wk=FkN.

Dessa forma, ¢ serd homomorfismo, pois, ©(zy) = @(hkh'k') = @(hh'kK) =
(hh', kE') = (h, E)(W, K') = @(z)@(y).

Dado gy € ker(®), go = hoko € ©(g) = (ho, ko) = (e, €) = hp=eeky=e¢ =
go =ee =e = ker(@) = {e}. Logo, ¢ é injetora.

Dado (a, b) € H x K, temos que ab € G e @(ab) = (a, b). @ é sobrejetora.

Por fim, temos que ¢ € um homomorfismo bijetor, isto €, um isomorfismo, e segue que
G2 HXK. [ |

Corolario 70. Sejam p e q inteiros positivos tais que mde(p, q) = 1. Entdo
Z[(pq)Z = L[pZ X L/qZL.

Demonstracédo. Seja g um gerador de Z/(pq)Z, temos que |g| =

Considere (¢7) < Z/(pq)Z e (¢*) < Z/(pq)Z.

197 = pelg’| =g logo (9%) = Z/pZ e (g*") = L/qZL.

Dado = € Z/(pq)Z, x = g™ para algum inteiro n.

Como mdc(p, q) = 1, existem inteiros r e staisque rp+sq =1 = nrp+ nsq =
n = r=g" =gt = gnrgnt = (gP)"" (g9)" € (g¥)(g).

Agora, dado y € (¢?) N {(¢7), y = (¢")" = (¢g9)? = g™ = ¢ —
gri(gtne)Th = gt = 0 € Z/(pg)Z = pny —qny = m(pq), m € L —
p(ni—mq) = qny => p|ny = ny = pk,k € Z.Logoy = g7 = ¢g¥* = (gP)F =0 —
(g") N (g7) = {0}.

Pela proposigédo anterior, seque que Z/(pq)Z = (g7) x (¢?) = Z/pZ x 7./ qZ. [ |

n

Teorema 71. Sejam G um grupo e Hy, ..., H, subgrupos normais de G. Se G = (|J H;) e,

para todo j, H; ) ( U H;) ={e}, entdfo G = Hy x ... X H,.
175]
Demonstracao. Sendo Hi,..., H, subgrupos normais temos pelo Corolario 53, que
H.H,...H, < G, e pela Proposicao 25, que H1H... <U H;) =
Fato (1): dado g € G = H;...H,, existem Unicos h; € Hy, .. h € H, taisque g = hy...h,.
Sejag = z1...x, = Y1...y, ONde x;, y; € H;.
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Multiplicando a esquerda por yfl e adireita por x;l...xgl emxy...T, = Y1...Yn, teremos:

n i=1
e e O m) 7
=1
i#]
Analogamente, obtemos que x5 = ¥, ... , T, = Yn, 0 que mostra o Fato (1).

Logo, a fungéo
n:G=H,.H,—H; x..x H,

g =hy..hy——(hy, ..., hy)

estard bem definida e serd injetora, devido a unicidade dos h; na decomposi¢do g = h;...h,.

Além disso, ™ é sobrejetora, pois dado (hy, ..., h,) € H; x .. x H,,
(hi, ..., hy) = @(hy...h,). Portanto, temos que 7 é bijetora.
Fato (2): paracada j # i,dados x € H; ey € H;, xy = yx.

Considere o elemento zyxz 1y =L

zyz~ty™t = (zya )yt € H;, pois H; < G, e xyxz~ty™t = z(yz~ly~!) € H;, pois
H;<G,logozyz~'y~' € H;NH; ={e} = zyz 'y ! =e = xy = yz, 0 que mostra o
Fato (2).

Dados a = a;...a, € b = by...b, € G, utilizando o Fato (2), podemos comutar os pares
de elementos afim de obter ab = a;4...a,,b1...b,, = a1b;...a,b,, 0 que nos permite mostrar que 7
é homomorfismo pois, (ab) = m(a1b;...anb,) = (a1by, ..., axby) = (a1, ..., ay)(by, ..., by) =
m(a)m(b).

Sendo ™ um homomorfismo bijetor, temos que ™ € um isomorfismo e segue que

G=H x..xH,.
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3 FERRAMENTAS INTERESSANTES PARA O ESTUDO DE GRUPOS

3.1 Acao de Grupos

Definicdo 72. Seja X um conjunto ndo-vazio e G um grupo. Uma agdo de G em X é uma
funcdo o : G x X — X, tal que:

(i) ale, z) =z, Vo € X, onde e é o elemento neutro de G.
(i) alg, a(h, )) = algh, ), Vg, he GeVz e X.

Quando nao houver confusdo sobre a agao «, escreveremos apenas g -  ou gx ao invés de
a(g, x). Nesses casos, também ocultamos o nome da agéo « e apenas dizemos que GG age
em X. Reescrevendo as condi¢cdes acima nessa notacao, teremos:

(i) e-x =z, Va € X, onde e é o elemento neutro de G.
(i) g-(h-z)=(gh)-z,Vg, he GeVz e X.

Exemplo 73. Sejam G um grupo e X um conjunto, aagdo g-r =xz,Vg € GeVr € X, é
chamada acgéo trivial.

Exemplo 74. Dado um grupo (G, *), podemos tomar X como o préprio GG. G pode agir em si
mesmo utilizando a prépria operacao x. Nesse caso, a acao g - ¢ = g * x € chamada translacédo
a esquerda, enquanto agao g - * = x * g € chamada translagéo a direita.

Exemplo 75. Dado um conjunto X, podemos tomar G = Sy (descrito no Exemplo 9) e construir
aagdo adadaporo -z =o(r),como € Sy ex € X.

Exemplo 76. Seja G umgrupoe H < G. H age em G pela agéo h - x = hx. Esta agao recebe
o nome de translacio esquerda de (G por H.

Da mesma forma, é possivel construir a translacdo direita de G por H, tomando
h-x = xh.

Exemplo 77. Dado um grupo G, a conjugacado de GG por GG pode ser vista como uma acgao,
tomando g-z = grg—'. Da mesma forma, se H < G, podemos conceber a agao h-x = hah™'.
A conjugacao define uma acéo, visto que:

Dados hi, ho € He x € G,

(I) hl . (hg . .I) = hl . (hzl’hgl) = hl(hz)l’h;lh;l = (h1h2>$(h1h2)_1 = (hlhg) - X.

(i) e-x=exe ! = .

De forma analoga, H < G pode agir por conjugacdo em outras estruturas de (G, como
por exemplo, no conjunto de todos os subgrupos de GG ou entdo no conjunto de conjugados de
um subgrupo K em G.
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Proposicao 78. Dados G um grupo e X um conjunto. Cada agdo o : G x X — X induz um
homomorfismo ¢ : G — Sx e vice-versa.

Demonstracao. Primeiramente vamos mostrar que, para cada agdo « : G x X — X temos
um homomorfismo @ : G — Sx:

Dado g € G, tome 0, : X — X dada por o,(z) = g - x.

Dados 71 e z2 € X tais que 0,(z1) = 0,4(x2). Temos que:

og(x1) =04(x2) = g a1=g-20 = g ' (g-11)=9g" (912

— (g_lg)-xlz(g_lg)~x2 = eI =€ Ty = T] = To.

Logo, o, € injetora.

~hex) = oy(g7 - x) € Im(oy).

Além disso,dadoz € X, g 'z € Xex =g (g
Portanto, o, € sobrejetora.

Assim, concluimos que o, é bijetora e que 0, € Sx.

Tome agora ¢ : G — Sx definida por ¢(g) = 0,. Dados ¢, h € G, @(gh) = o4, =
og00n=¢(g)o @(h).

A igualdade o4, = 0,4 o 0}, é valida pois:

oon(x) = (gh) - w = g+ (h - x) = ay(on(x)) = (0,0 04)(x), V& € X

Logo, temos que @ : G — Sx é homomorfismo induzido pela acao a.

Agora vamos mostra que, para cada homomorfismo ¢ : G — Sx temos uma agao
a:GxX — X.

Dado um homomorfismo ¢ : G — Sx, definac: Gx X — X porg-z = (¢(g))(z).
Dados g, h € GG, x € X e sendo e o0 elemento neutro de GG, temos que:

(i) e-x=0o(e)(z) =id(zx) =z
(i) g-(h-z)=(0(9))((@(h)(@)) = ((¢(g)) o (¢(h)))(z) = (@(gh))(z) = (gh) - =.
Assim, concluimos que « € uma acao induzida pelo homomorfismo @. [ |

Exemplo 79. A agdo trivial (descrita no Exemplo 73) induz o homomorfismo nulo de G em S.

O conceito de acao induz a definicdo de certas estruturas nos grupos que agem e nos
conjuntos que recebem a agéao.

Seja GG um grupo agindo em X. Podemos definir a relagdo ~ em X dada por z ~ y <=
x =g -y, paraalgum g € GG, que serd uma relagédo de equivaléncia. De fato:

Se G é um grupo agindo sobre X e sendo x ~ y <= x = ¢ -y, paraalgum g € G,
temos que:

(i) (reflexiva) x =e-2 —= x ~x, Vo e X.

(i) (simétrica) Sejam z, y € X tais que x ~ y.
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rvyssr=gy geG@=yglra=g""(g-y)=(g""g) y=cy=y

—y=g'l-2,9g'e@=y~u.

(iii) (transitiva) Sejam x, y, z € Gtaisque x ~y ey ~ z.

rT~Yyey~NzE=r=0g1-Yyey=g9-2, g1, 2 € G
—=r=gyY=091-(92-2) = (9192) "2, 91, o € G = = ~ 2.

Ou seja, ~ é uma relagao de equivaléncia em X.

Definicao 80. A classe de equivaléncia 7, correspondente a relagao de equivaléncia definida
anteriormente, recebe o nome de 6rbita de z, e é denotada por GG - x. Note que

Guo={yeX;y~at={yeX,y=9-2v,9e G} ={g-z€ X; geG}.

Além disso, visto que 6rbitas sdo classes de equivaléncias, elas formam uma particao
em X e temos que:

i Ve,ye X,ouG-x=G-youG-2NG-y=43.
i) X=U G-

zeX

(i) X = U G- x,onde T é um conjunto de representantes da parti¢do.
zeT

Outra estrutura interessante a ser definida, induzida pelo conceito de acao, é o de esta-
bilizador.

Definicao 81. Seja G um grupo agindo em X e seja x € X. O subgrupo estabilizador de x, ou
subgrupo de isotropia de x denotado por G, serd o subgrupo G, = {g € G; g-z =z} < G.
GG, realmente sera subgrupo de G pois:

Dados g, h € G, sabemosque g-x =xeh-z=z. h- v =z = h'-(h-z) =
At x= (h'h)-z2=ht 2=2a=h' 2= Nh"'eqG,.

Segue que (¢gh™') - x=g-(h' - 2)=g-z2=0= gh™' € G,.

Portanto G, < G.

A definicdo de orbita e do subgrupo estabilizador nos permite visualizar de uma nova
forma varias estruturas de grupo ja conhecidas.

Exemplo 82. Seja G um grupo agindo em si mesmo por conjugacao (vide Exemplo 77). Neste
caso, a 6rbita G - « de um elemento = € G coincide com a classe de conjugacao de z, isto é,
G-r={grg ' €G; geG}=2aC

Se H, subgrupo de (G, age em G por conjugacao, o subgrupo estabilizador H, coincide
com o C'y(x), o centralizador de x em H. Ecaso H = G, G, = Cg(x).

No caso de H agindo por conjugacgdo no conjunto dos subgrupos de G, isto é, pela
acdo h- K = hKh™!, a 6rbita de K coincide com o conjunto dos conjugados de K em H e o
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subgrupo estabilizador de K (H ) coincide com Ny (K'), o normalizador de K em H. E caso
H = G, Gg = Ng(K). Vale notar que todo subgrupo de K é normal em Ng(K), e que K <G
se, e somente se, Gx = Ng(K) = K.

Um teorema interessante ligando os conceitos de 6Orbita e de estabilizador, definidos

anteriormente, € o seguinte:

Teorema 83. (Teorema da Orbita-Estabilizador)
Seja G um grupo agindo em X e sejax € X. Entdo a cardinalidade da drbita de x é
igual ao indice do subgrupo estabilizador de x em G, isto é:

G| =[G G

Demonstragéo. Dado z € X, defina f : G -2 — & onde f(g - z) = gG..

f esta bem definida pois: dados g - x, h-x € G - x tais que g - * = h - x, segue que
g x=h-r= (hlg) r=2=hlge G, = 9gG, =hG, = f(g-x) = f(h-2).

f € injetora, pois: dados g - x, h-x € G - x tais que f(g-x) = f(h - z), temos que
flg-x)=f(h-2) = 9G, =hG, = h"lge G, = (h'g) z2=0=g-x=h-

f & sobrejetora, pois: dado ¢G, € G/G, temos que g € G,tomando g- = € G - = segue
que f(g-z) = gG,.

Assim, segue que f & bijetora e concluimos que |G - x| = [G : G,]. [ |

A partir desse resultado, podemos obter varios corolarios interessantes.
Corolario 84. Seja G um grupo agindoem X ex € X, entdo |G| = |G - x| - |G|

Demonstracédo. Do teorema anterior, temos que |G - z| = [G : G,]. Utilizando o Teorema de
Lagrange (40), temos que |G| = |G| - |G : G.]. Portanto, |G| = |G,| - |G - z|. ]

Ou seja, dado um grupo GG agindo num conjunto X e x € X, a ordem do grupo GG
pode ser obtida como o produto entre a cardinalidade da 6rbita de = e a ordem do subgrupo
estabilizador de x. Esse corolario nos da uma nova ferramenta para contar os elementos de um

grupo.
Corolario 85. Seja G um grupo e x € G, entdo |2%| = [G : Cq(z)].
Demonstracao. Tome a : G x G — (G a agéo conjugacédo. Do Exemplo 82 temos que

G-z =12%eque G, = Cy(x). Pelo Teorema da Orbita-Estabilizador (83) segue que:

2% = |G- 2| =[G : G, =[G : Cq(z)] = |2%] =[G : Ca(x)].
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Corolario 86. Seja G um grupo, H < G e X = {gHg™'; g € G} o conjunto dos conjugados

de H em G, entdo o nimero de conjugados de H em G sera | X| = [G : Ng(H)].

Demonstracdo. Tome a : G x {subgrupos de G} — {subgrupos de GG} a agéo conjugagao.
Por definigao, temos que G - H = {gHg™'; g € G} = X e do Exemplo 82 sabemos que
Gy = Ng(H). Utilizando o Teorema da Orbita-Estabilizador (83) segue que:

(X[ =|G-H|=|G:Gp] =[G: Ne(H)] = |X|=[G: Ne(H)].

Proposicao 87. Seja G um grupo agindoem X ex, y € X taisquey = gx, paraalgumg € G.
Entdo G, = gG.g7 " e |G| = |G,|.

Demonstragdo. Dado gug~! € ¢G,g~ !, ur = .
(9“9_1)y = gug_lgx = gur = gr =1y

= (gug™") € Gy, = (9G.g7") C G,
E,dadov € G, vy = v.

VY =Y — V9T = gTr —> g_lvgx = g_lgx =
— (g7'vg) € Go = v=yg(g 'vg)g™" € (9G.g7")

— Gy C (ngvg_l)-

Portanto, temos que G, = gG,g™ .
Agora, dado g € G, tome ¢, : G — G dada por @,(u) = gug™'. A fungéo ¢, é um
também serd isomorfismo.

isomorfismo e sendo assim, a restrigao @, Gy —> Im (cpg

. .

De onde concluimos que |G| = |Im <(pg‘G ) | = 19G.g7 = |Gyl ]

Definicao 88. Uma acédo de G em X é dita transitiva se ela tem somente uma 6rbita, isto &, se
para todos =, y € X, existe g € GG tal que y = ¢ - x. Nesse caso, também dizemos que G age
transitivamente em X.

Exemplo 89. A acio translacdo a esquerda (Exemplo 74) é transitiva. Basta ver que, dado
reGVyeGuyr'leGd = y=(yzrreG r = G=G-

Exemplo 90. Seja H < (G, entdo G age transitivamente, pela agdo translagido a esquerda, em
G/H.
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Demonstracéo. Dado +H € G/H,VyH € G/H, yz~' € G e temos que
yH = (yz™ ") (zH) € G-vH = G/H =G -xH.

Exemplo 91. H < (G, GG age transitivamente, pela agdo conjugacao, no conjunto dos conjuga-
dosde H em G.

Demonstracdo. Seja X = {tHt™'; t € G}, dado tHt™' € X,V sHs™' € X, tome
g=st"1eq.

gtHt g7t = st " Ht M (st™!) T = st tHt s = sHs™!

= sHs '=gtHt '¢g7' € G- (tHt™").

Logo, a agao é transitiva. [ |

Proposicdo 92. Sgjac: G x X — X umaagdoesejac: G — Sy ondea(g) : X — X
dado por (a(g))(x) = alg,z), ¥V x € X. Entdo valem as seguintes afirmagoes:

(i) Se K = ker(&), entdo G/ K age em X pela agdo (¢K)x = gzx.
(i) Se G age transitivamente, entdo G / K também o faz.

(iii) Se G age transitivamente, entdo |ker(&)| < 1€V .

Demonstracao.

(i) Sabemos que & € um homomorfismo pela demonstracao da Proposicao 78.
K =ker(ad) = Vore X, Kz =ex =ux.
Dados gK, hK € G/K, (¢9K)(hKzx) = (¢K)(hx) = g(hz) = (gh)x = (gh)Kz =
((9K)(hK))z. Logo, G/K age em X.

(i) Suponha que G age transitivamente.
Dadozr € X,G/K -z ={gKx € X; gK € G/K}.Vye X,y € G-x,logodg € G
tal que y = ¢'x.
Tome ¢’K € G/K.
JKr=¢gr=y — y=¢Kzx € G/K - z. Portanto, G/ K age transitivamente.
(i) G-z = X pois G age transitivamente, logo |G - x| = | X|. Pelo Corolario 84, sabemos que
|G =1Gal - |G - 2| = |G] =|Gal - |X] = |Gl =1 x).
Por outro lado, ker(a) = {g € G; a(g) = id € Sx}. Logo, se g € ker(a), entao
gr=id(z) =2 = g€ G, = ker(a) C G, = lker(a)| <|G.| =19 x. u
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3.2 p-Grupos

Definicdo 93. Sejam p um ndmero primo e G um grupo, ndo necessariamente finito. G é um
p-grupo se todo elemento tem como ordem uma poténcia de p. Vale notar que, se G é p-grupo,
todo H < G também o sera.

Caso H seja um p-grupo e H < (G para algum grupo G, também diremos que H é um
p-subgrupo de G.

Exemplo 94. O grupo Z /277 é um 3-grupo, visto que as ordens de seus elementos deveréo
ser 3,9 ou 27, os divisores de |Z/277Z| = 27.

Exemplo 95. Considere o grupo multiplicativo (C/{0},-), G = {—1, 1,4, — i} < (C/{0},-) é
um 2-subgrupo de C/{0}.

Proposicédo 96. Seja H < G. Se H e G/H sao ambos p-grupos, entdo G é um p-grupo.

Demonstracdo. Dado g € G, como G/H é p-grupo, segue que (gH)?" = eH, para algum

n > 1.

(gH)"" = eH = (gH)"" = (¢"")H = eH => ¢"" € H.

Como H é p-grupo e ¢”" € H, segue que (¢ )P" = ¢"'?" = """ = ¢ =
¢ =e.

Logo g tem como ordem uma poténcia de p e, sendo assim, G € um p-grupo. |

Lema 97. Se G é um grupo abeliano finito e p um ndmero primo tal que p divide |G|, entdo

existe um elemento em GG com ordem p.

Demonstracédo. Se |G| = 1, ndo existe tal p e ndo ha o que fazer.

Se |G| > 1, suponha por indugédo que esse lema vale para todos grupos com ordem
menor que |G/|.

Se |G| = p, G é ciclico e qualquer gerador de GG tem ordem p.

Se |G| =n > p,tome H < Gtalque 1 < |H| < |G|. Tal H existe, pois, dado h € G
com h # e, se (h) # G, bastatomar H = (h), se (h) = G, h? # e e entdo basta tomar
H = (h?), (h?) serve pois |(hP)| = |{e, hP, (hP)?, ..., (h?)"/»~ 1} ="/, <n =G|

Se p divide |H|, pela hipdtese de indugdo, 3= € H C G tal que |z| = p.

Se p nao divide |H |. Pelo Teorema de Lagrange (40), temos que |G| = |H|-[G : H] =
p|IGI = |H|-[G: H] — p|[G: H) = |G/H| < |G].

G ¢é abeliano, logo H <G e G/H é grupo.

Pela hipdtese de indugdo, 37 € G/H tal que [Z| = p. Tome @ : G — G/H o
homomorfismo projecao candnica, sejam = € G tal que o (z) =T er = |z|.

@(z") = @(e) = e e, poroutro lado, @(z") = (@(x))" ="



38

Teorema 98. Se GG é um grupo finito e p um ndmero primo tal que p divide |G|, entdo existe um
elemento em GG com ordem p.

Demonstracao. Se (G é abeliano, basta utilizar o Lema 97.

Suponha que G ndo é abeliano, logo 3z € G tal que = ¢ Z(G).

Sabemos pelo Corolario 85 que |z¢| = [G : Cg(z)].

1¢ 72(G) = 29 £ {2} = 2% =[G :Cq(x)] >1 = |Cq(z)] < |G|

Suponha por indugdo que esse teorema vale para todo grupo com ordem menor que
Gl.

Se p divide |Cg(z)| e |Cq(x)| < |G, pela hipétese de indugéo, Iy € Cq(x) C G tal
que [y| = p.

Se p nado divide |Cg(x)

,entdo p | [G : Ca(x)] = |2©
= |Cq(z)| - [G : Cg(x)].
Tomando a equacéao de classes de GG (Teorema 37), temos que:

, pois p HG| e pelo Teorema de
Lagrange (40 ) sabemos que |G

Gl=12(G)|+ Y laf],

zi¢Z(G)

onde cada z; pertence a uma classe de conjugagéao diferente.
Se p divide C¢(z;) para algum z;, basta usar a argumentagdo anterior com a hipdtese

da inducao.

Se p ndo divide Cg(z;) para todos wz;, entdo p |[G: Ca(z;)] = |af =
P | Y sz [27]- Comop ||G] = |Z(G)| + X2, 42 125 |, seque que p || Z(G).

Z(@) é abeliano, logo, pelo Lema 97, 3y € Z(G) C G tal que |y| = p. |

Corolario 99. G é um p-grupo finito se, e somente se,

G| é uma poténcia de p.

Demonstracédo. (=) G' é um p-grupo finito.

Suponha, por absurdo, que um niimero primo g # p divide |G|. Pelo Teorema 98, 3g € GG
tal que |g| = g e sabemos que ¢ # p", V n € Z, um absurdo pois G € p-grupo.

(<) |G| =p™, comm > 1.

Vg € G, |g| divide |G| = |g| = p™, onde 1 < n < m. Logo, G é um p-grupo finito. B

Proposicédo 100. Se G # {e} é um p-grupo finito, entdo Z(G) # {e}.

Demonstracao. GG € um p-grupo finito, logo,

G| =p™, comm > 1.
Tome a equacédo das classes de conjugacdo de G (Teorema 37) junto do Corolério 85.

Gl =1Z(@)|+ Y [G:Cola:)].
% ¢Z(G)

r; ¢ Z(G) = Cg(x;) é um subgrupo préprio de G — |Cq(x;)| < |G| = p™, e como
|Cq(x;)| divide |G|, temos que |Co(z;)| = p™,com 1 < n; <m = [G: Cg(x;)] = p™ ™.
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Assim, p divide [G' : Co(z:)] = p| X, 426 (G + Calw:)).
1Z(G)] = |G| = 2o g 2(0) |G : Calai)). Pelo
Lema 97, existe um elemento z € Z(G), z # e, tal que 2P = e, e assim concluimos que

Z(G) # {e}.

Como p também divide |G|, temos que p

Corolario 101. Se p é primo, entdo todo grupo de ordem p* é abeliano.

Demonstragdo. Seja G um grupo tal que |G| = p?, com p primo. Pelo Corolario 99, sabemos
que G é p-grupo e, pelo resultado anterior, temos que Z(G) # {e}.

Z(G) #{e} = |Z(G)| =poup”.

Se |[Z(G)| =p* = Z(G) =G = G é abeliano.

Se |Z(G)| =p = [G:Z(G)] =|G/Z(G)| =p = G/Z(G) é ciclico e, pelo
Teorema 49, temos que G é abeliano também. |

Teorema 102. Seja G um p-grupo finito, entdo valem as seguintes afirmagées:
(i) H< G, istoé, H é subgrupo propriode G — H < Ng(H).

(i) Todo subgrupo maximal de G' é normal e tem indice p.

Demonstracao.

(i) Se H <G, entdao Ng(H) = G e segue que H é proprio em Ng(H).

Se H 4 G, Ng¢(H) # G. Seja X o conjunto de todos os conjugados de H em G, isto
é, X = {gHg™'; g € G}. Pelo Corolério 86 segue que | X | = [G : Ng(H)].

Sendo G um p-grupo finito, sabemos que |G| = p™ para algum n € N, e como
|G : Ng(H)] divide |G|, temos que | X | = [G : Ng(H)] = p™ onde 0 < m < n.

Consideremos agora H agindo por conjugagdo em X, H = eHe™ ! € X e a érbita de
Hsera H-H={H}vistoqueVhe H,hHh™' = H.

Por um lado, sabemos que a cardinalidade de cada 6rbita gerada pela acdo de H em X
deve dividir | H |, que € uma poténcia de p, devido o Corolario 84. Por outro lado, como as érbitas
formam uma particédo de X, o somatério de suas cardinalidades deve ser igual a | X| = p™.
Como |[{H}| = 1, devem existir pelo menos outras p — 1 érbitas em X com cardinalidade 1.

Assim, existird um conjugado goHg,' # H com érbita {goHg,'} e teremos que
VheH hgoHgy'h™ =goHgy' = g5 hgoHgy'h™'go=H = g5 hgo € Na(H).

Suponha por absurdo que V h € H, g, 'hgo € H =
h = go(95 " hgo)g; " € goHgy' => H C goHgy", como |H| = |goHgy "

, temos que H =
goH gy, um absurdo. Logo existe hy € H tal que g, 'hogo ¢ H e como g, hogo € No(H),
segue que H é subgrupo préprio de Ng(H ).

(i) Dado H subgrupo maximal em G, temos H < G, e por (i), segue que H S Ng(H) =
Ng(H) = G, ou seja, H < G. Pela Proposigdo 67, segue que [G : H| = p. |
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Lema 103. Dadosn > 0 eq € Q, ¢ > 0, existe somente uma quantidade finita de n-uplas

(i1, ..., i,) de inteiros positivos tais que:
/1
: 1
j=1 ™7
Demonstracao. Para a demonstracao, veja "Lemma 4.9”, p. 77, (ROTMAN, 1999). [

Teorema 104. Para todo n > 1, existe apenas uma quantidade finita de grupos finitos com
exatamente n classes de conjugacgéo.

Demonstracao. Seja G um grupo finito com exatamente n classes de conjugacdo. Tomemos a
equacao das classes de conjugacéao (Teorema 37) junto do Corolario 85:

Gl =12+ > [G:Calx)].
©;¢2(G)

Sabendo que Z(G) é formado pelas classes de conjugagdo com apenas um elemento, se
m = |Z(G)| e n for o nimero total de classes de conjugacdo de GG, podemos reescrever a
equagao como:

n

Gl=12(@)|+ ) [G:Colz))].

j=m+1

- |G| _ ﬁ Z] =m+1 [G OG(.@])] _ 1 + i G OG ZL'] ]
Gl G| |G| N T

m vezes

j=m+1

1
=@t +Z
\ , jm+1

m vezes

Tomando i; = |G| paral < j < mei; = |Cg(x;)| param + 1 < j < n, temos que
1 = ZJ 1 < ) Pelo lema anterior, existe somente uma quantidade finita de n-uplas satis-
fazendo essa equacéo, logo existird um numero M igual ao maior valor entre todos os i7;’s
possiveis. Portanto, se G é um grupo finito com exatamente n classes de conjugagéo, |G| sera
no maximo M.

Assim, dado n € N, os grupos finitos com exatamente n classes de conjugacao deverédo
ter ordem no méaximo |M|, ou seja, teremos uma quantidade finita de ordens possiveis para
esses grupos. E dada uma ordem, pelo Corolario 64, sabemos que existird uma quantidade
finita de grupos com tal ordem.



41

De onde concluimos que existird uma quantidade finita de grupos finitos com exatamente
n classes de conjugacao. [ |

Teorema 105. Se |G| = p", com p primo, e se 0 < k < n, entdo G contém um subgrupo
normal de ordem p".

Demonstracao. Para demonstrar esse resultado, faremos indugao sobre n.

Caso n = 0: |G| = {e} e ndo h& o que mostrar.

Suponha que o resultado vale paran — 1:

Dado k talque 0 < k < n.

Se k = 0, teremos que p* = p’ = 1 e H = {e} é um subgrupo normal de ordem p*.

Sek#0,entao 1 < k < n.

Pela Proposi¢ao 100, sabemos que Z(G) # {e}. Como Z(G) é um p-subgrupo finito,
pelo Teorema 98, existe a € Z(G) com ordem p.

(a) 4G, logo G* = G/(a) é grupo e [(a)| = p = |G| =|G/{a)| = p"~".

Como G//{a) € um grupo com ordem p™~!, vale a hipétese de indugéo e, para todo s tal
que 0 < s < (n — 1), existe um subgrupo H* < G/(a) com |H*| = p®.

1<k<n = 0<k-1<n-—1, assim, tomemos s = k — 1. Pelo Teo-
rema da Correspondéncia 66, segue que existe um subgrupo H < G tal que H* = H/{a) e
[G:H| =[G H] = ]%;1 = pr=(st) — |H| = p*+! = pk=D+L = pk.

Assim, temos que H é um subgrupo normal em G com ordem p*, com0 <k <n. N

3.3 Teoremas de Sylow

Definicao 106. Seja p um numero primo, entdo P < G é p-subgrupo de Sylow de G se P for
um p-subgrupo e for maximal em relagéo a outros p-subgrupos de G, isto é, se ) = G é um
p-subgrupo e P < (), entdo P = ().

Lema 107. Se p é um ndmero primo e b um inteiro positivo tal que p 1 b, entéo, para todon > 0,

b 7
p n&o divide o coeficiente binomial < ]1 ) .
p

Demonstracao. Para a demonstracao, veja "Lemma 4.16”, p. 80, (ROTMAN, 1999). [ |

Teorema 108. (12 Teorema de Sylow) Seja p um numero primo e GG um grupo finito, entdo GG
tem pelo menos um p-subgrupo de Sylow.

Demonstragdo. Caso p néo divida |G|, p° = 1 sera a maior poténcia de p que divide |G|,
sendo assim {e} serd o Unico p-subgrupo de G, e entéo {e} serd o Unico p-subgrupo de Sylow
de G.

Caso p divida |G|, podemos escrever |G| = bp", onde p" é a maior poténcia de p que
divide |G

, com isso, também temos que mdc(b, p) = 1.
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Seja X = {S C G, |S| = p"}. X é afamilia de subconjuntos de G com p™ elementos,
sendo assim, teremos que | X | = (%’:) Pelo lema anterior, sabemos que p { (’f:) = |X]|.

Considere G agindo em X via translacdo a esquerda, isto é, pela acdo dada por
g-S ={gs € G; s € S},onde g € Ge S € X. Sabemos que essas 6rbitas formam
uma partigdo de X, sendo ¢ a quantidade de 6rbitas dessa agao, tome {51, ..., S;} um conjunto
de representantes dessa particao e teremos:

X = U G-S = |X|=>_ 1G5

1<i<t 1<i<t

Note que, caso p divida |G - S;| para 1 < i < ¢, teriamosque p | >, .., |G - Si| = |X|, uma
contradicio. -

Logo, deve existir pelo menos uma érbita G - S;,, com 1 < ig < ¢,talque pt |G- S;,|. As-
sim, tomando o subgrupo estabilizador Gsio, teremos que pelo Teorema da Orbita-Estabilizador
(83) que [G : Gg, | = |G- S.

Como p { [G:Gs, ]| e bp" = |G = [G:Gg,] - |Gs,|. Devemos ter que
|G, | = V'p™ > p", onde b’ divide b.

Por outro lado, dados g € G5, e s € S, gs € g-Si, = Sj,, e dado h € Gg, ,
h # g, teremos que gs # hs. Fixado so € S;,, teremos que a aplicagado G5, — .5;, dada
por g — gso sera injetora, logo |G, | < [Si| = p". Assim, devemos ter que |G, | =
Vpt <pt = UV =1e|Gg,
G.

= p", pelo Corolario 99, temos que Gsio é um p-subgrupo de

Seja ( um p-subgrupo de G tal que @ S G e G5, < @, ainda pelo Corolario 99 |Q|
= p" divide |Q| e |Q| divide
|G| = bp" teremos que |Q| = p" = G5, = Q. Logo, G5, € um p-subgrupo de Sylow de G.
n

é uma poténcia de p e como G, < @, |Q| sera tal que |G,

Lema 109. Seja G um grupo finito e P um p-subgrupo de Sylow de GG, entdo:
(i) |Na(P)/P| ep sao coprimos.
(i) Dado a € G, se |a| é uma poténcia dep e aPa™' = P, entdoa € P.

Demonstracao.

(i) Suponha por absurdo que |Ng(P)/P| e p ndo sdo coprimos, como p é primo, devemos ter
que p divide | Ng(P)/P|. Pelo Teorema 98, existe um elemento hP € Ng(P)/P com ordem p,
logo, o subgrupo S* = (hP) tem ordem p.

Pelo Teorema da Correspondéncia (66), existe um subgrupo S < Ng(P) onde P < S
e S/P = S*. Como P e S/P séo p-grupos, pela Proposi¢do 96, também teremos que S é
p-grupo. Uma contradigdo com a maximalidade de P.
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(i) aPa~! = P, logo a € Ng(P). Suponha por absurdo que a ¢ P, logo aP # P € Ng(P)/P.
la| = p", para algum n > 1, logo (aP)?" = a*"P = P = aordem |aP| divide p" e como
(aP)' # P temos que a ordem |aP| # 1. Assim, |aP| = p*,com 1 < k < n.

[aP| = |(aP)| divide | No(P)/P]| pois (aP) < N(P)/P e pdvide [aP| = p* — p
divide |Ng(P)

, 0 que contradiz o item (i). [

Teorema 110. (22 Teorema de Sylow)
Seja P um p-subgrupo de Sylow de um grupo finito GG. Se () é um p-subgrupo de G,
entdo () esta contido em algum conjugado de P por G.

Demonstragdo. Seja X = {gPg~!

P agindo via conjugagdo em X. P = ePe™! € X e, paratodo z € P, zPxz~' = P. Logo {P}
é uma 6rbita com apenas um elemento. Iremos mostrar que { P} é a Unica 6rbita com apenas

; g € G’} o conjunto dos conjugados de P em (G, considere

um elemento.

Seja g0 € G tal que gOPgO_1 tenha uma érbita com apenas um elemento, isto
é, P - goPgy' = {gPg,'}. Para todo = € P, xgoPgy'2™! = goPgy" =
(90 '2g0) P9y 'zgo)~" = P, além disso, como |z| é uma poténcia de p, |(g; 'zgo)| também
ser4. Pelo item (i) do lema anterior, (g;'7g0) € P, Vo € P = (g,'Pg) C P. Mas
I(95*Pgo)| = |P| = P = goPg,". Portanto, P - P = {P} é a Unica érbita com apenas um
elemento.

Pelo Teorema da Orbita-Estabilizador (83), teremos que a cardinalidade de cada 6rbita
divide | P
cardinalidade multiplos de p, visto que | P| € uma poténcia de p. Tais 6rbitas formam uma parti-

, € sendo {P} a Unica 6rbita de cardinalidade 1, as outras érbitas deverao ter como

cdo em X, e a soma de suas cardinalidades resultard em | X |, assim teremos | X| = 1 mod p.

Seja Q um p-subgrupo de G, considere agora () agindo em X = {gPg~!; g € G} por
conjugacdo. Pelo mesmo argumento, utilizando o Teorema da Orbita-Estabilizador, sabemos
que a cardinalidade de cada 6rbita divide |Q)|, e assim, deverdo ser multiplas de p. E como
as oOrbitas dessa acao foram uma particdo em X, sabemos que a soma dessas cardinalidades
resultard em | X |. Sabendo que | X| = 1 mod p, deveremos ter pelo menos uma dessas orbitas
com cardinalidade 1, isto é, existe g; € G tal que, para todo ¢ € Q, qg1Pg; ¢~ = g1 Pg;!
e, de forma analoga, utilizando novamente o lema anterior, teremos que (¢9; 'qg1) € P —
(91'Qg) CP = Q C g1 Py ". n

Corolario 111. Seja P um p-subgrupo de Sylow de um grupo finito GG. Entao todos p-subgrupo
de Sylow de (G sdo conjugados de P.

Demonstracao. Seja () um p-subgrupo de Sylow de (G, pelo teorema anterior, existe g € G tal

que @ C gPg".

Note que, gPg~!

é um p-subgrupo pois, dado grg~! € gPg !,z € P —
|z| = p" para algum n € N, e assim teremos que (gzg~")"" = (gzg™")(grg™)...(grg™") =

TV
p" vezes
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g(z..t)g™t = gaP"g~! = e. Assim temos Q < gPg~!. Pela maximalidade de () temos
p™ vezes
Q=gPg". u

Corolario 112. Seja p um nimero primo. Um grupo finito GG tem um tnico p-subgrupo de Sylow
P se, e somente se, P < (.

Demonstracao. Sabemos que, se P é um p-subgrupo de Sylow, entdo seus conjugados tam-
bém o serdo. Se P é unico, entdo seus conjugados deverdo coincidir com P, logo P < G. Por
outro lado, se P é um p-subgrupo de Sylow e P < (G, entdo P serd igual seus conjugados, de
forma que havera apenas um p-subgrupo de Sylow. [ |

Teorema 113. (3¢ Teorema de Sylow) Sejam G um grupo finito e p um ndmero primo, se r,, é
a quantidade de p-subgrupos de Sylow em G, entdo r,, divide |G| e, =1 mod p.

Demonstracao. Pelo Corolario 111, sabemos que dado P um p-subgrupo de Sylow de G, os
p-subgrupos de Sylow de (& serdo todos conjugados de P. Sendo X o conjunto dos conjugados
de P, | X| = r, serd a quantidade de p-subgrupos de Sylow em G. Pelo desenvolvimento feito
na demonstracdo do 2° Teorema de Sylow (110), j& sabemos que 7, = 1 mod p. Por outro
lado, pelo Corolario 86, temos que 7, = [G : Ng(P)], e como |G| = [G : Ng(P)] |Na(P)
temos que r, divide |G|.

3

Teorema 114. Seja p um numero primo e G' um grupo finito. Se p", com n > 0, é a maior

poténcia de p que divide |G|, ent&o todo p-subgrupo de Sylow de G tem ordem p".

Demonstracdo. Caso p néo divida |G|, p° = 1 sera a maior poténcia de p e sendo assim {¢}
seré o Unico p-subgrupo de G, sendo entdo {e} o Unico p-subgrupo de Sylow de G.

Caso p divida |G|, podemos escrever |G| = bp", onde p™ é a maior poténcia de p que
divide |G
Para mostrar que |P| = p", mostraremos que [G : P| e p sdo coprimos.

, com isso, também temos que mdc(b, p) = 1. Seja P um p-subgrupo de Sylow de G.

Sabemos que P < Ng(P) < G, e pelo Corolario 41, temos que
[G: P] = [G: Ng(P)|][Ng(P) : P], logo é suficiente provar que cada um dos fatores é co-
primo com p.

|G : N¢(P)] = r, é o numero de conjugados de P, pelo 3° Teorema de Sylow (113),
temos que [G : Ng(P)] = 1 mod p e segue que [G : Ng(P)] e p sdo coprimos. Por outro
lado, [Ng(P) : P] = |Ng(P)/P| e p séo coprimos pelo Lema 109.

P é p-grupo, logo | P| = p* com k < n, e [G : P| = 6l/|p| ="%"/ . = bp"~*. Como p e
[G : P] sdo coprimos, devemostern —k =0 =— n=k — |P|=p", |

Corolario 115. Seja G um grupo finito e p um nidmero primo. Se p* divide |G|, entdo G tem um

subgrupo de ordem p*.



45

Demonstracédo. Se p* divide |G|, podemos escrever |G| = bp", onde n > k e mdc(b, p) = 1.
Dado P um p-subgrupo de Sylow de G, | P| = p™ e vale o Teorema 105, logo existe um subgrupo
H < P < Gcom |H|=p [

Teorema 116. Seja G um grupo finito e K < GG. Se P é um p-subgrupo de Sylow de K, para
algum p primo, entdo G = K Ng(P).

Demonstracdo. Dado ¢ € G, gKg ! = K pois K <G e também P < K =—
gPg ' <ygKg ' =K.

gPg~! & um p-subgrupo pois, dado grg~!' € gPg~!, x € P = |x| = p" para algum
n €N, eassim (grg™ """ = (929 ") (gzg™)...(929g7 ") = g(z..x )g~' = g’ g7 = e.
p";erzes

é maximal em relagdo a outros p-subgrupos de K pois, se ) = K é um

p" vezes
gPg™
p-subgrupo tal que gPg~' < (@, teremos que gPg! < Q@ S K =
P<g'QgS g 'Kg= K ecomo P émaximal, segue que P = g~ 'Qg = gPg' = Q.

Assim, gPg~! é um p-subgrupo de Sylow de K, e pelo Corolario 111, segue que gPg~*
devera ser um conjugado de P em K, isto &, existe k € K tal que kPk™! = gPg L.

Por fim, kPk™ = gPg™! = P =k 'gPg 'k = P = (k'g)P(k7g)! =
(k7'g) € No(P) = g=k(k™'g) € KNg(P),Vge G = G = KNg(P). [ |

Os Teoremas de Sylow, junto dos resultados obtidos a partir deles, formam um con-
junto de poderosas ferramentas no estudo de grupos finitos, possibilitando a classificagdo dos
grupos de uma determinada ordem, explicitando cada grupo possivel, e também fornecendo
informacdes sobre 0s grupos em si e a existéncia de subgrupos.
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4 SOBRE OS GRUPOS ABELIANOS

4.1 Grupos Abelianos finitos

No decorrer desta se¢ao, iremos trabalhar apenas com grupos abelianos. Como é de
costume, fazemos uso da notagéo aditiva. Desta forma, temos que:

ab a+b
e 0
a? —a
ab™! a—>b
HK H+ K
aH a+ H
produto direto soma direta
Hx K Ho K
X H; &P =

Definicao 117. Seja p um ndmero primo. Um grupo G é dito grupo p-primario se G for p-grupo
e for abeliano.

Lema 118. (generalizagao do Teorema de Bézout)
Sejam w1, ..., x, ndmeros inteiros e d = mdc(x1, ..., x,). Entdo existem inteiros a1, ..., a,

tais que ayxy + ... + a,x, = d.
Demonstracao. Para a demonstracao, veja "Theorem VI.2”, p. 487, (ROTMAN, 1999). [ |

Teorema 119. (Teorema da Decomposicao Primaria)
Todo grupo abeliano finito G pode ser decomposto numa soma direta de grupos
p-primarios.

Demonstracdo. Sejam G um grupo finito e n = |G|. Para todo g € G, sabemos que ng = 0.
Para cada nimero primo p tal que p | n, defina:

G, ={z € G; p"x =0, para algum inteiro m > 1}.

Note que G, < G, pois dados z, y € G,, p™z = 0 e p™y = 0, basta tomarmos
m = max{mi, my} para termos que mmc(p™', p™2) = p™, e assim, p™(z — y) =

P+ pm(—y) =pTtr—pmy=0—-0=0.
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Sejan = pi* - ... - p{* a decomposicdo de n em nimeros primos, onde p; sdo primos
- n - ‘ .
distintos e o; > 1. Tome n; = —-, note que se d | n;, entdo p; 1 d, 1 < i < ¢, e assim teremos
D

que mdc(nq, ..., ny) = 1.
Pela generalizacdo do Teorema de Bézout (118), existem inteiros s; tais que
siny + -+ -+ sny = 1, e segue que:

symr+ -+ smur =x, Vo € G.

Mas cada parcela s;n;x € G,,, pois p;'s;n;x = s;nz = 0, logo G = <’Ltjl Gp,)-
Dadoi € {1, ..., t},tome z € G,, N ( LtJ Gp,)-
g
Por um lado temos que = € GG, = p;"x = 0, para algum inteiro m; > 1.
Por outro lado, x € ( Ltj Gp,) = T = Zt: ,,,, onde para cada j teremos que
T 2
1y, € Gy, = p;’xp, =0, para algum inteiro m; > 1.
Tomando ¢ = f[ p;'”, temos que mdc(q, p;"') = 1, portanto, existem inteiros r e s tais
7
que rq + sp;** = 1, de onde segue que rqx + sp; ‘x = x.
Porém rqx + sp;" 'z = 0+ 0 = 0, assim temos que z = 0 e G, N ( Ltj Gp,) = {0}.
g
Como G = (LtJ Gp) e paral <i <t G, N( Ltj Gp,) = {0}, pelo Teorema 71, segue
7
que G = é Gy, isto é, G é uma soma direta dos subgrupos G, 0s quais s&o p-primarios por
definig;élo.zz1 [ |
Definicdo 120. Os subgrupos G, < (7, da demonstragdo anterior, recebem o nome de compo-

nentes p-primarios de G'.

Definigdo 121. Um conjunto finito X = {zy, 22, ..., z,} de elementos ndo nulos de
um grupo abeliano GG é dito independente se, dados mj, ms, ... , m, inteiros tais que

mix, + Mmoo + - - - + myx, = 0, tivermos que m;x; = 0,1 <7 <.

A nogéo de independéncia definida anteriormente se assemelha em muito com a nogéo
de independéncia linear dos espacos vetoriais. Por exemplo, se GG for um grupo de ordem p,
com p primo, entdo GG serd um espago vetorial sobre o corpo (Z/pZ, +, -) e os conceitos
de independéncia entre os elementos de G e independéncia linear entre os vetores de G, um
(Z/pZ)-espago vetorial, serdo equivalentes. Basta ver que

mir; =0<=p|m; < m; =0,
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onde 1 < ¢ < r, na notagcao da definicao acima.

Lema 122. Seja {z1, ..., x,} um conjunto de elementos ndo nulos de um grupo abeliano G.
Entdo {x1, ..., x,} é independente se, e somente se, (x1, xa, ..., ;) = (1) D ... D (x,).
Demonstragdo. (=) Se y € (x;) N ({x;; j # i}), entdo existem inteiros my, ..., m, tais que
y=—mz; =, myry = o myay, = 0.

Pela independéncia de {z1, ..., x,}, temos que mz; = 0 para todo k, e em particular,
m;x; = 0eseguequey = —m;z; =0 = (x;) N {z;; j #1i}) = {0}.

Assim, pelo Teorema 71, segue que (1, Xz, ..., ) = (1) B ... B (x,).

(<) Como 0 € (xy, xa, ..., x,) tome 0 = > m,z;.

Para cada j, temos que —mjz; = >, myay € (x5) N ({xi; k # j}) = {0}

Portanto, para cada j, m;z; = 0 e temos que {z1, ..., x,} é independente. [ |

Definicao 123. Seja p um nimero primo. Um grupo finito G é um p-grupo abeliano elementar
se for isomorfo a (Z/pZ) x ... x (Z/pZ) (em notagéo aditiva, (Z/pZ) & ... & (Z/pZ)), onde n

J/ N J/

n vezes n vezes

é um numero natural.

Corolario 124. Sejam G um grupo abeliano finito e p um nimero primo tal que, para todo
g € G,pg = 0. Entdo G é um p-grupo abeliano elementar.

Demonstracédo. Considere GG enquanto um (Z/pZ)-espago vetorial, sendo {z1, ..., x,} uma
base do espago vetorial GG, temos que o subconjunto {x1, ..., x,.} C G é independente, pois a
base é linearmente independente, e assim teremos que G = (21, T, ..., T,) = (x1)B... B (z,).

Vied{l, 2, ..., r},pr; =0 = |z;| = p. Assim, temos que (z;) € um grupo ciclico
de ordem p, pelo Teorema 62, (x;) = Z/pZ, onde 1 < i < r, e entdo concluimos que:

G=(x))®..®{(x,) = (Z/pZ)® ... D (Z/pZ)J.

N

~~
T vezes

[
Lema 125. Se G = (1, ..., =,) e a1, ..., a, S0 inteiros primos entre si, ento existe um
conjunto com n elementos que gera G no qual a1z, + ... + a,x, é um de seus elementos.
Demonstracao. Para a demonstracao, veja "Lemma 6.8”, p. 130, (ROTMAN, 1999). |

Teorema 126. (Teorema da Base)
Todo grupo abeliano finito G pode ser decomposto numa soma direta de grupos ciclicos.

Demonstracao. Seja n a menor cardinalidade de um subconjunto de elementos de G tal que
G seja gerado por esses elementos. Podem existir varios subconjuntos {z1, ..., ,} C G que
geram G e da forma que definimos n, existira pelo menos um. Agora, escolhamos um desses
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subconjuntos tomando aquele que tiver o elemento com a menor ordem possivel, digamos
com ordem k.

Seja H = (x9, ..., x,), H é subgrupo proprio de G, devido a minimalidade de n.
Fazendo indugdo na ordem de G, teremos que |H| < |G| e entéo vale o teorema para H, ou
seja, H é soma direta de grupos ciclicos.

Assim, basta mostrarmos que G = (1) & H.

Ja sabemos que ((z1) UH) = (z1, ..., z,) = G. Tome z € (z1) N H e suponha, por
absurdo, z # 0. Temos que z = ayx; = AT + ... + a, Ty, 0nde ay, ..., a, € Ze 0 < a; < k.

Seja d = mdc(ay, ..., ay), defina g = —(“/a)z1 + (*?/a)x2 + ... + (**/4)T,. A ordem
de g devera ser menor que k, poisdg =0ed < ay < k.

Porém, como (“/4), ..., (“*/4) sé@o primos entre si, pelo lema anterior, existird um con-
junto gerador de GG com n elementos no qual figura g.

Contradizendo a minimalidade de k.

Logo, devemos ter que z = 0 e sendo assim, (x;) N H = {0}. Utilizando o Teorema 71,
segue que G = (z1) @ H, isto é, G é uma soma direta de grupos ciclicos. [ |

Corolario 127. Todo grupo abeliano finito G pode ser decomposto numa soma direta de grupos
t

ciclicos da forma G = € (x;) onde, sendo m; = |x;|, teremos m; | m; 1,1 <i <t — 1.

=1
Demonstracao. Utilizando o Teorema da Decomposicdo Primaria (119), temos que
G = é G, onde os grupos G, sdo p-primarios.
Z:lF’ara cada grupo G,,, utilizando o Teorema da Base, teremos uma decomposicéo de
G, em grupos ciclicos. Para cada 7, tomemos C; o grupo ciclico de maior ordem que figura na
decomposicéo de G,,, e seja p;* = |C|.

Fazendo as devidas manipulagdes, substituindo os grupos G, por suas decompo-
sicoes na decomposicdo de GG e alterando a ordem das componentes, conseguimos obter
G=Kao(C1®...0C,),onde K sera asoma direta de todos as outras componentes restantes.

As ordens |C;| = p}" sédo todas primas entre si, visto que p; sdo todos primos distin-
tos. Assim, pelo Corolario 70, temos que C' = (C} & ... & C,.) € um grupo ciclico de ordem

r
m = H i
ZZlK € um grupo abeliano finito, logo podemos repetir esse processo para /i, onde ire-
mos obter K = H @& D, sendo D ciclico de ordem m’ e uma soma direta de grupos ciclicos.
Sendo D; uma componentes na soma de D e originado na decomposigdo de G, teremos que

|D;| = pf < pi, visto que C; foi escolhido como grupo de maior ordem, logo p;* | pi,

1 <i<r,eentdom’ | m.
Como G é finito, esse processo chegard ao fim apés um nimero finito de repeticdes,
digamos ¢ vezes. Escrevendo C' = (x;), m = my, D = (x;_1), m' = m;_, e assim por diante,

t
teremos ao fim que G = @(z;) onde, m; = |z;|, teremos m; | m; 1, paral <i<t—1. W

=1
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t
Definicdo 128. Seja G um grupo abeliano finito, e G = @(x;) uma decomposi¢cdo em soma
=1

direta de grupos ciclicos onde, sendo m; = |x;|, temos m; | m;;1, para 1l < i <t — 1. Entdo

dizemos que os fatores invariantes de G sdo (my, ..., my).

Proposicado 129. Se G e H sdo p-grupos abelianos elementares, entao
d(G & H) = d(G) + d(H).

Demonstracao. Para a demonstracao, veja "Exercise 6.7”, p. 130, (ROTMAN, 1999). [ |

Definicao 130. Seja m um inteiro positivo e G um grupo abeliano. Fixamos notacdo para os
seguintes subgrupos de G"

(i) mG ={mg € G; g € G}
(i) G[m] ={g € G; mg =0}.

De fato, tomando o homomorfismo ¢ : G — G dada por @(g) = mg, teremos mG = im()
e G [m] = ker(¢), ambos subgrupos de G ja conhecidos.

t
Proposicédo 131. Se G é um grupo p-primério e G = € C; uma decomposicdo em soma direta
=1
de grupos ciclicos. Entdo a quantidade de grupos ciclicos C; com ordem maior ou igual & p"+*

éd(p"G/p""'@), o nimero minimo de geradores para o grupo quociente p"G/p" ' G.

Demonstracdo. Seja B; a soma direta de todos os grupos ciclicos C; com ordem p*, e seja
b, a quantidade existente desses grupos. Agrupando os grupos C; desta forma, teremos que
G=DB® - @B,

Dado n natural, temos que p"G = p"B,11 ® --- © p" By, pois p" By = ... = p" B, = 0,
e também p" G = p"1B, ., @ ... ® p"*' B,. Entdo:

ni1 v o P B @ p" By ®p"By , p" By p"B
G = n+1+1 = n+1 = P"Bn1 © n+1 o KCRRR: n+1 t )
P By @ ... D prt B, P By p"t B,

onde cada uma das componentes é, a menos de isomorfismo, um p-grupo abeliano elementar,

p"G/p

soma direta dos grupos C;.

Sendo C; ciclico, temos que d(C;) = 1, e sendo b, a quantidade de grupos ci-
clicos C; em cada componente, segue pela Proposicdo 129 que d(p"B,i1) = bui1,
d(p" Bpio/p" "t Bpi2) = b,o, € assim por diante, até d(p" B;/p" 1 B;) = b.

Logo, pelo Proposigéo 129, segue que d(p"G/p""'G) = b,11 + ... + b;. Sendo by, a
quantidade de grupos ciclicos C; com ordem p*, b,1 + ... + b, representara a quantidade de
grupos com ordem maior ou igual a p"*! e temos o resultado. [

Definigcao 132. Se GG é um grupo finito p-primario e n € N, entéo:

Up(n, G) =d(p"G/p""'G) — d(p""'G/p"T*G).
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Note que, de acordo com teorema anterior, o nimero U, (n, G) nos informa, independen-
temente da decomposicdo em soma direta de grupos ciclicos adotada, a quantidade de grupos
ciclicos com ordem p™*! compondo G.

Sendo assim, quaisquer duas decomposi¢cdes de G em soma direta de grupos ciclicos
deverao ter a mesma quantidade de grupos ciclicos de mesma ordem.

Corolario 133. Seja G um grupo p-primario, entdo quaisquer duas decomposigoes de GG em
soma direta de grupos ciclicos terdo exatamente a mesma quantidade de grupos ciclicos de
mesma ordem.

Demonstracao. A demonstracdo segue diretamente do teorema e da definicdo anterior. [ |

Em outras palavras, o corolario anterior nos mostra que ao decompormos um grupo
p-primario em soma direta de grupos ciclicos, essa decomposi¢ao sera Unica, a menos da
ordem em que figuram as componentes.

Proposicao 134. Sejam GG e H grupos finitos p-primarios. Entdo G = H se, e somente se,
Uy(n, G) = Uy(n, H) para todo n natural.

Demonstracdo. (=) Seja @ : G — H um isomorfismo. Para todo n natural temos que
o (p"G) = p"H, o que permite induzir um isomorfismo tal que p"G/p""'G = p"H/p" ™ H, e
segue que:

Up(n, G) =d(p"G/p"™'G) — d(p"'G/p"T*G)

=d(p"H/p"™ H) — d(p"" H/p""?H) = Uy(n, H).

(<) Up(n, G) = Uy(n, H) para todo n natural, ou seja, ao decompormos G' e H em soma
direta de grupos ciclicos, teremos nas duas decomposicdes grupos ciclicos de mesma ordem
figurando na mesma quantidade.

Como grupos ciclicos de mesma ordem sado isomorfos e, neste caso, irdo figurar em
mesma quantidade em ambas decomposicdes, é possivel construir um isomorfismo levando
cada grupo ciclico da decomposicdo de GG no seu correspondente na decomposicdo de H,
decorrendo que G = H. [ |

Definicao 135. Se G é um grupo p-primario, entdo os divisores elementares de G sdo os
numeros da sequéncia contendo U, (0, G) p’s, U,(1, G) p*s, ... ,U,(t — 1, G) p"s, onde p'
é a ordem da componente ciclica de G de maior ordem da decomposicdo de G em soma direta
de grupos ciclicos. Isto &, cada divisor elementar p"*! figura U,(n, G) vezes na sequéncia.

Se (G é um grupo abeliano finito, entdo seus divisores elementares sdo os divisores
elementares de todas suas componentes p-primarias.
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Note que, dado um grupo abeliano finito G, pelo Teorema da Decomposicdo Primaria
(119), podemos fazer sua decomposicdo em componentes p-primarias, as quais sao determi-
nadas pelos primos p | |G|. Sendo cada componente um grupo p-primario, pelo Teorema da
Base (126), podemos decompd-las em grupos ciclicos de modo que as componentes ciclicas
p-primérias de ordem p™*! figurardo na decomposicéo U,(n, G) vezes. Ou seja, no fim desse
processo, ao listarmos as ordens das componentes ciclicas p-primarias de G, teremos listado
os divisores elementares de G.

Teorema 136. (Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitos)
Sejam GG e H grupos abelianos finitos. Entdo G = H se, e somente se, G e H tém os
mesmos divisores elementares.

Demonstragdo. (=) Tome ¢ : G — H um isomorfismo.

Dado p primo, considere a restricio cp\Gp G, — H. (p\Gp sera um homomorfismo
injetor.

SegeG, = prg=0,meZ = po|, (9) = ol (?"9) = @|, (0) =0,
l0go |, (G,) < H,

Dado h € H)p, p™"h = 0, m' € Z e pela sobrejegio de @, existe z € G tal que
@(x) = h.Logo, 0 = p™h = p™ @(x) = @(p™ ), de onde temos que p™ = € ker(p) = {0},
pois ¢ & injetor. Assim, devemos ter que p"'z =0 = z € Gp.

Portanto, ao restringirmos o contradominio a f,, temos que ¢, = (p\Gp G, — H, é
sobrejetor, seré isomorfismo e temos que G, = H,, para todo primo p.

Pela Proposigdo 134, segue que para todo primopen € N, U,(n,G,) = U,(n, H,), de
onde segue que G e H tém os mesmos divisores elementares.

(<) Suponha que G e H tenham os mesmos divisores elementares.

Utilizando o Teorema da Decomposigao Primaria (119), fagamos a decomposicdo de GG e
H em grupos p-primarios e entao, utilizando o Teorema da Base (126), facamos a decomposi¢ao
de cada componente p-primaria em grupos ciclicos, 0os quais serao p-primarios.

Como observado anteriormente, G e H terem os mesmos divisores elementares signi-
fica que suas componentes ciclicas p-primarias de mesma ordem aparecem em mesma quan-
tidade na decomposicdo de G e de H. Sendo duas componentes ciclicas de mesma ordem
isomorfas entre si, é possivel construir isomorfismos levando cada componente da decompo-
sicdo de GG em sua correspondente na decomposicdo de H, o que acarretard que G = H.
[ |

4.2 Grupos Abelianos

Definicao 137. Seja G um grupo abeliano, entdo o conjunto de torcdo de GG é definido e deno-
tado por:
t(G) = {g € G; ng = 0, para algum inteiro n&o nulo n}.
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t(G) é subgrupo de G pois, t(G) # &, visto que 0 € t(G).
E, dados = e y € t(G), existem ny e ny inteiros ndo nulos tais que n1x = 0 e nyy = 0,
e segue que (nin2)(z — y) = (minz)z + (nin2)(—y) = (n2(mw)) — (n1(n2y)) =0—0=0.

Exemplo 138. Seja G = (C/{0}, -). Temos que

t(G) = {z € C/{0}; 2" =1, para algum n € N} = {raizes da unidade}.
Definicdo 139. Seja G um grupo abeliano. G é dito grupo de torgdo se t(G) = G e é dito grupo
livre de torgao se t(G) = {0}.
Proposicéo 140. Seja G um grupo, entdo o grupo quociente G /t(G) € livre de torg&o.

Demonstracdo. Seja g + t(G) € t(G/t(G)), existe um inteiro ndo nulo n tal que
n(g + t(G@)) = 0.
n(g+tG) =0 = ng+t(G) =0 = ng € t(G).

Como ng € t(G), existe um inteiro ndo nulo m tal que m(ng) = 0 —
(mn)g =0 = g€t(G) = g+t(G) =0 = t(G/t(G)) = {0}.
Ou seja, G/t(G) é livre de torgao. [

A seguir, estudaremos grupos construidos a partir de produtos diretos infinitos (em no-
tacdo aditiva, somas diretas infinitas). Nesse contexto, iremos generalizar o conceito de produto
direto finito e, como é de costume na bibliografia, fazemos uma diferenciacio entre os termos
“produto direto” e "soma direta”.

Definigdo 141. Sejam K um conjunto qualquer e { Ax; k € K} uma familia de grupos.

O produto direto X Ay € o grupo onde os elementos sdo todas as uplas (ay)rerx per-
keK
tencentes ao produto cartesiano da familia de grupos A, e a operacéo é feita coordenada a

coordenada, isto é, (ax) + (bx) = (ax + by).

A soma direta @ Ay é o subgrupo de X A, onde todos os elementos s&o uplas (ay)
keK keK
em que a; # 0 somente uma quantidade finita de vezes.

Vale notar que, no caso de produtos diretos finitos, ambas estruturas coincidirao e tere-
mos @ Ak = >< Ak

keK keK

Lema 142. Sejam G um grupo abeliano e A < G, entdo as seguintes afirmagbes sdo equiva-
lentes:

(i) Existe um subgrupo B < G talque AN B = {0} e A+ B =G.

(i) Existe B < G tal que, para cada g € G, existem tnicos a € A eb € B tais que
g=a-+b.
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(iii) Existe um homomorfismo ¢ : G/A — G talqueo@ = 1g/a, onder) : G — G/A
€ a projecdo canbnica.

(iv) Existe um homomorfismo 7 : G — A tal que m(a) = a, para todo a € A.

Demonstracédo. (i) = (ii): Dado g € G = A+ B, tome a1, as € A e by, by € B tais que
=a1+b; =ay+by.Llogoa; —as =by—by € ANB={0} = a1—as=0=0by— by =
a) = as e by = bs.

(i1) = (ii1) Dado g+ A € G/A, g € G e existem Unicos a, € A e b, € B tais que
g=a,+b, = g+A=a,+b,+A=0b,+ A. Logo, afungdo ¢ : G/A — G dada por
@(g+ A) = b, estara bem definida.

Além disso, @ é homomorfismo pois, dado h + A € G/A, teremos que g + h =
ag + by +ap + b, = (ag+ap) + (by +by) = a +V,onde d = a, +a,ed = b, + by,
edeondesegueque (g +A)+@h+A)=b,+b, =V =@(g+h+ A).

Se : G — G/A é a projegdo candnica, entdo, Vg + A € G/A, segue que
voe(g+A)=v(elg+A) =dlby) =bj+A=g+A — Yo =lgu

(17i) = (i) Dados x + A, y + A € G/A tais que @(xz + A) = @(y + A), teremos que
Y(px+A) =y(ely+A) = v+ A=y+ A logo @ éinjetora e ker(p) = {0+ A}.

Seja B = im(p) < G,dado g € AN B, existe x + A € G/A tal que o(z + A) =
g = s+ A=9Ylez+A4) =Yg =0+4 = 2 A = g=0(x+A4)
=@(0+A) =0 = AN B=/{0}.

Agora,dadog € G, ¢¥(9) =g+ A = @¥(9)) = o9+ A) =be B=im(g).E
temos, b+ A=) =Y(p(g+A) =9g+A = g—b=a€ A = g=a+b,onde
a€ Aebe B,logo G =A+ B.

(iv) = (i) Seja B = ker(m) < G.7(a) = aparatodoa € A = AN B = {0}.

Dado g € G, w(g) = a € Aen(a) = a.Logo, (g —a) =0eg—a=b¢€ B =
ker(t) = g=a+b,ondea € Aebe B,logo G = A+ B.

(i1) = (iv) Dado g € G, existem Unicos a € Ae b € B tais que g = a + b, e sendo a
unico, podemos tomar 7 : G — A dada por 7(g) = a.

7 € homomorfismo pois, dados g1, go € G, g1 = a1+ bie g =ay+by = g1 +¢go =
ai + by + as + by = (ay + az) + (by + b2) e segue que 7(g1 + g2) = a1 + as = 7(g1) + 7(go).

Em particular, se a € A, entdo a = a+ 0 onde 0 € B. E segue que 7(a) = a, para todo
a€ A

Como mostramos que (i) = (ii) = (ii1) = (i) e (i) = (i1) = (iv) = (i), segue que
as afirmagdes (i), (i7), (iii) e (iv) sdo equivalentes. |

Lema 143. Sejam G um grupo abeliano e {Ay; k € K} uma familia de subgrupos de G. As
seqguintes afirmagbes sdo equivalentes:

i) G= @ A

keK
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(i) Paratodo g € G existe uma Unica expressdo da forma g = ) ay, onde a, € Ay, 0s
keK

indices k sao distintos, e a;, # 0 somente um numero finito de vezes.

(i) G=(\J Ax) e paracadaj € K, A;n (U Ax) =0.
keK k#j

Demonstracao. (i) = (ii): G = @ A, logo, podemos tomar ¢ : G — & Ay um isomor-
keK kEK
fismo.

Dado g € GG, tomemos duas expressdes g = > ar = > bg.
keK keK

Okerx = @(g—9) = @(9) — 9(9) = (D _ax) — 9> _ by

keK keK

= (ap)rex — (bi)rex = (ag —bp)gex = ar — b =0, Vk € K = ay = by.

Logo, g é expresso de forma unica.

(i) < (i1): Para todo g € G existe uma Unica express@o g = » . ax, onde ay € A, os indices
keK
k sao distintos, e a; # 0 somente um numero finito de vezes. Logo, a fungdo

m:G P Ax

keK

g = E Qg ——= (ak>k€K
keK

estara bem definida e sera injetora, devido a unicidade dos a;, na expressdo g = > a.

kK
7 serd sobrejetora pois, dado a = (ag)rex € P Ak, ar, # 0 apenas para uma quanti-
keK
dade finita de indices k,eentdo g = > ar € (|J Ax) <G = a = (ag)kex = 7(9).
keK keK
Por fim, m € homomorfismo, pois dado h € G, h = > b, e teremos
kK
w(g+h) =m(> ax+ D b)) =7 (ak +by))
keK keK keK
= (ar + br)rex = (ar)rer + (bk)rex = 7(g) + 7 (h).
Onde temos que 7 é isomorfismo e G = P Ay.
keK
(17) = (i4i): Para todo g € G existe uma Unica expressdo g = > ax, onde a; € Ay,
kK
os indices k sdo distintos, e ay # 0 somente um numero finito de vezes. Logo, temos que
kEK
Dadoj € K,tomexz € A;N (U Ay),x € A; = z=qa; € Ajex e (| A =
k+#j k#j
r=) a.
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Pela unicidade da expresséao para x, teremos

x:aj:0+...+0+aj+0+...+0:2ak = a;, = 0, para todo k.

k#j
Entdox =3, ar =0 = A; N (U Ap) = {0}
ki
(17) < (iti): Dado g € G = ( |J Ax), tomemos duas expressées g = > ar = Y by.
keK kEK kEK
Teremosque 0 =g—g= > ar— >, by = > (ax — by). Paracada j € K, temos

keK keK keK

bj—a; =Y ar—bye A0 (A ={0}.

e ki
e(U Ag)

k#

Assim, teremos que b; —a; = 0 = a; = b; paratodo j € K, ou seja, g é expresso de forma
dnica. n

Anteriormente, introduzimos o conceito de independéncia (Definigao 121) em conjuntos
finitos de elementos ndo nulos de um grupo abeliano, e também mostramos um lema (122)
caracterizando a independéncia entre esses elementos. Agora, faremos a generalizagdo de
ambos para quantidades infinitas.

Definicdao 144. Seja X um conjunto infinito de elementos nao nulos de GG, X é dito indepen-
dente se todo subconjunto finito de X for independente.

Lema 145. Um conjunto de elementos nao nulos X C G é independente se, e somente se,

(X) = D (x).

zeX

Demonstragdo. (=) X é independente.
Sabemos que (X) = ( J ()).

zeX
Dado zy € X, tome y € (xg) N (X — {x}), segue que y = myx,, para algum inteiro

mg, ey = Y m;x;, onde n é natural, m; sdo inteiros e x; sdo elementos distintos de X — {x}.
i=1
Logo, —moxo+ > m;x; = 0 e pelaindependéncia de X, segue que m; = 0,0 < i < n.
i=1
Em particular, my = 0 — y =0 = (z9) N (X — {xo}) = {0}. Pelo Lema 143,

segue que (X) = P (x).
zeX
(<) (X) = 6?{(@-
S
Seja {z1, x9, ..., x,.} um subconjunto finito de X. Dados m; inteiros tais que 0 =

T

> myz;, para cada j, temos que —m;x; = Ek# myzy € (x;) N {zr; k # 7}).
=1
Pelo Lema 143, (x;) N ({zk; k # j}) = {0}, logo —m;z; = 0, para cada j.
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Assimm; = 0,1 < j <r, e segue que {21, z2, ..., =, } é independente e, consequen-
temente, X é independente. [ |

Teorema 146. Todo grupo de torcdo (G pode ser decomposto numa soma direta de grupos

p-primarios.

Demonstracao. G é de torgéo, ou seja, todo elemento de GG tem ordem finita.
Para cada primo p, considere o subgrupo p-primario

Gp = {g € G; p"g = 0, para algum inteiro m > 1}.

Dado g € G, |g| = n, e, fazendo a decomposicdo de n, em fatores primos, temos
«
Ng = Pgi’ - ot P
. . Ng o
Para cada i, defina n,, = —_- e teremos que mdc(ng,, ..., ng) = 1. Pela generalizagéo do

9i
Teorema de Bézout (118), existem inteiros s, tais que s, ng, + ... + 541y = 1 e dai segue
que:
S Ng1 g + -+ 89,19, 9 = G-

Note que para cada i, pg,”* sg,15,9 = 0 = $g,1g,9 € G, .
Logo g € (U G,),V g € G, onde P é o conjunto dos nimeros primos.
peEP

Para cada primo p, considere g € G, N (Y G,)-
97#P
ge G, = p"rg =0, paraalgumm, > 1.

ge(UG,) = g= > z,o0ndex, € G,ex, # 0 apenas um nimero finito de

q#p qeP
q#p

vezes. Para cada ¢, temos que z, € G, = ¢™z, = 0.
Tomando r = [] ¢™9, temos que mdc(r, p™) = 1, e entdo existem u, v inteiros tais

xq7#0
queur +vp™ =1 = urg+uvp™g=9g<=0+0=0=9g = G,N (Y G,) ={0}.
q7#p
Pelo Lema 143, temos que G = P G,. |

peP

Corolario 147. Sejam G e H grupos de tor¢do, entdo G = H se, e somente se, G\, = H, para
todo primo p.

Demonstracédo. (=) Seja ¢ : G — H um isomorfismo.

Para cada primo p, considere ¢, = (p}Gp, sabemos que @, : G, — im(@,,) é isomor-
fismo.

Dado h € im(¢,) existe g € G, tal que @,(9) =hepmg=0 = 0= @,(p"g) =
pP"e,(g9) =p"h = he H, = im(p,) C H,.
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Agora, dado h € H,, pela sobrejecdo de @, existe ¢ € G tal que @(g) = h e
pP"h =0 = o("g9) =p"e(g) =p"h =0 = plg=0 = geG, =
H, Cim(¢,).

Logo G, = H,,.

(<) G e H sao grupos de torgéo, logo podemos fazer a decomposigédo de ambos em
soma direta de grupos p-primarios, e cada uma de suas componentes p-primarias sera isomorfa,
pois G, = H,, para todo primo p. A partir dos isomorfismos entre as componentes, é possivel
construir um isomorfismo entre G e H, de onde teremos que G = H. [ |

Definicao 148. Um grupo abeliano F' é tido abeliano livre se puder ser decomposto numa

soma direta de grupos ciclicos infinitos, isto é, F' = € (x), onde X é um subconjunto de F'
reX
com elementos de ordem infinita, o qual € chamado de base de F'. Além disso, a cardinalidade

da base X sera chamada de posto de F' e denotada por rank(F").

Visto que todo grupo ciclico infinito é isomorfo & Z, podemos escrever F' = @ Z, onde
zeX
a quantidade de cépias de Z serd | X | = rank(F).

Exemplo 149. Considere o grupo multiplicativo (Q/{0}, -).

SejaG = (2,5) < (Q/{0}, ), G serd um grupo abeliano livre.

Basta ver que, dado ¢ € (2, 5), ¢ = 2™5", onde m, n € Z.

Assim, ¢ : Z&Z — (2,5), dado por (m,n) — 25", serd um isomorfismo e teremos
que G =(2,5)=Z®7Z.

Ou seja, G é um grupo abeliano livre de posto 2.

Além disso, resultados anteriores nos trazem informagdes sobre o grupo abeliano livre
F' e sua base X, por exemplo, o Lema 143 nos informa que, dado u € F', existira uma Unica

expressdo da forma u = > m,x, onde m, € Z e m, # 0 somente um nimero finito de
zeX
vezes. Outro fato relevante e que sera utilizado futuramente € de que a base X é um conjunto

independente, conforme o Lema 145.

Teorema 150. Sejam F' um grupo abeliano livre com base X, G um grupo abeliano e
f + X — G uma fungdo. Entdo existe um tnico homomorfismo ¢ : I — G que seja
uma extensédo de f, isto é, @(x) = f(x) paratodox € X.

Demonstracdo. Seja u € F, existe uma Unica expressdo u = » m,x €, por isso,
reX
@:F — Gdadaporu= Y muz+2 @(u) = > m,[f(z) estara bem definida.
zeX reX

Além disso, ¢ sera um homomorfismo e uma extensao de f.
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A unicidade é garantida, pois, dados os homomorfismos @1, @, : FF — G, extensdes
de f,eu € F, teremos que:

010 = o (zm> S () = Ym0

rzeX zeX rzeX
reX zeX zeX

Corolario 151. Todo grupo abeliano GG é (isomorfo a) um grupo quociente de um grupo abeliano
livre.
|G| vezes

Demonstracédo. Seja ' = Z @ ... © Z, denotemos por x, 0 gerador da g-ésima copia de Z,
onde g € G. F' é um grupo abeliano livre, com base X = {z,; g € G}.

Defina a fungéo f : X — G dada por f(z,) = g, pelo teorema anterior, existe um
homomorfismo ¢ que é uma extensdo de f, e ¢ é sobrejetor, visto que f é sobrejetora.

Pelo 1° Teorema de Isomorfismo (59), G = F'/ker(¢@). |

Teorema 152. (Teorema da Propriedade Projetiva)

Seja f : B — C um homomorfismo sobrejetor. Se F' é um grupo abeliano livre e
a : F — C um homomorfismo, entdo existe um homomorfismo v : ' — B tal que o
diagrama abaixo comuta, isto é, 5 o v = «.

Demonstracédo. Seja X uma base de F, paracada = € X, a(x) € C' e, como [ é sobrejetor,
existe b, € B tal que 5(b,) = «(x). Logo, pelo Axioma da Escolha, é possivel definir uma
funcdo f : X — B dadapor f(z) =

Pelo Teorema 150, existe um homomorfismo v : F' — B tal que (=) = b,, para todo
re X.
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Dado u € F, temos que u = >, m,x e segue que:
zeX

(Bo)(u) = B(v(u) =8 (v (Z mw)) =Y m.By(x))
= meﬁ(bx) = mea(x) = (Z mx$> =a(u) = Poy=a.

rzeX zeX

Corolario 153. Seja G um grupo abeliano e H < GG, se G/ H ¢ abeliano livre, entdo H é uma
componente diretade G, isto 6, G = H & K,onde K < Ge K = G/H.

Demonstracdo. Tome F' = G/H e seja  : G — F a projegédo candnica, 5 € um homomor-
fismo sobrejetor. /' € um grupo abeliano livre e podemos tomar 15 : F' — F' 0 homomorfismo
identidade.

Pelo teorema anterior, existe um homomorfismo v : F' — G talque S o~y = 1p, ou
seja, 0 diagrama abaixo comuta.

P
/
/
/
v "
/
/
G’ 2 0
B8

Utilizando as equivaléncias entre os itens (iii) e (i) do Lema 142, existe K < G tal que
HNnK={0}eH+ K =G.

Como H + K = G e HN K = {0}, pelo 22 Teorema de Isomorfismo (60), G/H = K.

Alémdisso, H+ K =G — (HUK) = G e, pelo Lema 143, segueque G = H® K.

[

4.3 Grupos Abelianos Finitamente Gerados

Proposicao 154. Seja G um grupo abeliano. G é finito se, e somente se, for finitamente gerado
e todo elemento de G tiver ordem finita (em outras palavras, t(G) = G).

Demonstracdo. (=) Trivial.

(<) Suponha que G seja finitamente gerado e que todo elemento de GG tenha ordem
finita.

G é finitamente gerado, entdo G = (g1, ..., g»), € Sejam os inteiros positivos «; as
respectivas ordens dos geradores g;, isto é, a; = |g;| < 00, 1 <i < n.
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n
Dadog € G, g = Z m;g;, onde, para cada 7, teremos 0 < m; < (a;; — 1).
Dessa forma, a quantldade de vanres que cada m; pode assumir sera o; € assim,
variando os inteiros m;, podemos obter H «; expressoes diferentes para g = Z m;g;. Portanto,

=1 =1
n

existirdo no maximo [ [ «; elementos em G e segue que G é um grupo finito. |
=1

Teorema 155. Todo grupo abeliano finitamente gerado livre de tor¢do G é um grupo abeliano
livre.

Demonstracao. Seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Faremos essa demonstragdo
utilizando indugéo sobre n onde G = (1, ..., x,).

Paran = 1, GG seré ciclico e como G é livre de torgcao, segue que G = Z.

Suponha que o teorema vale para grupos com quantidade minima de geradores menor
que n.

Defina H = {g € G; mg € (x,) para algum inteiro positivo m}, H é subgrupo de G
e o quociente G/H serd livre de torgéo, pois se x + H € t(G/H) = k(x + H) = 0,
onde k € Z = kr € H = (mk)x = m(kx) € (z,) para algum inteiro positivo
m = x€ H = t(G/H) = {0}.

Sendo G/ H livre de torgdo e gerado por uma quantidade de elementos menor que n,
pela hipétese de indugao, temos que G/H é abeliano livre. Pelo Corolario 153, segue que
G = F @ H onde F = (G/H e entdo basta mostrarmos agora que H é um grupo ciclico de
ordem infinita.

H é uma componente de (&, logo também sera finitamente gerado.

Seja g € H, entdo existem inteiros ndo nulos m e k tais que mg = kx,,.

Definam’ = min{a > 1; ag € (x,)} e fagamos a divisdo euclidiana de m por m'.

Teremos que existem ¢, r € Z tais que m = m/q + r, onde 0 < r < m’, de onde segue
que rg = (mg + (—q(m'g)) € (z,). Pela minimalidade de m/’, temos que r = 0 e, segue que
m’ | m.

Sejam k; e ko inteiros tais que kix, = mg e kyx, = mg =— (k1 — ko)z, =
0 = ky = ko, visto que G é livre de torgdo. Ou seja, para cada m, existe um Unico k tal que
mg = kx,,. Denotemos por k' o inteiro tal que m'g = k'x,,. Também teremos que

m'|m = m=m't,ondet € Z = kx, =mg=1tm'g=t(k'z,) = k'tx,,

logo, k = k't.
Note agora que, dados my, ms, k1, ko € Z tais que m1g = kix, € msg = kox,,, teremos que:

my = m/tl, ondet; € Z — k| = ]C/tl

e mo = m/tg, ondety, € Z — ky = ]i]/tg.
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Logo,
kv Kt Kt K Kty Kty k
my  mity m'ty m!  mlts  mlty  ms
Portanto, podemos tomar ¢ : H — Q dada por ¢(g) = */,,, e ¢ esta bem definida.
¢ é um homomorfismo, pois, dados g, h € H, teremos que myg = k,x, € mph = kpy,
e entdo:
mgmp(g + h) = mgmpg + mgmph = mpkyx, + mgkpz, = (mpky + mgks)x,.
E segue que:
k k’h k mp + khm
e(g)+oh)=—"++—="—"—""T=0¢(g+h)
my mp mgmp,

@ é injetor, pois, dado g € H talque ¢(9) =%, =0 = k=0 = mg = 0z, —
g=0 = ker(p) = {0}.

Logo H = im(¢@) < Q. Sendo H finitamente gerado, temos que im(¢) também sera,
logo, podemos escrever H = im(@) = (“/p,, ..., “/p,) < Q.

Sejab = ﬁ b;, tome v : im(¢@) — Z, dada por 1(q) = bq.

) é homoZrTwlorfismo, pois, dados q;, g2 € im(@), temos que ¥ (g, + q2) = b(q1 + q2) =
bg1 + bgo.

Além disso, ker(v) = {q € im(@); bg = 0} = {0}, visto que im(¢p) = H e H é livre de
torgdo. Logo, temos que ¢ € um homomorfismo injetor e segue que im(¢) = im(¢) < Z.

Por transitividade, H = im(¢)) < Z, ou seja, H é isomorfo a um subgrupo de Z, o qual
sera um grupo ciclico infinito, e com isso, temos que G = F & H é um grupo abeliano livre. B

Teorema 156. (Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitamente Gerados)

Todo grupo abeliano finitamente gerado GG pode ser decomposto numa soma direta de
grupos ciclicos primarios e grupos ciclicos infinitos, onde a quantidade de componentes de-
pende apenas de G.

Demonstracao. Seja (G um grupo abeliano finitamente gerado.

G/t(G) é livre de torgéo, pelo teorema anterior, sabemos que G /t(G) é abeliano livre
e, pelo Corolario 153, temos que G = t(G) @ F onde F' = G/t(G).

t(G) é finitamente gerado, pela Proposigédo 154, temos que () é finito. Sendo ¢(G)) um
grupo abeliano finito, podemos decompé-lo na soma direta de suas componentes p-primarias
utilizando o Teorema da Decomposi¢ao Primaria (119) e essa decomposicao sera unica, a me-
nos da ordem das componentes. Em seguida, podemos fazer a decomposi¢&o de cada compo-
nente p-primaria em grupos ciclicos, a qual também sera Unica, a menos da ordem dos compo-
nentes, em decorréncia do Corolario 70, e de onde obteremos uma decomposicao de t(G) em
grupos ciclicos primarios.
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Enquanto isso, F' = G/t(G) é abeliano livre, logo pode ser decomposto numa soma
direta de grupos ciclicos infinitos, onde o nimero de componentes seré rank(G/t(G)). Fazendo
ambas decomposigdes, teremos (G decomposto numa soma direta de grupos ciclicos primarios
e grupos ciclicos infinitos, como queriamos demonstrar. [ |

Sabemos que grupos ciclicos sao isomorfos a Z ou Z/nZ.

Tomando M = rank(G/t(G)) e denotando por m; as ordens das componentes ciclicas
primarias da decomposigéo de #(G).

Podemos reescrever a decomposicéo G = G/t(G) @ t(G) da forma:
V) Z

7
G27Z®...07 )
\—/—/@ © @mlz @ Mo, @@ s

M vezes

Ou seja, toda a classe dos grupos abelianos finitamente gerados pode ser representada
utilizando somas diretas do grupo (Z, +) e de grupos da forma (Z/nZ, +).
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

Nesse trabalho construimos um arcabouco teérico sélido para a caracterizacao de gru-
pos abelianos finitamente gerados, e pudemos explorar temas da Teoria de Grupos, como 0s
abordados nos capitulos 3 e 4, que ndo sao abordados durante o curso de Licenciatura em
Matematica da UTFPR-CT.

Ao longo do trabalho, provamos importantes resultados para a Teoria de Grupos,
como os teoremas de Lagrange, de Isomorfismo, da Correspondéncia, de Cayley, da Orbita-
Estabilizador, de Sylow, e os que decompdes grupos abelianos, entre outros.

Para o autor que vos escreve, esse trabalho serviu como uma oportunidade de estudar
de forma sistematica os temas que aqui foram abordados, permitindo a formag¢ao de uma viséo
mais ampla dos conteudos que compdem a base da Teoria de Grupos.

Do mesmo modo, acreditamos que o trabalho em questdo possa servir de forma seme-
Ihante para estudantes de matematica que se interessem pelo tema, reunindo os conhecimen-
tos necessarios para a demonstragao dos resultados propostos e possivelmente servindo como
fonte de consulta para demonstracdes mais detalhadas de tais resultados.
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