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RESUMO

SERAFIN, Higor. Identificacao de sistemas nao-lineares com modelo Volterra-Kautz. 2022.
86 f. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia Elétrica e Informética Industrial) — Universidade
Tecnoldgica Federal do Parand. Curitiba, 2022.

Este trabalho apresenta o problema da estimacado dos polos de Kautz na expansao do kernel
com modelos de Volterra-Kautz. A solugcdo 6tima para os parametros que modelam os polos
ainda estd em aberto na literatura. Assim, este trabalho traz duas abordagens de otimizacio, uma
usando o algoritmo de Levenberg-Marquardt e outra a Otimiza¢do Bayesiana para encontrar
os parametros de Kautz. As bases de fungdes para os kernels sao construidas por meio de uma
estrutura de filtros digitais. Na validac@o dos algoritmos implementados sao utilizados dados
coletados de um sistema eletricamente acoplado e, por meio do software MATLAB®, diversos
experimentos foram executados para estudar os impactos dos diferentes parametros de cada
método empregado, também foi observado como o aumento das fun¢des na base influenciam o
modelo. Como resultado, os modelos gerados atingiram um erro médio quadratico na ordem de
10—, enquanto que trabalhos da literatura, que utilizaram o mesmo conjunto de dados para a
modelagem, atingiram um erro médio quadratico com ordem entre 10~2 e 1073,

Palavras-chave: Identificagdo de Sistemas. Volterra-Kautz. Kautz. Levenberg-Marquardt. Oti-
mizacao Bayesiana.



ABSTRACT

SERAFIN, Higor. Identification of nonlinear systems with the Volterra-Kautz model. 2022.
86 p. Dissertation (Master’s Degree in Engenharia Elétrica e Informatica Industrial) —
Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2022.

This work presents the problem of estimating the Kautz poles in the kernel expansion with
Volterra-Kautz models. The optimal solution for the parameters that model the poles is still
open in the literature. Thus, this work brings two optimization approaches, one using the
Levenberg-Marquardt algorithm and the other using Bayesian Optimization to find the Kautz
parameters. Function bases for kernels are built through a structure of digital filters. To validate
the implemented algorithms, data collected from an electrically coupled system was used and,
on the MATLAB® software, several experiments were performed to study the impacts of the
different parameters of each method used, it was also observed how the increase of the functions
in the base influence the model. As a result, the generated models reached a mean square error
of the order of 10~#, while works in the literature, which used the same dataset for modeling,
reached a mean square error in the order between 10~2 and 1073.

Keywords: System Identification. Volterra-Kautz. Kautz. Levenberg-Marquardt. Bayesian opti-
mization.
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1 INTRODUCAO

A modelagem dos fendmenos e dos sistemas que rodeiam o ser humano por meio de
representacOes matemadticas ndao € um desafio novo. Desde a Antiguidade, matematicos como
Arquimedes, Euclides e Pitdgoras elaboravam teorias, métodos e técnicas na busca por descri¢des
e solucdes dos problemas que os cercavam. Apesar do tempo decorrido, a modelagem matematica
ainda € um problema na atualidade, tendo sua complexidade incrementada pelo desenvolvimento
tecnolégico. Nesse cendrio surgem sistemas mais complexos que passaram a requer estratégias
de modelagem cada vez mais elaboradas, dentre elas, a Identificacdo de Sistemas.

Em Aguirre (2007), a Identificacdo de Sistemas € tratada como uma area do conhe-
cimento que investiga as formas de representar e analisar sistemas dindmicos a partir das
observagdes dos seus dados de entrada e de saida. Os sistemas dindmicos sao divididos em dois
grandes grupos: sistemas lineares e sistemas nao-lineares. Esta divisdo € feita de acordo com as
propriedades de homogeinidade e de superposi¢do, sendo que os sistemas lineares sdao aqueles
que apresentam estas duas caracteristicas e os ndo-lineares sao aqueles que ndo obedecem a uma
ou as duas propriedades.

A modelagem de sistemas dindmicos lineares € geralmente desenvolvida com base nas
estruturas ARX (Auto-Regressive with eXogenous inputs), em que a saida de um sistema em
um determinado momento do tempo discreto € descrita por meio da utilizacdo das amostras
anteriores dos sinais de entrada e de saida (CAMPELLO; OLIVEIRA, 2007). Um problema
presente nesta abordagem € que uma estrutura autorregressiva, em geral, € sensivel a ordem do
modelo e ocasiona um acimulo dos erros da estimacao, principalmente para horizontes longos
de previsao (CAMPELLO et al., 2007).

Como uma das estratégias para contornar este problema, surge a abordagem que utiliza-
se de modelos sem realimentacdo de saida, dotados de uma estrutura OBF (Orthonormal Bases
of Functions) (CAMPELLO et al., 2007). Esses modelos sdo desenvolvidos por meio de bases de
funcdes ortonormais (NINNESS ez al., 1995), tais como as fun¢des de Laguerre (WAHLBERG,
1991), as funcdes de Kautz (WAHLBERG, 1994) ou as Fung¢des de Bases Ortonormais Genera-
lizadas (GOBF - Generalized Orthonormal Bases of Functions) (HEUBERGER et al., 2005).
Estes modelos apresentam algumas caracteristicas que os tornam interessantes nas aplicacdes de

identificacdo de sistemas (FU; DUMONT, 1993; HEUBERGER et al., 2005), tais como:
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* Auséncia dos erros de previsdo, devido a realimentagdo da saida;

¢ Nao ha necessidade do conhecimento dos termos relevantes de entrada e de saida do

sistema;

* Possibilidade do aumento da capacidade de representacdo do modelo com o aumento do

nimero de funcdes na base;
* Representacdo estdvel de um sistema estavel;
* Tolerancia as dindmicas ndo modeladas;
* Baixa sensibilidade a variagdes nos parametros estimados.

Para a modelagem de sistemas ndo-lineares existem diversas estruturas que podem ser
citadas, por exemplo, os modelos de Wiener e Hammerstein que arranjam modelos dindmicos
lineares e estdticos ndo-lineares para representar o sistema. Os modelos que usam estruturas
NARX (Nonlinear Auto-Regressive with eXogenous inputs) podem ser entendidos como uma
generalizacdo da estrutura ARX para o caso ndo-linear e os modelos de Volterra, que se baseiam
em kernels, podem ser compreendidos como uma generalizagdo do modelo de resposta ao
impulso. O uso da série de Volterra para modelar sistemas ndo-lineares possibilita uma ideia do
significado fisico do processo (MORTENSEN, 1983). Dessa forma tem-se o beneficio conceitual
de realizar a descri¢do de um processo ndo-linear como uma generalizagdo do caso linear, ou seja,
a série de Volterra possibilita o uso de conceitos de sistemas lineares para identificar sistemas

nao-lineares (EYKHOFF, 1979).
Contudo, a modelagem de sistemas nao-lineares utilizando modelos de Volterra implica

no problema da estimagdo dos kernels do modelo (CAMPELLO et al., 2007). Uma alternativa
para contornar essa situacao foi proposta em Wiener (1966), na qual os kernels de Volterra sao
desenvolvidos por meio de base de fun¢des ortonormais. Neste cendrio, o desafio da modelagem
estd na determinacdo dos polos que parametrizam as fun¢des da base. No caso das funcdes de
Laguerre, a determinacdo do polo 6timo jd estd solucionada na literatura (MASNADI-SHIRAZI,
AHMED, 1991). Entretanto, para as fun¢des de Kautz, a determinacio dos polos 6timos ainda é
um problema em aberto. Desta forma, o presente trabalho concentra os esfor¢os na estimagao
dos polos de Kautz para identificagdo de sistemas nao-lineares utilizando os modelos de Volterra
com kernels desenvolvidos por meio das fun¢des de Kautz. Para isso, serdo utilizadas duas
abordagens de estimac¢do de parametros: uma com o algoritmo de Levenberg-Marquardt e outra

usando Otimizagdo Bayesiana
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1.1 OBIJETIVOS

1.1.1 Objetivo Geral

O objetivo deste trabalho € estimar os polos das fungdes ortonormais de Kautz nos
modelos Volterra-Kautz, por meio do uso de técnicas de otimizagdo para sistemas nao-lineares,

como método de Levenberg-Marquardt e a Otimizacdo Bayesiana.

1.1.2  Objetivos Especificos

Para que o objetivo geral deste trabalho possa ser atingido, os seguintes objetivos

especificos precisam ser trabalhados:

* Modelar o kernel de Volterra com uma base de fun¢des ortonormais de Kautz, gerando o

modelo Volterra-Kautz.

* Otimizar os parametros do modelo Volterra-Kautz, recorrendo ao Método dos Minimos

Quadrados para estimar os parametros lineares.

e Otimizar os parametros do modelo Volterra-Kautz, utilizando o algoritmo de Levenberg-

Marquardt e Otimizacao Bayesiana para os parametros nao-lineares.
* Aplicar os algoritmos propostos de estimagdo de parametros a um sistema de benchmark.

* Analisar o desempenho de cada algoritmo na estimag¢do dos parametros do modelo Volterra-

Kautz.

* Comparar o desempenho dos algoritmos propostos com os resultados presentes na litera-

tura.

1.2 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

Esta dissertagdo estd organizada em seis Capitulos, sendo que no Capitulo 2 sera
abordado o desenvolvimento matematico das fun¢des ortonormais e algumas fungdes especificas
receberdo um maior destaque, como as GOBEF, as func¢des de Laguerre e as fun¢des de Kautz,
por terem um interesse significativo para o presente trabalho. No Capitulo 3 serd apresentada a

série de Volterra e como o modelo Volterrra-Kautz surgiu como uma alternativa para contornar o
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problema da quantidade de pardmetros necessdrios a serem estimados. Na sequéncia, o Capitulo
4 iré discorrer sobre alguns métodos para estimagao de parametros, sendo eles o Método dos
Minimos Quadrados, o algoritmo de Levenberg-Marquardt e a Otimizagdo Bayesiana. No
Capitulo 5, serd realizado um estudo de caso, a partir de dados coletados de um sistema real, para
validar os algoritmos implementados e a identificacdo deste sistema com o modelo Volterra-Kautz.

Por fim, no Capitulo 6 serdo abordadas as consideracdes finais sobre o presente trabalho.



19

2 FUNCOES ORTONORMAIS

Neste capitulo serdo apresentadas as fun¢des ortonormais. Primeiramente sera reali-
zado um levantamento bibliogrifico dos trabalhos mais relevantes da drea. Na Secdo 2.1 serdo
expostos os referenciais mateméticos que regem os desenvolvimentos das fun¢des ortonomais.
Na sequéncia sdo apresentadas as fun¢des ortonormais mais utilizadas, iniciando pelas GOBF
na Sec¢do 2.2. Depois, na Secdo 2.3, serd apresentado o caso particular para polo real, isto &, as
Fungdes de Laguerre. Por ultimo, na Secdo 2.4, serd descrito o caso particular para os polos
complexos, ou seja, as Funcdes de Kautz.

Os primeiros trabalhos que tratam das fungdes ortonormais apareceram em meados
da década de 1920 em Takenaka (1925) e Malmquist (1925). Esses estudos apresentam as
fungdes ortonormais generalizadas com aplicagdes de aproximacdes por interpolagdes. Na
década seguinte, Walsh (1935) foi um dos principais trabalhos com o uso das fun¢des ortonomais,
ainda no contexto de aproximagdo por interpolagdo.

Neste periodo, Wiener passou a estudar o uso das redes continuas de Laguerre para
construcdo de previsores 6timos. Porém, uma apresentacao mais completa dos seus trabalhos sao
apresentadas mais tardiamente em Wiener (1933) e Wiener (1949). Sob a mentoria de Wiener,
Lee apresentou os trabalhos que usaram as funcdes de Laguerre para trabalhos na drea de redes
elétricas (LEE, 1932).

Na década de 1950, Kautz revisou a formulagdo das GOBFs (KAUTZ, 1954; KAUTZ,
1952) e suas versdes no tempo continuo para aplicacdes em sintese de rede de pardmetros finitos
de sistemas transitorios. Nesta mesma época foi produzida a referéncia base dos polindmios
ortonormais em Sansone (1959) e o primeiro trabalho de identificacio de sistemas por meio de
kernels foi produzido em Aronszajn (1950).

Nas décadas seguintes, 1960 e 1970, trabalhos com parametrizacdo ortonormal para
sistemas discretos e aplicacdes em controle foram feitas nos trabalhos de Broome (1965) e
Mendel (1966). As primeiras implementacdes de fungdes ortonormais, a partir de estruturas de
filtros digitais, aparecem nos trabalhos de Fettweis (1970) e Fettweis (1971) e o uso das bases
de Laguerre para identificacio de sistemas também € apresentada em King e Paraskevopoulos
(1977).

Com o avanco computacional nas décadas de 1980 e 1990, houve um aumento no

interesse da comunidade cientifica pelo uso das fungdes ortonormais nas dreas de processamento
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de sinais (PEREZ; TSUJII, 1991; BRINKER, 1994), controle baseado em identificacdo de
sistemas (BODIN; WAHLBERG, 1994; GUNNARSSON; WAHLBERG, 1991; NURGES,
1987), modelagem (PARTINGTON, 1991), controle adaptativo (ZERVOS et al., 1988), entre
outras areas (VAIDYANATHAN, 1985; WAHLBERG; HANNAN, 1993).

Entre o final do século XX e inicio do século XXI muitos trabalhos voltados para
identificacdo de sistemas podem ser citados. Um livro bastante importante para a drea € o de
Heuberger et al. (2005). Outros trabalhos que apresentam relevancia sao Akcay e Heuberger
(2001), no qual é apresentado um algoritmo de identificacdo iterativo no dominio da frequéncia.
Ja Chou et al. (1999) realiza a identificacdo de sistemas SISO (Single Input Single Output) com
funcdes de Laguerre e Nalbantoglu et al. (2003), em que € feita a identificagdo de sistemas com
GOBFs.

Importantes trabalhos em portugués também foram produzidos nas décadas de 2000
e 2010, entre eles cabe citar: Campello et al. (2007), Campello e Oliveira (2007), Braga et al.
(2011), Oroski e Bauchspiess (2014) e Oroski (2015), podendo ser citado com mais destaque o
trabalho de Rosa (2005) no qual € apresentado um modelo analitico para encontrar o polo sub-
6timo das func¢des de Kautz, e o trabalho de Machado et al. (2011) que apresenta a identificagao
de sistemas nao-lineares por GOBF com fung¢des internas. Dessa forma, a Secdo 2.1 ird abordar

um detalhamento das Fungdes Ortonormais e suas aplicacoes.

2.1 MODELAGEM DE SISTEMAS COM FUNCOES ORTONORMAIS

O uso de familias de fungdes ortonormais para a modelagem de sistemas € uma escolha
conhecida na literatura, pois, apesar do uso de somas finitas de exponenciais para modelagem
de um sistema linear e invariante no tempo ser uma estratégia que simplifica o trabalho de
identificagc@o, o emprego de filtros de resposta infinita ao impulso (IIR - Infinite Impulse Response)
com bases de fungdes ortonormais podem produzir estruturas mais eficientes (HEUBERGER et
al., 2005). Estes filtros sdo parametrizados a partir de polos pré-especificados, possibilitando
a incorporacdo de informacoes a priori. Essas estruturas sao aplicadas, principalmente, em
identificacdo de sistemas, porque a parametrizacdo de modelos em termos da expansdo infinita
de coeficientes implica em modelos lineares nos parametros, permitindo o uso de técnicas de

estimacao lineares para determinar os parametros.
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Segundo Strang (2010), as funcdes ortonormais sao vetores em um espaco vetorial de

funcdes com um produto interno nulo entre si, o qual é definido em Wahlberg (1999) como:

(001,60 (2) = o § 0n(e150 (3) 2 0

em que ¢,(2) € ¢,(2) sdo fungdes ortonormais, C' € o circulo de raio unitario, 7 é a unidade
imagindria, n, m € N e z € C. Em sua forma discreta, este produto interno pode ser representado

por meio da equacdo (2), sendo k£ € N.
(Dn(k), (k) =D bulk)dp (k). 2)
k=0

As fungdes ortonormais sdo quadraticamente somadveis, pertencendo ao espaco L2

(CAMPELLO et al., 2007), ou seja, sdo fungdes que atendem a condi¢do expressa em (3).

> o(k)? < 0. (3)

k

oo
=0
Como consequéncia, dada uma fun¢do h(k) : N — R quadraticamente somdvel em

[0,00), haverd um ndmero inteiro > 0 que, para o erro € > 0 (CAMPELLO et al., 2007,
LEMMA et al., 2010), tem-se:

o) n 2
> (h(k:) - Zanaﬁn(k)) < 4)
k=0 n=1
em que {¢;(k),---, ¢,(k)} sdo as n fungdes ortonormais da base e ay, - - -, a,; € R sdo ganhos

escalares. Assim, é possivel mostrar que, para todo k£ € N, na equacdo (5) a funcao ﬁ(k‘) converge

a fun¢do original, h(k), dado um 7 infinito, ou seja:

n
(k) = anga(k), V. (%)
n=0
n
Para estimar os coeficientes «,, é necessario multiplicar a equagdo (5) por > ¢, (k):
k=0
no n 1

D h(k)bm(k) =D anda(k) Y dm(k). (6)
k=0 n=0 k=0

(7)
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Dado que as fungdes sdo ortonormais, o produto interno que surge na equagao (7) nao é

nulo apenas quando n = m. Assim, os coeficientes sdo encontrados a partir de:

n
O =Y h(k)dm(k), (8)
k=0
ou ainda,
i = (h(k), o (k). )

A representagdo de sistemas dinamicos lineares com as OBFs € possivel somente para
sistemas BIBO (Bound Input Bound Output) estaveis, uma vez que sua resposta ao impulso é
quadraticamente somédvel (CAMPELLO et al., 2007). Para o caso ndo-linear, a modelagem com
OBF exige um mapeamento estatico nao linear. Um dos operadores para este mapeamento € o
modelo Volterra-OBF que serd tratado mais adiante neste trabalho.

H4 vérias fungdes ortonormais, cada uma definida de acordo com produto interno
empregado. As mais usadas sdo: fungdes de Laguerre, funcdes de Kautz e as GOBF (BELT,

1997). Nas se¢des a seguir haverd um detalhamento maior sobre cada uma delas.
2.2 FUNCOES ORTONORMAIS GENERALIZADAS

A familia de bases de fun¢des ortonomais GOBF sao desenvolvidas por meio da conexao
de n filtros passa-tudo de n-ésima ordem. Desta forma, os filtros terdo n polos, podendo ser reais
ou complexos (HEUBERGER et al., 2005). Essa classe de base de funcdes também é conhecida
como Takenaka-Malmquist e € expressa pela equacdo (10).

n—1 =
Fn(Z): V 1_|§n|2 |:1_§m2

=& oo L72—&m

:|7 n:1a27"'7 ’€m|< 17 (10)

no qual &, e &,, € C sdo os polos da base e os conjugados complexo, respectivamente.

As fungdes F,,(z) geralmente sdo complexas, o que ¢ indesejavel na maioria dos
sistemas fisicos reais por gerar uma resposta ao impulso complexa. No trabalho de Ninness e
Gustafsson (1997) foi desenvolvido um método para contornar esta desvantagem. Este método
consiste em fazer as n — 1 primeiras func¢des serem formadas a partir de polos reais, ou seja, &, €
R param = 1,2,...,n — 1. Para inserir um polo complexo é necessario que duas novas fungdes
sejam formadas a partir de uma combinac@o linear de F,,(z) e F,,;1(z). Assim, a base formada

possui apenas funcdes com resposta ao impulso real e ndo perdem a ortonormalidade. Dada a
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possibilidade da combinacao de polos reais e imagindrios, o que possibilita a representacao de
sistemas mais complexos, esta familia de funcoes € indicada para a modelagem de sistemas de
ordem superior a 2. Existem dois casos particulares das GOBFs, sdo eles: as fungdes de Laguerre

e as funcdes de Kautz, ambas serdo discutidas nas secdes a seguir.
2.3 FUNCOES DE LAGUERRE

As fungdes de Laguerre podem ser entendidas como filtros de primeira ordem ou como
uma particularidade da GOBF, em que &,,, = p, ¥m, sendo p um polo real (LEMMA et al., 2010).
Estas funcdes sdo descritas por meio da equacao (11).

1—72 /1— (n—1)
Fo(z)=Y-—F ( pz) ., n=1,2--, peR, |p<Ll. 11)

Z=p Z=p

Assim, dado um conjunto de n fungdes de Laguerre, pode-se definir uma base ortonor-

mal como:
{F1(2), Fa(2), -+, Fu(2)}- (12)

No uso de base de fun¢des de Laguerre para modelar sistemas lineares e invariantes
no tempo, o operador € definido como a combinacao linear das n saidas dos filtros de Laguerre,

como € expresso na equagdo (13) (OROSKI, 2015).
J(k) = anLa(k), (13)

sendo y(k) a saida estimada, «,, os ganhos escalares e L, (k) corresponde a entrada (k) fil-
trada pela n-ésima fun¢do de Laguerre. Contudo, para sistemas nao-lineares, € necessario um
mapeamento estatico nao-linear com as saidas do filtro para obter uma modelagem adequada
(OROSKI; BAUCHSPIESS, 2014).

Um dos beneficios das fungdes de Laguerre € que, por serem parametrizadas por um
unico polo real, suas transformadas tendem a ser funcdes racionais com uma forma repetitiva
simples. Outra vantagem € que, devido a influéncia do polo real, estas funcdes sao adequadas para
reproduzir sistemas com dindmicas bem amortecidas, ou seja, sistemas com a parte imagindria
do polo pouco significativa em relag@o a parte real ou um polo puramente real (MACHADO;
AMARAL, 2010). Por outro lado, para a modelagem de sistemas que possuem uma dindmica
predominantemente subamortecida, € necessario um elevado nimero de fungdes de Laguerre

para conseguir uma representagdo adequada (CAMPELLO et al., 2007). Este comportamento €
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consequéncia da distancia entre o polo real das fungdes de Laguerre e os polos complexos desta
categoria de sistemas (BRAGA et al., 2011). Uma alternativa para contornar este problema é o
uso das fun¢des de Kautz para a modelagem. Na Secdo 2.4 serd realizada uma explanagdo mais

detalhada sobre estas funcdes.

2.4 FUNCOES DE KAUTZ

As fungdes de Kautz sdo um caso particular das GOBF, em que &, € um par de polos
complexo conjugados (LEMMA et al., 2010; WAHLBERG, 1994). Em Wahlberg (1994), as

fungdes discretas de Kautz sdo definidas como em (14) e (15).

V=A== +be—1)z+ 1\
FQ"(Z)_22+[)(C—1)Z—C< Z2+b(C—1)Z—C ) ) (14)

G BVTT@ (e Dz 1)
F2"1(Z)_Z2+b(c—l)z—0< 22+b(c_1)z—c ) ) (15)

sendo que Fy,(z) e Fy,_1(2) sdo as fungdes de Kautz pares e impares, respectivamente, b e ¢

correspondem aos parametros descritos em (16) e (17), sendo que p € o polo e p € o seu complexo

conjugado.
b= D)y (16)
1+pp
c=—pp, o< 1. (17)

Além disso, para garantir que os polos sejam complexos conjugados, € preciso que:
b’ (1 —c)* +4c <0, (18)

e, como € exposto em Braga et al. (2011), para certificar a estabilidade do sistema € necessario
que:

—-1<e<0. (19)

Dessa forma, dado um conjunto de n funcdes de Kautz, uma base ortonormal é definida

como em (20).
{F1(2), Fa(2), -+ Ful2) ) (20)
Assim como nas fun¢des de Laguerre, para o uso de fun¢des de Kautz na modelagem

de sistemas lineares e invariantes no tempo, o operador € definido como sendo a combinacao

linear das n saidas do filtro de Kautz, como expresso em (21) (OROSKI, 2015).

n
(k) = anwn(k), 21)
n=1
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em que y(k) sdo as saidas estimadas, «,, s30 os ganhos escalares e w, (k) corresponde a entrada
u(k) filtrada pela n-ésima funcéo de Kautz. Para sistemas ndo-lineares, o mapeamento nio-linear
das saidas serd tratado nas secOes seguintes deste trabalho.

Como descrito em Wahlberg e Mikila (1996), as fun¢des de Kautz apresentam uma
vantagem sobre as funcdes de Laguerre na modelagem de sistemas subamortecidos, precisando
de um menor numero de funcdes para a representagdo. Isso ocorre pelo fato das fungdes de Kautz
serem parametrizadas por um par de polos complexos conjugados, ou seja, a dindmica oscilatdria
¢ inerente as fungdes. Outra vantagem € a possibilidade de ajustar o fator de amortecimento do
modelo e a frequéncia de oscilagdo (BRAGA et al., 2011). Desta forma, o estudo destas funcoes
tem recebido a aten¢do de diversos trabalhos, como Wahlberg (1994), Rosa (2005), Braga et al.
(2011), Machado et al. (2011) e Oroski (2015).

2.5 SINTESE

As funcdes ortonormais sao vetores que compdem um espaco vetorial de fungdes com
um produto interno nulo e norma unitaria, sendo as principais as funcdes de Laguerre, as fungdes
de Kautz e as GOBFs.

As GOBFs sdo func¢des ortonormais parametrizadas por polos reais e complexos e sao
mais indicadas para modelgem de sistemas com ordem superior a 2. As fun¢des de Laguerre
podem ser interpretadas como um caso particular das GOBFs para quando as fungdes sao
parametrizadas por um polo puramente real. Devido a essa caracteristica, o uso de func¢des de
Laguerre sdo mais apropriadas para identificacdo de sistemas superamortecidos. Por sua vez,
as funcdes de Kautz também podem ser entendidas como um caso particular das GOBFs para
quando as fun¢des sdo parametrizadas por um par de polos complexos conjugados, o que da a
elas um comportamento subamortecido. Esse aspecto leva esse conjunto de fun¢des a ser mais
adequado para a modelagem de sistemas subamortecidos.

Em razao de suas propriedades, as fun¢des ortonormais sdo empregadas recorrentemente
na identificac@o de sistemas lineares. Entretanto, para a modelagem de sistemas ndo-lineares
sd0 necessdrias estruturas mais robustas, uma delas € a Série de Volterra. No capitulo a seguir é
abordada a fundamentacdo matemadtica para o uso destas estruturas na modelagem de sistemas

dindmicos nao-lineares.
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3 MODELO VOLTERRA-KAUTZ

Neste capitulo serd apresentada a série de Volterra. Inicialmente, um breve levantamento
histérico de suas aplicacdes serd realizado. Em seguida, na Secdo 3.1, serd descrito o desen-
volvimento matematico e as propriedades da série, assim como, sua aplicacdo em identificacao
de sistemas. Na sequéncia, a Sec¢ao 3.2 abordard uma estratégia de aproximacao do kernel de
Volterra com func¢des de Kautz para contornar o problema do elevado nimero de parametros
necessarios na modelagem de sistemas dindmicos nao-lineares.

O desenvolvimento da série de Volterra foi apresentado no trabalho do matematico itali-
ano Vito Volterra (VOLTERRA, 1932). Contudo, as primeiras aplicacOes em andlise de sistemas
apareceram nos trabalhos de Wiener (1942) e Ikehara (1951). Com o uso da série de Volterra
muitos fendmenos puderam ser modelados. Porém, até a década de 1990 as aplicac¢des praticas
destas séries caminharam lentamente devido as limitagdes de processamento computacional do
periodo (CHENG et al., 2017).

Atualmente a série de Volterra € aplicada em diversas anélises e projetos de sistemas
ndo-lineares, como sistemas polinomiais ndo-lineares (JING et al., 2009), sistemas bilineares
(CHATTERIEE, 2010) e sistemas com saturagdes (MASTROMAURO et al., 2007). Outras
aplicagcdes sao encontradas no trabalho de Mirri et al. (2003) que descrevem a modelagem de
sistemas nao-lineares e diversas variacdes da série de Volterra com um ndmero de operadores
reduzidos em relacdo a versdo cldssica. Em Chatterjee e Vyas (2003a) e Chatterjee e Vyas
(2004) s@o desenvolvidos métodos recursivos para identificacdo de parametros ndo-lineares, em
que estas técnicas sdo aplicadas a estimagdo de parametros de um rotor em Chatterjee e Vyas
(2003Db).

Aplicacoes da série de Volterra em sistemas de controle também sdo comuns. Em
Gruber et al. (2012) foi projetado um controlador preditivo baseado em um modelo nio-linear
para controlar a taxa de fluxo de ar em uma célula a combustivel. Ja no trabalho de Yoon e
Sun (2014) foi desenvolvido um método de controle robusto para rastreamento de um atuador
de vdlvula para motores sem came'. Todavia, as aplicagdes ndio estdo restritas as dreas das
Engenharias, podendo ser citada a identificagcdo de sistemas bioldgicos realizados em Marmarelis

(1993) e em Korenberg e Hunter (1996).

1

Peca no formato excéntrico que possui movimento giratério que juntamente com uma peca denominda “seguidor”
transforma o movimento circular em linear.
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Como a série de Volterra normalmente demanda a estimacdo de muitos parametros,
alguns trabalhos se dedicaram a expor abordagens para amenizar esse problema, como € o caso
do trabalho de Chen et al. (2010) que faz uso das teorias do espago de Hilbert para modelar o
kernel de Volterra com o modelo de Wiener. Outro trabalho que utiliza desta mesma teoria €
Braga et al. (2011), mas neste € feita a expansdo do kernel com as OBF. Nas secdes a seguir, serdo
apresentados o desenvolvimento matemético da série de Volterra e uma estratégia de redugdo do

seu numero de parametros.

3.1 SERIE DE VOLTERRA

O uso da série de Volterra para modelar sistemas nio-lineares possibilita uma ideia do
significado fisico do processo (MORTENSEN, 1983). Desta forma, tem-se o beneficio conceitual
de realizar a descri¢ao de um processo nao-linear como uma generalizacao do caso linear, ou
seja, as séries de Volterra possibilitam o uso de conceitos de sistemas lineares para identificar
sistemas nao-lineares (EYKHOFF, 1979).

A série de Volterra modela um sistema a partir da soma das respostas dos operadores
de primeira ordem até o operador de ordem 7). Estes operadores sdao descritos por uma funcao
multivaridvel denominada kernel. Na equacao (22) € possivel visualizar a descricio de um

sistema por uma série de Volterra.

+o0 +o0 +00
y(k) = > ha(mutk—7m)+ > > ha(m,m)ulk — m)u(k — 7)
T1=—00 T1=—00 Tg=—00
+o0 +o00 (22)
+..._|_ Z Z h’f](717"'77-n)u(k_Tl)"'u(k_Tn)a
T1=—00 T=—00
no qual, h,(m,- -, 7,) € chamado de kernel de ordem 7).

A série de Volterra é uma generalizacao do modelo linear de convolugao, sendo que
0 kernel de primeira ordem apresenta 0 mesmo sentido matematico que a resposta ao impulso
para sistemas lineares. Ja o kernel de n-ésima ordem corresponde ao grau da nao-linearidade do
sistema (ROSA, 2005), podendo ser interpretado como uma resposta ao impulso generalizada

com dimensao 7). Logo, um conjunto de 7 kernels pode ser expresso como:

{h1(71)7h2(7—177-2)7'"7h77(7-17"'77-’f])}' (23)
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Para a representacdo de sistemas reais e estdveis, os kernels de Volterra possuem as

seguintes propridades (EYKHOFF, 1979):

* hy(ri,---,7,) é oupode ser feito, simétrico;

* hy(m,---,7,) =0 V1, < 0.

A propriedade de simetria € interessante porque permite que um kernel assimétrico
possa ser sintetizado de maneira a tornar-se simétrico sem perda de generalidade (SCHETZEN,
1980). A principal inten¢do por tras da simetriza¢do de um kernel € a otimizacdo do numero de
parametros a serem estimados, consequentemente, simplificando as anélises computacionais. A
simetrizac@o de kernels assimétricos é descorrida em Rugh (1981) e apresentada na equacdo
(24).

hy™ (T, ) = %Zhn(ﬂru)a S Ta); (24)
()

em que 7(.) representa todas as permutagdes dos termos 7y a 7,,. Assim, um kernel é simétrico se

h2(7'177'2) = h2(7'2,7'1)-

Exemplo 1. A seguir, é desenvolvido um exemplo do processo de simetrizacdo considerando um

kernel de terceira ordem de um sistema dado por (25) (RUGH, 1981).

h3(m1, 72, 73) = g(71)9(72)9(73) f (71 + T3). (25)

Aplicando (24) em (25), tem-se que:

- 1
h3™ = §[h3(7'1,7'2,7'3) + h3(T2, 71, 73) + h3(73, 72, 1) + ha(71, 73, T2) +

hs(12, T3, 71) + hs(T3, 71, T2)]

1

= 6[29(71)9(72)9(73#(71 +73) + 29(m1)g(72)9(73) f (72 + 73)+ (26)

29(11)9(72)9(73) f (11 + 72)]
B = 29(r)g(m)g () (1 + 1)+ £ (7 70) + £+ ).
]
Como pode ser observado em (26), a expressao do kernel simétrico € matematicamente

mais complexa e, usualmente, € o que ocorre (RUGH, 1981). Contudo, a simetrizacao se justifica

porque, em Varios casos, as propriedades de um sistema podem estar mais relacionadas com as
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propriedades do kernel simétrico do que com as propriedades do kernel assimétrico (BRAGA et
al.,2011; ROSA, 2005). Ademais, permite uma diminui¢do significativamente nos parametros a
serem estimados e a representacdo na forma simétrica € tinica, enquanto que a forma assimétrica
do kernel nao o € (RUGH, 1981).

A segunda propriedade € decorrente da identificacdo de sistemas estidveis (EYKHOFF,
1979), em que a resposta a entrada vai se atenuando com o passar do tempo; estes sistemas
com esta caracteristica sdo conhecidos como fading memory. Segundo Braga et al. (2011), esta
propriedade permite truncar a série em um termo de ordem M e considerar a contribui¢do do
kernel desprezivel a partir de um certo escalar N > M.

Como resultado dessa propriedade, o truncamento da série em kernels que forneca uma
representacdo satisfatoria € muito empregada, pois, este recurso diminui o esforco computacional
das andlises, permitindo ainda uma boa representac¢do para a maioria dos operadores ndo-lineares.
Desta forma, considerando um sistema causal e uma entrada u(k), a resposta do sistema pode

ser aproximada por (27).

IOEDY

n=1 11=0

N

N n
S hylrom) T ulke = 7). 27)
=0

m=1

A ultima propriedade € vélida para sistemas causais € com condi¢des iniciais nulas,
nos quais a resposta do sistema depende apenas dos sinais do passado do sinal de entrada
(SCHETZEN, 1980). Devido a série de Volterra ser uma soma infinita, € necessario que haja
condi¢des de convergéncia, e estas devem satisfazer a garantia de que a representacdo da série
permanec¢a com um sentido fisico. Na maioria dos casos estas condi¢des levam a requisicao de
uma entrada u(k) limitada (ROSA, 2005).

Apesar dos modelos de Volterra poderem ser utilizados na identificacdo de sistemas
ndo-lineares, existe uma grande dificuldade na estimacgdo dos kernels, por serem funcdes multidi-
mensionais ndo parametrizadas, nas quais sua estimativa € possivel apenas com a individualiza¢io
da sua contribuicdo na resposta total do sistema (SCHETZEN, 1980; RUGH, 1981). Uma técnica
para contornar este problema € generalizar as abordagens dos modelos FIR, considerando cada
componente do kernel como uma varidvel a ser determinada (AGUIRRE, 2007). Todavia, ainda
para este caso, o nimero de parametros necessarios para ter uma estimacao satisfatoria sao
elevados. Sendo assim, uma abordagem de particular interesse € apresentada na Secdo 3.2 a

seguir.
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3.2 MODELO VOLTERRA-KAUTZ

Como exposto na Secdo 3.1, é possivel modelar sistemas ndo-lineares com as séries
de Volterra. Contudo, é necessario um elevado nimero de termos para representar os seus
kernels. Uma alternativa para contornar este problema € utilizar uma base de fungdes ortonormais
para modelar tais kernels (ROSA, 2005). O uso das fungdes ortonormais possibilita também a
incorporacdo do conhecimento prévio da dinamica do sistema (CAMPELLO et al., 2007), como
ja exposto no Capitulo 2. Nesta sec¢do serd apresentado o desenvolvimento matemaético para que
seja possivel fazer esta representacdo dos kernels considerando as funcdes de Kautz.

No primeiro momento, assume-se uma entrada u(k — 7), 7 € N e seus regressores
como sendo quadraticamente somdveis. Também, supde-se que um conjunto de fungdes de Kautz
{1(7), p2(7), -+, dn(7)}, n € N, formam uma base ortonormal. Assim, um sinal de entrada

pode ser descrito por:
= un(k)on(7). (28)
n=1

Como decorréncia da ortogonalidade das func¢des de Kautz, tem-se que:

= u(k —7)n(7). (29)
T7=0

Substituindo (29) em (22), obtém-se:

= Z Z(xnu(k — T)on(T)+

n=1 7=0

33D i otk = 1)y (1) ulk = 72) iy (72) + <+ (30)

ni=1 no=171=0 12=0

A partir de (30), pode-se representar os kernels da seguinte forma:

= 33wk = 7)n(r)

n=1 7=0
[eS) 00

7—17 7-2 Z Z Z Zanl,m Tl)¢n1 (Tl)u(k - T2)¢n2 (7—2)

n1=1 na=171=0 =0 (31)

(T, m) = Z e Z Qg poeeimy H D (Tim)

ni=1 ny=1 m=1
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A Figura 1 ilustra a estrutura do modelo de Volterra com os kernels desenvolvidos com

as funcdes ortonormais de Kautz.

Figura 1 — Estrutura do modelo de Volterra-Kautz.

hl(Tl)

”Lb(k) ha(r1,72) @) y(k)

hy(7, -+ 1)

Fonte: Adaptado de Rosa (2005).

A modelagem dos kernel com OBF tem a vantagem de utilizar menos termos para
atingir a mesma precisdo (ROSA, 2005). Nos sistemas com fading memory as somas infinitas
dos kernels podem ser truncadas, como ja mencionado nas propriedades da série de Volterra.
O ponto em que o sistema serd truncado depende do sistema que estd sendo modelado. Desta
forma, ird existir uma troca entre a qualidade da representacdo do modelo e a quantidade de
parametros a serem estimados.

Assim sendo, o nimero de funcdes da base é limitada em um certo /N para cada kernel.

Com isto, o kernel de ordem 7 da equacdo (31) pode ser reescrito como:

Bylry, - o Z Z S H Gry (Tin)- (32)

ni=1 ny=1
Este truncamento limita o nimero de fungdes para expansao do kernel. Ademais, é
necessdrio realizar o truncamento da ordem do kernel em um nimero finito M, o que também
€ possivel em decorréncia da segunda propriedade da série de Volterra. A tnica exigéncia
necessdria é que a entrada u(k) seja limitada (FU; DUMONT, 1993). Considerando um sistema

causal e a aproximagdo do kernel descrita em (32), a equacdo (30) pode ser reformulada como:

y(k Z Z Z Oy my H Z Gy (T )u(k —70) | | - (33)

n=1 [n1=0 ny=0 = Tm=0
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Com os ajustes matemdticos realizados, pode-se notar que o modelo de Volterra, que
¢ aproximado em (33), ndo deixou de ser linear nos parametros e o desafio da estimagao dos
kernels torna-se um problema de estimacao linear destes parametros, podendo ser realizada por
meio dos algoritmos clédssicos, como o método dos minimos quadrados.

A limita¢do mais critica nos modelos Volterra-Kautz advém do truncamento da ordem
do modelo (BRAGA et al., 2011). Na literatura, os modelos com esta abordagem sao limitados
a kernels de segunda ordem ()M = 2), independente da aplicacdo (FU; DUMONT, 1993;
ROSA, 2005; CAMPELLO; OLIVEIRA, 2007; BRAGA et al., 2011). Embora o truncamento
implique na reducdo da quantidade de parametros estimados, este artificio acarreta na limita¢ao
da capacidade de representacdo do modelo.

Dessa forma, propde-se um sistema dindmico, causal, subamortecido e ndo-linear com
uma entrada u(k) € R e a saida y(k) € R. Para realizar a modelagem desse sistema com um
modelo de Volterra-Kautz serdo utilizados apenas os dois primeiros kernels simétricos. Assim, o

sistema pode ser aproximado por (34):

N N N
y(k) = Z anu(k — 7 ) Pn(Tn) + Z Z gy (K = Ty ) Ony (Tng Ju(k = Tng )Py (Ty). - (34)
n=1

ni=1nga=n1

Considerando que o sistema possui um atraso unitario:

Tn =Tny = Tny = T, (35)
e
u(k = 70)Pn(7n) = wn (). (36)
Logo, a equacdo (34) pode ser reformulada como:
y(k) = yT(k) + T (k)T (k), 37
sendo que,
Y= [al as ... aN] T € RPN, (38)
_al,l 0 o ... 0 ]
L 0%1 Q29 0o ... 0 Te RNXN (39)
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; (k) € RV (VTR (40)

o (B)|
A equacdo (37) pode ser reescrita para ser linear nos pardmetros, como pode ser visto

em (41):

y(k) = 0™y (k), (41)

em que,

651

an
a1
o—| | oerOTEE) 42)

Qa9 9

anN1

QN N

Portanto, os pardmetros escalares o, € o, », podem ser encontrados por intermédio do

uso do Método dos Minimos Quadrados.

3.3 SINTESE

A série de Volterra pode ser entendida como uma generalizagdo do modelo linear de
convolucao, tal caracteristica permite que conceitos de identificacdo de sistemas lineares possam
ser estendidos para a modelagem de sistemas nao-lineares. Na série de Volterra, a representacao

de um sistema € feita a partir da soma de fungdes multivaridveis chamadas de kernels. Apesar de



34

sua capacidade de representacdo, a estimacdo destes kernels requer a determinacdo de centenas
de parametros.

Para amenizar o problema da dimensionalidade dos parametros, é necessario lancar
mao de alguns recursos matematicos. O primeiro deles € o uso da propriedade de simetria dos
kernels que, apesar de gerar uma representacao mais complexa, possibilita uma diminui¢ao
na quantidade de parametros a serem estimados. Outro recurso que pode ser empregado € a
modelgam do kernel com fungdes ortonormais. A vantagem do uso destas funcdes € o emprego
do conhecimento a priori do sistema, pois, com isso, € possivel escolher qual funcdao que
apresenta um comportamento mais adequado para representar o sistema. Desta forma, o nimero
de parametros a serem estimados € reduzido. As técnicas para a determinagdo dos pardmetros

dos modelos constituem o assunto do Capitulo 4.
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4 ESTIMACAO DE PARAMETROS

Neste capitulo serdo apresentadas algumas técnicas para estimacao dos parametros das
fun¢des ortonormais de Kautz. A primeira delas serd apresentada na Secado 4.1, que abordara
a cldssica estimacdo realizada pelo Método dos Minimos Quadrados (MMQ). Como uma
progressao natural dos estudos, a Secao 4.2 apresentard o método de Levenberg-Marquardt
(LM), que aborda o problema dos minimos quadrados nos contextos ndo-lineares. Em seguida,
a Sec¢do 4.3 abordard a Otimizagdo Bayesiana (OB) como uma forma alternativa aos métodos
deterministicos apresentados nas se¢oes anteriores. Em ambas as se¢des serd realizado um breve

levantamento bibliografico sobre os assuntos tratados.
4.1 MINIMOS QUADRADOS

O desenvolvimento do MMQ foi consequéncia das buscas entre a combinagdo das
observacgdes de experimentos astrondmicos e a precisdo das medidas coletadas (CUNHA, 2014).
Segundo Marinelli et al. (2002), o primeiro problema do género que se tem registro € de 1740,
em que Jacques Cassini listou dados astrondmicos coletados desde 140 a.C.. Neste levantamento,
os resultados de um mesmo evento apresentavam divergéncias significativas. Entdo, o problema
levantado era como elaborar uma curva para satisfazer os dados.

Nesta busca para elaborar uma cuva satisfatéria, inimeras solu¢des foram apresentadas.
A solugdo que foi considerada a mais eficaz foi o MMQ, aparacendo pela primeira vez em
1805 na obra de Légrende intitulada “Nouvelles Méthodes pour La Détermination des Orbites
des Comete”. Entretanto, em 1809, Friderico Gauss em sua obra “Theoria Motus Corporum
Coelestium” também apresentava o MMQ, citando a sua aplicagcdo desde 1795, sendo hoje a
prioridade da criacdo do método a ele atribuida. Mais tarde, Gauss desenvolveu a generalizacio
do método, fundamentando melhor as bases tedricas e um modelo funcional para minimizagdo
dos erros.

O tipo de problema em que 0o MMQ busca resolver tem como base a equagdo (43).
Az = B, (43)

em que A € R™™ ¢ a matriz com os sinais de entrada do sistema, x € R™*! € o vetor de

pardmetros do sistema e B € R"*! ¢ a matriz com os sinais de saida.
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No caso em que m = n,  pode ser calculado a partir da multiplicacio a esquerda pela

inversa de A na equacdo (43), resultando na equacio (44).
z—A'B, (44)

em que A" é a matriz inversa de A.

Porém, se m < n, a matriz A ndo € uma matriz quadrada e o sistema da equagdo (43) é
impossivel. Uma técnica para contornar o problema é multiplicar a esquerda a equacao (43) pela
matriz transposta de A, ou seja:

ATAx = A'B. (45)

A multiplicagdo AT A resulta em uma matriz quadrada de dimensao m, e para o caso
de A ter posto completo, esta nova matriz € inversivel (STRANG, 2010). Desta forma, pode-se
estimar os valores de  da mesma forma que foi feito em (44), obtendo o resultado expresso em
(46).

T=[ATA|'A'B, (46)

no qual Z é o vetor de parAmetros estimados.

Este é o método conhecido como estimador dos minimos quadrados desenvolvido por
Gauss (STRANG, 2010).

Para verificar se o estimador dos minimos quadrados é o que minimiza o erro da
estimagdo, serd considerado um processo contendo uma entrada u(k), uma saida y(k), uma

perturbacdo (k) e podendo ser representado pela seguinte equagao a diferencas:
Alg (k) = Blg™ )u(k) + r(k), (47)

€m que,
A(qil) =1 + aqul + anaqinau

B(g ) =by+big '+ +bug ™,

e ¢~ ! é o operador de atraso.
A partir disso, define-se um vetor de medidas, ¥ (k), e um vetor de parimetros, 0(k),

como mostrado nas equacdes (48) e (49), respectivamente.
(k)= [—y(k=1) —y(k—2) - —y(k—na) u(k) - u(k—nb)|. @3

07 (k)= |ar @y - ane By by o b 49)
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Logo, a saida do sistema pode ser obtida a partir da equacao (50).
y(k) = ¥(k)0(k) + (k). (50)

Considerando um vetor 6 cujos elementos sdo os pardmetros estimados e y um vetor

contendo as saidas y(k), o vetor y contendo as saidas estimadas é dado por:

y =190, (5D

em que o erro da estimativa ou residuos € dado por (52).
r=y—9=y— 90 (52)

A fim de minimizar o erro da estimacao de 6, define-se a funcdo J e se faz o uso do
Teorema 1.

0= arg mgn J(0) = arg mgn”y —0)|? (53)

Teorema 1. Considere um conjunto D C R", uma funcdo f : D — R" e os pontos x,, € D.
8f(x1,x2, e an)
8@»

V f(x) = 0 se x,, é um ponto de mdximo ou minimo de f.

Supondo que as derivadas parciais ,1=1,2,--- n existam. Entdo,

Aplicando o Teorema 1 em (53), tem-se:

9J _ 9y —¢0) (y — b))
06 06
=YY — Y 98 — T0TY + 470740 (54)

==Y — 7Y + TP + 76

oJ
Fazendo — = 0, tem-se:

00 |4_p

0 = [YTy] YTy (55)

Com esta andlise, pode-se notar que a equagdo (55) é a mesma igualdade encontrada em
(46). Isto leva a conclusao que (46) minimiza a fun¢do (53). Contudo, este método é empregado
para os casos lineares, uma abordagem para os modelos ndo-lineares € apresentado na Secao

4.2.
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4.2 LEVENBERG-MARQUARDT

A primeira versao do conhecido algoritmo de LM foi apresentada no trabalho de
Levenberg (1944). Neste periodo, Levenberg fez uso das vantagens dos métodos do Gradiente
Descendente e do Gauss-Newton para formular uma proposta para a minimizagdo dos residuos
nos problemas de minimos quadrados ndo-lineares. Para melhorar o desempenho do fator de
regularizacdo e a representa¢do da matriz hessiana, Marquardt desenvolveu em seu trabalho
(MARQUARDT, 1963) as bases matemdticas que fundamentaram a proposta do que ficou
conhecida como a forma clédssica do método de LM.

O método de LM apresenta um desempenho bem interessante para problemas nao-
lineares, desta forma, existe uma vasta literatura sobre o assunto (MORE, 1978; MORE, 1983;
YUAN, 1994; YAMASHITA; FUKUSHIMA, 2001; FAN, 2003; FAN; YUAN, 2005; MA et
al., 2007; MA; JIANG, 2007; MA; TANG, 2008). Apesar do desempenho do método, o custoso
esfor¢co computacional exigido levou ao desenvolvimento de diferentes trabalhos que buscam
técnicas para acelerar o algoritmo e analisar a convergéncia do método para diferentes cendrios.

No trabalho de Coleman e Li (1996) € apresentada uma abordagem para controlar a
dimensao do passo dentro da regido de confianca, a fim de melhorar o desempenho da busca.
Em Chan e Szeto (1999) € utilizada uma decomposi¢do de matrizes juntamente com a inclusao
de um peso de atualizagdo para o cédlculo da matriz inversa. Com isto, ele conseguiu melhorar
o desempenho e a estabilidade do passo de busca. Ja em Wilamowski et al. (1999) é abordada
uma estratégia de reformulacdo da funcdo de avaliacdo e, a partir disto, foi possivel minimizar os
fatores a serem calculados na matriz inversa.

Das obras que trabalharam com a andlise de convergéncia do método pode-se citar
Yamashita e Fukushima (2001), em que € demonstrado que, para minimos locais, o algoritmo
de LM apresenta uma convergéncia quadrética. Nesta mesma linha de estudos, Dan et al.
(2002) apresenta as propriedades da convergéncia do método e, a partir dos resultados de
Yamashita, Fan e Yuan (2005), mostram em seu trabalho que a performance de convergéncia
quadrética permanece para problemas com singularidades. Desta forma, a Secdo 4.2.1 apresentard

o desenvolvimento cldssico do método de LM e algumas anélises sobre o método serdo feitas.
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4.2.1 Meétodo de Levenberg-Marquardt

O método de LM trata o problema de minizacdo dos minimos quadrados nao-lineares
(RANGANATHAN, 2004). Desta forma, a fun¢do de avaliac@o, ou funcao objetivo, pode ter o

seguinte formato:

LN
f@) =5 i), (56)
n=1
em que 7, (z) : R" — R™ é definido por:
r(z) = [h(x) ro(x) - TN@/’)} : (57)

As derivadas de primeira ordem de f(x) sdo expressas na matriz jacobiana, exibida em

(58), e as derivadas de segunda ordem sao obtidas pela matriz hessiana, apresentada em (59).

Of(x) Of(x) of (@) 1"
Jiw = V)= |22 =22 2 58
f(x) f(z) { or. om T (58)
[ 92/(2)  0%f(@) 02f () |
ﬁx% Ox10x9 o O0x10xn
92 f(x 02 f(x 0% f(x
Hjo)=Vif(x) = |£52 S0 o 20| (59)
92f(x)  9*f(x) 9§ (x)
| 0z, 0x1  Oxndx2 0z2 |

em que x1, T, ..., T, sdo elementos do vetor de pardmetros x € R".
Para realizar a minimizacao da funcao € necessdrio fazer a expansdo da funcdo via série

de Taylor, de acordo com o Teorema 2.

Teorema 2. Seja f(x) : R™ — R continuamente diferencidvel e § € R™, entdo:

flx+6) = f(z)+ Vf(x+ ad)To, (60)

em que o € [0, 1].
Como f(x) é continuamente diferencidvel, aplica-se a derivada em relagdo a z, obtendo:
1
Vf(x+5):Vf(x)—|—/ V2f(z + ad)é da. (61)
0
Fazendo o truncamento da série até o termo de segunda ordem, tem-se:

flx40) = f(x)+ Vf(x)T0+ %5Tv2f(:c + ad)d. (62)



40
Desta forma, fazendo a expansao de (56) em série de Taylor, tem-se:
Flo+08) = f(z) + V(2)T6 + %szf(:c +6)5. SER™ 63)
Fazendo uso do Teorema 1 em (63), obtém-se:

ON@H0) G p(a) + V2 ()5 = 0
10l (64)

6=~ [V*f(@)] " V().

O resultado encontrado em (64) é o conhecido método de Newton, a vantagem que
ele apresenta € a rapida convergéncia. Contudo, esta convergéncia € fortemente dependente do
ponto de partida e a inversdo da matriz hessiana pode tornar-se um problema, devido ao mal
condicionamento numérico ISERMANN; MUNCHHOF, 2011).

Uma estratégia para contornar este problema é fazer uma simplificagcdo na matriz
hessiana. Para isto aplica-se a derivada primeira em relagdo a = na equagio (56), obtendo a
equacao (65).

V@) = Jowr(a). (65)

Derivando (65) novamente em relagcdo a x, obtém-se a matriz hessiana, dada em (66).
sz(x) = Jr(x).]:(x) + T(:E)HT(I). (66)

Sob a hipétese dos elementos de 7(z) serem muito pequenos, a segunda parcela do
segundo membro da equagio (66) pode ser ignorada ISERMANN; MUNCHHOF, 2011). Assim,

a matriz hessiana é aproximada por:
V2 f (@) 2 T )] - (67)

Este resultado leva a uma simplificacio do cdlculo da equacdo (64), ficando como visto
na equacao (68).
-1
62— 1w ITy| Jrwr(@). (68)

A equagdo (68) é conhecida como método de Gauss-Newton, no qual o célculo do
gradiente como um todo € mais simples que a obtencdo das derivadas parciais de primeira ordem.
Segundo Wright (1999), o desempenho do método € similar ao método de Newton. Uma das
desvantagens deste método se da quando os residuos r(x) ndo sdo muitos pequenos, levando
a uma convergéncia mais lenta. Também o método pode nio convergir caso ¢ seja ortogonal
a V f(z) ou a matriz hessiana pode ser indefinida e direcionar para um ponto de maximizagio

local (MEDEIROS et al., 2008).
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Aproveitando dos desenvolvimentos dos métodos anteriores, Levenberg (1944) propds
uma estratégia para garantir o decréscimo da funcdo em (68). Para isto, ele considerou o
acréscimo de um termo escalar de regularizacdo A > (. Desta forma, (68) é reescrita como:

~1
0% = [T, T + M| Tr(e), (69)
em que I é a matriz identidade de dimensao adequada.

O fator A € atualizado em cada nova iteracdo. Caso o erro da aproximacgdo diminua, A\ é
reduzido, diminuindo a influéncia do gradiente e (69) tende ao método de Gauss-Newton. Porém,
se A € muito grande, o gradiente perde representatividade. Uma melhoria para isto é apresentada
no trabalho de Marquardt (1963), no qual a matriz identidade I € substituida pela diagonal do
gradiente J,.(;)J I(x), como pode ser observado na equacdo (70), chegando assim, no método de

Levenberg-Marquardt.

—1
62 —{Jo Tl + Miag [T T |} Towr(@). (70)

A partir de entdo, dois teoremas sdo propostos e provados no trabalho de Marquardt

(1963).

Teorema 3. Seja 6(\) a solugdo de (70) para um certo \. Entdo ||6(\)||* é uma fungdo continua

decrescente de )\, sendo que ||6(\)||— 0 se, e somente se, \ — +00.

Teorema 4. Defindo o dngulo entre 6(0) e V f(x) como . Entdo, s é uma fun¢do continua
mondtona decrescente de \, sendo que ¢ — 0 se, e somente se, \ — +00. Jd ¢ rotaciona para a

diregcdo de V f(x) quando X — +oc.

O Teorema 3 implica que a medida que o método de LM minimiza a fun¢do (56), o
parametro A\ deve ser diminuido, forcando método a se comportar como o método de Gauss-
Newton. Para o caso em que nio ocorre uma minimizacao significativa, o Teorema 4 indica que
o aumento de \ forca a dire¢do de ¢ para a dire¢do de maxima descida (MEDEIROS et al., 2008).
Em outras palavras, neste método o gradiente move-se em passos largos em direcdes quando a
curvatura do erro € pequena e em pequenos passos quando a curvatura for acentuada.

O modelo do método de LM ¢€ descrito no pseudo-cédigo do Algoritmo 1. Embora este
método funcione bem na pratica, o custo computacional da matriz inversa pode tornar-se invidvel

para milhares de pardmetros (RANGANATHAN, 2004).
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Algoritmo 1 — Método de LM.

Definem-se os pardmetros iniciais;
enquanto critério de parada ndo atingido faca

-1
T = 20 = { T o) T T + Adiag [T I |} Tor(@)
Calcula-se o erro € para o novo vetor de parametros

se € aumentou entao
T4+l = Tp-1
A=10x A
senao,
A
A= —
finaliza se
finaliza enquanto

Fonte: Autoria prépria.

4.2.2 Exemplo Ilustrativo

O algoritmo do LM pode ser aplicado em diversos contextos de otimiza¢do. No exemplo
a seguir serd realizada a estimacdo dos parametros de uma funcio por meio da redu¢do do Erro
Quadrético Médio (MSE - Mean Squared Error) com o LM. Inicialmente considera-se a seguinte

funcgdo:
—t

y(t) = 2xle<x_2> — '3COS (i> : (71)

T4
A partir da fungdo expressa em (71) é simulada a resposta da mesma no intervalo de
t = [0,100] segundos, x; = 12,0; x5 = 37,0; x3 = 0,600; x4 = —2,00 e foram coletadas 100
amostras, ilustradas na Figura 2.
Supondo que x1, x5, x3 € 4 sdo desconhecidos e tem-se em maos os pontos coletados,
serd aplicado o LM para estimar os parametros x,, que minimizam o MSE, definido em (72).
1o, )
MSE =53 (in(t) = yn(1))” (72)

n=1
em que ¥, (t) sdo os dados estimados a partir da prépria estrutura y(¢) com os valores de z,,
encontrados pelo LM e N é a quantidade de amostras.

Para realizar a otimizagdo € necessario definir quatro pontos iniciais para o0 método de
LM fazer a busca, sendo eles, x,, = (16,0;20,0; 1,50; —4,00). Com esses pontos, a resposta do

sistema € ilustrada na Figura 3.



Figura 2 — Dados amostrados para o exemplo a partir da funcéio y(¢) em (71) com 21 = 12,0; x5 = 37,0; 23 =
0,600; z4 = —2,00.
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Fonte: Autoria Propria.

A partir de entdo, aplica-se o método de LM usando como critério de parada um
MSE inferior a 1072 ou 125 iteragdes, o que ocorrer primeiro. O algoritmo implementado foi

2, = (12,0; 36,9; 0,600; —2,00).

interrompido ao atingir o nimero méximo de iteragdes. O resultado alcangcado pode ser visto
na Figura 4, o MSE atingido foi de 3 x 1073 e os valores dos pardmetros encontrados foram
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Figura 3 — Comparacao entre os dados amostrados com os z,, reais e os dados amostrados com os z,, iniciais.
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Figura 4 — Comparacio entre os dados amostrados e os dados estimados com o método de LM.
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Uma observagdo importantante que pode ser feita € o comportamento do parametro A
durante a busca pela minimiza¢ao do MSE. Na Figura 5 pode ser visto esse comportamento em
que A diminui rapidamente quando o MSE estd diminuindo rapidamente (como ocorre entre as
iteragdes 85 a 100) e, aumenta rapidamente quando o MSE est4 diminuindo lentamente (como
acontece entre as iteracdes 115 a 120). Assim, o método de LM caminha com pequenos passos
quando a curvatura do MSE foi mais intensa e com passos largos quando o MSE teve pouca

variagao.

Figura 5 — Comportamento do MSE e do pariametro )\ durante a minimizacao para estimar os parametros

com o LM.
\\ MSE
5L d
10 3
~ 1071 1
@
w
w
=
E
100 1
10710 ' ' ' ' ' '
0 20 40 60 80 100 120 140

lteracdo

Fonte: Autoria Propria.

Com esses resultados, pode se inferir que os parametros estimados se aproximaram
muito dos valores reais dos parametros, permitindo uma modelagem que se assemelhasse
aos dados reais. Contudo, o método de LM ¢ dependente dos parametros inicias inseridos.
Para ilustrar essa dependéncia, um novo teste foi executado utilizando os mesmos critérios
utilizados no caso anterior, mas dessa vez com o seguinte conjunto de parametros iniciais

2, = (—20,0;10,0; —9,00; 22,0).
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Figura 6 — Comparacio entre os dados amostrados e os dados estimados com o algoritmo de LM para pontos
inicias distantes dos pontos reais z,,.
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Fonte: Autoria Propria.

Os parametros alcancados dessa vez foram x,,

parametros reais do sistema.

(—4,77;0,512; —5,97; 22,8) e como
pode ser visto na Figura 6, o modelo ndo conseguiu convergir para os dados reais, evidenciando
uma dificuldade do método de LM quando os parametros iniciais estdo muito distantes dos

método de LM.

Assim sendo, uma alternativa para contornar esse problema do método de LM € a
apresenta o método de OB que se baseia em modelos probabilisticos como uma alternativa ao

utilizacdo de métodos que ndo dependam do ponto de partida. Nesse sentido, a Secao 4.3,
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4.3 OTIMIZACAO BAYESIANA

A origem da OB remete a meados da década de 1960 no trabalho de Kushner (1964).
Esse artigo trata de processos de Wiener! para problemas unidimensionais sem restri¢des, no
qual o modelo desenvolvido consiste em maximizar a probabilidade de melhoria. O modelo
proposto também possui um parametro para fazer o balango entre otimizagdo local e global, pre-
cedendo o que mais tarde seria chamado do trade-off de exploration (busca global) e exploitation
(busca local). Outro trabalho que apresenta relevancia no desenvolvimento inicial da otimizacao
bayesiana € Mockus et al. (1978), o qual descreve a primeira versdao da fun¢do de aquisi¢do
de melhoria esperada, dessa vez, para aplicacdes de combinagdes lineares para os campos de
Wiener.

A otimizacao bayesiana passou a receber mais atencdo depois da popularizacdo do
trabalho de Jones et al. (1998), que apresentou o algoritmo Efficient Global Optimization (EGO).
Seguindo esse trabalho, uma vasta literatura foi desenvolvida para, por exemplo, resolver pro-
blemas de otimiza¢dao multi-objetivo (KEANE, 2006; KNOWLES, 2006), estudos de faixa de
convergéncia (CALVIN; ZILINSKAS, 1999; CALVIN; ZILINSKAS, 2003), treinamento de re-
des neurais profundas (SNOEK et al., 2012) e técnicas de otimizacao paralela (GINSBOURGER
et al., 2007; WU; FRAZIER, 2016).

Algumas aplicacdes interessantes de OB podem ser encontradas no trabalho de Lizotte
(2008), no qual se otimiza um conjunto de parametros da caminhada do robd Sony AIBO ERS-7
de forma a maximizar a velocidade de deslocamento. Outra aplicacdo pode ser encontrada no
trabalho de Cora (2008), em que o sistema utiliza OB para aprender as regras de direcdo para
conduzir um veiculo dentro de um ambiente. Como pode ser notado, a OB pode ser utilizada em
diferentes contextos de aplicagdes. Sendo assim, a Secao 4.3.1 abordard o desenvolvimento do

método em sua forma classica.

4.3.1 Meétodo de Otimizag¢do Bayesiana

A OB € uma abordagem proeminente para os casos em que a fun¢ao de avaliagcdo é
custosa. Este custo pode decorrer de situagdes em que ndo hd acesso as derivadas, ou ainda, para

casos em que o problema € ndo convexo. Essa técnica de otimizacdo é uma das abordagens mais

' Processo de Wiener é um processo estocdstico continuo no tempo, também conhecido como movimento

browniano padrdo.
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eficientes no que diz respeito ao critério da quantidade de avaliacdes necessdrias para obter um
resultado satisfatério (JONES, 2001; SASENA, 2002).

Parte da efici€éncia da OB € decorrente da possibilidade de insercdo do conhecimento
a priori sobre o problema e o uso de exploration e exploitation no espaco de busca. Esta
abordagem ¢é fundamentada no Teorema de Bayes. Assim, assumindo x,, como a n-ésima
amostra, z1.,, = {1, -+, 2.}, f(x,) como o valor observado da fungio objetivo em z,, e
D1., = {x1.n, f(21.,)} um conjunto de dados coletados, entdo, a probabilidade a posteriori
(probabilidade condicional) do modelo f dado D;.,, é diretamente proporcional a probabilidade
a posteriori de Dy, dado f multiplicada pela probabilidade a priori de f e inversamente
proporcional a probabilidade a priori de D;.,,, como mostra (73):

P(Dyn|f)P(f)
P(Dl:n> 7

P(f|D1.p) ox (73)

Na OB o conhecimento a priori pode ser interpretado como o que se sabe sobre as
caracteristicas do sistema, por exemplo, suavidade, velocidade de resposta, entre outras. Essas
informacdes fazem com que algumas fun¢des de avaliagdo sejam mais factiveis do que outras e
isso pode ser incorporado na modelagem.

De forma geral, a metodologia da OB pode ser explicada por meio da Figura 7. No
momento ¢ = 1 s@o necessdrias duas amostras observadas inicialmente a partir do modelo
probabilistico a priori de f, 1 e 2. A partir destas amostras, no momento ¢ = 2, € calculada
a distribuic@o a posteriori e gerado o modelo probabilistico P(f|D,, »,) (regido em azul), que
contém as candidatas a futura amostra xs. Para decidir onde estara a amostra zs3, € utlizada
uma fung¢ao auxiliar, denominada Fun¢ao de Aquisicao (regido em verde), na qual seu ponto de
maximizacao corresponde a amostra x3. Entdo, no momento ¢ = 3, € calculada novamente a
distribui¢do a posteriori, P(f|Dy, 4, 4), agora com o novo conjunto de dados, e maximizada a
funcao de aquisicao para definir a amostra x,. De forma andloga, de t = 4 em diante, repete-se
esse processo até a funcdo objetivo estimada (linha preta continua) se aproximar da funcao
objetivo real (linha tracejada) ou até atingir o critério de parada do algoritmo. Com a funcado
objetivo em maos, pode-se determinar qual € o minimo global do problema; o Algoritmo 2

generaliza os passos descritos anteriormente.
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Algoritmo 2 - Descri¢ao do funcionamento da OB.

Aplique o modelo estatistico para obter a priori de f;
Obtenha n amostras iniciais no espago de busca.

enquanto critério de parada ndo atingido faca
Atualize a distribuicdo de probabilidade a posteriori de f usando todas as amostras avaliadas.
Maximize a funcio de aquisi¢do usando a distribuicdo a posteriori atual.
Faca y,, = f(x,).

finaliza enquanto

Fonte: Autoria proépria.

Figura 7 — Exemplificacao do funcionamento da OB.

Observagio
Ponto Maximo
v

Nova Amostra
Observada

Incerteza /
v

Fonte: Adaptado de Brochu et al. (2010).
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Dessa forma, o problema tratado com a OB pode ser descrito pela seguinte minimizac¢ao:

min f(x) (74)

€A

em que A é um hiper-retingulo, z € R™, f(x) é uma fun¢do continua da qual ndo serdo avaliadas
as derivadas, ndo possui ruidos e as informagdes sobre linearidade e concavidade de f(z) sdo
desconhecidas. Assim, o foco da otimizacao € a busca global.

Imposta tais condi¢des, o método de OB ird convergir para o ponto 6timo se (MOCKUS,

1982):

* a func¢do de aquisi¢do for continua;

* acovariancia convergir para zero.

Como pode ser observado na Figura 7, a OB possui duas componentes principais. A
primeira é o modelo estatistico bayesiano (surrogate function), que ird modelar a funcao de
avaliacdo, e a segunda € a fun¢do de aquisic¢ao para decidir qual serd o préximo ponto. Para a
obtencdo do modelo estatistico serd utilizado neste trabalho o Processo Gaussiano (PG), pois
o mesmo ¢ recorrente na literatura e, de acordo com Mockus (1982), o processo gaussiano
apresenta bons resultados para determinagdo da distribuicao a priori.

Para a escolha da funcdo de aquisi¢do, sempre ird ocorrer um trade-off na escolha do
ponto x,, em que a fun¢do objetivo € muito incerta (exploration) e onde espera-se que o ponto z,,
minimize a fun¢ao objetivo (exploitation). Sendo assim, as Secoes 4.3.2 e 4.3.3 irdo discorrer

sobre 0 PG e duas opg¢des para fungido de aquisicdo.

4.3.2 Processo Gaussiano

O PG pode ser entendido como uma extensao da distribui¢do gaussiana multivaridvel
para um processo estocdstico de dimensao infinita (BROCHU et al., 2010). Em outras palavras,
0 PG é uma distribui¢do de fungdes, { f(u),eca }, determinada pela fungdo média, m : A — R, e

fungao de covariancia, k£ : A x A — R, podendo ser representado por
f(u) ~ PG (m(u), k(u, uT)). (75)
Considerando um PG e os conjuntos de dados disponiveis

U={u,}, n=1,--- N Yuel
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Y ={y.}, n=1,---,N VYyeA

a matriz de média é dada por:

MUY)=E{UY}=| " e (76)

m(un) M (yn)

De forma similar, a matriz de covarifncia de f(U) e f(Y') é definida como:

K(U,Y) = coo{U, Y} = E{[f(U) = m(U)][f(Y) — m(Y)]}. (77)

k(ulayl) k(”la?JZ) k(uhyn)

K(U,Y): k(U%yl) k<u27y2> k(u27yn> . (78)

kE(un,y1) k(un,y2) .. k(tUn,Yn)

Entdo, o PG para esse conjunto de dados € definido como:

A G ESCADIESCASIAY )
f(Y) m(Y)| |KY,U) K()Y)

Por questdes de praticidade, serdao considerados dados sem ruidos. Desta forma, a
fun¢do média pode tomar o valor zero, isto é m(U) = m(Y') = 0, sem que haja prejuizo nas

andlises. Ja a fun¢do de covaridncia precisa seguir alguns critérios para selecao, que sao:
* k(u,y) = k(y,u), Vu,y € A;
s 2TK(U,U)x > 0, x e R™, YV # 0.

Isto significa que k(u, y) precisa ser simétrica e K (U, U) precisa ser positiva semide-
finida. Logo, o desafio é determinar a fun¢do de covariancia, k. Uma func¢do frequentemente

utilizada na literatura € a fung¢do exponencial quadratica, dada por:

1
E(u — (_§un_ym”2)
ns Ym) = € : (80)

O uso da fun¢do em (80) permite a interpretacdo de que valores muito similares vao

levar a covariancia a se aproximar de 1, enquanto valores muito distantes levardo a covariancia a
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se aproximar de 0. Ou seja, pontos que estejam préximos um do outro vao ter maior influéncia
entre si do que pontos muito distantes.

Dessa forma, considera-se U = {u,},n = 1,---, N Yu € A como um conjunto de
dados de entradae Y = {y,},n = 1,---, N Yy € R como um conjunto de dados de saida
disponiveis e que exista uma relagdo que leva u,, a y,, ou seja, f : A — R. Deseja-se estimar
f. Para tal, define-se UN*! C A como um conjunto de dados de entrada de testes dos quais
deseja-se estimar o conjunto de dados correspondentes, Y+ C R, ou seja, deseja-se saber
f(UN+1)’UN+1, U, Y.

Assim sendo, utiliza-se da propriedade de condicionamento da distribui¢ao gaussiana,

resultando em:

FONHUNTLUY ~ N(m(UN) + KON, U)K (U, U)] (Y —m(Y)),

(81)
KUY 0N - KU 0) K (U, U)K (U, U8 Y),
Como estd sendo considerado que m(U) = m(Y') = 0, entdo,
m(f(UT) = KUY U)K (U, 0) 7Y (82)

K(f(U"™) = KON UMY — K(UNTY U)K (U, U) P K (U, UN Y. (83)

Portanto, a distribui¢do a posteriori de f(UN*1) pode ser encontrada de forma analitica
por meio das informagdes de média e covariancia, sendo esse o conjunto central de equagdes
para realizar regressao por meio de PG. Essas expressdes analiticas sdo possiveis porque foi
escolhida uma gaussiana para P(D;.y|f), pois, para casos mais gerais, isso pode ndo ocorrer.
Apresentado o PG, a Secdo 4.3.3 ird abordar as Fung¢des de Aquisi¢do e como elas auxiliam na

otimizagao.
4.3.3 Funcdo de Aquisi¢cao

A finalidade da funcao de aquisi¢do € direcionar o caminho de busca da otimizagdo.
Geralmente, a funcdo de aquisi¢do € definida de maneira a maximizar a fun¢do objetivo. Na
sequéncia serdo abordadas duas fun¢des de aquisi¢do mais usuais, a Probabilidade de Melhoria

(PI - Probability of Improvement) e Melhoria Esperada (EI - Expected Improvement).
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4.3.3.1 Probabilidade de Melhoria

A PI foi apresentada no trabalho de Kushner (1964), ela consiste em buscar o ponto que
maximiza a probabilidade de melhoria por meio da andlise da média e covariancia. Dado que
cada ponto x estd ligado a uma distribui¢do gaussiana de f(x) com uma média p(x) e varidncia
o?(z), ento:

f(x) ~ N (u(x),0%(x)) . (84)

Fazendo uso da Figura 8 para exemplificar o funcionamento do método, suponha que
deseja-se maximizar f(z), 2™ seja a melhor solugio encontrada até o momento e sdo analisados
os possiveis candidatos para ser o novo ponto (x1, 2 ou x3). Logo, o ponto a ser escolhido é o
que possui a maior drea acima de f(z™) (4rea em verde na Figura 8).

Em outras palavras, o ponto escolhido ird refletir a incerteza da regido, pois, ou aquela
regido possui uma alta incerteza (area em azul na Figura 8), e entdo € necessdrio amostrar um
ponto naquela regido para reduzir a incerteza (exploration), ou o ponto deve estar muito préximo

da média (exploitation) e a area dele serd maior do que as outras dreas no espago de busca.

Figura 8 — Exemplificacdo do funcionamento da PI.

i
xF X3

Fonte: Adaptado de Brochu ez al. (2010).

Isso posto, define-se a fun¢do de melhoria /() como em (85). Dessa forma, é avaliado
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se cada ponto x é capaz de gerar um (z) > 0.
I(x) = max(f(z) — f(«7),0). (85)

Agora, considerando um certo z ~ N (0, 1), a equagdo (84) pode ser reescrita de forma

a f(x) continuar com uma média j(z) e varidncia o%(x), como mostra (86).
flx) = (@) + o(z)z. (86)
Consequentemente, (85) pode ser reescrita como:
I(x) = max(u(z) + o(z)z — f(z1),0). (87)

Retornando a Figura 8, a PI(x) nada mais é do que a area em verde abaixo da curva
tracejada relacionada a varidvel aleatdria z. Para calculd-la, € subtraida a drea sob uma gaussiana

com distribui¢cdo normal da area de (87), para um z < 2, € obtém-se:

e B (B,

—00 o0

—Zz
oo [ —— (88)

1)~ '),

=U(—2) =" ( ()
em que V(.) é uma fungdo de distribui¢do acumulada (CDF - Cumulative Distribution Function).
Dessa forma, um ponto x que possua uma maior probabilidade de f(x) > f(zT), ou seja,
o(x) < 1, serd sobreposto a outros pontos que possam gerar ganhos maiores, mas que possuam
maiores incertezas, isto € o(x) > 1, mesmo que essa melhoria seja muito pequena. Isso pode
levar o método a realizar uma busca exaustivamente local, em torno do melhor ponto atual, e s6

depois realizar uma busca global (JONES, 2001). Uma abordagem para atenuar esse problema ¢

apresentada na Sec¢do 4.3.3.2.
4.3.3.2 Melhoria Esperada

O algoritmo da EI foi apresentado no trabalho de Mockus (1975) e foi popularizado
depois de ter sido utilizado nos estudos de Jones et al. (1998) sobre otimizacdo global. O
método foi proposto como uma melhoria ao PI, pois este algoritmo estd considerando apenas

a probabilidade de melhoria e ndo a magnitude da melhoria que o ponto pode produzir. Dessa
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forma, o EI(z) pode ser compreendido como a magnitude de /(x) e pode ser calculada por

meio de:

Bl(z) = /_ o I(a:)e(_;z) iz, (89)

[e.e]

note que estd sendo considerado z ~ N (0, 1) e um kernel exponencial quadratico, como definido
em (80).

Fazendo a substituicdo de (87) em (89), tem-se:

El(z) = /W (1(z) +o(x)z— f(z™))e <%> dz (90)

o0
Divide-se os limites de integracdo da equagdo (90) em duas partes por meio do ponto
zp. Diante disso, obtém-se:
2

—Z —Z

20 — 400 —
El(x) :/_ (u(z) + o(z)z — f(z™T)) e< 2 >dz+/ (u(z) + o(x)z — f(zT)) e< 2 >dz. ©1)

Como [ (x) para z < 2, é nula, a primeira parte da equacdo (91) é igual a zero. Portanto,

tem-se:
20 (92)

sendo ¢(.) uma fungdo de densidade de probabilidade (PDF - Probability Density Function) e
o(x) > 0. Para a situagdo em que o(z) = 0, EI(x) = 0.

Dessa forma, a E1(x) é alta quando: p(z) > f(z™), o que significa que o valor da
média do processo gaussiano € alto em x (exploitation); ou quando o(x) > 1, indicando que hd

muita incerteza na regido (exploration).
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4.3.4 Exemplo Ilustrativo

A OB pode ser utilizada em diferentes problemas de otimizac@o. Na sequéncia sera

apresentado um exemplo de problema de estimagao de parametro. Considere a seguinte funcao:

—1

y(t) = xe<7> + 2 cos (é) . 93)

Em seguida, define-se x = 8,00. A resposta do sistema para o intervalo de ¢ = [0, 100]
pode ser vista na Figura 9. A partir de entdo, foram inseridos esses dados amostrados no algoritmo
e foi executada uma simulag@o para estimar o valor de x que minimizasse o0 MSE entre os dados
estimados e os dados coletados. Como fung¢ado de aquisi¢ao foi utilizada a fungdo EI. Na Figura

10 pode ser visto o resultado alcancgado.

Figura 9 — Dados amostrados para o exemplo a partir da funcio (93) considerando = = 8,00.

12 T T T T T T T T T

10

80 90 100

Fonte: Autoria Propria.

O valor do parametro x encontrado foi de 7,98. Com esse valor foi possivel atingir
um valor de MSE de 1,099 x 1073. A Figura 11 ilustra como o MSE se comportou durante a
busca, nota-se que o0 MSE decaiu durante as 10 primeiras iteracdes, mas depois ficou estagnado.
Para entender o motivo, pode-se observar a Figura 12 em que € mostrado como a evolugao da

estimativa de x se comportou. Entdo, entende-se que depois da décima iteracdo o algorimo ndo
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conseguiu um ponto para x que otimizasse mais o problema, dado que o valor encontrado é um

minimo local.
Figura 10 — Resultado da estimacio do parametro = com a OB.

12 . . . T

Amostras
* Estimado | ]

100

Fonte: Autoria Propria.

Figura 11 — Comportamento do MSE durante a OB para encontrar o valor de z.
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Fonte: Autoria Propria.



Figura 12 — Evolucio da estimativa de x durante a OB.
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Fonte: Autoria Propria.

Também pode ser avaliado como se comportou o modelo de avaliacdo durante a busca,
este resultado pode ser observado na Figura 13. Percebe-se que mesmo apds a décima iteracao o

algoritmo ficou buscando pontos para diminuir a incerteza ao longo do modelo, mas nenhum

deles conseguiu gerar um resultado melhor do que o ja encontrado.

Figura 13 — Comportamento do modelo com a OB durante a busca por .
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Fonte: Autoria Propria.
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4.4 SINTESE

O MMQ remonta aos problemas de ajustes de curvas para dados astrondmicos do século
XVIII, empregado para solugdes de problemas de minimizagao linear devido a sua simplicidade
e eficiéncia. Para os casos ndo-lineares existem outras ferramentas que apresentam um melhor
desempenho. Um método que pode ser citado é o LM.

O LM foi inicialmente desenvolvido por Levenberg, que se aproveitou dos conceitos ja
estabelecidos nos métodos de Gauss-Newton e Gradiente Descendente. Porém, o controle da
representatividade do fator de reguralizagdo ocasionava uma diminui¢do do peso do gradiente no
calculo do passo do algoritmo. Para contornar tal problema, Marquardt propds uma melhoria
com a troca da matriz identidade pela diagonal do gradiente. A partir disto, conseguiu-se garantir
que o fator de reguralizagdo force o passo para a dire¢cdo de médxima descida.

Outras caracteristicas que o LM apresenta sdo a dependéncia dos pontos iniciais € a
possibilidade de apresentar problemas para a inversao de matrizes com muitos parametros. Sendo
assim, foi exposto nesse capitulo o método de OB que se baseia em modelos probabilisticos,
com o uso do processo gaussiano € uma fungdo de aquisi¢ao. Esse método € uma abordagem
promissora em situagcdes em que a funcao objetivo é custosa computacionamente, sendo uma das
técnicas mais proeminentes para o critério da quantidade de avaliagcdes necessdrias para atingir
um resultado satisfatdrio.

Apresentadas as técnicas para modelagem de sistemas e os métodos para estimacgdo
de parametros, o Capitulo 5, a seguir, abordard um estudo de caso para validacdo das teorias

apresentadas neste trabalho.
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5 ESTUDO DE CASO

Neste capitulo serd realizado um estudo de caso e a comparacao entre o algoritmo de
LM com o algoritmo de OB na solucdo do problema da estimagdo dos polos de Kautz no modelo
Volterra-Kautz. Na Secao 5.1 serd apresentado o tipo de sistema abordado e a formulacao do
problema. Na Secdo 5.2 sdo apresentados os testes das implementa¢des com um conjunto de

dados reais e as discussoOes e analises dos resultados obtidos.
5.1 FORMULACAO DO PROBLEMA

Como estudo de caso serd considerado um sistema dinamico, causal, subamortecido
e ndo-linear, no qual a entrada u(k) e a saida y(k) estdo disponiveis. Esse sistema terd sua
dinamica representada por um modelo Volterra-Kautz com kernels de primeira e de segunda

ordem. Desta forma, o sistema pode ser aproximado por (94).

N
j(k) = Z anu(k — 7p)n(0) Z Z Uy g WK — Ty )y (Tng Ju(k — Tig )Py (Tng). (94)
n=1

ni=1ny=1

Como foi exposto na Secdo 3.2, esse modelo pode ser reescrito para ser linear nos
parametros, como Vvisto na equacao (55), sendo que com o uso do MMQ, 8 pode ser estimado
com a equagao (95).

0 = [T (k) (k)] T (k)y(k). (95)

Definida a solucdo para os parametros lineares, falta a estimacdo de b e ¢ que parametri-
zam os polos de Kautz. Para tanto, define-se a func@o (b, ¢) que corresponde a equagio (41)
com as fun¢des da base formadas com os parametros b e c.

Assim sendo, a funcdo de avaliac@o escolhida € a que minimiza o MSE, dada por (96).

As restrigdes impostas sdo as mesmas apresentadas na Se¢do 2.4 para os valores de b e c.

|
min NZ Un (b, €) (96)
s.a. —1<e<0; 97)

b]< 1; (98)

b’(1—c)* +4c <0. (99)
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A partir do problema definido, € possivel aplicar o algoritmo de LM com restri¢des € a
OB para estimar os parametros que otimizem a modelagem do sistema. Na OB foram utilizados
0 PG e a técnica de EI como fung¢do de aquisi¢do, na Figura 14 € possivel ver o fluxograma com
a visdo geral dos algoritmos implementados. A partir dessas implementagdes, analisou-se os
resultados obtidos com o LM e a OB e foram comparados com os resultados das modelagens de
outros dois estudos encontrados na literatura que utilizaram o mesmo benchmark que o presente
trabalho. O primeiro trabalho € o de Zakaria et al. (2021), no qual foi utilizada uma estrutura
NARMAX (Nonlinear Autoregressive Moving Average with eXogenous input) para realizar
a identificacdo do sistema proposto. O diferencial do deste estudo é o uso de um algoritmo
evoluciondrio diferencial para otimizagdo multi-objetiva, chamado de MOODE (Multi-Objective
Optimization Differential Evolution). Com isso, os autores conseguiram uma modelagem melhor
do que a estrutura NARMAX convencional. Ja no trabalho de Ayala et al. (2014), os autores
realizaram a identifica¢do do sistema com modelos de Redes Neurais de Funcdes de Base Radial
(RBFNNSs - Radial Basis Functions Neural Networks) e um algoritmo evolutivo em cascata
para encontrar os coeficientes. As simulacdes e discussdes dos algoritmos implementados serdo

abordadas na Sec¢ao 5.2.

Figura 14 — Fluxograma de visao geral dos algoritmos implementados.
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Fonte: Autoria Propria.
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5.2 ANALISES E DISCUSSOES

Para validar os algoritmos implementados foi utilizado um conjunto de dados, disponivel
em Wigren e Schoukens (2017), de um sistema de acoplamento composto por dois motores
elétricos, interligados em uma polia, por uma correia. A polia € fixada em uma mola, o que
possibilita oscilagdo no sistema. A tensd@ao mecanica e a velocidade da correia sdo controladas
pelo acionamento individual dos motores. O objetivo deste experimento € coletar a velocidade da
oscilagdo. Entdo foi instalado um sensor de pulso na polia e seu sinal passa por filtros passa-baixa

e anti-aliasing e transmitido a um computador, a Figura 15 ilustra o sistema.

Figura 15 - Sistema usado na coleta de dados.
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Fonte: Adaptado de Wigren e Schoukens (2017).

Para excitar o sistema, um sinal de tensdo elétrica u(k), com amplitude variando entre
-1,5V e +2,5V, foi aplicado aos motores, o qual foi multiplicado por um escalar aleatério
uniformemente distribuido entre 0 e 1. Com isso, foi possivel explorar as nao linearidades do
sistema, tanto em frequéncia quanto em amplitude. O resultado da velocidade de oscilacdo da
polia foi convertido em um sinal de tensdo y(k), e as respostas do sistema foram coletadas. O
intervalo de experimentagdo foi de 10 s com um periodo de amostragem de 20 ms, resultando
em 500 amostras. O sinal de entrada e a resposta do sistema podem ser vistos nas Figuras 16 e

17, respectivamente.
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Figura 16 - Sinal de excitacio do sistema.
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Fonte: Autoria Propria.

Figura 17 — Sinal de resposta do sistema.
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Para a implementagdo do algoritmo de modelagem foi utilizado o software MATLAB®.
Nele foi executado o algoritmo para o método de LM e o desenvolvimento da base de Kautz na
estrutura de filtros digitais, conforme mostrado na Figura 18. Nesta representacao, as entradas
u(k) sdo filtradas por cada fun¢do de Kautz, par e impar, resultando em w,, (k) e, em sequéncia,
o operador ® que simboliza 0 mapeamento estético, é realizado por meio da série de Volterra,
com kernels de primeira e de segunda ordem. Assim, a saida estimada ¢(k) serd representada

usando o modelo de Wiener-Volterra.

Figura 18 — Base de Kautz como filtro digital.
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Fonte: Adaptado de Oroski (2015).

Os parametros iniciais do algoritmo de LM s@o apresentados na Tabela 1, todos esses
parametros foram ajustados empiricamente. Em seguida foi executado o algoritmo com 20 pontos
iniciais diferentes e considerando duas funcdes de Kautz na base. Os resultados alcangados sao
mostrados na Tabela 2, em que b, e ¢y sdo os valores iniciais para os pardmetros € by e cy sdo
os parametros encontrados pelo algoritmo. Os valores iniciais j4 atendem as trés restri¢des para
minimizacao.

Tabela 1 — Parametros do algoritmo de LM.

Parametros Valores
Iteracoes 200
Tolerancia de Convergéncia do Gradiente 1074
Tolerancia de Convergéncia dos ParAmetros | 1073
Tolerancia do MSE 10—4
Tamanho Minimo do Passo 106
Valor Inicial de A 10-3
Fator de Crescimento de A 10
Fator de Decrescimento de A 10

Fonte: Autoria Propria.
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Tabela 2 — Resultados da otimizacdo com o algoritmo de LM para estimar os polos de Kautz no modelo de
Volterra-Kautz.

Teste | by co by cf Polos MSE

1 0 —0,300 | 0,270 —0,060 0,140 440,190 | 0,218
2 —0,300 | —0,200 | 0,900 —0,400 0,630 +40,020 | 0,095
3 0,600 —0,150 | 0,820 -0, 280 0,530 ++40,020 | 0,139
4 0,370 —0,260 | 0,890 —0,390 0,620 ++4¢0,010 | 0,097
5 -0,620 | —0,200 | —0,640 | —0,130 | —0,360 =+ 0,002 | 0,256
6 0,250 —0,430 | 0,330 —0,090 0,180 140,240 | 0,218
7 0,920 —0,680 | 0,950 —0,540 | 0,740+:0,050 | 0,056
8 -0,650 | —0,750 | —0,490 | —0,860 | —0,450 + 0,810 | 0,274
9 -0,600 | —0,600 | —0,100 | —0,920 | —0,100 = 40,950 | 0,251
10 0,500 —0,900 | 0,460 —0,840 | —0,430 + 10,810 | 0,256
11 —0,200 | —0,100 | 0,270 —0,060 0,140 ++40,190 | 0,219
12 0,850 —0,400 | 0,880 -0, 360 0,600 40,030 | 0,109
13 -0,300 | —0,350 | 0,110 —0,020 0,060 +140,120 | 0,221
14 —0,400 | —0,300 | 0,004 —0,680 | —0,003 £ 10,830 | 0,255
15 —0,750 | —0,500 | —0,69 —0,160 | —0,400 = 70,004 | 0,258
16 0,800 —0,900 | 0,100 —0,003 0,050 +40,020 | 0,221
17 -0,700 | —0,400 | —0,700 | —0,170 | —0,410+ 40,002 | 0,259
18 0,200 —0,400 | 0,290 —0,070 0,150 ++40,210 | 0,219
19 —0,100 | —0,500 | 0,140 0,020 0,070 +£40,120 | 0,221
20 -0,800 | —0,300 | —0,700 | —0,170 | —0,410£140,002 | 0,258

Fonte: Autoria Propria.

Como pode ser observado, os pontos iniciais que possuem valores proximos convergiram
para polos com valores proximos. Isto ocorre devido ao algoritmo de LM convergir para minimos
locais. Outra observacgdo pode ser feita sdo os valores de MSE encontrado, pois, 0s mesmos nao
sd0 expressivos, uma vez que, na literatura, os resultados da modelagem tornam-se interessantes
a partir de valores na ordem de grandeza de 1073,

Fazendo uso do que é expresso em (4), com o aumento do nimero das fungdes que
compdem a base, o erro da aproximag¢do tende a diminuir. Sendo assim, foi realizada uma
sequéncia de testes aumentando o nimero das funcdes na base de 2 até 20, a partir dos mesmos
polos ja encontrados pelo LM. Os resultados s@o expostos na Figura 19 e os valores dos MSE

para 20 fun¢des na base sdo expostos na Tabela 3.
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Figura 19 — Comportamento do MSE com aumento das funcées de Kautz no modelo Volterra-Kautz utili-
zando o algoritmo de LM para otimizacao.
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Fonte: Autoria Propria.

Tabela 3 — Resultados do MSE para 20 funcoes de Kautz na base utilizando o algoritmo de LM para estimar

os polos.

Teste Polos MSE

1 0,140 £40,190 | 7,10 x 1073
2 0,630 40,020 | 6,54 x 10~*
3 0,530 +i0,020 | 1,60 x 1073
4 0,620 £40,010 | 6,70 x 10~*
5 —0,360 £ 40,002 | 2,11 x 1072
6 0,180 40,240 | 6,50 x 1073
7 0,740+30,050 | 3,88x10—*
8 —0,450 140,810 | 4,66 x 1072
9 —0,100 £ 70,950 | 9,40 x 1072

10 —0,430 + 10,810 | 2,18 x 1072
11 0,140 40,190 | 7,10 x 1073
12 0,600 £ 40,030 | 8,87 x 104
13 0,060 £40,120 | 8,70 x 1073
14 —0,003 +40,830 | 1,19 x 10!
15 —0,400 470,004 | 2,37 x 1072
16 0,050 + 40,020 | 8,60 x 103
17 —0,410 430,002 | 2,48 x 102
18 0,150 £40,210 | 6,90 x 1073
19 0,070 £40,120 | 8,40 x 1073
20 —0,410 430,002 | 2,44 x 1072

Fonte: Autoria Propria.
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Confrontando os valores exibidos nas Tabelas 2 e 3, nota-se a melhora de todos os
valores de MSE dos experimentos. Pode-se observar que em alguns casos, como nos testes 4,
6, 10, 19 e 20, a modelagem ndo conseguiu chegar a MSE inferiores a 1072, este fato ressalta
a importancia dos parametros iniciais para o algoritmo de LM que ficou preso em um minimo
local ndo satisfatério, levando a uma modelagem pouco representativa do sistema.

Para um aprofundamento das anélises, utilizaram-se os dados do teste 7. Nas Figuras
20 e 21 s@o ilustrados os resultados das modelagens com 2 e com 20 fun¢des de Kautz, respecti-
vamente. Como pode ser observado, a estrutura com duas fungdes teve dificuldade para modelar
as oscilagdes nos intervalosde 1 sa3se 5 sa7s. Com o uso de mais fungdes, aumentou-se
a capacidade de representacdo e estes problemas foram amenizados. Contudo, visualmente, €
possivel notar que para as representacdes dos picos das oscilagdes consecutivas, como ocorre
no intervalode 7s a8 se 9 s a 10 s, mesmo com 20 funcdes, o modelo apresentou um desvio
em relacdo aos dados coletados. Apesar de melhorar a capacidade da modelagem, o aumento do
nimero de fun¢des na base também implica no aumento da quantidade de parametros a serem
estimados, ou seja, sempre ird ocorrer um trade-off entre quantidade de parametros a serem

estimados e a qualidade do modelo.

Figura 20 — Resposta do Modelo de Volterra-Kautz de um sistema composto por dois motores e uma polia,
com kernels modelados por 2 funcdes de Kautz, utilizando otimizacido por método de LM.
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Fonte: Autoria Propria.
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Figura 21 — Resposta do Modelo de Volterra-Kautz de um sistema composto por dois motores e uma polia,
com kernels modelados por 20 funcdes de Kautz, utilizando otimizacao por método de LM.
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Fonte: Autoria Propria.

Outro comportamento que pode ser analisado € a dinamica do algoritmo de LM na
busca pelos pontos no espaco de pardmetros. Na Figura 22 pode ser visto o comportamento do
MSE durante essa busca. Nota-se que o algoritmo nao executou as 200 iteracdes, sendo o critério
de convergéncia do parametro atingido, ou seja, a diferenca entre os parametros encontrados na
iteracdo n — 1 e os parametros encontrados na iteracdo n foi inferior a 1073,

Ao ser contrastado o resultado da Figura 22 com o da Figura 23, que respresenta o
comportamento do pardmetro A durante a busca, pode-se notar que durante as primeiras trés
iteracdes e entre a 9° e 12° iteragcdes o MSE decresce rapidamente. Como consequéncia, o
parametro A tende a diminuir, levando o algoritmo hd um comportamento semelhante ao do
método de Gauss-Newton. J4 nas outras iteragcdes, a variacdo do MSE nao € muito expressiva,
o que levou hd um crescimento no valor do A. Desta forma, o algoritmo caminhou com passos
pequenos quando a curvatura do MSE foi acentuada e com largos passos quando o MSE teve

pouca variagao.
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Figura 22 — Comportamento do MSE durante a busca pelos polos de Kautz no modelo de Volterra-Kautz
utilizando o algoritmo de LM para otimizacao.
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Fonte: Autoria Propria.

Figura 23 — Comportamento do parametro A\ durante a busca pelos polos de Kautz no modelo de Volterra-
Kautz utilizando o algoritmo de LM para otimizacao.
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Pode-se analisar também como os parametros se comportaram dentro do espaco de
busca, a Figura 24 ilustra este comportamento. Como pode ser observado, para o caso particular
do teste 12, os parametros ndo tiveram uma grande variacdo do valor inicial. Isto decorre devido
as restricdes que foram impostas ao algoritmo e, como foi exposto na Figura 24, o algoritmo
otimizou os parametros sem desrespeitar nenhuma das trés restricdes. Também € notério que
foram otimizados os parametros até o ponto maximo da terceira restricdo, expressa na equagao
(99), que por sua vez, ja estava dentro do espaco de busca da primeira restricao, expressa na

equacao (97).

Figura 24 — Comportamento dos parametros b e ¢ durante a execuciao da otimizaciao com o algoritmo de LM
para encontrar os polos de Kautz no modelo de Volterra-Kautz.
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Fonte: Autoria Propria.

O mesmo conjunto de dados foi utilizado para os experimentos com o algoritmo de OB
implementado no MATLAB®. Como funcao de aquisicao, foi utilizada a EI por considerar a
magnitude da melhoria do ponto estimado. Os parametros do algoritmo sdo expostos na Tabela 4.
O teste foi realizado aplicando o algoritmo no conjunto de dados 10 vezes e, em cada uma das
vezes, aumentou-se duas funcdes na base, indo de 2 a 20 fung¢des de Kautz. O resultado do MSE,

em cada um dos cendrios, sdo apresentados na Figura 25.
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Tabela 4 — Parametros do algoritmo de OB.

Parametros Valores
Iteracdes 40
Tolerancia do MSE | 10~6

Fonte: Autoria Propria.

Figura 25 — Comportamento do MSE durante o aumento das funcoes de Kautz na base do modelo de Volterra-
Kautz utilizando o algoritmo de OB para encontrar os polos.
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Fonte: Autoria Propria.

Como ja era esperado, com o aumento do nimero de fun¢des na base, o MSE tende a
diminuir. Os valores dos parametros b, c e, consequentemente, os valores dos polos encontrados
sdo mostrados na Tabela 5. Pode-se notar que, diferentemente dos polos encontrados com o LM,
ndo ha grandes variagdes entre os valores. Isso ocorre porque a OB nao sofre influéncia de um
valor inicial de polo para a otimizacao.

Outra observagdo que pode ser feita € a quantidade de iteragdes necessdrias para obter
os resultados da Tabela 5. Na OB com 40 iteracdes ja se consegue resultados de mesma ordem
de grandeza aos resultados do LM, se os valores de MSE forem comparados.

Para efeito analitico, foi considerado um modelo com 20 func¢des na base e utilizada a
OB para estimar os polos de Kautz. O resultado da modelagem € exibido na Figura 26. Como
pode ser observado, a resposta grafica € tao interessante quanto o resultado do LM e conseguiu

atingir um MSE de 2,00 x 10~%.
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Tabela 5 — Resultados do algoritmo de OB na estimacio dos polos de Kautz.

Funcoes | b c Polo MSE

2 0,946 | —0,369 | 0,648 440,226 | 5,90 x 10~2
4 0,983 | —0,744 | 0,857 440,096 | 2,90 x 10~2
6 0,916 | —0,505 | 0,689 440,173 | 1,70 x 1072
8 0,928 | —0,681 | 0,780 410,270 | 9,00 x 1073
10 0,907 | —0,584 | 0,719 410,260 | 7,00 x 1073
12 0,906 | —0,568 | 0,711 440,251 | 5,00 x 1073
14 0,877 | —0,578 | 0,692 440,315 | 3,00 x 1073
16 0,894 | —0,432 | 0,640 440,150 | 2,00 x 1073
18 0,928 | —0,397 | 0,648 40,151 | 1,00 x 1073
20 0,921 | —0,687 | 0,777 440,289 | 2,00 x 10~*

Fonte: Autoria Propria.

Figura 26 — Resposta do modelo de Volterra-Kautz de um sistema composto por dois motores e uma polia
com kernels modelados por 20 funcées de Kautz, utilizando OB.
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Fonte: Autoria Propria.

O comportamento do MSE durante a busca evidencia que o algoritmo convergiu rapi-
damente para um minimo local e ficou preso nessa regido, como € possivel concluir a partir da
Figura 27. Essa conclusdo é reforcada quando o grafico do MSE € contrastado com a Figura 28
que apresenta o modelo da busca do algoritmo de OB e os pontos observados. Como se nota,
os varios pontos observados ndo conseguiram gerar uma melhoria significativa no modelo e

produziram uma regido quase plana de pontos e com poucas variacdes de resultados.
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Figura 27 — Comportamento do MSE durante a busca pelos polos de Kautz no modelo de Volterra-Kautz
utilizando o algoritmo de OB.
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Figura 28 — Modelo gerado durante a OB.
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A fim de comparar os resultados alcancados com as abordagens propostas neste trabalho
foi elaborada a Tabela 6, na qual podem ser vistos os valores dos MSEs atingidos por outros
dois trabalhos encontradas na literatura que utilizaram o mesmo benchmark disponibilizado por

Wigren e Schoukens (2017).

Tabela 6 — Comparacio entre os resultados das modelagens do benchmark com diferentes métodos.
’ Metodologia \ MSE ‘

Volterra-Kautz (LM) | 2,44x10~4

Volterra-Kautz (OB) | 2,00x10~4

MOODE-NARMAX | 1,35 x 1072

RBFNNs 1,60 x 1073

Fonte: Autoria Propria.

Em comparag¢do com os dois trabalhos disponiveis na literatura, as duas estratégias
propostas atingiram resultados mais promissores, na ordem de 10~%, sendo esse valor uma ordem
de grandeza menor que em relagfo ao trabalho de Ayala et al. (2014), 1073, e duas ordens de
grandeza menor em relagfo ao trabalho de Zakaria et al. (2021), 1072, J4 a comparagdo entre as
técnicas do presente trabalho, o uso da OB, em termos de MSE, proporcionou um resultado 22%

melhor se comparado com o uso do LM.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A modelagem de sistemas dinamicos com a série de Volterra € recorrente na literatura,
pois esta estrutura matemdtica permite a descri¢do de uma gama de modelos lineares e ndo-
lineares. No entanto, o uso desta série implica na estimagao de varios parametros, principalmente
para sistemas nao-lineares. Uma estratégia presente na literatura € a utilizacdo de bases de
fungdes ortonormais para estimar o kernel do modelo Volterra, resultando em uma redugdo
significativa em termos a serem estimados. As funcdes ortonormais aplicaveis neste contexto
variam segundo as necessidades da dinamica do sistema a ser modelado, uma vez que essas
funcdes permitem a insercdo de conhecimentos a priori no modelo. As principais fun¢des
utilizadas sdo as de Laguerre e Kautz, sendo as fun¢des de Laguerre indicadas para sistemas
superamortecidos e as funcdes de Kautz para sistemas subamortecidos. Tais caracteristicas
tornam essas fungdes interessantes para serem utilizadas na aproximacao de kernels de Volterra,
pois é possivel modelar com um nimero menor de pardmetros em rela¢do ao kernel real, gerando
assim o conhecido modelo de Volterra-Kautz.

A dificuldade presente nos modelos de Volterra-Kautz é determinar o polo 6timo das
funcdes para a expansdo do kernel. Para fungdes de Laguerre, j4 existe uma solucdo analitica na
literatura para encontrar o polo 6timo que parametriza a funcao. No entanto, para as funcdes de
Kautz, esse problema ainda estd em aberto. No presente trabalho, o algoritmo de LM e a OB
foram propostos para encontrar os dois termos que parametrizam os polos de Kautz. Para validar
a metodologia proposta, foram utilizados dados de um sistema de motores acoplados a uma
correia e medidas de velocidade de oscilacdo de uma polia fixada com uma mola. Em seguida, os
algoritmos de LM e de OB foram implementados no MATLAB® para realizar a otimizacao do
MSE entre o valor medido e a estimativa de saida do modelo de Wiener-Volterra, com os valores
de b e c encontrados.

Para a otimiza¢ao dos parametros do modelo de Volterra-Kautz, utilizando o LM, foi
necessario determinar os valores iniciais dos pardmetros e, posteriormente, o algoritmo atualizou
esses valores de acordo com o gradiente até a otimizacdo. O comportamento deste algoritmo esta
fortemente ligado as suas condicdes iniciais, como pode ser analisado nas Tabelas 2 e 3. Devido
a isso, foram testados 20 pontos encontrando valores de MSE na ordem de grandeza de 1073.
Outro fator que impactou no resultado da representacdo foi a quantidade de fungOes na base,

visto que com o aumento das fun¢des, aumentou-se a capacidade de representacdo e melhorou-se
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o resultado da identificacdo, diminuindo o MSE. Contudo, é importante ressaltar que ao se
aumentar o nimero de funcdes, aumenta-se a quantidade de pardmetros a serem estimados. Nos
experimentos realizados, ao aumentar até 20 fungdes na base, diversos experimentos conseguiram
uma modelagem com resultado de MSE na ordem de 10~%, como sdo os casos dos testes 2, 4, 7
e 12 na Tabela 3.

No caso do algoritmo da OB, nao foi necessario especificar os pontos iniciais por se
tratar de um método que usa o processo gaussiano para gerar os pontos a serem observados. Neste
caso, foi preciso definir uma func¢do de aquisicao e a EI foi a fun¢do escolhida, pois considera a
magnitude da melhoria que o ponto pode proporcionar na busca pelo minimo. Assim como para
o caso de LM, o aumento das func¢des na base fizeram com que o resultado do MSE melhorasse,
conseguindo atingir valores na ordem de 10~%. Em relacio ao LM, esse método apresentou um
melhor resultado se comparado o nimero de iteracdes necessdrias para a otimizac¢ao atingir um
resultado de MSE inferior a 1073 e, conseguiu modelar o0 mesmo sistema com um MSE 22%
menor. Contudo, algumas melhorias podem ser feitas para evitar que o algoritmo fique preso em
minimos locais rapidamente, ficando como uma sugestdo para trabalhos futuros.

Os resultados apresentados neste documento apontam que as estratégias propostas
sdo alternativas vidveis para tratar o problema da estimacdo dos polos 6timos de Kautz, pois,
possibilitaram a modelagem do benchmark analisado, em termo de MSE, na ordem de 10~! a
102 menor do que outros dois trabalhos da literatura que modelaram o mesmo conjunto de
dados.

Como trabalhos futuros espera-se explorar algoritmos de otimiza¢do metaheuristicos,
como Ant Colony Optmization e Particle Swarm Optmization, que podem trazer melhorias na
forma de realizacao da busca dos parametros b e c. Outra estratégia a ser estudada € a aplicacao
de diferentes tipos de funcdo de covariancia na otimizacao bayesiana, como a funcido de Matérn,
ou ainda, explorar diferentes funcdes de aquisicao, como Entropy Search e Knowledge Gradient.
Para o algoritmo de LM pode ser sugerido como trabalho futuro o estudo de diferentes formas de
atualizacdo do parametro ), além da forma cldssica tratada neste trabalho, e analisar o impacto

sobre a busca dos parAmetros b e ¢ das funcdes de Kautz.
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