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RESUMO

BENETTI, Eduarda. Calculo da Distribuigdo da Tensao Elétrica em uma Maquina
Copiadora. 2022. 38 f. Trabalho de Conclusdo de Curso — Curso de Engenharia
Elétrica, Universidade Tecnologica Federal do Parana. Pato Branco, 2022.

Na engenharia e em outras diversas areas a matematica é a principal base cientifica
na classificagdo e analise de diversos fenbmenos e materiais. Analises analiticas sao
os principais pilares para diversas areas do conhecimento. A tecnologia por sua vez
possui o papel fundamental de tornar métodos classicos de analise mais eficientes e
praticos. Grande parte dos fendmenos da eletrostatica podem ser descritos por
equacodes diferenciais parciais, mas nem sempre a resolugdo dessas equagdes é
realizada de maneira facil. Por esse motivo as analises computacionais sao
importantes para validar métodos analiticos classicos. O método de elementos finitos
€ um recurso de simulagao computacional com a finalidade de validar e tornar uma
analise analitica classica mais acessivel. O método de elementos finitos € muito
importante pois, sua utilizagdo em industrias pode diminuir os custos de constru¢ao
de uma determinada maquina ou produto. Este trabalho apresenta uma comparacao
de resultados obtidos através de uma analise analitica realizada com a equacao de
Laplace e os resultados obtidos através da simulagdo com elementos finitos. O
presente trabalho busca validar a simulagao de elementos finitos, bem como ressaltar
sua importancia e mostrar como sua utilizagdo € uma importante ferramenta utilizada
na engenharia. Este trabalho apresenta uma analise com uma problematica da
eletrostatica em uma dimensé&o. A problematica escolhida € uma maquina copiadora,
um dispositivo eletrbnico que funciona baseado na agdo de tensdes e campos
elétricos. O método de elementos finitos pode ser realizado em uma, duas ou trés
dimensdes. Neste trabalho sera feita a analise em uma dimensao para comprovar o
funcionamento do método, posteriormente, analises semelhantes poderdo ser
utilizadas em maquinas elétricas mais complexas como o caso de transformadores
por exemplo, para publicacao de trabalhos futuros.

Palavras-chave: Analise Analitica; Equacao de Laplace; Simulacdo Computacional;
Elementos Finitos; Maquina Copiadora.



ABSTRACT

BENETTI, Eduarda. Calculation of Electrial Voltage Distribution in a Copier Machine.
2022. 38 p. Final Paper— Electrical Engineering Course, Universidade Tecnoldgica
Federal do Parana. Pato Branco, 2022.

In engineering and other many areas, mathematics is the main scientific basis in the
classification and analysis of many phenomena and materials. Analytical analyzes are
the main pillars for several areas of knowledge. Technology, in turn, plays a key role
in making classical methods of analysis more efficient and practical. Most electrostatic
phenomena can be described by partial differential equations, but the resolution of
these equations is not always easy. For this reason, computational analyzes are
important to validate classical analytical methods. The finite element method is a
computational simulation resource with the purpose of validating and making a
classical analytical analysis more accessible. The finite element method is very
important because its use in industries can reduce the construction costs of a particular
machine or product. This work presents a comparison of results obtained through an
analytical analysis performed with Laplace’s equation and the results obtained through
simulation with finite elements. The present work seeks to validate the simulation of
finite elements, as well as highlight its importance and show how its use is an important
tool used in engineering. This work presents an analysis with a problem of
electrostatics in one dimension. The chosen problem is a copier machine, an electronic
device that works based on the action of voltages and electric fields. The finite element
method can be performed in one, two, or three dimensions. In this work, the analysis
will be carried out in one dimension to prove the functioning of the method, later, similar
analyzes can be used in more complex eletrical machines such as transformers, for
example, for publication of future works.

Keywords: Analytical Analysis; Laplace’s Equation; Computer Simulation; Finite
Elements; Copier Machine.
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1 INTRODUGAO

A maior parte dos fenbmenos na engenharia e em outras diversas areas do
conhecimento podem ser descritos através de equacgdes diferenciais parciais. Para
geometrias complexas, solucionar essas equacdes diferenciais parciais através de
métodos analiticos classicos pode ser muito dificil. Neste sentido é importante que
tecnologias sejam aplicadas baseadas em analises matematicas classicas. A
tecnologia possui o papel de tornar métodos classicos de solugbes exatas mais
eficientes e praticos (FISH et al., 2007).

As simulagdes computacionais surgem com o objetivo de validar uma
solucao analitica e ao mesmo tempo tornar calculos complexos mais acessiveis para
serem resolvidos. O método de elementos finitos € uma ferramenta computacional
que surgiu com o objetivo de analisar estruturas e passou a ser aplicado em varias
outras areas de pesquisa. Este método consiste em dividir uma determinada estrutura
em diversos elementos finitos que sdo formados por nés e geram malhas. Uma
estrutura complexa pode ser dividida em milhares de elementos que formam a malha.
As malhas sédo formadas por geometrias conhecidas, o que facilita o estudo para
prever o comportamento da estrutura como um todo (MIRLISENNA, 2016).

O método de elementos finitos € um procedimento numérico para
determinar solugdes aproximadas de problemas de valores sobre um determinado
contorno de equacbes diferencias, tudo isso realizado através de simulacao
computacional. O método permite assim varias vantagens como otimizagao do tempo
e custo para fabricacdao de uma determinada peca, maquina ou qualquer outro produto
(RODRIGUES et al., 2019).

O método de elementos finitos pode ser desenvolvido em fungao do tipo da
dimensao do problema, unidimensional, bidimensional ou tridimensional. Problemas
tridimensionais podem ser reduzidos a problemas em uma ou duas dimensdes com a
finalidade de reduzir tempo e custo de simulagdo (MIRLISENNA, 2016).

O presente trabalho apresenta uma problematica em uma dimensdo. A
maquina copiadora € uma problematica em uma dimensao da eletrostatica. O

dispositivo eletrénico funciona baseado na agao de tensdes e campos elétricos. Neste
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sentido sera realizada a analise matematica e a analise por elementos finitos baseado
no funcionamento da copiadora. Posteriormente, sera realizada uma comparagao
entre os resultados obtidos através da solugao exata e os resultados obtidos através
da simulacdo computacional. Este trabalho busca validar o método de elementos
finitos com uma problematica da eletrostatica em uma dimensdo para que
posteriormente analises semelhantes possam ser realizadas em maquinas elétricas

mais complexas.

1.1 OBJETIVOS E METAS

1.1.1 OBJETIVO GERAL

Calcular a distribuicdo da tensao elétrica em uma maquina copiadora
através do método de elementos finitos e realizar uma comparagdo com o método

analitico para validar o funcionamento do algoritmo de elementos finitos.

1.1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Estudar a teoria do método de elementos finitos.

2. Estudar a teoria de Equacgdes Diferenciais.

3. Organizar os dados de entrada do problema para realizagdo do pré-
processamento do método de elementos finitos através das definicbes das
variaveis de entrada.

4. Realizar o pos-processamento do método de elementos finitos através da
analise dos resultados obtidos em simulagao.

5. Obter a solugao analitica para o problema resolvendo a equagao de Laplace.

6. Realizar a comparacao do método analitico com o método de elementos finitos.

1.2 ESTRUTURA DO TRABALHO

O trabalho foi estruturado de forma a tornar o texto organizado e sequencial.

Estéo descritos a seguir os capitulos que compdem o texto.
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e Capitulo 1: apresenta-se a introducao do trabalho.

e Capitulo 2: apresenta-se a fundamentagao tedrica deste trabalho.

e Capitulo 3: apresenta-se o desenvolvimento do trabalho, no qual esta descrita
a solugao analitica encontrada para a aplicacéo através da equacéao de Laplace
e o pré-processamento do método numérico.

e Capitulo 4: estdo apresentados os resultados obtidos através da solugao exata
e da simulacdo pelo método de elementos finitos, que compdem o pods-
processamento do método. Esta apresentada também a comparagao entre os
resultados obtidos através da solucao exata e os resultados obtidos através da
simulagao computacional.

e Capitulo 5: apresentam-se as conclusdes do trabalho com base no que foi

desenvolvido.

2 ELEMENTOS FINITOS

2.1 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

O Método de Elementos Finitos viabiliza a obtencao de solugbes numéricas
de problemas de engenharia como analise de tensdes, temperaturas, escoamento de
fluidos, aerodinamica e eletromagnetismo (CAMPILHO, 2012).

Muitos fenbmenos da engenharia podem ser descritos através de equagdes
diferenciais parciais. Em geral, solucionar essas equagdes por meio de métodos
analiticos classicos para geometrias complexas pode ser dificil. Segundo Fish et al.
(2007) o Método de Elementos Finitos € uma aproximagao numérica com a qual essas
equacoes diferenciais parciais podem ser resolvidas de modo aproximado através de
simulagdes computacionais.

O Método de Elementos Finitos € muito utilizado por engenheiros, cientistas
€ empresas para prever o comportamento estrutural, elétrico, mecéanico e térmico de
sistemas, maquinas e até mesmo proteses utilizadas na area da medicina e
odontologia, tanto na etapa de projeto quanto na analise de desempenho de um
determinado produto (FISH et al., 2007).
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O Método de Elementos Finitos se baseia no principio de dividir uma
determinada estrutura em elementos finitos conectados por nés. Estes elementos e
nos formam a malha (ALVES, 2016).

A figura 1 a seguir representa uma determinada geometria e sua respectiva
geracao de malha a partir do método de elementos finitos. A figura 1 mostra os nés
da estrutura, bem como os elementos que formam a estrutura como um todo. Neste
caso, foram utilizados elementos finitos triangulares para geracdo da malha de
elementos finitos (RODRIGUES et al., 2019).

Elementos

-

Nos
Figura 1 - Discretizacdo de um corpo continuo pelo método de elementos finitos.

Fonte: RODRIGUES et al., (2019)

Para obter-se uma solucio linear através da resolucdo de um sistema de
equacodes, o numero de incégnitas é igual ao numero de nds. Agora, quando existem
milhares de nds, para obter-se uma solugdo aproximada razoavel é de extrema
importancia a utilizagdo de simulagdo computacional (ALVES, 2016).

Para exemplificar, os elementos finitos sdo conectados entre si por pontos,
os nés ou também chamados de pontos nodais. O conjunto de todos esses elementos
e nos é chamado de malha. Em funcao dessas subdivisbes da geometria as equagdes
matematicas que regem os comportamentos fisicos ndo séo resolvidas de maneira
exata, mas de forma aproximada por este método numérico. A figura 2 a seguir
apresenta como uma determinada peca pode ser subdividida em milhares de
elementos. A precisdo do método de elementos finitos depende da quantidade de nés

e elementos, do tamanho e dos tipos de elementos da malha (MIRLISENNA, 2016).



17

. SR I
» e Nos

» . Elementos

Figura 2 - Nos e elementos presentes em uma malha.

Fonte: MIRLISENNA (2016)

A utilizacdo desse método é muito importante na realizagdo de um projeto
de determinada maquina elétrica, pois pode prever seu desempenho e diminuir seu
custo de comercializagao oferecendo assim mais confiabilidade ao projeto e testes em
uma maquina (FILHO, 2013).

A realizacdo do método pode ser feita em uma dimenséao, duas dimensodes
ou trés dimensdes. Na modelagem 3D os elementos finitos sdo geralmente
representados por tetraedros, em 2D sao geralmente representados por triangulos e
em 1D representados por linhas. Com o objetivo de reduzir custos computacionais e
simplificar calculos muitos modelos reais sédo representados em dimensdes reduzidas
em 1D ou 2D (ALVES, 2016).

2.2 APLICABILIDADE E IMPORTANCIA

A faixa de aplicacdes de elementos finitos pode ser muito ampla para listar,

mas a seguir estdo algumas de suas aplicabilidades mais relevantes.
¢ Analises de tensdes e térmica de pecas industriais tais como chips eletronicos,
dispositivos elétricos, valvulas, tubos, vasos de pressao, motores automotivos

e aeronauticos.
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e Analises sismicas de represas, cidades e arranha-céus.

e Analise de impacto de carros, trens e aeronaves.

e Analise do escoamento de liquidos refrigerantes, poluentes e contaminantes,
além de ar em sistemas de ventilagao.

e Analise eletromagnética de antenas, transistores e componentes de
aeronaves.

e Andlise de procedimentos cirdrgicos, tais como cirurgias plasticas,

reconstrucao maxilar, corregao de escoliose, entre outras.

Assim é possivel ter uma ideia da amplitude da aplicagao do método. Novas
areas de aplicacdo estdo constantemente surgindo, bem como as tecnologias de

implementagdo do método, principalmente na area de engenharia.

2.3 APLICAGAO DO METODO NA ELETROSTATICA

Definidos os conceitos fundamentais e aplicagcbes do método numérico de
elementos finitos é possivel, portanto, abranger uma aplicagdo mais focada na area
de engenharia elétrica, mais precisamente na area de eletrostatica. Como ja
mencionado anteriormente, o método numérico de elementos finitos pode ser aplicado
em uma, duas ou trés dimensdes. Porém, a fim de reduzir o tempo de simulagao,
modelos reais em 3D podem ser reduzidos para uma ou duas dimensoes.

Devido a este fator, € importante salientar que neste trabalho sera realizada
uma simulagdo em uma dimensao, porém, posteriormente, 0 mesmo cédigo podera
ser adaptado e utilizado para modelos de maquinas elétricas mais complexas, como
o caso de motores elétricos e transformadores. O método de elementos finitos € uma
ferramenta muito significante utilizada na engenharia elétrica.

Embora o método tenha sido criado ha bastante tempo, seu constante
estudo e melhoramento na linguagem de programacao esta tornando o método mais
acessivel, inclusive para instituicbes de ensino. Destaca-se que o estudo faz parte de
um projeto de pesquisa da Universidade Tecnoldgica Federal do Parana e sua

concentracdo maior esta em realizar o pré-processamento e o pés-processamento do
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método de elementos finitos. Além disso, a simulacdo que sera desenvolvida tem o
objetivo de tornar o estudo do método mais acessivel, sem que seja necessario a
utilizacdo de um software exclusivo comercial para implementacdo do estudo.
Posteriormente, a validagcdo do presente estudo sera de extrema importancia para
aplicagdes em futuros trabalhos.

Este trabalho apresenta uma analise em uma aplicagao da eletrostatica em
uma dimensdo. Uma maquina copiadora € um dispositivo eletrénico que funciona
baseado na acado de tensdes e campos elétricos. O funcionamento desta maquina
sera melhor explanado nos proximos capitulos deste trabalho. Mas é importante
destacar que seu funcionamento acontece baseado no estudo das propriedades e
comportamentos das cargas elétricas em repouso. A agédo das tensdes elétricas e
campos elétricos gerados a partir da superficie de um elemento fotocondutor da
maquina copiadora resulta em uma analise em uma dimensao desses fendmenos
(BITTENCOURT, 2010).

2.4 PRE-PROCESSAMENTO E POS-PROCESSAMENTO DO METODO

O pré-processamento do método se baseia em dividir o dominio de estudo
em uma malha de elementos finitos. Deve-se escolher o tipo de elemento mais
apropriado para modelacao fiel do problema (MIRLISENNA, 2016). Neste trabalho
como o dominio de estudo € em uma dimensao, optou-se por dividir o dominio de
estudo em elementos finitos lineares. No caso de elementos finitos definidos por retas,
cada um desses elementos é formado por dois nés.

Apos a definicdo da malha de elementos, o pré-processamento consiste
também na organizagdo das variaveis de entrada da simulagdo computacional do
método numérico de elementos finitos (COOK et al., 2001). Esse assunto sera melhor
explanado no capitulo 3 deste trabalho.

O pds-processamento do método consiste em analisar os resultados
obtidos apds a simulacdo computacional. Representam a aproximagdo numerica
obtida através da implementagdo do algoritmo desenvolvido (COOK et al., 2001).
Apds a obtencdo dos valores aproximados da tensao, obtidos através da simulagao,

0S mesmos serao comparados com os valores de tensdo encontradas através da
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solucao exata do problema. Esses valores de tensido dependem de constantes de
integracado que serao determinadas a partir da solugéo exata do problema e também
na etapa de simulagdo. O calculo da solugcdo exata obtida resolvendo a equacéao de
Laplace, bem como o desenvolvimento do método numérico s&o apresentados no

Capitulo 3 deste trabalho.

3 DESENVOLVIMENTO

3.1 SOLUGAO EXATA

A maquina copiadora € uma aplicacdo da eletrostatica. A superficie do
fotocondutor é carregada uniformemente. Quando a luz do documento a ser copiado
€ focada no fotocondutor acontece uma recombinacdo de cargas. A imagem é
revelada colocando um po preto carregado na superficie do fotocondutor. O campo
elétrico atrai o p6 carregado que é transferido para o papel e derretido para formar a

imagem. A figura 3 a seguir representa o esquema de uma maquina copiadora.

| x(pm)
q Eletrodo
ar Toner
E) ‘fl Dln
: i
D
—y 2n
0 booo_ E, Vs
Eletrodo

Figura 3 - Esquema de uma Maquina Copiadora.

Fonte: Autoria Propria
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A maquina copiadora € composta por dois eletrodos aterrados, no espaco
existente entre os dois eletrodos encontra-se um elemento fotocondutor e uma
distribuicdo uniforme de cargas. Essa distribuigdo uniforme de cargas gera um campo
elétrico acima do elemento fotocondutor E; € um campo elétrico abaixo do elemento
fotocondutor E,, também uma tensado V; é gerada acima do elemento fotocondutor e
uma tenséo V, é gerada abaixo do elemento fotocondutor. No espago entre os dois
eletrodos existe ar e o po de toner.

A utilizacdo de um modelo 1D é importante para validacdo do método de
elementos finitos uma vez que conhecendo a solugido exata da equagao que rege o
problema esta pode ser comparada com a solugéao aproximada fornecida pelo método
de elementos finitos. Depois de comprovar a validade do método de elementos finitos,
este podera ser utilizado futuramente para analisar maquinas elétricas com geometria
mais complexa, como o caso de transformadores, onde a solugcdo exata nao é
conhecida.

Uma andlise analitica através de métodos matematicos classicos €
importante para que seja possivel comparar e validar o funcionamento do método de
elementos finitos. Por esse motivo faz-se necessaria a utilizacdo da equacao de
Laplace. Como uma copiadora é um dispositivo elétrico que funciona baseada na agao
de campos elétricos, o estudo do comportamento desses campos através das
equacoes diferenciais de Laplace torna-se importante para analisar uma aplicagao da
eletrostatica (BASTOS, 1996).

A equacao (1) de Laplace governa a distribuicdo da tensao elétrica em uma
determinada superficie, e sabe-se que,

0%V 0%V 9%V (1)
0x? + dy? + 922 0,

Em que V é a tensédo elétrica em Volts, conforme descrito nas equagdes (2)
e (3) a segquir:

Como V = f(x) entéo:

v _ . (2)
0x2 '

Portanto,
d*v (3)
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A equacéo (3) pode ser escrita como:

dav_ (4)
dxdx
Integrando a equacéo (4), obtém-se a equacgéo (5) a seguir,
fddefO-dx-dx, ()

Reescrevendo a equacao (5), obtém-se a equacgao (6) a seguir,

dV =0-dx-x+ Adx =0, (6)
Integrando a equacéo (6), obtém-se a equacéo (7) a seguir,
V=0-x72+A-x+B, (7)
Assim, é possivel obter-se a equacao (8) a seguir,
V=A-x+B. (8)

Através da figura 3, quando x > a, superficie acima do fotocondutor, pode-
se definir que,
Vi=A4; x+ By, 9)
E quando x < a, superficie abaixo do fotocondutor, pode-se definir que,
V, =4, x+ B,. (10)
Com auxilio da figura 3 apresentada anteriormente € possivel definir as
condi¢cbes de contorno quando os eletrodos da maquina estao aterrados. Quando
(x = d) o eletrodo esta aterrado, portanto, a tensao elétrica acima do fotocondutor é
definida como,
Vi(x=d) =0, (11)
A tensao elétrica quando (x = 0), ou seja, abaixo do fotocondutor é definida
como,
V,(x =0) =0, (12)
Também, de acordo com a figura 3 é possivel definir mais uma equacgao de
condigao de contorno quando (x = a), tém-se que,
Vilx =a) =V,(x = a). (13)
Segundo o fendbmeno da refragdo do campo elétrico é possivel observar na
figura 3 que,
Din = Dyn = pslx=a (14)
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Dy, € D,,, representam a componente normal da indugao elétrica. A indugao
elétrica obedece a seguinte relagdo da equacéo (15) a seguir:
D = ¢E (15)
Em que Déa indugao elétrica em (%) ps € a densidade superficial de

c ., . .. Ly . F =,
carga em (ﬁ) € é a permissividade elétrica do material em (Z) e porsuavez, Eéo

vetor de campo elétrico em (%)
Aplicando as equagdes (11), (12), (13) e (14) podem-se determinar as
constantes de integragéao A;, A,, By, B.

Substituindo (x = d) na equacéo (9), obtém-se a equacéo (16) a seguir:

V,=A;-d+ By, (16)
Substituindo (11) em (16) tem-se a equacéao (17) a seguir:
0=A,-d+ By, (17)
Portanto,
B, = -4, -d. (18)
Agora, substituindo (12) em (10) obtém-se a equacéao (19) a seguir:
0=A4,-0+B,, (19)
Desta forma obtém-se a equagéao (20) a seguir:
B, = 0. (20)
Considerando (13), (9) e (10) tem-se a equacéo (21) a seguir:
Vi=A,-a+B,=4,-a+B,. (21)

Sabe-se que B, =0, e B, = —A; - d entao é possivel obter-se a equacao

(22) a sequir:

AZ:Al'a_Al'd (22)
a
Simplificando (22) obtém-se a equacgao (23):
d

Agora, aplicando a equagao (15) na equagéao (14), obtém-se a equagéao (24)
a sequir,
& Ein—&Eyp = psIX:a (24)

Sabe-se que, E = —VV, ento,
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. aVl . aVz . _
&1 5, T8 5 T Pslx=a

(25)

Considerando (9) e (10) e derivando em relagdo a x obtém-se a equagao
(26) a seguir:
—& " Ay + & Ay = pslx=a (26)

Isolando A; pode-se obter a equagao (27) a seguir:
& Ay —pslx=a (27)

1=

&

Agora, substituindo (27) em (23) obtém-se a equacéao (28) a seguir:

_(SZ'AZ—pS|x=a>.< d) (28)

2 = 1--
&

a

Desenvolvendo a equagéao (28) obtém-se a equagao (29) a seguir:

(s (-8)

A2=

e (1-9) o

d 31
et o1
Bi=d-plx=a | —+ o

& . .<__ _._)
g &1 sl+ael

Definidas as constantes de integracao, A,, A,, B;, B,, € possivel portanto
encontrar a solugao exata para o problema proposto. Estas equagdes foram definidas
em (20), (29), (30) e (31).

De (9), (30) e (31) é possivel determinar a tensdo exata V; segundo a

equacao (32) a segquir:
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) )) (32)
ad)))

De (10), (20), e (29) é possivel determinar a tensao exata V, segundo a

X=a 33
(2= (- .

equacao (33) a segquir:

Definidas as tensdes exatas V; e I, e consequentemente encontrada a
solucdo exata para o problema proposto, é possivel observar que V; e V, sao
expressdes em fungao de algumas variaveis conhecidas como, as distancias no eixo
X em Y metros, pg, & € &,.

A solucéo exata depende da distribuicdo de cargas no fotocondutor, dos

materiais utilizados e das caracteristicas construtivas da maquina copiadora. A

maquina copiadora em analise apresenta os seguintes dados: p; = 1,33 - 1073 (%) ,

g =2¢5(2), &= 3-50(%), €0 = 8.854-10"12 , d = 40um e a = 20um.
Como o valor de x varia de 0 a 40 um um algoritmo de programagao foi
implementado no software MATLAB com a finalidade de facilitar os calculos das

tensdes exatas em cada né de cada elemento finito. O cédigo de programacgao é

apresentado na sequéncia no quadro 1.



Quadro 1 — Cédigo para calculo da solugao exata.

$constantes para o calculo de V1 e V2
ps = 1.33e-3;

Ep0 = 8.854e-12;

Epl = 2*Ep0;

Ep2 = 3*Ep0;

d = 40e-6;

a = 20e-6;

contador=1;

for i=0:1e-6:40e-6 %i=x

contador=contador+1;
end
x = 0:1e-6:40e-6;
plot (x,Vexata)
legend ('Tensdo exata em Volts')
ylabel ('Tensédo exata em Volts')
xlabel ('Posicdo em metros')

if i>=a
Vexata (contador) = -ps* ((1/Epl)+(Ep2* (1-(d/a)))/ (Epl*Epl* (1-
(Ep2/Epl)+(d/a) * (Ep2/Epl)))) *i + d*ps* ((1/Epl)+((Ep2* (1-
(d/a))))/ (Epl*Epl* (1- (Ep2/Epl) +(d/a) * (Ep2/Epl)))); V1
else
Vexata (contador) = ((-ps/Epl)*(1-(d/a))/(1-
(Ep2/Epl) +(d/a) * (Ep2/Epl))) *i; V2
end

Fonte: Autoria prépria.
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Os resultados dos valores das tensbes exatas sao apresentados no

capitulo 4 deste trabalho.

3.2 SOLUGAO APROXIMADA: PRE-PROCESSAMENTO

Na figura 4 apresentada a seguir dividiu-se igualmente o dominio entre os

dois eletrodos em 40 elementos finitos lineares. Todos os elementos possuem o

mesmo comprimento de 1 y metro. Os elementos ndo possuem o mesmo material.

Sabe-se que do elemento 1 até o elemento 20 a permissividade elétrica € definida

como &,. A permissividade elétrica a partir do elemento 21 até o elemento 40 é definida

Como &;.
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r—d0=d 41 X a(pm)
40
40 +
€1, Vi, Din, El
x=20=a 21+ + .
- €2, Va, Das,,, 52
e
3
r=2 34
2
=1 21
1
=0 1+

Figura 4 — Discretizagdo do Dominio de Estudo.

Fonte: Autoria Propria

Cada elemento finito linear € composto por 2 nés. Por exemplo, o elemento
finito de numero 1 (em verde) é composto pelos nés 1 e 2, o elemento finito de numero
2 é composto pelos nés 2 e 3, e assim sucessivamente até o elemento finito linear de
numero 40 que é composto pelos nds 40 e 41. Os nos estao representados no eixo x
em Jm na cor preta e possuem a sequéncia de 1 a 41.

Na figura 4 é possivel observar também as distancias no eixo x em
M metros, representadas na cor azul. Disténcias importantes a serem consideradas
para as andlises. A fim de facilitar a comparagdo com a figura 3 apresentada
anteriormente, pode-se observar as distancias indicadas de (x = 0 um), (x = 20 um)
e (x =40 um).

Foi utilizada a figura 4 em uma dimensao para preparar os dados de

entrada, ou seja, realizar o pré-processamento do método de elementos finitos.
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Sao definidos primeiramente o numero de nés da malha de estudo, nimero
de elementos finitos, a quantidade de materiais, o numero de coordenadas por né, o
numero do nés que cada elemento possui, o grau de liberdade que existe em cada
nod, o numero de condi¢dbes de contorno do problema, neste caso as tensdes
conhecidas e numero de componentes de carregamento. O cdédigo de dados de

entrada é apresentado no quadro 2 a seguir.

Quadro 2 — Cédigo dados de entrada

% Dados de entrada:

NN = 41; S%numero de nos

NE = 40; SnuUmero de elementos

NM = 2; $numero de materiais

NDIM = 1; $%nuUmero de coordenadas por nod

NEN = 2; $numero de nd por elemento

NDN = 1; $%$nuUmero de grau de liberdade por né (tensdes incdgnitas)
ND = 3; $numero de condicdes de contorno (tensdes conhecidas)

NL = 41; SnUmero de componentes de F

Fonte: Autoria propria.
Posteriormente é criado um lagco de repeticdo que gera o vetor de
coordenadas dos nds. Sabe-se que este vetor se inicia em 1 até 41 (um). O cdodigo

que gera este vetor € apresentado a seguir no quadro 3.

Quadro 3 — Cédigo vetor de coordenadas dos nés

$vetor das coordenadas do nd
cont = 0;
for i=1:41

X (i) = cont;

cont = cont + (le-6);
end

Fonte: Autoria propria.

Em seguida s&o criadas algumas matrizes e vetores fundamentais para o
processamento do método numérico. A matriz definida como (NOC) guarda os nos de
cada elemento. E uma matriz de dimens&o (40x2). Cada linha da matriz representa

um elemento finito.

1 2
2 3
NOC = 3

N

40 411 (4or0
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O vetor definido como (MAT) representa os tipos de materiais existentes
nesta problematica da eletrostatica. Sabe-se de acordo com a figura 3 que existem

dois tipos de materiais, ¢; € £,. E um vetor de dimens&o (1x40).

MAT=01111111111111111111112222222222222222222]

O vetor definido como (AREA) grava os valores de ¢, relativo e ¢, relativo.
Como ja apresentado anteriormente (gz; =2) e (gg, = 3). O vetor (AREA) é
apresentado a seguir, e novamente observando a figura 4 para realizar uma
comparagao, pode-se observar que do n6 1 até o né 21 ele possui o valor 3 e a partir

do n6 21 até o n6 de numero 41 ele possui o valor 2.
AREA=[3333333333333333333332222222222222222222]

Alguns outros parametros foram definidos. Neste trabalho ndo serao
considerados os efeitos de temperatura. Mas como o cdédigo do pré-processamento
de elementos finitos pode ser utilizado futuramente em aplicacbes que necessitem

avaliar os efeitos de temperatura, foi definido o vetor (DT) como nulo.

DT=[0000000000000000000000000000000000000000]

Foram definidos também o vetor de tensdes especificadas (U) e o vetor do
numero de nos correspondente de cada tensdo (NU). As tensdes especificadas sao
aquelas quando os eletrodos estao aterrados, portanto valem 0 Volts, e a tensio sobre
o elemento fotocondutor 600,8584 V. O trecho do programa que exemplifica essas

defini¢gdes é apresentado a seguir no quadro 4.

Quadro 4 — Cédigo tensdes especificadas

$tensdes especificadas (eletrodos aterrados e fotocondutor)
NU(1) = 1; snumero do nd

Uu(l) = 0; %$tensdo no eletrodo aterrado

NU(2) = 21; snumero do nd

U(2) = 600.8584; %$tensdo no fotocondutor

NU(3) = 41; snumero do nd

Uu(3) = 0; %$tensdo no eletrodo aterrado

Fonte: Autoria propria.
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Os respectivos vetores (NU) e (U) sdo apresentados na sequéncia.

NU=[1 21 41]
U=[0 600.8584 0 ]

Com quase todos os parametros definidos para o processamento do
meétodo, € importante mencionar que, apds esta etapa de pré-processamento os
dados apresentados neste capitulo serdo utilizados para implementar o codigo de
elementos finitos em uma dimenséo. O cédigo de elementos finitos resolve a equagéo
(34) a seguir:

{F} = [K] - {V}. (34)

Onde [K] é a matriz rigidez, {V} sdo as tensbes a serem calculadas e {F}
sdo os componentes de carregamento. Sabe-se da equacgao (3) que {F} = 0 .O vetor

F é apresentado a seguir.

F=[00000000000000000000000000000000000000000]

Inicialmente o vetor F é definido como nulo na etapa de pré-processamento
do método de elementos finitos, mas no processamento do método esse valor varia
segundo as condi¢des de contorno.

E importante definir também a matriz com as propriedades dos materiais.
A matriz definida como (PM) representa as propriedades dos materiais existentes na
problematica. Na linha i temos as propriedades do material i com i=1, 2. E uma matriz
de dimenséo (4x4). O valor da primeira linha e primeira coluna é a constante de
permissividade elétrica no vacuo ¢, = 8,85 - 10712, O valor da primeira linha e segunda
coluna é o coeficiente de expansao térmica, que neste caso € igual a zero. A matriz
(PM) das propriedades do material é apresentada a seguir.

PM = 1.0e — 11 - [0.8854 o]

0.8854 0

O codigo completo do pré-processamento do método numérico de
elementos finitos é apresentado a seguir no quadro 5.



Quadro 5 - Codigo do pré-processamento de dados

)

% Dados de entrada:

NN = 41; S%numero de nobs

NE = 40; %numero de elementos
NM = 2; $nuimero de materias

NDIM = 1; %nuUmero de coordenadas por nd

NEN = 2; Snumero de nd por elemento

NDN = 1; S%numero de grau de liberdade por ndé (tensdes incdgnitas)
ND = 3; %$numero de condicdes de contorno (tensdes conhecidas)

NL = 41; S%nUmero de componentes de F

$vetor das coordenadas do nd
cont = 0;
for i=1:41
X (i) = cont;
cont = cont + (le-6);
end
cont2 = 1;
for i=1:NE
for j=1:2
NOC (i,j) = cont2;
cont2 = cont2 + 1;
end

cont2 = cont2 - 1;

if i<=21
MAT (1) = 1; %$Vetor do material
AREA (1) = 3; %0 vetor &area grava €(relativo)
else
MAT (1) = 2;
AREA (1) = 2;
end
DT (i) = 0; %N&o foram considerados os efeitos de temperatura no problema

end

$tensdes especificadas (eletrodos aterrados e fotocondutor)

NU (1) = 1; S%numero do nd
U(l) = 0; %$tensado
NU(2) = 21;
U(2) = 600.8584;
NU (3) = 41;
Uu(3) = 0;
$Componentes de carregamento
for i=1:NN
if (i==1)| (i==NN) %se i=1 OU i=NN
F(i)=0*(le-6)/2;
else

F(i)=2*F(1);
end
end

$Propriedades do material

PM(1,1) = 8.854e-12; %Valor g

PM(1,2) = 0; $Coeficiente de expansdo térmica
PM(2,1) =8.854e-12;

PM(2,2) = 0;

Fonte: Autoria prépria
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Ap0s a realizagao do pré-processamento os dados obtidos foram utilizados
no processamento do método numérico de elementos finitos. Os resultados da
simulacao serdo apresentados no capitulo 4 deste trabalho. Os valores das tensdes
encontradas através da simulacdo serdo comparados com os valores das tensdes

exatas calculadas para validagdo do método aproximado.

4. RESULTADOS E DISCUSSOES

4.1 RESULTADOS OBTIDOS ATRAVES DA SOLUGAO EXATA

O cddigo do quadro 1 foi rodado na plataforma do software MATLAB e a

figura 5 a seguir apresenta os resultados obtidos.

700
Tensaéo exata em Volts
600 | A
VAR
2 50 / \
p=4 ’
e / \
@ 400 | /
= / Y
] /
S
S 300 / N\
]
£ J/ \
F 200 / \
f/ N
oot/
/ \
0 . . . . . . . hY
0 0.5 1 15 2 25 3 a5 4 45
Posicdo em metros %1073

Figura 5 - Resultado Solugéo Exata

Fonte: Autoria Prépria

E possivel observar a partir da figura 5 apresentada anteriormente que para
a posigao de (x = 0) a tensao exata correspondente é igual a 0 Volts, pois neste ponto

encontramos o eletrodo da maquina copiadora aterrado. A medida que a posi¢ao no



33

eixo (x) varia a tensdo exata tende a aumentar linearmente. Na posi¢cao de (x =
20 um) a tensdo exata atinge seu valor maximo correspondente a aproximadamente
600 Volts, na superficie do elemento fotocondutor. A partir da posi¢céo de (x = 20 um)
a tensdo exata comeca a diminuir linearmente até chegar na posicao em que (x =
40 um), nesta posicao a tensao exata atinge o valor de 0 Volts novamente, pois neste

ponto encontramos o segundo eletrodo da maquina copiadora aterrado.

4.2 RESULTADOS OBTIDOS ATRAVES DA SIMULAGAO

Os resultados do cédigo do quadro 5 foram utilizados como entrada da
etapa de processamento do método de elementos finitos. Com a finalidade de facilitar
a visualizacdo e comparacao dos valores de tensdes exatas calculadas e os valores
de tensido aproximados obtidos através do método numérico, os resultados sao

apresentados na tabela 1 a seguir.

Tabela 1 — Tensdes aproximadas, Tensdes exatas, Erro relativo e Campo elétrico em cada né

Numero do N6  Tensao Elétrica (V) Tensao Analitica (V) Erro Relativo Campo Elétrico (%)
1 1,502136-1073 0 Inf —3,004272 107
2 3,004422 - 10! 3,004292 - 10* 4,335622-107° —3,004272- 107
3 6,008694 - 101 6,008584 - 10! 1,835639- 1075 —3,004272 107
4 9,012966 - 10! 9,012876 - 10* 1,002311-1075 —3,004272 - 107
5 1,201724 - 102 1,201717 - 102 5,856473-107° —3,004272 - 107
6 1,502151 - 102 1,502146 - 102 3,356490 - 107 —3,004272 - 107
7 1,802578 - 102 1,802575 - 102 1,689834 - 107 —3,004272 107
8 2,103005 - 102 2,103004 - 102 4,993661 1077 —3,004272 107
9 2,403433 - 102 2,403433 - 107 3,934851-1077 —3,004272- 107
10 2,703860 - 10 2,703863 - 107 1,087925-107° —3,004272- 107
11 3,004287 - 102 3,004292 - 102 1,643477-107° —3,004272 - 107
12 3,304714 - 102 3,304721 - 102 2,098019 - 10 —3,004272 - 107
13 3,605141 - 10? 3,605155 - 10?2 2,476805 - 107° —3,004272- 107
14 3,905568 - 10 3,905579 - 107 2,797315-107° —3,004272- 107
15 4,205996 - 102 4,206009 - 102 3,072039-10°° —3,004272 - 107
16 4,506423 - 102 4,506438 - 102 3,310132-107° —3,004272 - 107
17 4,806850 - 102 4,806867 - 102 3,518464-107° —3,004272- 107

RN
oo

5,107277 - 102 5,107296 - 102 3,702287 - 107° —3,004272 - 107
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19 5,407704 - 102 5,407725 - 102 3,865684 - 107 —3,004272 - 107
20 5,708132 - 102 5,708155 - 102 4,011882-107° —3,004272 - 107
21 6,008559 - 102 6,008584 - 102 4,143460-107° —4,837379 - 106
22 5,804879 - 102 5,708155 - 102 1,694500 - 1072 2,545995 - 107
23 5,499360 - 102 5,407725 - 102 1,694510 - 1072 3,055194 - 107
24 5,193840 - 102 5,107296 - 102 1,694521- 1072 3,055194 - 107
25 4,888321 - 102 4,806867 - 102 1,694533 - 1072 3,055194 - 107
26 4,582801 - 102 4,506438 - 102 1,694548 - 1072 3,055194 - 107
27 4,277282 - 102 4,206009 - 102 1,694564 - 1072 3,055194 - 107
28 3,971763 - 102 3,905579 - 102 1,694582 - 1072 3,055194 - 107
29 3,666243 - 102 3,605150 - 102 1,694604 - 1072 3,055194 - 107
30 3,360724 - 102 3,304721- 102 1,694630 - 1072 3,055194 - 107
31 3,055204 - 102 3,004292 - 102 1,694661 - 1072 3,055194 - 107
32 2,749685 - 102 2,703863 - 102 1,694698 - 1072 3,055194 - 107
33 2,444166 - 102 2,403433 - 102 1,694745 - 1072 3,055194 - 107
34 2,138646 - 102 2,103004 - 102 1,694806 - 1072 3,055194 - 107
35 1,833127 - 102 1,802575 - 102 1,694886 - 1072 3,055194 - 107
36 1,527607 - 102 1,502146 - 102 1,694999 - 1072 3,055194 - 107
37 1,222088 - 102 1,201717 - 102 1,695169 - 1072 3,055194 - 107
38 9,165684 - 10! 9,012876 - 10? 1,695451 - 1072 3,055194 - 107
39 6,110490 - 10! 6,008584 - 10? 1,696016 - 1072 3,055194 - 107
40 3,055296 - 10! 3,004292 - 10? 1,697711-1072 3,055194 - 107
41 1,018398- 1073 0 Inf 3,055194 - 107

Fonte: Autoria Prépria

Considerando a solugao exata como referéncia pode-se constatar através

da tabela 1 que os valores de tensao obtidos através da simulacdo de elementos

finitos estdo muito proximos dos valores de tensio exata.

A figura 6 apresenta o erro relativo em fungéo da posi¢ao (x) em metros. O

valor do erro relativo tende a zero em fungao da posicado em metros. O erro maximo €

aproximadamente zero, mostrando a concordancia entre tensdo exata e aproximada.

Este valor de erro praticamente nulo valida o método de elementos finitos utilizado.



35

T T T
—&— Tensao Eletrica Aproximada Elementos Finitos
Tensao Eletrica Analitica

o] 0.5 1 1.5 2 25

posicao (m) 1072
5
%10
5 T T T T T T
*
4 \ -
g
B3 T
g
=]
22+ -
i *
1 * —
e . . e Sk H—
0 I ! B S S S e o e I i |
0 02 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 18
posicao (m) 1072

Figura 6 - Tensao Aproximada e Tensao Analitica em fungéo da posicdo em metros (0 a 20 ym).

Fonte: Autoria Propria.

Vexata - Vaprox

O erro relativo é dado por, E; = . O valor do erro tende ao

Vexata

infinito quando a tensao exata € nula.
Na figura 7 observa-se que a tensao diminui linearmente com a posi¢ao. O
segundo grafico desta imagem apresenta o erro relativo em func¢ao da posigéo (x) em

metros. O valor do erro relativo € muito proximo de zero.
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Figura 7 - Tens&o Aproximada e Tensao Analitica em fungéo da posicdo em metros (20 um a 40 uym).

Fonte: Autoria Propria.

4.3 DISCUSSOES

Portanto, analisando os valores obtidos através da solugdo exata e os
valores obtidos através da simulacdo do método numérico de elementos finitos, pode-
se observar, que os valores de tensido obtidos estdo muito proximos, praticamente
iguais. Com isso, constata-se que o método de elementos finitos & valido para esta
aplicagado da eletrostatica proposta e com isso pode ser utilizado em aplicagdes
futuras, em maquinas elétricas mais complexas por exemplo, para prever seu
comportamento e otimizar custos e tempo de fabricacao.

Na tabela 1, o campo elétrico foi obtido numericamente utilizando o

negativo do gradiente da tensédo aproximada. O campo elétrico maximo em maodulo
vale 3,055 107 (%) Para nao acontecer ruptura do material dielétrico da maquina

copiadora este valor ndo pode ser superior ao valor da rigidez dielétrica dos materiais
existentes acima e abaixo do fotocondutor. O valor da rigidez dielétrica destes

materiais isolantes nao foi disponibilizado para ser possivel uma comparacgao.
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5. CONCLUSAO

O desenvolvimento da solugdo exata desta problematica da eletrostatica
ocorreu de maneira satisfatéria e foi possivel chegar as expressbes corretas dos
valores de tensdo a partir da solugdo da equacdo de Laplace que governa a
distribuicdo da tensao elétrica em uma determinada superficie.

A realizagao do pré-processamento de dados para a simulagdo do método
numeérico de elementos finitos também ocorreu de maneira satisfatéria, uma vez que
foi possivel constatar através dos resultados alcancados e a realizacdo do pos-
processamento do método, que os valores obtidos em simulagdo condiziam com os
valores atingidos através da solugao exata.

Como os valores das tensbdes exatas e os valores aproximados obtidos
através da simulacdo computacional estavam muito proximos, foi possivel confirmar,
que a simulagcdo do método numérico de elementos finitos para esta aplicacao da
eletrostatica, maquina copiadora, funciona e pode ser aplicado em outras finalidades.

Por fim, destaca-se que os resultados obtidos foram satisfatérios e que o
método de elementos finitos foi validado através de simulagao no software MATLAB.
Este fato € muito importante, pois torna a utilizacdo do método mais acessivel para
instituicbes de ensino como a Universidade Tecnoldgica Federal do Parana sem que
seja necessario a utilizagao de um software exclusivo comercial para implementacao
do estudo.

Na maior parte dos problemas reais a solucédo exata € desconhecida, entéao
calculamos a solugéo aproximada por elementos finitos e para garantir que essa
solucado seja verdadeira, temos que utilizar um grande numero de elementos na

malha.
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