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RESUMO 
 
TARUMOTO, Otavio. Síntese de Controladores por Realimentação Estática de 
Saída: Aplicação em um Sistema Torcional com 2­DOF.  2019. 22 f. Trabalho de 
Conclusão de Curso (Graduação) – Engenharia Elétrica. Universidade Tecnológica 
Federal do Paraná. Cornélio Procópio, 2019.  
 
 
O  principal  objetivo  deste  trabalho  é  realizar  a  síntese  de  controladores  para  um 
sistema torcional com dois graus de  liberdade. A síntese será  realizada através de 
duas técnicas de estabilização via realimentação estática de saída, e os resultados 
serão analisados a  fim de comparar o desempenho dos controladores sintetizados 
por  cada  uma  das  técnicas.  As  técnicas  utilizadas  são  baseadas  na  resolução  de 
desigualdades matriciais lineares. 
 
 
Palavras­chave:  Realimentação  estática  de  saída.  Desigualdades  matriciais 
lineares. Controle moderno. Sistema torcional. 
  



 
 

   
 

ABSTRACT 
 

TARUMOTO, Otavio. Synthesis of controllers by static output feedback: 
Application in a Torsional System with 2­DOF.  2019. 22 f. Proposed Monography 
(Graduation) – Electrical Engineering. Universidade Tecnológica Federal do Paraná. 
Cornélio Procópio, 2019.  
 
 
The  main  objective  of  this  thesis  is  the  synthesis  of  static  controllers  to  control  a 
torsional system with two degrees of freedom. The synthesis will be realized with two 
techniques of stability through static output feedback, and the results will be analyzed 
in  order  to  compare  the  performance  of  the  controllers  synthetized  by  each 
technique.  The  utilized  techniques  are  based  on  the  resolution  of  linear  matrix 
inequalities.  
 
 
Keywords:    Static  output  feedback.  Linear  matrix  inequalities.  Modern  control. 
Torsional system. 
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1 INTRODUÇÃO  
 

Os  sistemas  de  controle  são  uma parte  integrante  da  sociedade  moderna. 

Inúmeras  aplicações  estão  à  nossa  volta:  os  foguetes  são  acionados,  e  o  ônibus 

espacial decola para orbitar a Terra; envolta em jatos de água de resfriamento, uma 

peça  metálica  é  usinada  automaticamente;  um  veículo  autônomo  distribuindo 

materiais  para  estações  de  trabalho  em  uma  oficina  de  montagem  aeroespacial 

desliza ao longo do piso buscando seu destino (NISE, 2012). 

Sem  sistemas  de  controle  poderia  não  existir  manufatura,  veículos, 

computadores,  ambientes  regulatórios  –  resumindo,  não  existiria  tecnologia. 

Sistemas de controle são o que fazem máquinas, no sentido mais amplo do termo, 

funcionarem  como  desejado  pelo  usuário  (DOYLE;  FRANCIS;  TANNENBAUM; 

2009).   

Nos dias atuais qualquer área da tecnologia não pode avançar sem o uso do 

controle, já que possuir um sistema controlado garante sua operação adequada nas 

condições previstas, o que pode evitar problemas resultantes da instabilidade, como 

falhas, defeitos ou comportamentos perigosos.  

Existem  diversas  aplicações  na  indústria  para  um  sistema  torcional,  como 

por exemplo eixos de transmissão de máquinas rotativas,  sistemas que utilizem de 

correias e engrenagens e até mesmo brocas de perfuração. O sistema utilizado no 

presente  trabalho  é  um  sistema  torcional  com  dois  discos,  para  que  possua  dois 

graus  de  liberdade.  Alguns  trabalhos  que  utilizam  o  sistema  torcional:  (SINGH; 

RATTAN, 2003), (PARKS, 1999) e (OLOOMI, 2004).  

Em muitas aplicações, não é prático mensurar todos os estados diretamente 

e podemos mensurar somente as saídas correspondentes aos sensores disponíveis 

(MURRAY; ÅSTRÖM, 2009).  

Quando  for  necessário  projetar  um  compensador  para  um  sistema,  é 

interessante se utilizar uma técnica que utilize a saída do sistema caso não se tenha 

acesso a todos os estados por medida direta ou estimação. Porém ao se trabalhar 

com realimentação de saída, deve se  levar em conta que o  trabalho se  torna mais 

complexo  de  ser  realizado,  como  pode  ser  visto  em  (LEME,  2017),  (OLIVEIRA, 

1999) e (PEAUCELLE; ARZELIER, 2001). 
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Para  a  síntese  dos  controladores  duas  técnicas  foram  selecionadas,  onde 

uma delas se baseia em transformar todo o sistema para facilitar o cálculo do ganho, 

enquanto a  outra  se baseia  em encontrar um ganho  de  realimentação  de estados 

que será utilizado para calcular o ganho de saída. Ambas as técnicas são baseadas 

na resolução de LMIs. 

 

1.1 Delimitação do tema 
 

Neste  trabalho  serão  utilizadas  duas  técnicas  de  síntese  de  controladores 

por realimentação estática da saída, sendo uma delas a técnica de dois estágios e a 

outra a técnica de transformação de similaridade. 

 

1.2 Problemas e premissas 
 

As  técnicas que  utilizam  da  realimentação de  saída  não  são  tão  utilizadas 

porque requerem um cálculo mais avançado do que a realimentação de estados. O 

maior  problema  de  quando  se  utiliza  esse  método  é  a  validação  dos  dados  na 

realimentação de saída.  

 

1.3 Objetivos Gerais 
 

Realizar  a  síntese  de  controladores  para  o  torcional  com  dois  graus  de 

liberdade, utilizando duas metodologias diferentes e comparando­as. 

 

1.4 Objetivos Específicos 
 

•  Calcular os parâmetros do sistema torcional para analisar o mesmo; 

•  Com  auxílio  do  software  MATLAB,  realizar  a  síntese  dos  controladores 

através de duas técnicas distintas; 

•  Simular  o  sistema  com  os  controladores  sintetizados  com  a  ajuda  do 

Simulink; 

•  Implementar os controladores no sistema físico;  

•  Comparar o resultado obtido entre os controladores sintetizados. 
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2 IDENTIFICAÇÃO PARAMÉTRICA DO SISTEMA 
 

O sistema torcional é composto por três discos que estão ligados através de 

uma  haste  flexível  no  centro  de  cada  disco,  e  há  um  servo  motor  que  aplica  um 

torque  no  disco  inferior,  possibilitando  o  controle  das  posições  ou  velocidades 

angulares. O sistema pode ser configurado como o usuário desejar, por exemplo os 

discos podem ser retirados ou mesmo fixados, e é possível também colocar massas 

sobre eles, modificando o momento de inércia do sistema.  

A  configuração  que  será  utilizada  neste  trabalho  será  com  2  graus  de 

liberdade  (DOF).  Importante  ressaltar  que  a  configuração  utilizada  para  o 

equacionamento é o visto na Figura 1, por ser a  forma mais genérica com 2­DOF, 

onde o atrito é idealizado como viscoso (PARKS, 1999). 

 
Figura 1 – Planta do sistema torcional com 2­DOF, sem estar fixado

 
Fonte: Manual for Model 205a Torsional Control System (p. 69) ­ Editado 
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Onde 𝑘1 e 𝑘2 são as constantes elásticas de mola dos discos 1 e 2, 𝐽1 e 𝐽2 

são  a  inércia  dos  discos  1  e  2,  𝑐1  e  𝑐2  são  as  constantes  de  amortecimento  dos 

discos 1 e 2, 𝜃1(𝑡) e 𝜃2(𝑡) são as posições dos discos 1 e 2, e por fim 𝑇(𝑡) é o torque 

aplicado no disco 1. 

A  partir  do  diagrama  de  corpo  livre  dos  discos  1  e  2,  representados  na 

Figura 2, ao realizar o somatório dos torques atuando em 𝐽1 e 𝐽2: 

 

 
𝐽1𝜃̈1 + 𝑐1𝜃̇1 + 𝑘1𝜃1 − 𝑘1𝜃2 = 𝑇(𝑡) 

𝐽2𝜃̈2 + 𝑐2𝜃̇2 + (𝑘1 + 𝑘2)𝜃2 − 𝑘1𝜃1 = 0 

(1) 
(2) 

 

Através da Equação (1) e Equação (2) é possível representar o sistema em 

espaço de estados: 

 

 
𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢(𝑡) 

𝑦 = 𝐶𝑥 
(3) 
(4) 

 

Onde a entrada 𝑢(𝑡) é o  torque aplicado no disco 1 𝑇(𝑡) e as variáveis de 

estado são as posições e velocidades dos discos 1 e 2, conforme a Equação 5. Com 

as variáveis de estado definidas e com as Equação 1 e Equação 2, as matrizes 𝐴, 𝐵 

e 𝐶 são definidas na Equação 5. 

 

 

𝑥 =

[
 
 
 
𝜃1

𝜃̇1

𝜃2

𝜃̇2]
 
 
 

, 𝐴 = [

0 1 0 0
−𝑘𝑑1/𝐽1 −𝑐𝑑1/𝐽1 𝑘𝑑1/𝐽1 0

0 0 0 1
𝑘𝑑1/𝐽2 0 −(𝑘𝑑1 + 𝑘𝑑3)/𝐽2 −𝑐𝑑3/𝐽2

], 

𝐵 = [

0
1/𝐽1
0
0

] , 𝐶 = [

𝐶1 0
0 𝐶2

0 0
0 0

0 0
0 0

𝐶3 0
0 𝐶4

] 

(5) 

 

Onde 𝑐𝑑1 = 𝑐1, 𝑐𝑑3 = 𝑐2, 𝑘𝑑1 = 𝑘1 e 𝑘𝑑3 = 𝑘2.   
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O sistema torcional conta com encoders que realizam a leitura nos discos, e 

nesse  caso  𝜃𝑖  são  os  ângulos  referente  a  cada  disco.  Neste  sistema  𝐶𝑖  (𝑖 =

1,2,3,4) = 1  caso  𝑥𝑖  seja  uma  saída,  senão  o  valor  deste  será  nulo.  Para  este 

trabalho será utilizado as saídas referentes à posição dos discos  (𝑖 = 1 𝑒 3), o que 

resulta na seguinte matriz 𝐶. 

 

 
𝐶 = [

1 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 0

]  (6) 

 
Figura 2 – Diagramas de corpo livre dos discos 1 e 2

 
Fonte: Manual for Model 205a Torsional Control System (p. 69) ­ Editado 

 

Para realizar a síntese dos compensadores, antes é necessário determinar a 

dinâmica  do  sistema  que  se  deseja  aplicar  os  controladores,  e  para  isso  é 

necessário  realizar  a  identificação  do  sistema.  Essa  identificação  é  realizada 

seguindo à risca o manual do aparelho Torsional Control System ECP 205a. 

  



14 
 

   
 

Para  a  identificação  completa  do  sistema  é  utilizada  a  configuração 

apresentada  na  Figura  3.    A  identificação  do  sistema  é  realizada  utilizando  os  3 

discos,  para  que  se  possa  calcular  todos  os  possíveis  parâmetros  do  sistema 

torcional. O segundo disco permanece preso à estrutura enquanto os discos 1 e 3 se 

mantém soltos com dois pesos de 500g, localizados à 9 centímetros do centro sobre 

os discos.  

Os dados para os cálculos são encontrados com o auxílio do supervisório do 

sistema torcional, analisando as respostas dos discos 1 e 3 a uma entrada manual e 

a uma entrada enviada pelo computador, ambas do tipo degrau, com a presença e a 

ausência dos pesos em cada disco. Quando se utiliza a entrada manual, é gerada 

uma  resposta  sub­amortecida,  e  desta  resposta  se  analisa  os  valores  de 

sobressinal, frequência de oscilação e o valor em regime permanente na saída, para 

calcular  os  parâmetros  já  indicados  na  Equação  1  e  Equação  2.  Os  cálculos  se 

encontram  no  manual  do  sistema  torcional.  É  importante  ressaltar  que,  apesar  da 

identificação  do  sistema  considerar  a  presença  de  três  discos,  o  controle  será 

sintetizado considerando apenas os dois discos inferiores. 
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Figura 3 – Torsional ECP 205a configurado para a identificação do sistema 

 

Fonte: Manual for Model 205a Torsional Control System (p. 74) – Editado 
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Figura 4 – Foto do sistema torcional 

 
Fonte: Autoria própria 
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3 DESIGUALDADES MATRICIAIS LINEARES 
 

As desigualdades matriciais lineares, também chamadas de LMIs (em inglês, 

Linear  Matrix  Inequalities),  são  utilizadas  com  frequência  para  a  solução  de 

problemas  convexos,  podendo  ser  utilizadas  em  técnicas  de  síntese  de 

compensadores.  

De  acordo  com  (BOYD,1994),  uma  desigualdade  matricial  linear  possui  o 

seguinte formato: 

  𝐹(𝑥) ≜ 𝐹0 + ∑𝑥𝑖𝐹𝑖 > 0

𝑚

𝑖=1

  (7) 

 

Onde 𝑥 ∈ ℝ𝑚 são as variáveis e as matrizes simétricas 𝐹𝑖 = 𝐹𝑖
𝑇 ∈ ℝ𝑛×𝑛, 𝑖 =

0, … ,𝑚  são  dadas.  O  símbolo  de  desigualdade  em  (7)  representa  que  𝐹(𝑥)  é 

definida positiva. A LMI (7) também é equivalente a um conjunto de 𝑛 desigualdades 

polinomiais em 𝑥 (BOYD,1994). 

 

3.1 Teorema de Lyapunov 
 

Um sistema é assintoticamente estável se, e somente se, existir uma função 

de Lyapunov 𝑣(𝑥) que satisfaça as seguintes inequações: 

 

  𝑣(𝑥) > 0, ∀𝑥 ≠ 0 

𝑣̇(𝑥) < 0, ∀𝑥 ≠ 0 
(8) 

 

Onde 𝑣̇(𝑥) é a derivada temporal da função de Lyapunov 𝑣(𝑥). 

Quando  se  utiliza  o  Teorema  de  Lyapunov,  encontrar  uma  função  de 

Lyapunov que permita a análise da estabilidade do sistema é considerado a maior 

dificuldade (GREEN, 2012). Sendo 𝑥̇ = 𝐴𝑥 um sistema linear e invariante no tempo, 

onde 𝐴 provém do espaço de estados desse sistema  linear, este será considerado 

assintoticamente estável se, e somente se, a seguinte função de Lyapunov satisfizer 

o teorema de Lyapunov: 
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  𝑣(𝑥) = 𝑥𝑇𝑃𝑥  (9) 

 

Onde  𝑃  é  uma  matriz  simétrica.  Aplicando  (9)  nas  inequações  (8),  são 

obtidas as seguintes LMIs: 

  𝑃 > 0, 

𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴 < 0. 
(10) 

 

As  condições  de  síntese  de  controladores  são  desenvolvidas  a  partir  das 

LMIs (10), sendo estas as condições de análise de estabilidade. Há várias técnicas 

disponíveis  para  a  síntese  de  controladores  (por  exemplo  (GEROMEL,  2008), 

(SHIMIZU, 2016) e (MANESCO, 2013)), mas neste trabalho são consideradas duas 

técnicas para a síntese de ganhos de  realimentação de saída, que são explicadas 

com mais detalhes no Capítulo 4. 
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4 CONTROLE POR REALIMENTAÇÃO DE SAÍDA 
 

Controle com realimentação refere­se a uma operação que, na presença de 

distúrbios,  tende  a  diminuir  a  diferença  entre  a  saída  de  um  sistema  e  alguma 

entrada  de  referência  e  atua  com  base  nessa  diferença  (OGATA,  2010).  Na 

realimentação de saída, um ganho é aplicado na saída do sistema e utilizado para 

compor o sinal de controle. 

Com  a  realimentação  de  saída,  é  possível  estabilizar  sistemas  instáveis. 

Essa vantagem aparece devido ao uso de um sensor para observar a saída, e pelo 

uso da saída para a gerar a entrada (NYGREN, 2014). 

 

4.1 Realimentação estática de saída 
 

Considere o sistema dado por: 

 

  𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢  (11) 

  𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢  (12) 

 

Onde  𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛,  𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑚,  𝐶 ∈ ℝ𝑝×𝑛  e  𝐷 ∈ ℝ𝑝×𝑝  são  as  matrizes 

representantes  do  espaço  de  estados  do  sistema.  O  controle  por  realimentação 

estática de saída é  realizado ao utilizar uma matriz de ganho 𝐿  tal que a equação 

𝑢(𝑡) = 𝐿𝑦(𝑡) estabilize o sistema a ser controlado, onde 𝑢(𝑡) é a entrada do sistema 

e 𝑦(𝑡) a saída do sistema.  

A  Figura  5  representa  o  diagrama  de  blocos  de  um  controle  por 

realimentação de saída do sistema composto pelas Equação 11 e Equação 12. 
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Figura 5 – Diagrama de blocos: Controle por realimentação estática de saída

 
Fonte: Autoria própria 

  

 4.2 Metodologia 
 

Para o seguinte trabalho serão utilizadas duas técnicas de estabilização por 
realimentação  de  saída  (LEME,  2017),  na  qual  a  técnica  de  transformação  será 
nomeada como Técnica 1, e a técnica de dois estágios será nomeada como Técnica 
2. 

 

4.2.1 Técnica 1 
 

A técnica de  transformação de similaridade consiste em aplicar, em  todo o 
sistema,  uma  matriz  de  transformação  de  similaridade  𝑇,  encontrada  da  seguinte 
forma: 

 

 
𝑇 = [

𝐶
𝑄

] ∈ ℝ𝑛×𝑛  (13) 
 

Sendo  𝑄  uma  matriz  arbitrária  que  garanta  que  𝑇  seja  invertível.  Com  a 
equação 𝑥 = 𝑇−1𝑥̂  é  possível  reescrever  o  sistema  composto pelas Equação  11 e 
Equação 12 da seguinte maneira: 
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  (𝑇−1𝑥̇̂) = 𝐴𝑇−1𝑥̂ + 𝐵𝑢 
𝑦 = 𝐶𝑇−1𝑥̂ + 𝐷𝑢  (14) 

 

Assim  a  dinâmica  do  sistema  transformado  depende  de  𝐴̂ = 𝑇𝐴𝑇−1  e  𝐵̂ =

𝑇𝐵.  Utilizando  a  transformação  (13),  a  matriz  𝐶̂  é  igual  a  [𝐼 0],  sendo,  portanto, 
possível  modelar  o  problema  da  síntese  de  um  ganho  de  realimentação  de  saída 
como  um  problema  de  síntese  de  realimentação  de  estados.  O  ganho  𝐿1  para  a 
realimentação de saída é encontrado através da resolução das seguintes LMIs:  

 

 
𝑊0 = [

𝑊11 0
0 𝑊22

] > 0, 
 

(15) 

  𝑍0 = [𝑍11 0], 
 

(16) 

  𝐴̂𝑊0 + 𝑊0𝐴̂
𝑇 + 𝐵̂𝑍0 + 𝑍0

𝑇𝐵̂𝑇 < 0, 
 

(17) 

 

Onde  𝑊0 = 𝑊0
𝑇 ∈ ℝ𝑛×𝑛,  𝑍0 ∈ ℝ𝑚×𝑛,  𝑊11 ∈ ℝ𝑝×𝑝,  𝑊22 ∈ ℝ(𝑛−𝑝)×(𝑛−𝑝)  e  𝑍11 ∈

ℝ𝑚×𝑝. Com isso, o ganho estabilizante da realimentação de saída para o sistema é 
encontrado como 𝐿1 = 𝑍11𝑊11

−1 (LEME, 2017).  

 

4.2.2 Técnica 2 
 

Esta técnica é composta por duas etapas, onde a primeira etapa consiste em 
encontrar um ganho estabilizante de realimentação de estados 𝐾 do sistema, sendo 
que  a  técnica  utilizada  para  encontrar  esse  ganho  pode  afetar  o  resultado.  Já  a 
segunda  etapa  utiliza  o  ganho  𝐾  encontrado  na  primeira  etapa  e  aplica  nas 
seguintes LMIs: 

 

  𝑃 > 0, 
 

(18) 

 
[

Π11 Π12 Π13

Π21 −𝐺 − 𝐺𝑇 𝐺𝐵

Π31 𝐵𝑇𝐺𝑇 −𝐻 − 𝐻𝑇

] < 0  (19) 

 

Sendo: 
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Π11 = 𝐴𝑇𝐹𝑇 + 𝐹𝐴 + 𝐾𝑇𝐵𝑇𝐹𝑇 + 𝐹𝐵𝐾, 

Π12 = 𝑃 − 𝐹 + 𝐴𝑇𝐺𝑇 + 𝐾𝑇𝐵𝑇𝐺𝑇 , 

Π13 = 𝐹𝐵 + 𝐶𝑇𝐽𝑇 − 𝐾𝑇𝐻𝑇 , 

Π21 = 𝑃 − 𝐹𝑇 + 𝐺𝐴 + 𝐺𝐵𝐾, 

Π31 = 𝐵𝑇𝐹𝑇 + 𝐽𝐶 − 𝐻𝐾, 

 

Onde 𝑃 = 𝑃𝑇 ∈ ℝ𝑛×𝑛, 𝐹 ∈ ℝ𝑛×𝑛, 𝐺 ∈ ℝ𝑛×𝑛, 𝐻 ∈ ℝ𝑚×𝑛 e 𝐽 ∈ ℝ𝑚×𝑝. Com isso, 
o ganho estabilizante da realimentação de saída para o sistema é encontrado como 
𝐿2 = 𝐻−1𝐽.  Mais  detalhes  da  demonstração  podem  ser  encontrados  em  (LEME, 
2017). 
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5 RESULTADOS 
 

A  identificação do sistema é realizada através de algumas propriedades de 

um  sistema  sub­amortecido  de  segunda  ordem.  Assim,  é  possível  medir 

indiretamente o momento de  inércia,  constante de amortecimento  e  coeficiente de 

mola, aferindo medidas do sistema configurada como um sistema massa­mola. 

 

5.1 Identificação do sistema 
 

Na Tabela 1 estão  indicados  todos os parâmetros  identificados do sistema. 

Estes dados foram encontrados realizando o experimento 1 do Manual ECP 205a.  
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Tabela 1 – Parâmetros identificados do Torcional 205a 

Parâmetro  Valor 

𝝎𝒏𝒅𝟑𝟏
  11,85506662 rads/s  

𝝎𝒏𝒅𝟑𝟐
  39,26990817 rads/s 

𝝎𝒏𝒅𝟏𝟏
  12,31997119 rads/s  

𝝎𝒏𝒅𝟏𝟐
  33,06939635 rads/s  

𝜻𝒅𝟑𝟐  5,470081733 × 10−3 

𝜻𝒅𝟏𝟐  0,028232479 

𝑱𝒎  0,016657541 Kg × m2 

𝑱𝒅𝟑  1,670321452 × 10−3 Kg × m2 

𝑱𝒅𝟏  2,684541314 × 10−3 Kg × m2 

𝒌𝒅𝟑  2,575845618 N × m/rads 

𝒌𝒅𝟏  2,935774045 N × m/rads 

𝒄𝒅𝟑  0,000717602 N × m × s/rads 

𝒄𝒅𝟏  0,005012742 N × m × s/rads 

𝜽̈𝟏𝒆  85000 counts/s2 

𝑱𝟏  0,019342082 Kg × m2 

𝑱𝟐  0,018327862 Kg × m2 

′𝒌𝒂 × 𝒌𝒕 × 𝒌𝒑 × 𝒌𝒆  1644,07697 N × m × counts/(rads × V) 

𝒌𝒉𝒘  16,05543916 N × m/rads 
Fonte: Autoria própria. 

 

Com  os  parâmetros  identificados,  pode­se  encontrar  a  representação  do 

espaço de estados deste sistema: 

 

  𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢(𝑡) 

𝑦 = 𝐶𝑥 
(20) 
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5.2 Controladores 
 

5.2.1 Técnica 1 
 

Ao utilizar a Técnica 1, foram eliminadas as linhas nulas da matriz 𝐶, para se 

construir  a  matriz  𝑇  de  transformação.  Assim,  a  matriz  𝐶,  a  matriz  𝑄  selecionada 

arbitrariamente e a matriz 𝑇 construída obtiveram a seguinte forma: 

 

  𝐶 = [
1 0
0 0

0 0
1 0

] , 𝑄 = [
0 1
0 0

0 0
0 1

], 

𝑇 = [

1 0
0 0

0 0
1 0

0 1
0 0

0 0
0 1

] 
(21) 

 

Através da matriz 𝑇, foi possível encontrar as matrizes 𝐴̂, 𝐵̂ e 𝐶̂. Como visto 

anteriormente, a matriz  𝐶̂  tomou a  forma  [𝐼 0], e as matrizes  𝐴̂ e  𝐵̂ obtiveram os 

seguintes valores: 

 

 
𝐴̂ = [

0
0

0
0

−151.7817
160.1809

151.7817
−300.7235

1
0

0
1

−0.2592
0

0
−0.0392

], 

𝐵̂ = [

0
0

51.7007
0

] 

(22) 

 

Vale ressaltar que apesar do sistema estar transformado, o ganho calculado 

será  utilizado  para  estabilizar  o  sistema  antes  da  transformação,  logo  a  matriz  de 

malha  fechada  será  representada  por  𝐴 + 𝐵𝐿𝐶,  sendo  𝐿 = 𝐿1  que  foi  calculado 

conforme apresentado no Capítulo 4. 

Agora  com  todos  os  parâmetros,  as  LMIs  (13)­(15)  foram  construídas  no 

MATLAB e solucionadas com o parser YALMIP e solver SeDuMi. Porém após vários 

testes com diferentes valores de 𝑄, o sistema dava infactível. A matriz 𝑄 selecionada 

apresentou apenas um primal negativo para a segunda saída.  
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Como o primal negativo estava na ordem de 10−12,  foi criado um ganho 𝐿1 

conforme a técnica descrita anteriormente, com o seguinte valor:  

 

  𝐿1 = [2.0133 −1.2644]  (23) 

 

Para  provar  que  o  ganho  de  fato  estabiliza  o  sistema,  foi  calculado  os 

autovalores da matriz de malha fechada, apresentados na Equação (24): 

 

 
𝜆 = [

−0.0343 + 18.6270𝑖
−0.0343 − 18.5270𝑖
−0.1149 + 1.1967𝑖
−0.1149 − 1.1967𝑖

]  (23) 

 

Todos  os  polos  estavam  localizados  no  semiplano  esquerdo,  garantindo  a 

estabilidade  do  sistema.  Vale  ressaltar  que  o  uso  de  diferentes  matrizes  de 

transformação 𝑇 poderia gerar ganhos factíveis. 

 

5.2.2 Técnica 2 
 

Assim  como  na  Técnica  1,  a  matriz  𝐶  teve  suas  linhas  nulas  retiradas 

também, já que irá trabalhar com apenas duas saídas. Para encontrar o ganho 𝐾 de 

realimentação de estados, a técnica utilizada foi a Fórmula de Ackermann, devido à 

sua  praticidade  no  MATLAB.  O  uso  de  outros  ganhos  𝐾  é  possível,  gerando 

diferentes  ganhos  𝐿2,  logo  o  controlador  pode  ser  aprimorado  de  acordo  com  os 

polos de malha fechada. 

O ganho 𝐾 possui o seguinte valor: 

 

  𝐾 = [3.5891 −0.5165 −4.3305 0.8518]  (25) 

 

Com esse ganho, as LMIs  (16)­(17)  foram construídas e solucionadas com 

as mesmas ferramentas utilizadas para a Técnica 1. O sistema se tornou factível o 

que tornou possível a criação do ganho 𝐿2 que obteve o seguinte valor: 

 

  𝐿2 = [3.4288 −4.05]  (26) 
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Para  provar  que  o  ganho  de  fato  estabiliza  o  sistema,  foi  calculado  os 

autovalores da matriz de malha fechada, apresentados na Equação 27. 

 

 𝜆 = [

−0.0065 + 16.4147𝑖
−0.0065 − 16.4147𝑖
−0.1426 + 2.4036𝑖
−0.1426 − 2.4036𝑖

]  (27) 

 

Assim  como  na  Técnica  1,  os  polos  também  se  localizaram  no  semiplano 

esquerdo, garantindo a estabilidade do sistema. 

 

5.2 Simulação 
 

Com os ganhos encontrados, antes de se realizar o teste no sistema físico, 

foi realizado uma simulação com a ajuda do SIMULINK. O sistema para a simulação 

é bem simples, sendo alimentado por um degrau unitário, conforme a Figura 5: 
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Figura 6 – Diagrama de blocos: Sistema torcional com realimentação de saída 

 
Fonte: Autoria própria 

 

Onde o ganho da Figura 6 pode ser qualquer um dos ganhos encontrados 

com as duas técnicas.  

Com o sistema montado no SIMULINK, ao usar o valor do ganho na Figura 6 

como 𝐿1,  resulta  em  uma  saída  com  o  comportamento da  Figura  7,  onde  Disco  1 

representa a posição do disco inferior e Disco 2 a posição do disco superior: 
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Figura 7 – Simulação da saída do sistema torcional com o ganho 𝐿1 

 
Fonte: Autoria própria 

 

Apesar  do  sistema  ter  resultado  infactível,  o  controlador  teve  um 

desempenho  bem  desejável,  onde  as  posições  dos discos  foram  estabilizadas  em 

torno dos 60 segundos de simulação, apresentando uma oscilação mínima. 

Agora  substituindo  o  ganho  𝐿1  pelo  ganho  𝐿2,  é  possível  analisar  o 

comportamento  do  ganho  obtido  pela  outra  técnica.  Este  ganho  resulta  em  uma 

saída conforme a Figura 8: 
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Figura 8 – Simulação da saída do sistema torcional com o ganho 𝐿2 

 
Fonte: Autoria própria 

 

Ao  comparar  com  o  ganho  da  Técnica  1,  esta  saída  apresentou  uma 

oscilação maior, mesmo que o tempo para que o sistema estabilize seja também em 

torno  de  60  segundos.  Ambas  as  técnicas  almejaram  somente  a  estabilidade  do 

sistema, então de acordo com as Figuras 7 e 8, nenhuma das duas técnicas foram 

insuficientes. 

 

5.3 Aplicação no sistema físico 
 

Após realizar a simulação, pode­se utilizar o sistema real para a verificação 

dos  resultados.  Para  isto,  será  utilizado  o  supervisório  do  sistema  torcional,  no 

computador acoplado ao sistema real. O supervisório permite aplicar a entrada que 

se deseja, além de conseguir retirar os dados de posição, velocidade e aceleração 

dos discos. 

A  Figura  9  demonstra  como  foi  implementado  o  controlador  no  sistema 

físico:  
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Figura 9 – Supervisório do ECP 205a: Definição dos ganhos do controlador 

 
Fonte: Autoria Própria 

 

Através do supervisório não há a opção de realimentação de saída, então foi 

selecionado a realimentação de estados e esse foi adaptado utilizando somente os 

ganhos referentes às posições dos discos 1 e 2. 

Adaptando  o 𝐿1  para  o  supervisório  e  aplicando­o,  foi  possível  observar  o 

comportamento  dos  discos  e  o  sinal  de  comando  conforme  a  Figura  10, 

representado pelas cores vermelho (posição do disco 1), verde (posição do disco 2) 

e amarelo (sinal de comando): 
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Figura 10 – Saída do sistema torcional com o ganho 𝐿1  

 
Fonte: Autoria Própria 

 

Porém o comportamento do sistema não foi como o esperado. Isso ocorreu 

devido ao sistema de segurança do equipamento ter agido devido à corrente interna 

do sistema ter alcançado um valor máximo.  

Repetindo  o  mesmo  processo  para  o  𝐿2,  foi  possível  observar  o 

comportamento dos discos e o sinal de comando conforme a Figura 11.  
 

Figura 11 – Saída do sistema torcional com o ganho 𝐿2  

 
Fonte: Autoria Própria 
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Assim  como  na  Figura  10,  o  comportamento  dos  discos  não  é  o  previsto. 

Assim como no caso anterior, o  comportamento  indevido ocorre devido à ação do 

sistema de segurança do equipamento em questão. 

 

6 CONCLUSÃO  
 

Neste  trabalho  foi  realizado a  identificação de um sistema torcional, para a 

síntese  de  controladores  por  realimentação  de  saída,  através  de  duas  técnicas 

distintas. Ambas as técnicas são baseadas na solução de desigualdades matriciais 

lineares.  Foi  possível  realizar  simulação  e  testes  reais  dos  controladores 

sintetizados, para averiguar a eficácia dos mesmos.  

Os  ganhos  encontrados  quando  aplicados  no  sistema  físico  não  foram  de 

acordo  com  as  expectativas,  isso  porque  o  sistema  de  segurança  não  foi 

considerado  na  síntese  dos  controladores,  o  que  afetou  diretamente  o  sinal  de 

comando.  Porém  os  resultados  encontrados  na  simulação  foram  considerados 

aceitáveis,  e  ambas  as  técnicas  se  comprovaram  eficazes,  já  que  o  sistema 

estabilizou.  

Quanto  aos  problemas  das  técnicas, para a  Técnica  1,  deve  se verificar  o 

primal  das  LMIs  antes  de  considerar  que  o  sistema  se  tornou  infactível,  enquanto 

para  a  Técnica  2  um  tempo  considerável  é  perdido  para  encontrar  um  ganho  de 

realimentação  de  estados  que  torne  o  sistema  factível.  Ambas  as  técnicas 

apresentaram  vários  testes  exaustivos  com  ganhos  e  matrizes  de  transformação 

diferentes, porém nenhum obteve êxito na implementação prática. 

Como  possíveis  trabalhos  futuros,  é  possível  a  inserção  de  incertezas  no 

sistema,  podendo  aplicar  técnicas  de  controle  robusto,  e  comparar  diferentes 

técnicas para encontrar o ganho de realimentação de estados para a Técnica 2. 
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