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RESUMO

JIVAGO QUEIROZ LEITE, YURL. MODELOS EM DINAMICA POPULACIONAL E UMA
PROPOSTA PARA O ENSINO MEDIO. 69 f. Dissertacio de Mestrado — Programa de Mes-
trado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica
Federal do Parana. Cornélio Procépio, 2021.

Este trabalho tem como objetivo o estudo de alguns modelos mateméticos em dindmica po-
pulacional, envolvendo casos de crescimento populacional (modelos de Malthus e Verhulst) e
de transmissdo de doengas infecciosas (modelo epidemioldgico Kermack-Mckendric — SIR).
Além disso, uma proposta de atividade relacionada ao modelo de Malthus para ser realizada
com estudantes do ensino médio € apresentada.

Palavras-chave: Crescimento populacional. Modelagem matematica. Epidemiologia



ABSTRACT

JIVAGO QUEIROZ LEITE, YURI. MODELS IN POPULATION DYNAMICS AND A PRO-
POSAL FOR HIGH SCHOOL. 69 f. Dissertacdo de Mestrado — Programa de Mestrado Profis-
sional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, . Cornélio Procopio, 2021.

The aim of this work is the study of some mathematical models in population dynicamics, in-
volving population growth (Malthus and Verhulst models) and infectious diseases transmission
(Kermack-Mckendric — SIR epidemic model) cases. Moreover, a proposal of activity related to
Malthus model to be applied in high school level students is presented.

Keywords: Population growth. Mathematical modeling. Epidemiology
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1 INTRODUCAO

Desde a antiguidade, a matemaética se configura como uma das mais importantes areas
do conhecimento humano, seja pelo rigor e veracidade dos seus conceitos, seja pela sua diversi-
dade de aplica¢des na vida cotidiana, servindo de ferramenta para a resolucao dos mais variados
tipos de problemas, dos mais simples aos mais complexos; desde uma simples medi¢ao da drea
de uma casa, ao projeto de automdveis sofisticados. De acordo com os PCNs (Parametros
Curriculares Nacionais): terceiro e quarto ciclos do ensino fundamental de Matemética (TEC-
NOLOGICA, 1999) “A Matematica caracteriza-se como uma forma de compreender e atuar no
mundo e o conhecimento gerado nessa drea do saber como um fruto da constru¢do humana na

sua interag@o constante com o contexto natural, social e cultural”.

N3ao obstante disso a modelagem matemdtica tem se configurado como uma de suas
principais tendéncias metodoldgicas, pois procura relacionar conhecimentos matematicos a uma
problematica do dia-a-dia dos alunos, ajudando-os a enxerga-la como algo imprescindivel na
vida das pessoas. “De maneira simplista, a modelagem matemadtica consiste numa criagdo de
modelos matematicos (fomulas e equacdes) para explicar um determinado fendmeno natural”
(RIGONATTO, 2017).

Ainda mais, é uma das maneiras de tornar o ensino da matematica mais prazeroso e
significativo para os estudantes, pois o conhecimento ndo fica restrito a sala de aula, mas esta
relacionado com uma situagdo problema que € do interesse de todos. Conforme o que estd

descrito na segunda competéncia da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (AUR, 2018):

“Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria das ciéncias, incluindo a
investigacdo, a reflexdo, a andlise critica, a imaginacao e a criatividade, para investigar causas, elaborar
e testar hipéteses, formular e resolver problemas e inventar solu¢cdes com base nos conhecimentos das

diferentes areas”.

Dentro desta perspectiva da modelagem matematica, o objetivo deste trabalho € o
estudo das Dinamicas de Populacdes, modelos mateméaticos que descrevem seu crescimento

e fatores externos que podem afetd-lo, como € o caso do COVID-19. Segundo Bassanezi
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(BASSANEZI, 1999), os biossistemas sdo quase sempre constituidos de um grande nimero

de populagdes interrelacionadas. Explicitando, ainda diz que:

“[...Juma populacdo raramente pode ser considerada isolada, a ndo ser em condig¢des ideais de
laboratério ou quando nao é possivel individualizar no biossistema outra populacio interagindo com a
primeira. Mesmo na anélise de populagdes isoladas, muitos fatores podem contribuir com sua dindmica
— fatores abidticos (temperatura, vento, humidade etc.) e fatores de auto-regulacio (espago, alimento,

idade, guerra, etc)”.

Desta forma, serdo contemplados alguns dos modelos matemaéticos que buscam escla-
recer como se dd o crescimento nessas populacdes, tais como: o Modelo de Malthus (1798),
que assume que o crescimento de uma populacdo € proporcional a populacdao em cada instante;
o modelo de Verhulst (1838) que supde que toda populagdo estd predisposta a sofrer inibi¢oes
naturais de crescimento, devendo tender a um valor limite. Em particular, faremos uma anélise
das equagdes SIR (suscetiveis-infectados-recuperados), sendo este um modelo relativamente
simples e que pode representar as doengas de transmissao direta, como € o caso do Corona

virus.

De modo geral, as doengas que sao ditas infecciosas podem ser transmitidas de forma
direta, isto €, quando hé o contato fisico apropriado entre individuos considerados suscetiveis
com individuos infectados, seja pelo contato ou ainda pelo ar que respiramos; e de forma indi-
reta, ou seja, o agente que causa a enfermidade faz uma transicao entre um individuo infectado
e outro suscetivel através de um agente intermedidrio, também conhecido como vetor; como &
o caso do mosquito Aedes Aegypti (transmissor da dengue), ou do Trypanossoma cruzi (Trans-

missor da doenga de chagas).

A dissertagdo esta dividida em cinco capitulos, contando a partir deste. O Capitulo 2
apresenta alguns conceitos preliminares sobre conteidos matematicos que serdo abordados ao
longo deste trabalho, como a progressdo geométrica, as relagdes de recorréncia, as equagoes
diferenciais ordindrias e a funcao exponencial. O Capitulo 3 apresenta o modelo de Malthus na
subse¢do 3.1, suas principais caracteristicas bem como sua aplicacdo para prever o nimero de
habitantes do Brasil e do Estado do Parand para os proximos anos. O modelo de Verhulst é tra-
tado na secdo 3.2, que € uma variancia do modelo malthusiano, mas que leva em consideracao
fatores limitantes, ou seja, que impedem o crescimento irrestrito da populagdo. Além disso, um
exemplo prético que estipula um valor méximo para o nimero de habitantes da populacao no es-
tado do Parand, levando em conta a taxa média anual de crescimento e sua apresentagdo grafica,
denominada de “Curva Logistica”, € apresentada na sec¢ao 3.3 deste trabalho que fala sobre o

modelo SIR, que apresenta uma importancia para descrever o comportamento de epidemias e
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sua propagagdo em meio a populacdo, em particular do COVID-19, através de equacoes dife-
renciais ordindrias (EDO). O Capitulo 4 apresenta uma atividade pratica do modelo de Malthus
aplicado ao crescimento populacional da cidade de Siqueira Campos - PR nos dltimos 10 anos,
levando em consideracao a instalagdo de novas fabricas e industrias que causaram um aumento
considerdvel em sua populacao. Este trabalho foi desenvolvido pelos alunos do terceiro ano do
ensino médio do Colégio Estadual Professora Maria Aparecida Chuery Salcedo, utilizando os
dados coletados com o auxilio do laboratério de informadtica, referentes ao crescimento popula-
cional da cidade de Siqueira Campos, bem como foi ensinado o uso de tabelas e de gréficos para
representar os resultados obtidos. Foi escolhida esta turma devido ao fato de que muitos alunos
sao filhos de trabalhadores das fébricas da regido,o que poderia servir de estimulo para que te-
nham interesse em ingressar no mercado de trabalho. Para tanto, convém trabalhar com o ajuste
destes valores tabelados utilizando o modelo malthusiano e sua respectiva curva exponencial.

Por fim, ha o Capitulo 5 que contém as consideracdes finais.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo serdo apresentadas algumas definicdes acerca de conteddos que serdao
utilizados ao longo deste trabalho, tais como: progressdes geométricas e sua férmula do termo
geral, uma breve introdugdo a recorréncia linear de primeira ordem homogénea e sua resolugao,
e principalmente um estudo sobre as equacoes diferencias ordindrias e suas possiveis aplicacoes
nas dindmicas populacionais. Veremos que uma progressao geométrica € um caso particu-
lar de sequéncia numérica com uma certa particularidade e que uma progressdao numérica €
denominada de recorréncia quando, a partir de um de seus elementos todos 0s outros que se-
guem sao dados em fun¢do dos anteriores, sendo também classificadas de acordo com sua or-
dem, homogeneidade e linearidade. Veremos também que as EDOs (Equacgdes Diferenciais
Ordinérias) de uma maneira simplista, s3o sentencas matematicas que apresentam derivadas em
sua composicao e apenas uma varidvel, sendo classificadas segundo sua ordem, sua linearidade
e sua homogeneidade. E importante observarmos que a solugio de uma EDO ¢é dada por uma
funcdo, sendo determinada através de algumas ferramentas do cdlculo, mais especificamente,

usando conceitos de limites, derivadas e integrais.
2.1 PROGRESSOES GEOMETRICAS (P.G.)

Definicao 2.1. (IEZZI; MURAKAMI, 2004) Chama-se progressdo geométrica (P.G.) uma sequéncia

numérica formada por niimeros reais dada pela seguinte formula de recorréncia :

ay=da
(1)
ap=ay_1-9,YyneN,n>2

onde a,q € R, ou seja, uma P.G. é uma sequéncia em que cada termo, a partir do segundo, é o

produto do anterior por uma constante q dada.

De maneira geral, as progressdoes gométricas podem ser classificadas em cinco casos:

1. Crescentes - sdao as P.G. em que cada termo € maior que o anterior, isto €, a, < d,+1,
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Vn € N. Conforme os exemplos abaixo:

Exemplo 2.2. P.G com termos termos positivos f; = (1,2,4,8,16,...), g > 1.
1
Exemplo 2.3. P.G com termos negativos fy = (—4,—-2,—1, 5 _4_1>

L.

, quando 0 < g <

Constantes - sdo as P.G. em que cada termo € igual ao anterior, isto €, a, =c € R, Vn € N.

Conforme os exemplos abaixo:

Exemplo 2.4. P.G com todos os termos nulos f3 = (0,0,0,0,0...), quando a; =0 e g

qualquer.

Exemplo 2.5. P.G com termos iguais e ndo nulos. fy=(7,7,7,7,7,...), quando q = 1.

. Decrescentes - sdo as P.G. em que cada termo € menor ao anterior, isto €, a, > d,+1,

Vn € N. Conforme os exemplos abaixo:

Exemplo 2.6. P.G com termos positivos fs = (9,3, —,...), quando 0 < g < 1.

111
3’9’27
Exemplo 2.7. P.G com termos negativos fc = (—2,—4,—8,—16,...), quando g > 1.

Alternantes - sao as P.G. em que cada termo tem sinal contrario ao do termo anterior.

Conforme o exemplo abaixo:

Exemplo 2.8. f7 = (1,—4,16,—64,...), quando q < 0.

. Estacionarias - sd3o as P.G. em que a; # 0 e a = a3 = a4 = --- = 0. Conforme o exemplo

abaixo:

Exemplo 2.9. f3 = (1,0,0,0,0,...), quando g = 0.

FORMULA DO TERMO GERAL DA PG.

Utilizando a férmula de recorréncia dada pela equagao (1) na qual se define uma P.G.

e admitindo dados o primeiro termo a # 0, a razdo g # 0 e o indice n de um termo desejado,

temos:

a = dai-q
a = ax-q
ag = az-q

a, = ap—1-q.



15

Multiplicando essas n — 1 igualdades, temos:

-1
A a3-a4- ... Ay, =di-dy-Az-d4-...-dp_1-q" . 2)

Cancelando os fatores iguais em ambos os lados da igualdade de (2), obtemos a, =

ap - q”_l, 0 que nos sugere o seguinte teorema:

Teorema 2.10. Em uma P.G., de primeiro termo a; e de razdo q, o n-ésimo termo é dado por

an=ay-¢" ',n>1.

Demonstracao: Provemos por indu¢do em n.

1. Paran = 1, aigualdade é valida, pois a; = a;-¢° = a; -¢' .

2. Agora, suponhamos que o resultado seja valido para um certo n = k > 1, ou seja, a; =

ar-g~!. Paran = k+ 1 segue que

k—1 1 k
Aky1 = AQk+1-1"9 =dx -4 =aiq q =dayi-q.

Portanto, temos a validade do resultado.

Exemplo 2.11. Se n =3, entdo k =2, onde n = k+ 1, logo,

2-1 1 2
as =dy41 = ax41-1-9g=4ax-q4=daiyq g =ar-q-.

2.1.2 GRAFICO DE UMA PG.

Como visto anteriormente, em uma progressio geomérica temos que a, = a1 -¢" ' ou

equivalentemente a, = ag - ¢", temos que a fun¢do que associa a cada natural n o valor de a,
¢ simplesmente a restricdo aos naturais da funcdo real definida por a(x) = a(0)g*. Portanto,
pensando em uma progressao geométrica como uma funcao que associa a cada nimero natural
n o numero real a,, o grafico dessa funcao € formado por uma sequéncia de pontos pertencentes

ao grafico de uma fun¢ao exponencial conforme a Figura 1.
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Figura 1: Grafico N — R de uma progressao geométrica

Fonte: autoria propria.

2.2 RECORRENCIAS LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

Muitas das sequéncias numéricas estudadas na matemadtica podem ser definidas re-
cursivamente, ou seja, por intermédio de uma regra (ou lei de formacdo) que permite calcular
qualquer um de seus termos em funcdo do(s) antecessor(es) imediato(s). Podemos observar

alguns desses exemplos a seguir:

Exemplo 2.12. A sequéncia dos niimeros naturais impares 1,3,5,7, ... pode ser definida por
Xn+1 = Xn + 23

onde tem-se que n > 1 e que x| = 1.

Exemplo 2.13. Os muiiltiplos naturais do niimero 2 formam uma sequéncia que pode ser definida
por

Xpp1=2-X,
onde tem-se que n > 1 e x; = 2.

Exemplo 2.14. Qualquer progressdo geométrica (x,) de razdo q e primeiro termo a pode ser
definida por

Xn+1 = (4 Xn,

onde tem-se que n > 1 e x| = a.
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Definicao 2.15. Uma recorréncia é uma regra matemdtica que permite determinar um termo

qualquer de uma sequéncia numérica em funcdo de termos anteriores a ele.

2.2.1 CLASSIFICACAO DE UMA RECORRENCIA

De modo geral, uma recorréncia pode ser classificada utilizando os seguintes critérios:

* Sua ordem: primeira, segunda, ...; determinada pela diferenca entre o maior e o menor

indice dos termos de sua equacao;

* Sua linearidade: uma recorréncia serd linear quando os expoentes dos termos anteceden-

tes ao termo geral sdo todos iguais a 1; caso contrario serd classificada em nao linear.

* Sua homogeneidade: homogénea ou ndo-homogénea, segundo a presenca ou nao de ter-

mos independentes de x,.

Exemplo 2.16. As recorréncias x,+1 = 2x, — n? e Xpt+1 = nX, sdo lineares e a recorréncia
Xpt1 = x,% ndo é linear. As duas ultimas sdo ditas homogéneas, por ndo possuirem termos

independentes de x,,.

Vejamos o exemplo 2.17 que representa uma progressao geométrica definida recursi-
vamente e sua respectiva resolugdo, ou seja, os cédlculos que permitem determinar sua lei de

formacao.

Exemplo 2.17. Encontre a recorréncia definida por x,,11 = 2x, e x| = 3.

Temos que
X2 = 2x1
X3 = ZXQ
X4 = ZX3
Xp = 2X,-1.

Dai, obtemos x,, = 2"~1 . x1. Como x| = 3, temos x, = 3-2"" 1.

Poderiamos também resolver essa equacdo de recorréncia da seguinte maneira: x, | =

2x,, ou equivalentemente,

Tl g, 3)

Xn



18

temos que a equagdo de recorréncia (3) é uma progressdo geométrica de razdo 2 e primeiro

termo ay = 3. Logo, utilizando a formula do termo geral de um progressdo geométrica, temos:

ap=3-2""1.
2.3 EQUACAO DIFERENCIAL ORDINARIA (EDO).

Ao estudarmos fendmenos fisicos, quimicos ou bioldgicos, muitas vezes faz-se ne-
cessario o uso de equagdes matematicas que modelam com eficiéncia tais eventos, como por
exemplo, o crescimento de uma populacdo (de pessoas, bactérias ou virus) ao longo do tempo;
a desintegracdo de uma determinada substancia no corpo de uma pessoa medicada; a variacdao
da quantidade de um determinado elemento quimico em um certo local da natureza. De modo
geral, “modelos matematicos, em termos de equacOes diferenciais sdo adequados quando as
situacOes modeladas envolvem varidveis continuas evoluindo em relacdo a outras varidveis
continuas” (BASSANEZI, 1999). Ainda mais, relacdes entre varidves sdo muitas vezes obtidas

através de hipdteses formuladas a respeito das taxas de variagdes instantaneas.
Definicao 2.18. Uma equacgdo diferencial é uma equagcdo cuja incognita é uma funcdo que

aparece na equagdo sob a forma das respectivas derivadas.

Nesta dissertacdo serdo trabalhadas apenas as equagdes diferenciais ordinérias, ou seja,

aquelas que dependem apenas de uma varidvel independente.

Exemplo 2.19. Sdo exemplos de EDOs as seguintes equagoes:

d
Y2 =Ty =0 )
X
d>y dy
zJ_ 5
dx?>  dx ¢ )
Py  (dy\’
E—F(a) =Tx+ 6y (6)

sendo que 'y = y(x) é uma funcdo de x.
2.3.1 CLASSIFICACAO DE UMA EDO

Uma EDO pode ser classificada segundo os seguintes critérios:

* Sua ordem: é dada pela ordem da maior derivada presente na equacdo. No caso do
Exemplo 2.19, podemos observar que as EDOs sdo de primeira, de segunda e de terceira

ordem, respectivamente;
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* Sua linearidade: uma EDO serd dita linear se puder ser escrita na forma:

dny dn—ly dy
b a1 () o e (0) 2 ap(x)y = g(x)

an(x)

Portanto, para definir se a EDO € linear, é necessério que:

— avariavel dependente de y e todas as suas derivadas sejam do primeiro grau, ou seja,
n=1;
— cada coeficiente dependa apenas da varidvel independente x.

No Exemplo 2.19, as EDOs (5) e (6) sdao ndo lineares e a EDO (4) € linear.

* Sua homogeneidade: sera homogénea toda EDO que apresentar uma equacdo diferencial
da forma:

M(x,y)dx—N(x,y)a’y =0

onde, M(x,y) e N(x,y) precisam ser fungdes homogéneas de mesmo grau para caracte-
rizarem uma EDO homogénea. A equacgdo (4) do Exemplo 2.19 representa um caso de
homogeneidade, enquanto que as equagdes (5) e (6) do Exemplo 2.19 representam casos

de ndao homogeneidade.

2.3.2 RESOLUCAO DE UMA EDO

Ao resolvermos uma EDO especifica da forma

dy
- b

onde a e b sdo constantes, entdo podemos utilizar a integracdo direta. Veremos nesta se¢io a
resolucao desse tipo de equacgdo, que serd o principal método utilizado para resolver as EDOs

que aparecerdo nos problemas apresentados neste trabalho.

Ao tomarmos a equacao geral de primeira ordem

d
= —ay+x,
podemos escrevé-la da seguinte forma
dy
A(X,y)—"B(X,y)E:O, (7)

onde A(x,y) = —ay —x e B(x,y) = 1. Caso tenhamos A dependente apenas da varidvel x, e B
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dependente apenas de y, a equacao (7) pode ser escrita como

A(x) +B(y)% = 0.

Esta equacdo é denominada separavel, isto €, ela pode ser escrita como

Integrando membro a membro, temos
/A(x) dx = —/B(y) dy.
E assim obtemos a expressao

F(x)+c1 =—-G(y)+c.

O que implica em
F(x)+G(y)+C =0,

onde C =c| —cp e F(x) e G(y) sdo as primitivas de A(x) e B(y), respectivamente.

Ao longo deste trabalho utilizaremos a resolugdo de equagdes diferenciais ordindrias de
primeira ordem via separagdo de varidveis, em particular daquelas que envolvem uma informacgao

inicial, ou seja, um Problema de Valor Inicial (PVI). Vejamos um exemplo dessas equacdes.

Exemplo 2.20. Considere o seguinte problema de valor inicial:

dM
T KM
dt

M(0) = My = 100mols,

que fornece a quantidade de uma determinada substdncia radioativa no meio ambiente. Sabe-
mos que a taxa de variagdo da massa de uma substdncia se altera em relagdo ao tempo, isto
é, ddit/[ é proporcional a quantidade dessa substancia em cada instante, sendo K a constante de
desintegracdo. Para resolver este problema, ou seja, determinar a fungcdo incdgnita, procede

pela separacdo das varidveis na EDO:

dM
"KM 8
o7 ; ()

e reescrevemos (8) como

M
— =Kdt.
M



Integrando ambos os lados, temos

/d_M:/Kdt.
M

Dai, segue que
In|M|=K-t+C,
sendo C uma constante, C € R.

Como M representa a quantidade de substancia, entdo, M > 0, e assim

InM=K-t+C.

Utilizando a fungdo exponencial, temos

MM _ K1HC

que é equivalente a

M = eK'leC
Substituindo a condicdo inicial My = 100mols, na equacdo, obtemos

100 = X0¢C.

Logo, ¢ = 100 e portanto, a solucdo da EDO serd

M(t) = 100X

21
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3 MODELOS MATEMATICOS EM DINAMICA POPULACIONAL

3.1 MODELO DE MALTHUS

A busca pela compreensdo de determinados fenoménos naturais como por exemplo o
crescimento de uma cultura de bactérias, a propaga¢do de uma doenca viral ou ainda 0 aumento
demogréfico em uma regido, fazem parte da rotina de cientistas das mais diversas areas do co-
nhecimento, que procuram ferramentas e modelos matematicos estatisticos para descrever tais
acontecimentos. Como € do conhecimento de todos, a matematica € um poderoso instrumento
intelectual que permite a abstracdo e a formalizacdo sintética de ideias, que embora semelhan-
tes, surgem em situacdes diversas € que por isso mesmo estdo camufladas em sua esséncia
(BARROS et al., 2008).

O estudo de como se dd o crescimento de uma determinada populagdo, seja ela de mi-
crorganismos ou de organismos superiores (plantas, animais,...), em particular do ser humano,
¢ de grande importancia para todos, pois é necessario planejar corretamente o uso de recursos
publicos para atender as suas necessidades, como por exemplo: programa de urbanizacado para
as cidades em crescimento, constru¢do de casas, escolas, hospitais e tudo aquilo que se faz

necessdrio para viver numa sociedade organizada e com qualidade de vida.

A utilizagdo de modelos matemaéticos para descrever o crescimento de uma populagdo
de seres humanos iniciou-se com o economista e demégrafo inglés Thomas Robert Malthus, pu-
blicada em 1798. Ele estabelecia que o crescimento populacional se d4 em termos de uma pro-
gressdo geométrica (P.G.), caso ndo seja controlado, enquanto que os meios de sobrevivéncia,
tais como comida, dgua potavel, entre outros, cresceriam em progressdo aritmética (P.A.). Tal

estudo tinha como principal objetivo chocar a opinido publica da época (BASSANEZI, 1999).

Este modelo assume que o crescimento de uma populacao é proporcional a populagdo
em cada instante e desta forma a populacdo humana deveria crescer indefinidamente, o que de
fato ndo reflete a nossa realidade, devido a fatores limitantes, como por exemplo: fome, guerras,
as mds condigdes sanitarias em que grande parte das pessoas se encontram, epidemias, dentre

outros fatores que inibem o crescimento excessivo dos habitantes de uma determinada regido.
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De fato, tudo o que foi citado anteriormente afeta de modo sistematico o crescimento popu-
lacional. Para Malthus, estas condi¢des funcionariam como mecanismo ativado para manter a

populacdo em um nivel aceitavel.

Seja P o nimero de individuos de uma determinada populacdo, animal ou vegetal.
Considerando que este niimero pode se alterar durante o tempo, podemos escrever P(f) - uma
func¢do em que a populagdo depende do tempo. Temos entdo que P(¢) é uma funcgdo discreta
de ¢, pois assume apenas valores inteiros. Porém, quando o nimero de individuos é grande o

suficiente, P(t) se aproxima de uma fungdo continua que varia no tempo.

Neste modelo, vamos admitir que a propor¢do de individuos reprodutores e que as
taxa de natalidade n e de mortalidade m permanecam constantes. Tais hip6teses sdo reais em
uma populagdo grande que varia em condi¢des ideais com recursos ilimitados e ndo sofram
com agentes competidores, isto €, quando os fatores que inibem o crescimentos estdo ausentes.
Considerando

o=n—m,
isto é, o coeficiente de natalidade menos o de mortalidade, temos que a taxa costante de cresci-
mento especifico da populagdo P(r), é dada por

P(t+1)—P(t)
P(t)

=n—-m=d,
onde o nimero 1 em (7 + 1) refere-se a unidade de tempo considerada (anos, meses, por exem-
plo).

Esta relagcdo indica que a variacdo relativa da populacdo é constante, ou seja, que a

variagdo € proporcional a prépria populacdao em cada periodo de tempo.

Assim, 0 modelo discreto (tempo discreto) de Malthus é dado por

P(t+1)—P(t) = aP(t). )

Considerando a populagdo inicial P(0) = Py e denotando P(z + 1), a solugdo de (9) é

obtida encontrando a solu¢@o da recorréncia

Pt+1) = (1+a)P(t)
P(0) = P,
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Como a equagdo P(r+1) = (1 + a)P(¢) implica em

P(t+1)

P(r) =14+«

temos entdo uma PG de razdo ¢ = (1 + &) e um primeiro termo igual a Fy. Utilizando a férmula
do termo geral de uma PG, ou seja,

an=a;.q""!

onde a, ¢ o n-ésimo elemento, g é a razdo e a; € o primeiro termo da PG, obtemos

P(t) =Py(a+1)". (10)

Desta forma, sendo dados as populacdes inicial e um certo tempo, a taxa de cresci-

mento em ¢ anos € obtida isolando & na relacao (10), isto €,

[ P(t)

o=4/—=—1
P

Exemplo 3.1. Para melhor compreensdo, ao tomarmos as populacées aproximadas do Parand
e do Brasil ao longo dos anos de 2017 a 2019, podemos fazer uma comparagdo entre suas taxas

de crescimento anuais:

Populagédo do Parana
11.500.000 - 11.433.000
11.348.000
11.400.000 - 11.320.000
11.300.000 - 11.242.000
11.163.000
11.200.000 -
11.100.000 | '
11.000.000 : . . ‘ S
2015 2016 2017 2018 2019

Figura 2: Dados sobre a populcao do Parana

Fonte: IBGE

Em relacdo a populacdo do Parand, de acordo com o censo (IBGE, 2020b) apre-

sentado pela Figura 2, entre os anos de 2017 e 2019, tivermos uma taxa de crescimento de,

/11433000
o 11320000 ,00498 a = 0,00498

aproximadamente
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Neste caso, foi considerado Py = 11348000, onde o tempo inicial ét = 2017 e o tempo
final t = 2019, com P(t) = 11433000. A discretizacdo do tempo na equacdo de recorréncia é

dada em anos. Assim, o = 0,00498 ou ainda 0,498% ao ano.

Populagdo do Brasil
212.000.000 - 210.140.000
1 208.490.000
210.000.000 207.660.000
208.000.000 - 206.080.000
206.000.000 -204.450.000
204.000.000 -
202.000.000 -
200.000.000 + . . . .
2015 2016 2017 2018 2019

Figura 3: Dados sobre a populaciao do Brasil

Fonte: IBGE

Jd em relacdo a populacdo do Brasil (IBGE, 2020a), ao considerarmos os dados da

Figura 3, teremos a seguinte taxa de crescimento:

210140000
—\ 1 =1 1= .
o =\| S ee0000 ,00595 0,00595

Neste caso, consideramos Py = 207660000, onde o tempo inicial é t = 2017 e o tempo
final t = 2019, com P(t) = 210140000, sendo a discretizacdo do tempo na equagdo de re-
corréncia dada em anos novamente. Assim, o = 0,00595 ou aproximadamente 0,595% ao

ano.

Podemos observar entdo que no mesmo intervalo de tempo, de 2017 a 2019, a taxa de

crescimento no estado do Parand foi menor do que a taxa de crescimento do Brasil.

Note que a relagdo P(t) = (a+ 1)' By pode ser escrita na forma exponencial

P(l‘) _ Po'eln(H—a)z‘

Agora consideraremos o modelo continuo correspondente de (9), isto é, o intervalo de

tempo a ser considerado é At. Logo,
P(t+At)—P(t) = BP(1)At, (11)

onde B representa a taxa de crescimento especifico da populacdo P(t). Tomando o limite em
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ambos os membros da equagdo (11), teremos

P —
lim (t+Ar) —P(1)
Af—0 At

= lim BP(r) = BP(r).

Como
lim P(t+At)—P(t) _ dP(1)

Ar—0 At dr ’

podemos descrever o modelo continuo através da seguinte EDO:

dP
I =B P(t)

P(0) = P,

(12)

que pode ser solucionada via método de separacdo de varidveis. Reescrevendo (12) como
1
;’dP = ﬁ dt,

podemos integrar ambos os lados da equacdo, e assim

tdpP t
/ — = [ Bdt,
to P to

isto é,

consequentemente teremos

InP(t) —InP(ty) = B(t —1p). (13)

Agora, usando a propriedade dos logaritmos do lado esquerdo de (13), obtemos a

() = B0

e elevando ambos os lados ao termo exponencial, teremos

el“(zfé?)) _ Bli—10).

expressdo

Portanto,
P(r) = PePli=10),

Considerando que ty = 0, temos a solugdo final

P(t) = PyeP". (14)
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Dessa forma, comparando as equagoes (9) e (14), os modelos discreto e continuo
fornecem a mesma solugdo para

B =In(1+a).

Ao considerarmos o modelo de Malthus para projetar a populacdo do Parand, vimos
que para o modelo discreto tivemos o = 0,00498 entre os anos de 2017 e 2019, e portanto no
modelo continuo B = In(1+ o) = In(1+0,00498) = In(1,00498) = 0,00496 para o modelo

continuo.

Jd, para a populagdo do Brasil, teremos a = 0,00595 para o modelo discreto e B =

0,00593 para o modelo continuo.

A equagdo

P(t) = 11320000¢%004%61

fornece uma aproximagdo da populagdo do Parand (IBGE, 2020b) para qualquer tempo t. Jd a
equacdo seguinte, permite calcular o possivel niimero de habitantes para o Brasil, a partir do

mesmo ano, num determinado momento (t), em anos:

P(1) = 204400000"-005931

O modelo malthusiano discreto, pela sua simplicidade, é usado com frequéncia para

fazer previsoes a curto prazo, sendo corrigido depois de cada censo.

3.2 MODELO DE VERHULST

Outro modelo que também tem o objetivo de medir o crescimento populacional foi
criado pelo matematico belga Pierre F. Verhulst em 1837, o qual difere do modelo Malthusiano
pelo fato de supor que uma determinada populacgdo cresce até um limite sustentavel, tendendo
a se estabilizar, na medida em que hd a concorréncia pelos meios de subsisténcia: alimentos,

espaco fisico, dentre outros.

Desta maneira, a equacdo que expressa o crescimento populacional incorpora a sua

queda, pois estd sujeita a um fator inibidor de proporcionalidade (BASSANEZI, 1999).

Este modelo teve uma importancia grande no século XX, sendo utilizado por dois pes-
quisadores americanos (R. Pearl e L. Reed) (PEARL; REED, 1920) para projetar a demografia
norte-americana em 1920. Diferentemente do modelo de Malthus, o modelo de Verhulst leva em

consideragdo a taxa de crescimento relativa, denotada por 3 (P), que é decrescente em relagdo
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a populagdo P em cada instante.

Consideramos entdo a equacao diferencial ordinéria:

P

i =BPP (15)

sendo B(P) = r(P °;,_P > , com r > 0 a taxa de crescimento e P, 0 nimero maximo possivel de

individuos de uma determinada populag¢do, nomeada populacao limite.

Note que, ao compararmos os dois modelos propostos pelo inglés - representado pela
equacao (14) e pelo belga - representado pela equacdo (15), poderemos observar que sdo seme-
lhantes em sua estrutura, porém com uma diferenca: o fator <P";,—;P> = < — %) que limita o
crescimento, aparece apenas no segundo. Isso se deve ao fato de que Verhulst, embora tenha se
utilizado das mesmas ideias de Malthus, levou em considerag¢do que, uma populagdo ao crescer
consideravelmente tendendo a P., tem sua taxa de variacdo tendendo a 0, para que se estabi-
lize em torno do nimero maximo de individuos, isto é, temos que B(P) tendera a zero quando

P — P..

Supondo que P(0) = Py seja a populagéo inicial conhecida, temos o modelo cldssico

de Verhulst ou modelo logistico:

(16)

Note que P(¢) = 0 e P(t) = P sdo solugdes triviais da equagdo diferencial (15). Pode-
mos determinar a solu¢do analitica de (16), integrando ambos os lados da equacao, utilizando o

método de separacao de varidveis:

dP
/mdt:/rdl. (17)

Para resolver a equacgdo (17), usaremos a técnica das fragdes parciais no primeiro mem-

bro da igualdade, uma vez que o lado direito € resolvido como

/ra’t:rt—f—cl

sendo ¢; uma constante, ¢; € R.

De (17), podemos observar que

1 P

P(1—P/P.)  P(P.—P)
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Denotando por A e B os numeradores a serem determinados, teremos a seguinte igual-

dade:
P., A n B
P(Po—P) P P.—P
que implica em
P _ A(P.—P)+BP

P(P.—P)  P(P.—P)
€ consequentemente,

P =AP.—AP+BP.

Portanto,
P.=AP.— (A—B)P,

pela igualdade de polindmios, temos o seguinte sistema de equagdes:

de onde segue que A =B = 1.

/ﬁ:/eJerl—P)dp
/P (1—P/P.) /PdP+/P —pf

Lembrando que

Logo,

que € equivalente a

1
/FdP:lnP—i—cz

para c» € R, podemos utilizar o método da substitui¢ao para resolver a seguinte integral:

/ L
P.—P

Denotando P.. — P por u, temos que

dP
— = 1.
du
Logo,
dP = —du,
€ assim

1 1
/ dP:/;(—l)du:—ln|u\+C3

P.—P
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para c3 € R.

Fazendo a substituicao da varidvel u, temos que

1
/(IT—P) dP = —In|Pu—P|+ 3

para c3 € R.
Portanto,
/ i In|P|+c2— In|Po— P| + 3 = In|P| — In [P — P| +
—————=1In —In|Ps — =In|P|—In|Ps—
P(1—P/P.) © “ “

paracy =cy+c3,c4 € R.

Logo,
/P(l—di/Pm) =In POOF:P‘+C4' (18)
Consequentemente, (17) se torna
In P ‘+C4:rt—|—cl,
Po—P
ou ainda,
In PW—P’ =rt+C,

paraC=c; —c4,C € R.
Aplicando a funcdo exponencial de ambos os lados e usando o fato que as funcdes
exponencial e logaritmica s3o func¢des inversas, temos que

P
P.—P — ert—&—C’

In
e

isto &,

P — ert+C.
P.—P

Usando a condigdo inicial de que P(0) = Py, podemos determinar o valor da constante

C de integracdo. Note que

isto é,

ln< P ):m(ec). (19)
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Portanto,

P
C:1n< )
P.—P

Substituindo o valor de C em (19), teremos que

| P
P B ert+ n Poo _ P()

P.—P

que pela propriedade das poténcias, pode ser representado como

P.—P P.—P

1 il
P :er[.en Poo_P :er[.< PO >'

Assim,

0 que implica em

Isolando P, obtemos
— Poo
P+ (Pa—PRy)’
e" Py
e assim, temos a solugdo explicita em funcdo de ¢:

PPy

Pl) = pe (Pa—Py)’ 20)

Esta equacdo pode ser representada graficamente por uma curva chamada de logistica
(Figura 4) e dessa expressao podemos observar que:
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F
Po < Po
P _
Poo =~ Po
Poaj2@
Pao
@
tm t

Figura 4: Curva Logistica

Fonte: Autoria Propria.

1. Se Py < P teremos que Py < P(t) < P e P(t) tenderd a P., pois se t — oo a segunda
parcela do denominador da fracdo tenderd a zero, podendo entdao simplificar P). Neste

caso, a equacao (16) mostra que I > 0;

2. De maneira andloga, se Py > P entdo P(z) tende P.. decrescendo, quando ¢ — oo. Neste

caso, a equaciao mostra que T <0;

3. Observando a EDO (16) como:

dp P?
dt P’
dpP < iy PP ) .
temos que T € uma funcao quadrética de P cujo grafico € uma parabola com concavidade
. . . . . . ., T .
voltada para baixo, (vide a Figura 5), pois seu coeficiente dominante ¢ —— < 0. As raizes

sdo P =0e P = P., as quais sdo pontos de equilibrio ou solucdes de equih%rio da equacgao

dpP
diferencial (16), pois e 0.
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dPidt

@

Pool2 Poo P

Figura 5: Variacéo de P(r)

Fonte: Autoria propria.

Seu valor de maximo € atingido no ponto

XV:—:

—r P,
2-(-r/P.) 2

. dpP . Peo :
. Dessa maneira, como r > 0, temos que a taxa T serd positivase 0 < P(1) < 5 ¢ negativa
P . dp . e P
se — < P(t) < Pw. O valor maximo de I relativa a P, € atingido quando P = - ou

seja, quando a populagdo for igual a metade da populacdo limite.

P . .
. Considerando, P(t) = > em (20), podemos determinar o instante #,, em que a populacdo

atinge a maxima variacao:

Po Py- P

2 (Pa—PRy)-e "+ PR
isto €,

2Py = (P — Py).e” " + P,
0 que implica em

Py=(Po—PRy)e .

Equivalente,
I 1
i) __(Ika—-fb)e”.
Portanto,
erl — (P o — B 0)
P

Aplicando In em todos os membros e isolando o ¢, obtemos
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ty = %lnPwP_OPO,
considerando que Py < 7‘”
Assim, para t = t,, temos:
Plty) = % 1)

isto €, no instante de tempo 7, a populagdo cresce com sua taxa maxima, conforme a

relacdo abaixo:

Além disso, foi visto que
d’P  dP 2r dP

ar = ar TR dr

entdo tomando para t = t,,,, temos que:

d’P(t,)  dP(tn) 2r dP(t)
= — —P(ty
dt? " ar P., (tm) dt

(22)

desse modo, podemos desenvolver (22) usando a igualdade (21):

d*P(t,,)
dt?

r
—pe =P, — .2 P,
4

portanto, chegamos ao resultado:
d’P(ty,) r2P r?
> 4
Logo, t =t,, € um ponto de inflexdo de P(t).

P
Sabendo que P(t,,) = B temos que:

P - L .
e Se By = > entdo t,, = 0, pois € justamente quando a taxa de crescimento da

populacdo é maxima, ou seja, ponto de maximo da parabola;

P : : P
* Se 5 < Py < P, a curva ndo apresentard ponto de inflexdo, pois Fy > 5 = P(ty).

Exemplo 3.2. Para utilizarmos a Curva Logistica (Figura 4) como modelo de projecdo da
populacdo paranaense, vamos considerar alguns dados do IBGE (IBGE, 2020b), que mostram
que na década de 2000 — 2010 a taxa anual de crescimento populacional foi de aproximada-
mente, 0,890% e na década de 2010 — 2020 a taxa de crescimento populacional anual foi de,

aproximadamente, 0,982%.
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Utilizaremos a média geométrica desses valores pois queremos uma taxa média i, tal
que se anualmente a taxa aumentasse i, o aumento nos tiltimos 20 anos seria o mesmo. Logo

nos ultimos 20 anos, a taxa média r de crescimento populacional foi de:

r = +/0,00890 x 0,00982 = 0,00935

ou seja, aproximadamente 0,935%.

Podemos supor que a populagdo limite, ou seja, a populacdo mdxima que o estado
do Parand comporta sem que haja prejuizos irreversiveis para o meio ambiente ou falta de

recursos hidricos ou saneamento, é de 80.000.000 de habitantes.

Dessa forma, vamos calcular qual o tempo necessdrio para atingir por exemplo, a
metade desta populacdo, ou seja, P(t) = 40.000.000. Considerando Py = 11.516.840, o valor
estimado para populacdo paranaense para 2020, de acordo com o IBGE, segue da equagdo
(20) que
(8-107)-(1,1516840-107)

410" =
1,1516840- 107 + ¢—0.0093518 . 107 — 1,1516840 - 10]

isto é,
4,606736 - 10'* 4- ¢ 709093576 848316-107) - (4-107) = 9,213472- 104,

Logo,
¢~ 00093512 7393264 - 10'%) = 9,213472-10'* — 4,606736 - 104,

donde segue que
¢ 00093519 7393964 1015 — 4606736 - 10'4,

e portanto

e 000931 = 0,168170394. (23)
Aplicando logaritmo em ambos os lados da equagdo (23), obtemos
Ine~ 099357 =15 0, 168170394,

isto é

—0,00935t = —1,782777564 = |t = 190,637 |.

Portanto para que a populagdo do Parand atinja a metade da populacdo limite estipu-

lada, levaria aproximadamente 190 anos.
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3.3 MODELO SIR DE EPIDEMIOLOGIA KERMACK-MCKENDRIC

Ao longo da histdria, a humanidade passou por diversas ameacas que colocaram a so-
brevivéncia da vida humana em risco. Catastrofes climaticas, guerras, doencas e outros fatores
socioecondmicos provocaram inimeras mortes, com desfechos preocupantes para a sociedade
humana. Dentre os fatores citados, um dos mais temidos pela sociedade sao as doengas infec-

ciosas que provocam mortes em massa levando a uma epidemia e/ou uma pandemia.

O numero de mortes provocado pelas maiores epidemias de todos os tempos € im-
preciso, mas € incomparavelmente maior do que o nimero de mortes provocado por todas as
guerras (ANDERSON; MAY, 1992). Na Europa, doencas infecciosas trazidas por estrangeiros
tais como sarampo, variola, gripe e peste bubOnica foram responsaveis pela exterminacdo de
grupos étnicos (CASTILLA et al., 2006), os quais ndo haviam entrado em contato com estas

doencas anteriormente, portanto ndo haviam adquirido imunidade.

H4 uma preocupacdo mundial ndo sé em cuidar das epidemias que porventura ocorram,
mas também em estabelecer estratégias de prevencdo e de controle de doencgas de forma a
aumentar sua eficicia e reduzir custos. Assim, a pesquisa relacionada ao desenvolvimento
de modelos matematicos que auxiliem em tal gerenciamento vem ocorrendo desde o século

passado.

Muitos modelos matematicos com o passar dos anos foram estudados e desenvolvi-
dos para modelar casos de epidemiologia. Tais estudos foram sendo desenvolvidos de forma
lenta e no fim do século XIX passaram a ser vistos como um ramo importante da ciéncia. A
partir de 1927, surgiu o modelo SIR (susceptiveis, infectados e recuperados) formulados por
Kermack-McKendric, matematicos que consideraram que uma epidemia com microparasitas
(virus e bactérias) ocorre em uma determinada comunidade fechada através do contato entre

pessoas infecciosas e pessoas sadias.

Dessa forma, a populacdo de hospedeiros é subdividida em classes distintas de acordo

com a infecciosidade de seus elementos, onde:
* §=8(¢): pessoas sadias mas susceptiveis a doenca, podendo ser infectadas quando em
contato com pessoas doentes;
o I =1(t): pessoas portadoras da doenca (infecciosos);

* R =R(t): individuos imunes que ja contrairam a doenca e se recuperaram, ou estao iso-

lados ou morreram.
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Considerando por hipétese uma comunidade fechada, entdo a populagdo total N cons-

tante (ndo varia com ¢), € dada por

N=S(t)+1(t)+R().

Doencas como a tratada aqui, tem periodo de incubagdo do parasita relativamente pe-
queno. Cada doenca possui caracteristicas diferentes, entdo para cada tipo de doenca modela-se
sua velocidade de propagacdo através das interagdes entre as varidveis S, I e R. Para esque-
matizar o processo epidemioldgico o sistema comportamental esquematizado abaixo mostra as

taxas de transicOes entre as trés classes:

B a

5 - | - R

Figura 6: Esquema Compartimental de uma epidemia (Modelo SIR)

Fonte: Autoria propria.

onde B1 ¢ a taxa de transmissdo da doenca com (8 > 0) como o coeficiente de infecciosidade;

e o € taxa de remogao.

A taxa de transmissao, ou nimero de reproducao, é utilizada para medir o modo como
uma determinada doenca, causada por um agente transmissor como por exemplo: gripe H1N1,
AIDS, ebola, dentre outras, se propaga numa populacao isto &, se a doenca esta se espalhando
ou perdendo forca. Em geral esse nimero ¢ uma estimativa do nimero real de infectados,
baseada em dados obtidos através de pesquisas feitas por 6rgaos responsaveis e que pode sofrer

mudancas ao longo do periodo de duracao da epidemia.

No caso da COVID-19, supondo uma taxa de transmissdo igual a 2, poderiamos en-
tender que um individuo infectado tende a transmitir a doenga para duas outras pessoas sus-
ceptiveis. Caso B1 seja igual a 0,5, terfamos que duas pessoas infectadas tendem a transmitir
a doenga para uma pessoa susceptivel. No Brasil, por exemplo, no més de setembro de 2020
essa taxa foi estimada em 0,998. Embora pareca uma taxa relativamente pequena, um nimero

de reproducdo igual a 1 significa um grande crescimento (MACHADO et al., 2020).

Considerando o esquema dado na Figura 6, vamos supor que:

* Cada compartimento é composto de individuos homogéneos (restri¢ao forte do modelo);
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* Cada individuo infeccioso tem a mesma probabilidade de se encontrar com um suscetivel;

* Nao ocorre nascimento na comunidade e a morte somente é causada pela doencga.

Para atender todas as caracteristicas descritas , 0 modelo matematico escolhido para

descrever alguns tipos de epidemias acima, chamado SIR ou modelo sem dinamica vital, € dado

por:
45— —BsI
d — BSI—al 24)
R = a1

Podemos observar, através do sistema de EDO’s, que:

* 0s susceptiveis decrescem a uma taxa proporcional ao nimero de encontros com os in-

fecciosos;

* os infectados aumentam do mesmo modo como os sadios diminuem e perdem os que sao

curados ou mortos;
* avariagdo dos recuperados € proporcional a quantidade dos infectados.
Admitamos para essa situagdo como fator fundamental valores iniciais Sy = S(0),

1(0) = Iy, Rp = 0 e os parAmetros B e o que descrevem a dindmica da epidemia. Analisando a

2* equagdo do sistema (24), no tempo ¢ =ty = 0, temos que

dl
—(0) = BSoly — al
7 (0) = BSolo —ap,

isto €,
dl
—(0)=1L(BSy—
dt( ) =1o(BSo— &),

d1(0) . ,
e portanto, 7 > 0 se, e somente se, Ip(BSy— a) > 0. Considerando o fato do nimero de

infectados no tempo inicial £ = 0 ser maior que zero para que haja o inicio das infec¢des entre
a populacgdo, entdao temos que
BSo— o >0,

o que € equivalente a

(04
So > —.

B

Podemos concluir que o nimero de infectados terd taxa de crescimento positiva en-

~ . . o . o, -
quanto a populacdo de suscetiveis S for maior que —. O nimero p = — é chamado de limiar

B B
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epidémico. Se em uma dinidmica populacional SIR tivermos I(t) > I, para algum ¢ > 0, dize-

mos que hd uma epidemia.

Definindo

o B0

a 9
temos que A representa o nimero de infec¢des secunddrias pois € a multiplicagao do ndmero de
susceptiveis iniciais pela taxa de infecciosidade dividida pela taxa de remocgdo, ou seja, quanto

maior for esta razdo, maior serd a severidade da doencga.

Ainda, ao considerarmos as duas primeiras equagdes do sistema (24), ou seja

ds
— = —BSI 25
I B (25)
e
dl
— = BSI— al. 26
7 B (26)
Ao dividirmos a relacdo (26) pela (25), temos que
al _I (BS— )
s BSI
e portanto,
dl a
—=—14—. 27
75 + BS (27)
. a
Ao substituirmos p = E em (27), teremos
dl p
—=—1+=. 28
ds + S (28)
Para Sop = S(0) > 0e Iy =1(0) > 0, integrando (28), teremos
p
dl = (—1 —) ds,
Jar=[ (=145
assim,
I+ci=-S+pnS+oc.
Logo,
I=—-S+pInS+C. (29)
Usando das condicdes iniciais, isto é, tomando ¢ = 0 em (29) obtemos a constante de
integragao:

C=IL+So—pInSy=N—pInSy,
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pois N = Iy + Sp, uma vez que Ry = 0.
Portanto,

I(t)=—S(t)+pInS(t) + N —pInSy. (30)

Estamos interessados agora no valor maximo de I(t), pois este indicard a severidade

da doencga. Para determinar /.4, € necessario que

dl

— =0.
dS

Por (28), temos que

isto €, S = p. Substituindo S = p em (30), temos que

Ipax = plnp —pInSo+N —p.

Evidenciando p,

Lnax = p(Inp —1InSp) + N — p,

usando a propriedade dos logaritmos, segue que

bnax =P |:1n <S£0>:| +N-p,

e portanto
A [—1+1n (ﬂﬂ 4N, 31)
So
De modo andlogo, se considerarmos a taxa de crescimento de infec¢cao negativa, isto €,
dl
— <0,
dt

chegaremos a seguinte desigualdade

S<p:%<:>}l@<1,

isto é, o numero de infectados decrescerd quando a taxa de reprodug@o bésica Ay for menor do

que 1.

Algo importante quando se analisa as causas de uma epidemia é a quantidade de pes-
soas que ficardo doentes até que a doencga seja erradicada. O Teorema do Limiar Epidemioldgico
a seguir estabelece que se (So — p) é relativamente pequeno comparado com p, entdo o nimero

de individuos que contrairdo a doenca sera, aproximadamente, igual a I,,,,; = 2(So — p). Sendo
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S(e0) = S. 0 nimero de pessoas sadias que podem contrair a doenga.

Teorema 3.3. (do Limiar Epidémico): Sejav = Sy— p e suponha que v/p é muito pequeno se
comparado com 1. Se o niimero de infectados inicial Iy é muito pequeno, entdo o niimero de

individuos que finalmente contraem a doenga So — S € proximo de 2v.

Demonstracao: Da equagao (31) temos:

I(S(t))=Ih+So—S(t)+pln (%;)) .

Note que quando ¢ — 0, temos que

Seo
0=Ih+So—Se+pln (—)
So

Pelas condigdes iniciais anteriores Ip € muito pequeno comparado a Sp. Entdo consi-

deraremos Iy = 0. Assim, temos que

0=0+S8)—Sex+pIn [M}’
So
o que € equivalente a
S _Soo
O:So—Soo—i—pln[l— OS ] (32)
0

Se So — p € pequeno comparado a p, entdo Sy — p € pequeno se comparado a Sp.

So—Seo

Usaremos a série de Taylor de ordem 2, para a fungdo f(r) =In(1 —1) com 7 = =&

em torno do ponto ¢ = 0. Derivando a fungdo f(¢), obtemos

/ 1 /

FOy= (-0 = =110,

—t —t

donde vem que

Aplicando a derivada segunda, temos que

T = (1 —1)2 (1) = —
F0 =100 ) =

e, portanto, f (0) = —1. Assim,

£(0)(z—0) N £'(0)(t—0)*
I o

In(1—17) = f(0)+
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Consequentemente,
So — Seo -1 So — S
In|1-— ~ Inl —_ -0
o[2gE] = e 5 (M%) )
ER(ES R

In 1_So S. _ So—S. b So—S. (33)
So So 2 So
Logo, substituindo (33) em (32), temos
2
_ So — S _ 1 /80— S
So 2 So
So — Seo P [ So— S« 2
= Sp—S. — _r
° P ( So ) 2 ( So )
— (Sp—S.0) (1 PP s, —Sm)>

So 283

282 2800 — 0(So — Seo
= (So—Soo)( 0 —250p — p(So )).
282

Entao,

0 = So—Swtp

Como Sp — Se # 0, concluimos que

282 —250p — p(So — S)
283

:O’

que é equivalente a
252 —250p — p(So— S-) =0

ou ainda,
P(So—Se) = 255 —2S0p.
Segue que
253
So— S = —2 28
p
e portanto,

S,
So — oo = 25 (-0—1).
P
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Sendo Sy = p + v, temos que

So—Se = 2(p+v) <pT+V—1> — (2p+2v) (%”-1)

v 2 1
_ 2p+2v—2p+—v+l—2v:2v(—+3).
p P p

P
1
So—swzzv(—+1).
pp

Uma estratégia para erradicacdo da doenga (I = 0) é a imunizag¢do de um ndmero su-

Portanto,

ficiente de hospedeiros sadios. Seja p uma porcentagem da populacdo imunizada (vacinada)
e (I — p) a porcentagem nao vacinada, entdo a populacdo participante do processo epide-
mioldgico, ou seja, a ser imunizada através da vacinag@o serd N(1 — p). Se A é o nimero

médio de infeccdes secundérias, entdo

Ay = (1=p)Ao (34)

serd a taxa de reprodugdo bdsica depois da imuniza¢do de uma fragdo p de individuos sus-

ceptiveis.

Substituindo (34) em A < 1, obtemos

isto €, temos
e portanto
1
>1——.
P27 %
Como
2o=b%
(04

segue que a populacdo imunizada deve ser tal que

>1——.
P BSo
Percebemos que o modelo SIR € tido como um método relativamente simples para
descrever uma epidemia considerando que todos os individuos de uma populagdo estejam em
um dos trés grupos: susceptiveis (ou saudaveis), infectados ou recuperados. A partir, dele

o estudo tedrico de modelos matematicos em epidemiologia ganhou muito espaco e abriu as
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portas para muitos outros modelos mais precisos.

Doencas infecciosas puderam ser melhor estudadas ao longo dos anos a partir do uso
de modelos matematicos. Por exemplo, grandes revistas como o American Journal of Epidemio-
logy, passou a ter 24% dos artigos publicados em suas edi¢cdes dos anos de 1981 e de 1985 sobre
doencas infecciosas e deste montante, 11,4% utilizavam modelos matematicos para descrever
estes fendmenos (KING; SOSKOLNE, 1988). Uma outra revista como o International Journal
of Epidemiology teve um aumento de 14,6% para 27,3% de publicacdes sobre epidemiologia

que utilizavam modelos matematicos para descrevé-los (BECHER, 2005).

Esse crescente aumento no uso de modelos matematicos para descrever fendmenos epi-
demioldgicos mostra a importancia desta drea, que pode contribuir para solucionar problemas

no Brasil como a Dengue e no mundo como a COVID-19.
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4 PROPOSTA DE ATIVIDADE EM DINAMICA POPULACIONAL PARA O
ENSINO MEDIO.

4.1 INTRODUCAO

Ao longo das dltimas décadas a cidade de Siqueira Campos - PR passou a ter um
crecimento significativo em sua populacdo devido a chegada de novas fabricas (MUSSALAM,
1974), o que contribuiu para a geracdo de novos empregos e oportunidades de trabalho, ndo
somente para os habitantes que ja residiam na cidade, mas também para os moradores de cidades

vizinhas.

Segundo o jornal - Tribuna do Vale (VALE, 2020), este municipio teve um aumento de
15% (dados do IBGE) num periodo de 10 anos, sendo assim a cidade que mais cresceu na sua

regido, fato este que contribuiu para a reducdo habitacional nas cidades mais proximas.

Figura 7: Cidade de Siqueira Campos - PR
Fonte: (MUNICIPAL, 2020)

De acordo com este mesmo jornal (VALE, 2020), o municipio de Siqueira Campos,

que em 2010 registrava 18.454 moradores passou a ter, segundo estimativas do IBGE, 21.249 no
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ano de 2020. Este aumento populacional se tornou significativo para seus habitantes, deixando
de ser conhecida apenas pela sua producao de café, para se consolidar como um polo industrial

na regiao.

Essa mudanca na economia do municipio, bem como o consequente aumento em sua
populacao, se deve principalmente ao fato da instalacao da “Pro Tork”, uma das maiores fabricas
de pecas de motocicletas do Mundo, a qual gera cerca de 3,5 mil empregos diretos, o que a torna
uma das maiores empregadoras do Norte Pioneiro do Parand, instalada em Siqueira Campos

desde o inicio dos anos 90.

Figura 8: Fabrica de moto pecas - Pro Tork

Fonte: https://images.app.goo.gl/6VFGrve 9wA8ZpoUL7

Outros municipios da regido que também apresentaram um importante aumento nas
taxas de crescimento, no mesmo periodo, foram: Joaquim Té4vora (causado pela instalagdo de
industrias como “Frangos Pioneiro””) com elevacdo de 11% no nimero de habitantes, Ibaiti, com
10% de crescimento populacional e Santo Antonio da Platina, com 8% de aumento na dltima

década.

De acordo com dados do IBGE, a microrregido composta pelos municipios da Amu-
norpi (Associa¢do dos Municipios do Norte Pioneiro) (AMUNORPI, 2020) teve um aumento
de quase 10 mil habitantes entre os anos de 2010 e 2020, passando de 320.009 para 329.869,
sendo que dos 25 municipios pesquisados, 14 deles tiveram um aumento populacional neste

periodo.

Fazem parte desta lista os municipios de: Barra do Jacaré, Cambard, Japira, Conse-

lheiro Mairinck, Ibaiti, Jaboti, Jacarezinho, Carl6épolis, Joaquim Tavora, Pinhaldo, Quatigua,
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Santo Antonio da Platina, Siqueira Campos, Wenceslau Braz.

Dentre os municipios que fazem parte da associagao e que apresentaram decrescimento
no numero de habitantes estdo: Abatid, Andird, Figueira, Guapirama, Jundiai do Sul, Ribeirdo
do Pinhal, Salto do Itararé, Santana do Itararé, Sdo José da Boa Vista e Tomazina, de acordo

com o Censo realizado no ano de 2010.

Na Figura 9 abaixo, podemos observar a variagdo no nimero de habitantes de cada um

dos Municipios pesquisados:

Municipio 2010 2020
Abatia 7764 7408
Andird 20610 19926

Barra do Jacaré 2727 2781
Cambara 23886 25466
Carlopolis 13706 14356

Conselheiro Mairinck 3636 3876
Figueira 8293 TB96
Guapirama 3891 3784
Ibaiti 28751 31644

Jaboti 4902 5303
Jacarezinho 39121 39322
Japira 4903 4930

Joaguim Tavora 10736 120049

Jundiai do Sul 3433 3269
Pinhaldo 6215 6324
Quatigua 7045 7477

Ribeirdo Claro 10678 10645

Ribeirdo do Pinhal 13524 129443
Salto do ltararé 5178 4398
Santana do ltararé 5249 4954
Santo Antdnio da Platina 42707 46251
530 José da Boa Vista 6511 6160

Siqueira Campos 18454 21249
Tomazina a7 7807

Wenceslau Braz 19298 19386

Figura 9: Variacao da Populaciao dos 25 Municipios do Norte Pioneiro

Fonte: IBGE

Podemos notar pela tabela que Santo Antdnio da Platina € cidade mais populosa, se-
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guida por Jacarezinho, Ibaiti, Cambara, e Siqueira Campos - que superou Andird no nimero de

habitantes.

Por outro lado, o Municipio de Barra do Jacaré, segue como o menos populoso, seguido

por Jundiai do Sul, Guapirama, Conselheiro Mairinck e Salto do Itararé.

4.2 DESENVOLVIMENTO DA ATIVIDADE

Este foi o primeiro ano em que teve-se contato com os alunos do 3° ano do ensino
médio do Colégio Estadual Maria Aparecida Chuery Salcedo, do curso de form¢ao de docen-
tes. Devido a situagdo gerada pela pandemia da COVID-19, os alunos ficaram cerca de 1 ano
e meio sem aulas de matemdtica. Como o conteido deveria englobar os conceitos da grade
curricular do terceiro ano do ensino médio, foi pensada uma maneira de se ensinar a dinamica
de crescimento populacional, que seria uma édrea aplicada da matematica que englobaria a ma-
temadtica financeira, as progressdes geométricas e a funcdo exponencial, ou seja, assuntos que

seriam tratados no 3° ano do ensino médio.

Para adequar este trabalho sobre dindmicas populacionais para os alunos do ensino
médio, foi pensado em utilizar o modelo de Malthus descrever quantitativamente o aumento
de seus habitantes entre os anos de 2010 e 2020, por se tratar do modelo mais simples e do
modelo que conseguiria utilizar os conceitos de funcdo exponencial. Diante da realidade obser-
vada anteriormente, em particular a respeito do crescimento populacional da cidade de Siqueira
Campos, a qual apresentou um aumento significativo de sua populacdo, se comparado aos mu-
nicipios vizinhos. Para tornar esta atividade mais atrativa para os alunos, foi concordado que
o trabalho realizado por eles iria substiuir a realizacdo de uma prova e que seriam necessarios

conhecimentos de Excel e de Geogebra.

Os alunos se mostraram interessados pelo tema proposto, pois muitos deles sao filhos
de trabalhadores dessas fabricas, conhecem pessoas que dependem deste trabalho ou que ainda
participam do programa “Jovem Aprendiz”, desenvolvido a partir de uma parceria da Prefeitura
Municipal (MUNICIPAL, 2020) com a Empresa Pro Tork e com SENAI (Servigo Nacional de
Aprendizagem Industrial). Este programa visa a formacgao de pessoas (que tenham entre 14 e
24 anos) e que tenham interesse em ingressar no mercado de trabalho. Dessa maneira, jovens
que ainda estejam em idade escolar tem a possibilidade de ter seu proprio salario e de aprender

uma nova profissao, desde de que passem por um processo seletivo.

A atividade durou cerca de 1 més, e no inicio teve a realizacdo de uma apresentagcao

mostrada nos slides ao longo desta subse¢do. Na apresentacdo foram revisados os conceitos
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de funcdo exponencial e ensinados conceitos novos como taxa de crescimento populacional,
andlise de tabelas e de graficos. Para a realizacdo do trabalho aplicado, foi sugerido que eles
procurassem na internet dados numéricos que comprovassem o crescimento do nimero de ha-
bitantes da cidade de Siqueira Campos causado pelo desenvolvimento industrial ocorrido nas
ultimas décadas. Apds o fim da apresentagdo do professor, os alunos teriam de fazer tabelas no
excel e plotar os graficos a partir dos dados das tabelas no Geogebra ao longo de um periodo de
6 aulas, em que o professor estaria disponivel para tirar todas as dividas de uso do Excel e do

Geogebra.

As dificuldades encontradas pelos alunos no uso do Excel foram desde usar comandos
de insercao de dados, montagem de tabelas e associa¢do de uma populagdo para um determinado
ano, até a realizacdo dos calculos das taxas de crescimento. Na parte de montagem do gréfico,
as dificuldades eram em relacdo ao uso do software também, desde a inser¢do dos dados, até
configuragdes do grafico, como inserir o titulo do grafico e realizar uma mudanca de tamanho
da fonte. Por fim, para os alunos que nio tinham acesso a um computador, ficou definido que

para estes alunos, teriam aceitas atividades em duplas nestes casos.

Abaixo constam os slides da apresentacao realizada para os alunos e no 5 € mostrado

um dos trabalhos entregue pelos alunos.

Funcdo exponencial e crescimento populacional

A
Al
‘A A
AdA
PROFMAT

Figura 10: Apresentaciao do contetdo do trabalho - slide (1)

Fonte: Autoria propria.

Foi apresentado o gréfico acima que indica um funcdo exponencial. Assim, na Figura

11 foi apresentado o caso da cidade ficticia de Number City, onde apresentamos uma populagdo
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e uma taxa de crescimento em anos ficticias, e aos alunos foi feito o questionamento de como

seria possivel descrever o crescimento da populacao desta cidade em anos.

Funcdo exponencial e crescimento populacional

Vamos considerar a seguinte situacio:

A populagdo de Number City é atualmente de 10000 habitantes e
cresce a uma taxa de 10% ao ano. Qual é a relacao matematica

que descreve seu crescimento apds t anos?

§ ”’J\

N

Figura 11: Apresentacio do contetdo do trabalho - slide (2)

Fonte: Autoria propria.

A partir do slide 3, indicado na Figura 12, iniciou-se uma andlise do crescimento
da populagdo utilizando a populagdo inicial P(0) e a taxa de crescimento com um fator de

atualiza¢@o ¢ por meio de uma fungio denotada por P(t).
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Funcdo exponencial e crescimento populacional

Analisemos esse fenémeno ano a anol
Denotado por P(t) sua populagdo num momento t qualquer, P(0)
sua populagdo inicial e 1,10 como fator de atualizacio, temos na

tabela a seguir sua variacio ao longo dos anos:

N

”4-./\

)

Figura 12: Apresentacio do contetido do trabalho - slide (3)

Fonte: Autoria propria.

Em seguida, no slide 4, foi feito uma elaborag@o passo a passo para 0s quatro primeiros
anos, depois extrapolando para o caso geral, de modo a mostrar que a populacdo cresce de
maneira recursiva, ou seja, o ano seguinte utiliza o resultado do ano anterior vezes o fator
de atualizacdo ¢. Sendo assim, a constru¢do foi semelhante a usada na relagdo (2) na qual a
populag@o aumenta seguindo uma progressao geométrica (P.G.). Ainda foi mencionado que o

fator de atualizacdo ¢ seria a razdo desta P.G..



(o] P(0)= 10000

1 P(1)=10000. 1,10= 11000

2 P(2)=10000.1,10.1,10=_10000.(1,10)? = 12100
3 P(3)=10000.1,10.1,10.1,10= 10000(1,10)°= 13310
4

P(4)= 10000.1,10.1,10.1,10.1,10= 10000(1,10)" = 14641

t  P(t)=100001,10.1,10.....1,10= 10000. (1,10}

ety —
tanos

(=} = =

S
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Figura 13: Apresentacio do contetido do trabalho - slide (4)

Fonte: Autoria propria.

No slide 5, indicado na Figura 14 foi evidenciado de maneira mais clara o resultado

obtido na Figura 13 e assim, explicitada a relacdo entre o tempo ¢ e a quantidade de habitantes
P(t).

Portanto, para um tempo t qualquer, a
populac3do dessa cidade sera dada por:

| P(t) = 10000 - 1,10°

PROFMAT

Figura 14: Apresentacido do contetdo do trabalho - slide (5)
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Fonte: Autoria propria.
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No slide 6, indicado na Figura 15, foi iniciada a explicacdo do que seria efetivamente
a fun¢do exponencial por meio do uso de exemplos e da sua forma geral, assim ficou mais
evidente para os alunos que o resultado mostrado na Figura 14 representava uma fungdo expo-

nencial.

Funcdo exponencial e crescimento populacional

De modo geral, uma funcdo f : R — R, dada por f(x) = a* ou
y=a" coma€R*ea#1échamada de funcao exponencial

Exemplos:
- ey
f(x) = (v2)' f(x) =0,7%

Figura 15: Apresentacio do contetdo do trabalho - slide (6)

Fonte: Autoria propria.

Ja no slide da Figura 16 foi explicado que existe uma forma gréifica de reprentarmos o

crescimento da populagao.



Para visualizarmos melhor como se da o crescimento dessa
populacdo, podemos representar graficamente essa funcio!
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Figura 16: Apresentaciao do contetido do trabalho - slide (7)

Fonte: Autoria propria.
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Em seguida, foi iniciada a parte das ferramentas computacionais, explicando sobre o

Geogebra e sobre a importancia de se representar uma fun¢do graficamente.

Para tanto, iremos utilizar o geogebra, um aplicative matematico
que além de outras utilidades, é usado para representar o grifico
de diversas funcdes:

9 Ca @ @ rupsiven geogebraseg casiclang=pl_FT - @ noae
[e b0 =q Seq
+  Emnda.. =N 6

L
O
r

?

Figura 17: Apresentacio do contetido do trabalho - slide (8)

Fonte: Autoria propria.

A partir deste momento, das Figuras 18 a 21, respectivamente, foi ensinado aos alunos

a como inserir uma equacgdo na caixa de entrada, ajustar a escala, inserir as coordenadas dos
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dados e formatar o grifico e assim puderam notar a importancia de se fazer um grafico com os

dados explicitos, para uma andlise do comportamento da populacgao.

Primeiramente, inserimos o gréfico da fungdo na caixa de entrada:

+  y = 10000 110°

123 fx) ABC #&~

E]

A
v
"
w
-
[~
w
"
®

i

U]
e

it
!

«
5

2
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Figura 18: Apresentacio do contetido do trabalho - slide (9)

Fonte: Autoria prépria.

Ajustamos ent3o a escala, para ser possivel a visualizacdo da curva:

EV [H] & © % &z sasco EwoOx EsoOy Greha X
jrr | Dimensdes g
xMin. -6.56 @
40100
xMax 328 A
20000
yMin: 57100
u
20000
yMax 63900
_‘__/m" [ e EioOx : EixoOy
1 1
® 1+ 4 # = 4 0 [IREEE JREEE ) aoed &
10000 | Cisos I
) Mostrar Emos 1 Negrito
~20000
cor [l estiodatnna —
30000 P’ Estio da Etiqueta: [1] Serif
£l Nego 1 ako
40000
Barra de Navegag o pira Passos de
Consirgdo

] &) =

LY
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Figura 19: Apresentacio do contetdo do trabalho - slide (10)

Fonte: Autoria propria.



S3o inseridos os valores obtidos na tabela através de coordenas
cartesianas:
NP3 Solf P ANEICY
@ foy=10000-10° =Y s BE
© A=, 11000 :
50000
Q B=(212100
40000
0 c=( 1330
30000
© D=4 14641)
20000
¢ D
+ A B
-5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 13 7
=10000
=20000 Fa
le,rza

Figura 20: Apresentacio do contetido do trabalho - slide (11)

Fonte: Autoria prépria.

Formatar o grafico para que se compreenda melhor as
caracteristicas da funcdo representada:

Crescimento populacional 452502

de Number City
400000

300000

y = 10000.1,10"

| ©ac
a0 ) &0 70 I 13/23

Figura 21: Apresentacio do contetido do trabalho - slide (12)

Fonte: Autoria propria.
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Com posse da equacdo que rege o crescimento populacional de Number City e do

gréfico, os alunos tiveram contato, conforme mostrado na Figura 22, com o conceito de mono-

tonicidade de uma funcdo e consequentemente lhes foi explicado que neste caso o grafico da

funcdo representava uma funcio crescente.
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Podemos observar que o grifico da funcdc é crescente 3 medida
gue 05 anos passam, ou seja, para todo £y e ty pertencentes ao
dominio da funcdo, com 1 < to, temes que P(t;) < P(tz). lsso se
deve ao fato de que base da funcio P(t) = 10000 - (1.10)", ou
seja, a= 1,10 = 0.

T » r oac
14/3

Figura 22: Apresentacio do contetido do trabalho - slide (13)

Fonte: Autoria propria.

Ja para os slides 14 e 15, mostrados nas Figuras 23 e 24, respectivamente, foram ex-
plicados os casos de monotonicidade crescente e decrescente de acordo com a expressdo geral
de uma fungdo exponencial y = a*. Assim, se a > 1, entdo a fungdo € crescente,ese 0 <a < 1,

entdo a fungdo é decrescente.

Essa caracteristica observada no comportamento do grafico da
funcio exponencial, denominada de curva exponencial, apresenta
os seguintes aspectos:

1°) Para a > 1, a funcdo é crescente:

= (= ) 3 Aas

18 /23

Figura 23: Apresentacio do contetido do trabalho - slide (14)

Fonte: Autoria propria.
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Funcio exponencial e crescimento populacional

2°) Para 0 < a < 1, a func3o é decrescente:

\ v

\y = a”

16,23

Figura 24: Apresentacio do contetido do trabalho - slide (15)

Fonte: Autoria propria.

Tendo explicado o que sdo as funcdes exponenciais e tendo feito o exemplo utilizando
Number City, foi explicado que o cdlculo mostrado anteriormente utilizava um modelo ma-
tematico simples e, como uma forma de instigar os alunos, foi mostrada uma aplicacao real de
fun¢des exponenciais com a populacdo do estado do Parand, em que os principais resultados
trouxeram um panorama para o futuro. Primeiramente, na Figura 25, que representa o slide
16 da apresentacao, foram expressos os dados da populacdo do Parana de 2015 até 2019 aos

alunos.
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Como modelo, tomemos o crescimento da populacdo do Parana
nos ultimos anos:

Populagdo do Parana

11.500.000 11.433.000

11.348.000
11.400.000 11.320.000

11.300.000 11.242.000

11.200.000

11.100.000

2015 2016 2017 2018 2019

o
U]
1
n
i

LY
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Figura 25: Apresentacio do contetido do trabalho - slide (16)

Fonte: Autoria propria.

Em seguida, foram calculados com os alunos algumas taxas de crescimentos anuais.

Ao considerarmos as taxas de crescimento durante esses anos,
vamos perceber que n3o s3o constantes:
Taxas de crescimento

Paois 11242000 o ~ o
B 22 = IiTes000 = 1, 0070 = 0,70%

Pooiz . 11320000 ~ ~ 0,
® pis = o200 150069 = 0,69%

Papiz _ 11348000 ~ ~ o
B 22 = 130000 = 1,0024 22 0,24%

Popro 11433000 ~u ~ 0,
B P 11348000 — 1,0074 = 0,74%

o
]
I
n
in!

LYY
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Figura 26: Apresentacio do contetido do trabalho - slide (17)

Fonte: Autoria propria.

De modo mais simplificado, foi exposta a solugao utilizada neste trabalho para calcular

a taxa média anual, conforme ilustrada na Figura 27.
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Para obtermos uma fun¢do com taxa de crescimento constante e
assim podermos modelar uma relacdo que permita estimar o

nlmero de habitantes de uma populacido, utilizamos a seguinte
relacdo que permite calcular a taxa média anual:

onde

= W o - taxa;
a= 2
- P, m [ - tempo;

B P: - populacdo no tempo

~

LN
19/23

Figura 27: Apresentacao do contetido do trabalho - slide (18)

Fonte: Autoria propria.

Com os dados dos anos de 2017 e 2019, que foram retratados na Figura 25, foi mos-

trado aos alunos como que chegou-se a uma taxa média para a populacao do Parané de 0,498%,
conforme exposto na Figura 28.

No caso da populacdo do Parana, caso queiramos calcular a taxa

média de crescimento entre os anos de 2017 e 2019, fazemos o
seguinte célculo:

/11433000
a=1/———-1=1,00498 — 1. a = 0,00498
11320000

ou seja, uma taxa média de aproximadamente 0,498% ao ano.

LY
20/23

Figura 28: Apresentacio do contetido do trabalho - slide (19)

Fonte: Autoria propria.
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Por outro lado, na Figura 29, os alunos puderam perceber que caso fossem conside-
rados anos diferentes para andlise, obter-se-iam resultados diferentes, como no caso o qual ao

invés de 2017, fossem utilizados os dados de 2015, chegariamos a uma taxa de 0,559% ao ano.

Funcdo exponencial e crescimento populacional

Ao considerarmos o crescimento da populacdo do Parana entre os
anos de 2015 e 2019, podemos calcular a taxa média anual de
aumento fazendo o seguinte célculo:

/11433000
a=4{——— —1=1,00599 — 1 - o = 0,00599
11163000 i

Assim, & = 0,00599 ou aproximadamente 0,599% ao ano.

21/23

Figura 29: Apresentacio do contetdo do trabalho - slide (20)

Fonte: Autoria propria.

Entdo, apds a explicacdo de qual taxa média seria mais condizente com a realidade,

usou-se efetivamente a exponencial da forma P(r) = Pye™.
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Dessa forma, ao tomarmos Py = 11163000, « e a relagio de
Malthus, temos a seguinte funcio que permite calcular a
populacio do Parand, com o passar dos anos:

| P(z) = 11163000.e%.005%¢

= - 4 » 3 A

35

Figura 30: Apresentacio do contetido do trabalho - slide (21)

Fonte: Autoria prépria.

E, por fim, foi mostrado, na Figura 31, como € a representacao grafica para este modelo

de crescimento do ndmero de habitantes do estado do Parana.

Temos entao que a representacdo grafica desta funcdo sera:

Crescimento popudacional do Parand

P(t) = 11163000774

-|
@

o0
23,23

Figura 31: Apresentacio do contetdo do trabalho - slide (22)

Fonte: Autoria propria.

Dessa forma os alunos puderam observar que ao utilizar um modelo matemético, como
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€ o caso do Modelo Malthus que prevé um crescimento populacional ilimitado ndo levando que
consideracgdo os fatores limitantes proprios de nossa realidade, nem sempre reflete o que de fato
acontece, pois sdo confidveis até um determinado momento, ou seja, quando procura descrever o
fendmeno natural por um curto espago de tempo. Entretanto, pode ser melhorado e aperfeicoado

a uma determinada situacao problema, ajudando a soluciona-la satisfatoriamente.



64

5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho mostrou modelos matematicos capazes de fazer previsdes sobre o cres-
cimento de populacdes, em especial para a populacdo do estado do Parand, e a transmissao
de doencas contagiosas a partir do uso ferramental de equagdes diferenciais. Assim, buscando
tornar este conhecimento mais acessivel a todos, foi realizada com sucesso uma atividade com
alunos de ensino médio, com conceitos de funcio exponencial e com a interpretacao de graficos
e de tabelas. Logo, foi visto que de maneira simplista, os modelos podem trazer no¢des do que
pode acontecer no futuro e que quanto mais informagdes forem colocadas na anélise, maiores

as chances de acerto de previsoes.

E esperado que este trabalho possa contribuir de modo significativo com a formagio
dos alunos no ensino de progressdes geométricas e fungdes exponenciais, que sirva como exem-
plo de aplicacdo da matemdtica em seu cotidiano, de maneira que possam compreender sua real
importancia para descrever fenomenos naturais que ocorrem de tempos em tempos e que inter-
ferem na vida de todos. Ha de se esperar também que eles possam entender que as ferramentas
tecnoldgicas, como € o caso do Excel e do Geogebra, sdao de grande importancia, ndo apenas
para descrever tais acontecimentos, mas também para potencializar o seu aprendizado e torna-lo

mais prazeroso.

Obviamente se faz necessario que o professor de matemaética do ensino médio procure
se aperfeicoar em relacdo ao uso de ferramentas computacionais, para que dessa maneira possa
utilizar estes recursos em sala de aula, estabelecendo assim uma relacdao de confianga entre os
sujeitos da aprendizagem, tornando o ensino de Matemaética mais dindmico e contextualizado.
Espera-se também que este material possa servir de incentivo as novas praticas pedagdgicas em
sala de aula, ndo somente para alunos do ensino médio, mas também do fundamental, dando
énfase a representacdo de pontos no plano cartesiano, relacdes entre grandezas diretas ou in-
diretamente proporcionais, elaboraciao de tabelas para organizagdo de or¢camentos domésticos,

dentre outros conhecimentos basicos de matematica.
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MIRANDA

_ Crescimento
2010 18454
2011 18962
2012 18933
2013 19177
2014 19424
2015 19675
2016 19929
2017 20186
2018 20446
2019 20710
2020 21249

Figura 32: Material produzido pelos alunos - pagina 1

Fonte: Autoria propria.



Taxa de crescimento medic da populago:
P (2010)=18.454
P (2011)}= (18.454=0,0129+168.454=13.602
P {2012)= (18.602=0,0129+18.602=19 933
P {2013)= (18.833=0 0129+ 18.233=10177
P (2014)= (10.177=0, 0129+ 10.177=10.424
P 2015)=(12.424=0,01 22} 10 424=10 875
P (2016)=12.8675=0,0122)+19.675=10.924
P (2017 =(18.829=0,01 28)+18 028=20.155
P (2018)={20.136=0,01.28}+20.168=20.448
P {2018)={20.428x0,01.28}+20.448=20.710
P (2020)=21.240

[21240

1 "'.|I gasa 1=1-1,0128= 00128 = & = 0,0129, ou
oI

aproximadaments & = 1,28% a0 ano.

Dessa forma, ftomande P{0)=18454 o = 029 como taxa de

crescimento médio da populagio de Sigueira Campos, temos a seguinte
fungio para estimar o nimero de habitantes para os proximos anos:

P(t)= PO . &
' P(t)= 18454 , gto129

Figura 33: Material produzido pelos alunos - pagina 2

Fonte: Autoria propria.
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Crescimento populacional de Siqueira Campos
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Figura 34: Material produzido pelos alunos - pagina 3

Fonte: Autoria propria.
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