UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA
DIRETORIA DE PESQUISA E POS-GRADUACAO
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA E DE
MATERIAIS

JOAO LUCAS CAVICHIOLO

QUANTIFICACAO DA INCERTEZA DE SISTEMAS VIBRATORIOS
DISCRETOS VIA METODO DE FAEDO-GALERKIN-ESTOCASTICO

DISSERTACAO

CURITIBA

2021



JOAO LUCAS CAVICHIOLO

QUANTIFICACAO DA INCERTEZA DE SISTEMAS VIBRATORIOS
DISCRETOS VIA METODO DE FAEDO-GALERKIN-ESTOCASTICO

Quantification of uncertainties of discrete vibrations systems by
Stochastic- Faedo-Galerkin method

Dissertacdo apresentada como requisito parcial
para obtencdo do grau de Mestre em Engenbharia,
do Programa de Pos-Graduacgdo em Engenharia
Mecanica e de Materiais, Universidade Tecnolo-
gica Federal do Parand (UTFPR). Area de Concen-
tracdo: Mecanica dos Sélidos.

Orientador: Prof. Dr. Claudio Roberto Avila da
Silva Janior

Co-orientador:Prof. Dr. Jodo Morais da Silva Neto

CURITIBA
2021
Esta licenca permite download e compartilhamento do trabalho desde que sejam atri-
@@@@ buidos créditos ao(s) autor(es), sem a possibilidade de altera-lo ou utiliza-lo para fins
comerciais. Contetidos elaborados por terceiros, citados e referenciados nesta obra nao
sdo cobertos pela licenca.

4.0 Internacional


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.pt_BR

16/12/2020

Ministério da Educagao
Universidade Tecnologica Federal do Parana
Campus Curitiba

JOAO LUCAS CAVICHIOLO

QUANTIFICACAO DA INCERTEZA DE SISTEMAS VIBRATS')RIOS DISCRETOS VIA METODO DE FAEDO-
GALERKIN-ESTOCASTICO

Trabalho de pesquisa de mestrado apresentado como
requisito para obtencdo do titulo de Mestre Em Engenharia
da Universidade Tecnolégica Federal do Parana (UTFPR).
Area de concentracdo: Mecanica Dos Sélidos.

Data de aprovacao: 16 de Dezembro de 2020

Prof Claudio Roberto Avila Da Silva Junior, Doutorado - Universidade Tecnoldgica Federal do Parana
Prof Julio Cezar De Almeida, Doutorado - Universidade Federal do Parana (Ufpr)

Prof Marcio Henrique De Avelar Gomes, Doutorado - Universidade Tecnoldgica Federal do Parana

Documento gerado pelo Sistema Académico da UTFPR a partir dos dados da Ata de Defesa em 16/12/2020.

https://utfws.utfpr.edu.br/aluno01/sistema/mpCADEDocsAssinar.pcTelaAssinaturaDoc?p_pesscodnr=205676&p_cadedocpescodnr=3577&p_cad... 1/1



RESUMO

CAVICHIOLO, Joéo L.. Quanti cacdo da incerteza de sistemas vibratorios discretos via
método de Faedo-Galerkin-Estocastico . 120 f. Dissertacdo — Programa de Pds-graduacgéo
em Engenharia Mecéanica e de Materiais, Universidade Tecnolégica Federal do Parana.
Curitiba, 2021.

A quanti cacéo de incertezas € um procedimento cada vez mais comum as simula¢des com-
putacionais, principalmente para problemas que envolvem dindmica e vibragdes. Existem
diversos métodos de quanti cacdo de incerteza utilizados em tais simula¢des, sendo que
tais métodos podem ser probabilisticos ou ndo. O método de Monte Carlo é o mais utilizado
devido a sua simplicidade, entretanto sua convergéncia lenta e alto custo computacional
sdo mais evidentes em problemas de larga escala. Outros métodos, como método Galerkin,
vem sendo muito aplicado na quanti cacao de incertezas devido ao seu rendimento melhor
em relacao aos outros métodos. Este trabalho apresentara uma quanti cacao de incertezas
de sistemas vibracionais discretos, cujas incertezas sao inclusas em parametros materiais e
parametros de projeto, utilizando método de Faedo-Galerkin Estocastico. Os resultados
obtidos seréo comparados com resultados obtidos via simulagéo de Monte Carlo.

Palavras-chave: Quanti cacao de incertezas. Vibracbes. Método de Faedo-Galerkin. Po-
linbmio de Caos. Método de Simulacao de Monte Carlo.



ABSTRACT

CAVICHIOLO, Joéo L.. Quanti cation of uncertainties of discrete vibrations systems

by Stochastic-Faedo-Galerkin method . 120 f. Dissertation — Postgraduate Program in
Mechanical and Materials Engineering, Federal University of Technology of Parand. Curitiba,
2021.

The quanti cation of uncertainties is a procedure more and more common at computa-
cional simulations especially for problems that involve dynamics and vibration. Several
methods, probabilistic or not, of uncertainties quali cation has been used in such simulati-
ons. The Monte Carlo method is the most used because your simplicity, however your slow
convergence and high computational cost are more evident in large scale problems. Other
methods like Galerkin method has been widely used in the uncertainties quali cation due
your better ef ciency than others methods. This work will present quanti cation uncertain-
ties applied at discrete dynamic systems using Stochastic Faedo-Galerkin method, were the
uncertainties will be included in material parameters. The obtained results are compared
to obtained results by Monte Carlo simulation.

Keywords: Quanti cation of Uncertainties. Vibrations. Faedo-Galerkin Method. Polyno-
mial of Chaos. Monte Carlo Simulation Method.
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14

1 INTRODUCAO

Esta dissertacao foi elaborada por Jodo Lucas Cavichiolo, sob orientagéo do prof. Dr.
Claudio Avila e co-orientac&o do prof. Dr. Jodo Morais da Silva Neto (UFPR), do programa
de P6s-Graduagdo em Engenharia Mecéanica e de Materiais (PPGEM), na area de Mecéanica
dos Sélidos na linha de pesquisa de aplicacdo do método de Galerkin e dos Polindbmios de
Caos para andlise de incerteza em sistemas estruturais. Neste capitulo sera apresentado
uma introdugdo a quanti cacao de incertezas, métodos utilizados, objetivos, a motivacéo e

estrutura do trabalho.

1.1 QUANTIFICACAO DE INCERTEZAS

Os avancos computacionais possibilitam simulagcdes mais extensas e acuradas,
além de modelos deterministicos abrangentes. Apesar disso, em geral, os resultados nao
coincidem com os dados obtidos experimentalmente devido a incertezas presentes nas
propriedades dos materiais, carregamentos, ambiente, entre outros e, normalmente, sdo
inevitaveis nas préaticas da engenharia (SARSRI et al., 2011). Sem considerar tais incertezas,
os resultados obtidos usando métodos numéricos deterministicos podem ser ndo con aveis
(YIN etal., 2018).

A quanti cagao de incertezas consiste em explorar o quanto a incerteza em dados
iniciais podem se propagar e alterar os resultados nais. Muitos dos métodos de quanti-
cacao de incerteza utilizados séo estatisticos, sendo que a modelagem matemética da
incerteza pode ser feita por meio de variaveis aleatdrias de um processo estocastico (YIN et
al., 2018).

Um dos métodos mais utilizados € o método de simulacédo de Monte Carlo. Este
método é simples e versatil para problemas de engenharia, entretanto apresenta baixa
convergéncia e elevados custos computacionais para problemas complexos, muitas vezes
inviabilizando sua utilizacao (AVILA; BECK, 2015; DIDIER et al., 2012; PAGNACCO et al.,
2016; YIN et al., 2018).

Uma alternativa cada vez mais utilizada ao método de simulacéo de Monte Carlo



15

compreende no uso de polindbmios de caos para obter solugdes aproximadas a partir das
projecdes, ou subespacos da dimensao nita densa, no espaco da solucao tedrica (exata)
do problema. Um desses subespacos é gerado por polinémios de nidos ou variaveis rando-
micas, pertencentes a um conjunto de polinbmios ortogonais, conhecido como esquema

Askey-Wiener ou como polinbmios de caos generalizados ou Wiener-Caos (XIU et al., 2002).

O mais conhecido trabalho em engenharia utilizando esse método foi feito por
Ghanem e Spanos (1991) ao aplicarem polindmios de caos em elementos nitos. Posterior-
mente, outros trabalhos foram realizados utilizando essa expansao, tais como quanti cacéo
de incertezas usando polinémio de caos e oscilador harménico (RONCEN et al., 2018; DI-
DIER et al., 2012); polinbmios de caos e integracdo de Gauss (YIN et al., 2018); poténcia
inversa via polindbmio de caos (PAGNACCO et al., 2016) e método de Galerkin e esquema
Askey-Wiener (SARSRI et al., 2011; AVILA et al., 2009). Em ambos os trabalhos de Avila et
al. (2009) e Sarsri et al. (2011), o método de Galerkin é utilizado para determinar os coe ci-
entes das expansdes polinomiais. Porém, enquanto que no primeiro trabalho o método é
aplicado a um problema de ex&ao de viga, o segundo envolve analises em fungéo resposta

em frequéncia para vigas e placas.

Uma das variagbes do método de Galerkin € utilizada para sistemas com depen-
déncia temporal, sendo conhecida como método de Faedo-Galerkin (BENZI; TOSCANO,
2014). Nesta dissertacao aplica-se o método de Faedo-Galerkin-Estocastico, combinacao do
método de Faedo-Galerkin com o esquema Askey-Wiener, para realizar a quanti cacdo dain-
certeza de sistemas vibracionais discretos, obtendo aproximagdes dos primeiros e segundos
momentos estatisticos. O desempenho do método proposto sera avaliado em relagéo aos
estimadores para estes momentos estatisticos obtidos via simulacao de Monte Carlo. A mo-
delagem dos sistemas discretos compreende de sistemas massa-mola-amortecedor, sendo
gue as incertezas estdo nas propriedades mecanicas dos materiais do sistema, condi¢des

iniciais e carregamento.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo geral desse trabalho é a quanti ca¢éo da incerteza via método de Faedo-

Galerkin-Estocéstico aplicado a sistemas estruturais discretos.

Para atingir o objetivo geral séo necessarios 0s seguintes objetivos especi cos:

(i) Aplicacdo do método Faedo-Galerkin-Estocastico as equacdes de movimento;
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(ii) Aplicacdo do método de simulacéo de Monte Carlo as equac¢des de movimento amos-

trais;
(i) Elaboragéo dos algoritmos;
(iv) Implementacdo computacional;

(v) Avaliacdo do desempenho da metodologia empregada através da obtencéo de resulta-

dos numéricos para problemas classicos da literatura.

1.3 MOTIVACAO

O re no de projeto se tornou mais desejavel devido a questdes ligadas a e ciéncia
energética, desenvolvimento sustentavel e desempenho, tendo como consequéncia a di-
minui¢c&o do superdimensionamento e redugao dos coe cientes de seguranca. A adicao
excessiva de material e 0 aumento da area da secéo transversal para melhoria do fator de
seguranca, anteriormente, eram vistos como uma atitude bené ca para projetos e que
garantia uma maior seguranca em relacdo a falhas. Tal pratica passou a ser mal vista devido
aos custos adicionais de material, de processo e muitas vezes de mao de obra. Além de que
esta pratica nao implica em um projeto mais robusto. Outra mudanca de atitude em proje-
tos é a preferéncia por uma sele¢do de equipamentos e componentes em catalogos cujas
caracteristicas se enquadram mais precisamente nos requisitos do projeto em oposi¢ao a

uma selecdo em que as caracteristicas sdo muito superiores aos requisitos do projeto.

Entretanto, tal re no no projeto esbarra em varios empecilhos, principalmente na
variabilidade de parametros, tanto dimensionais quanto de propriedades. Tais variabilida-
des podem acarretar em uma variagdo no comportamento do componente ou estrutura
aquém do esperado. Isto pode acarretar problemas relacionados ao desempenho e quali-
dade. Uma dessas variagBes de comportamento é relacionada a vibracdes onde as respostas
do sistema em questéo dependem dos valores relacionados a inércia, a rigidez, amorteci-
mento, condig¢des iniciais e carregamentos. As incertezas desses valores podem ocasionar
comportamentos inesperados nos deslocamentos e velocidades ja que esses parametros

sdo inclusos na modelagem dos sistemas dinamicos.

A quanti cacdo da incerteza em sistema estruturais dinadmicos se propde a mode-
lar o comportamento da resposta considerando as dispersdes, da natureza aleatéria, aos

parametros de inércia, rigidez e amortecimento, condi¢des iniciais e carregamentos.
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1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO

Esta dissertacdo esta dividida em 6 capitulos, abordando fundamentacdes tedricas,
apresentacado do método Faedo-Galerkin-Estocéstico, os resultados obtidos, conclusdes e
sugestdes de trabalhos futuros. Este capitulo introdutério (capitulo 1) apresentou a introdu-

¢ao ao tépico de quanti cacdes de incertezas, objetivos do trabalho e motivagéao.

O capitulo 2 apresenta as fundamentacdes tedricas as quais sao utilizadas neste tra-
balho. Sdo apresentados conceitos basicos de vibragdes mecanicas, estratégias de analises
no tempo através de equacdes diferenciais de estado e suas solu¢des por matriz exponencial
e meétodos de Runge Kutta, além da apresentagdo de um sistema geral com n-graus de
liberdade. Posteriormente séo apresentados conceitos de estatistica e probabilidades, o
método de simulacdo de Monte Carlo, polinémios de caos e esquema Askey-Wiener e, por

m, apresentacdo do método Faedo-Galerkin.

Aimplementacédo do método Faedo-Galerkin-Estocastico é apresentada no capitulo
3. E apresentada uma modelagem geral do método aplicado a um sistema com n graus
de liberdade, modelagens para sistemas com 1 e 2 graus de liberdade e apresentacao da

metodologia para a quanti cagao de incertezas.

No capitulo 4 séo apresentados os resultados da implementagcdo computacional do
método e comparac¢des com a simulagéo de Monte Carlo. Os resultados obtidos séo de quan-
ti cacdes de incertezas de sistemas discretos com 1 e 2 graus de liberdade, com incertezas

nas condicdes iniciais, rigidezes, coe cientes de amortecimento e forgas aplicadas.

As conclusdes séo apresentadas no capitulo 5, realizando-se uma avaliacdo do
método empregado e dos resultados obtidos da quanti cagéo de incerteza dos sistemas

discretos. No capitulo 6 sao apresentados as sugestdes de trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo serdo apresentados conceitos utilizados no desenvolvimento desta
dissertacéo, tais como conceitos de vibra¢cdes mecanicas, equacdes diferenciais de estado,
método de Runge Kutta, modelagem de um sistema discreto, conceitos de estatistica e
probabilidades, simulagcdo de Monte Carlo, Polinbmios do Caos e método de Faedo-Galerkin.

2.1 VIBRACOES MECANICAS

Vibragbes mecanicas sdo o estudo de movimentos repetitivos, ou quase repetitivos,
de sistemas mecanicos (BOTTEGA, 2006), sendo o estudo focado no deslocamento, velo-
cidade e aceleracdo em funcédo de um ponto xo (normalmente seu ponto de equilibrio)
(INMAN, 2013). A gura 1 apresenta um exemplo de um sistema vibratorio.

Figura 1 - (a) Sistema de 1 grau de liberdade; (b) Seu diagrama de corpo livre.

Vi

m
' _l l +x
K1)

(a) (b)

Fonte: Rao (2012)

A partir do diagrama de corpo livre, gura 1b, é aplicado a segunda lei de Newton
(INMAN, 2013) conforme a equacao (1):

mxX+cx+kx =F(t), 1)
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sendo F(t)forca em funcédo dotempo; m amassa do sistema; X a aceleracdo do sistema,
c o coe ciente de amortecimento, x avelocidade, k arigidezda molae x o deslocamento.

O numero de coordenadas necessarias para representar o sistema € chamado de
graus de liberdade (BALACHANDRAN; MAGRAB, 2018). A Figura 2b e 2c apresentam exem-
plos que podem ser representados com um nimero nito de coordenadas sendo, portando,
sistemas discretos. Ja a Figura 2a representa uma viga engastada cuja con guracao defor-
mante pode ser descrita por in nitas coordenadas sendo, portanto, um sistema continuo.

Figura 2 - Sistemas continuos (a) e discretos (b) e (c).
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Fonte: Rao (2007)

Outro aspecto importante para a classi cacdo de sistemas € a de vibracao livre ou
forcada. A primeira ocorre quando ha apenas uma pertubacao inicial e o sistema vibra por
conta prépria, ndo havendo qualquer for¢a externa atuando sobre o corpo, enquanto que a
segunda ocorre quando o sistema € sujeito a uma forca externa (THOMSON, 1993).

O sistema ainda pode ser classi cado quanto a sua dissipacdo de energia: Quando
ndo ocorre dissipacao de energia o sistema € classi cado como ndo amortecido e, quando
ocorre dissipacao, é classi cado como amortecido. A modelagem matematica do amorteci-
mento pode ser dada de trés formas (CREDE, 1972):

1. Amortecimento de Coulumb (ou atrito seco): Dissipag¢ao de energia ocorre por meio
do movimento relativo de duas superficies solidas.

2. Amortecimento Viscoso: Dissipacgéo de energia ocorre na separagéo das camadas de
um uido.

3. Amortecimento Histerético: Dissipa¢éo de energia ocorre durante a deformacao de
um solido.
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Nesta dissertac&o os objetos de estudo serdo sistemas discretos de vibragéo livre
ou forcada, sujeitos a um amortecimento viscoso. Estratégias de analises desses objetos de
estudo serdo apresentados nas secdes seguintes.

2.2 EQUACOES DIFERENCIAIS DE ESTADO

Ao aplicar a segunda lei de Newton para um sistema vibratorio discreto, varias
abordagens podem ser realizadas para obter informac¢es do comportamento dinamico
do sistema. Numa analise do dominio da frequéncia, fun¢des resposta em frequéncia
podem ser obtidas (RAO, 2012). Para o dominio do tempo, podem-se obter deslocamentos
e velocidades a partir de uma estratégia por equacdes diferenciais de estado

Variaveis de estado sdo um conjunto de variaveis as quais fornecerao os estados
futuros do sistema a partir das equacfes de movimento e as variaveis de entrada (DORF;
BISHOP, 2010). Uma notacao compactada de uma equacao diferencial de estado € dada
por (DORF; BISHOP, 2010; HINRICHSEN; PRITCHARD, 2005)

X = Ax+ Bw; (2)

sendo Aumamatriz n n eBumamatriz n m, x é o vetor com as variaveis de estado e x é
0 vetor com as derivadas em fungao do tempo. A solugéo deste sistema pode ser dado por
(DORF; BISHOP, 2010; HINRICHSEN; PRITCHARD, 2005)

Z

x(t)=exo+ el IBw(s)ds; (3)
0

sendo Xg 0 vetor de condic¢des iniciais e t o tempo. A aproximacédo para exponencial de
matriz pode ser dada por (DORF; BISHOP, 2010)

eM= A (4)

A equacdo 3 é utilizada para encontrar solu¢des para sistemas vibratorios forgados.
Para casos de vibracao livre, 0 segundo termo da equacao é descartado, adotando a seguinte
forma

x(t) = e"'xo. (5)
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2.3 METODO DE RUNGE KUTTA

O emprego dos conceitos de exponencial de matrizes é uma forma classica para
obter solucdes para equacdes diferenciais de primeira ordem tal como a equacao 2. Entre-
tanto, a determinacéo do segundo termo da equacéo 3 pode apresentar alta complexidade,
além do fato de que a aproximacao para a exponencial da matriz apresenta convergéncia
lenta, ocasionando em maiores tempos computacionais para o calculo de equacdes dife-
renciais de primeira ordem. Uma alternativa € o método de Runge Kutta (KELLY, 2012) o
gual possibilita obter solu¢des para o problema apresentado na equacao 2 de forma mais
simples e com menor custo computacional do que as exponenciais de matrizes. O método
de Runge Kutta com aproximacéo de 42 ordem, conhecido como (RK4), é dado por

" Ky+ 3K+ 3Kz + Ky
8

sendo x(t, + hg)ovalor estimado, x(t,) o valor conhecido do n-ésimotermode t, hgum

valor de acréscimo, Ki,...,K4 coe cientes a serem determinados pelas equacdes

hs, (6)

X(th +hg)=x(ty)+

(o]

Ki=1 (x(ty),t .
% 1 g(n) n) h h &
o=t X))+ KiBta + 5 .
Ka=f X(tn) Ki+Kohg,ty+ 2

" Kg=1f (X(th)+Kihs  Kahg+ Kghs,ty +hg).

(")

Nesta dissertagdo o método RK4 é utilizado para solucionar equagdes diferenciais
heterogéneas, isto €, encontrar solu¢gdes para sistemas vibratorios forgcados. Ja as solugcées
para sistemas de vibracéo livre serdo dadas por exponencial de matrizes conforme a equagao
5.

2.3.1 SISTEMA COMN-GRAUS DE LIBERDADE

Nesta secdo serd apresentada a modelagem de um sistema com n-graus de liberdade.
Para isso, considera-se as seguintes hipoteses:

1. Amolasegue a Lei de Hooke linearizada Fo| = kx, sendo F.| aforca elastica. A massa
da mola sera desconsiderada.
2. Amortecimento viscoso F, = cx, sendo F, aforga de atrito.

Aplicando a segunda lei de Newton, tem-se o seguinte Problema de Valor Inicial e
de Contorno (PVI/PVC)
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8
% Determinar X C2(to,T;R")tal que,
3 MX(t)+Cx(t)+Kx(t)=F(t), 8t (to,T);
Suijeito a: (8)
X(to) = Xo;
* X(to)=Vo;
sendo M, C, K R™ matrizes massa, amortecimento e rigidez, respectivamente. Enquanto
que X(t), x(t), x(t), F(t) R" os vetores aceleracéo, velocidade, deslocamento e for¢ca
respectivamente. As condi¢des iniciais X, Vo R sé@o dadas em termos do deslocamento e
velocidade iniciais, respectivamente. A esparsidade das matrizes e vetores podem variar de

acordo com o caso em estudo.

A m de exempli car uma estratégia para determinar a solugdo de um sistema
vibratério, considera-se um sistema com 2 graus de liberdade conforme a gura a seguir:

Figura 3 - Sistema com 2 graus de liberdade

E (4
T T (1)
BT
F
© m; 1%

Fonte: Autoria propria

De ne-se o0 seguinte PVI
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8
Determinar x,X, 2 C2(to,T;R")tal que:
mXq(t)+cCiXe(t) cCiXo(t)+kyxq(t) Kixa(t)=Fy(t);
MoXo(t)+ CoXo(t)+KoXo(t)=F(t) 8t (to,T);

<

Sujeito a
9)

X1(0) = Xo1;

X2(0) = Xo2;

X1(0) = vou;

© %2(0) = vop.
A estratégia de solucao do sistema pode ser dada utilizando os conceitos da secao

2.2. Para obter solu¢fes do problema de nido na equacéo (9) na forma da equacéo (2),
deve-se reduzir sua ordem conforme as seguintes relacoes

8
X1 (t) = x3(t)

S Xa(t) = Xa(t)

c C k k (10)
X3(t)=Fa(t) moxat)+moXalt) mXa(t)+m:xa(t);
T xat)=Rat) Zxalt) m2xo(t),
ou entdo, em forma matricial
8()92001038()9809
3 40 3 3 a0z 3 0 3
< x2(t)__§ 0 0 0 17°%n° % o ° a
3 x)3 4 & o o w53 )3 3 RO3
Xg(t) 0 & 0 @& ox) R’

2.4 NOGOES DE ESTATISTICA E PROBABILIDADE

Nesta secao serdo apresentadas nocdes basicas de estatistica e probabilidade as
guais seréo citadas ao longo desta dissertacao.

1. Considera-se um espaco de probabilidade ( ,F ,P),sendo o0 espaco amostral, F
uma -algebrae P uma medida de probabilidade.

(@) Uma -algebra sobre um conjunto é uma colecdo de subconjuntos de Y in-
cluindo um conjunto vazio ;.

2. Lemade Doob-Dynkin : Sejam( , )e(S,A)espacos mensuraveisef: ! Suma
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funcdo mensuravel, entdo afuncdo g: ! R émensuravelrelativaa (f 1(A))se
9h:S! R, funcdo mensuravel,talque g=h f (AVILA, 2018).

(a) Espaco mensuravel € uma -algebra de um conjunto.

. SejaX: ! R" um vetor randdmico de nido num espaco de probabilidade ( ,F,P),
P-Integravel, entdo o valor esperado é dado por
YA
E[X]=  X( )dP( ). (12)
sendo ! um evento do espaco
. SejaX: ! R" um vetor randdémico, entdo sua funcao distribuicdo de probabilidade
acumulada € dada por
AX)=Px(! 2 X0 U xi? A Xp( ) x,)8x2R", (13)

. A média ou primeiro momento estatistico % OU ainda, valor esperado, para uma

variavel aleatéria discreta X, € dado por

%

X = Xi. (14)

1
N'iog

. Avariancia ou segundo momento central estatistico )2( € dado por

(x X (15)

. O desvio padrao € araiz quadrada da variancia , ou seja, iguala  x (RYAN, 2007)
. Para uma variavel randémica, X: ! R, de ne-se o coe ciente de variacdo X
como
_ X
X=—: (16)
X
SIMULACAO DE MONTE CARLO

O Método Monte Carlo, cujo nome remete aos jogos de roleta nos cassinos de Monte

Carlo, foi utilizado por Ulam e Von Neumman em 1944 no desenvolvimento da bomba

atbmica. Anos mais tarde, em 1949, Ulam e Metropolis apresentaram um artigo sobre

o método (ELISHAKOFF, 1999). O método consiste na reunido de técnicas para geracao

de nimeros aleatérios conforme uma lei de probabilidades, e assim realizar simula¢gdes

de interesse (BIONDINI, 2015) nas areas de engenharia, computacao e ciéncias em geral
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(BIONDINI, 2015; ELISHAKOFF, 1999). Inicialmente tém-se equacdes deterministicas
dadas por q e uma variavel aleatéria X (valor de entrada) com uma funcao densidade de
probabilidade Fy conhecida. O objetivo € determinar os valores de saida U . A simulacéo
de Monte Carlo desenvolve-se em trés etapas (ELISHAKOFF, 1999; SOIZE, 2017):

1. Geracgao de amostras de X de acordo com Fx
2. Solucdo deterministica dos valores gerados de X, ou seja,U = q(X)

3. Determinacao estatistica da resposta (primeiro e segundo momentos estatisticos).

A i-ésima amostra gerada por Monte Carlo para um parametro qualquer  g;( ),a
gual pode ser relacionada com alguma propriedade mecéanica material do sistema estudado,
€ de nida pela equacéo

gi()= gt g g (17)

sendo ¢ € o valor médio de um parametro qualquer e € uma variavel aleatoria.

2.6 POLINOMIO DE CAOS

Polindbmio de caos e, em especial, o esquema Askey-Wiener tém sido objeto de
estudo para aproximacao e solucao de problemas estocasticos de engenharia. Consiste na
expansdao de polinbmios ortogonais em termos de variaveis randémicas para aproximar
as distribui¢cbes de incerteza do sistema (SEPAHVAND et al., 2010). Polinbmios de caos
surgiram por meio da investigag&o proposta no trabalho de Wiener (1938) e de Cameron-
Martin (1974) sendo que estes demonstraram, pelo seu teorema, que estes polindbmios
formam uma base para um subespaco denso no espacgo gerado por variaveis randémicas
de ordem dois (AVILA, 2018).

Uma das caracteristicas da expansao por polindmio de caos € a substituicdo do
sistema estocéstico de equacdes por um sistema deterministico de equagfes. Entdo a
solucao do sistema deterministico proporciona uma solugéo para o sistema estocastico
de equacdes. Nesse método, a aproximacédo das entradas e saidas sédo dadas em funcao de
uma série truncada de polinémios. A partir das propriedades ortogonais dos polinémios,
0S momentos estatisticos podem ser diretamente determinados. O tamanho do sistema
depende do numero de termos do polindmio, o tipo do polindmio empregado como base e
0 numero de variaveis estocasticas (SEPAHVAND et al., 2010).

Para de nicao das aproximacdes, consideram-se duas hipéteses sobre variaveis
randomicas
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1. Elas possuem momentos estatisticos nitos de todas as ordens e as fun¢des de distri-
buicéo de probabilidades sédo continuas.

2. Se a solucéo do problema do Momento de Hamburg tiver solucao Unica (tendo sua
funcéo de distribuicdo determinada), a sequéncia de polinémios ortogonais de nidos
nesta variavel randémica édensaemL?R,! (R),F ).

Assim, para uma variavel randémica X = f ( ), atendendo as condi¢fes do teorema
de Doob-Dynkin, esta variavel randémica pode ser representada por sua série de Fourier
(AVILA, 2018)

X=f()=_ Xi (), (18)

sendo X; coe cientes a serem determinados, i 0s polinébmios de caos em funcdode . A
ortogonalidade entre os polindmios é dada pela valor esperado (SEPAHVAND et al., 2010)

E i sz 2 ijo (19)

sendo ; o Delta de Kronecker. As relagdes entre as distribui¢des e os polindmios corres-
pondentes, assim como as fun¢des pesos sao apresentados (AVILA, 2018; SEPAHVAND et
al., 2010)

Quadro 1 - Relag8es entre os polindmios, variaveis aleatérias, funcdes peso e suporte

Variavel Aleatéria | Polinémio Funcéo Peso Suporte
Gaussiana Hermite e % R
Gama Laguerre ﬁ e [0,+1 ]
Beta Jacobi 2! I :11)) (( 11;2)(1 ) A+ ) e [a,b]
Uniforme Legendre ﬁ [a,b]

Fonte: Adaptado pelo autor de Avila (2015)

Nesta dissertacéo sera utilizada uma variavel aleatéria  que seguira uma distribui-
c¢ao uniforme nointervalo  2[ 1,1]. Assim, conforme mostrado na tabela 1, a funcdo peso
éiguala % e o polinémio correspondente € o de Legendre o qual € de nido, para  p termos,
pela equacéo a seguir

1)P dP
RO Sora s P, 20)



27

2.7 METODO DE FAEDO-GALERKIN

O método classico de Galerkin, também conhecido como Bobnov-Galerkin (1915),
consiste em obter solucdes aproximadas de equacdes diferenciais a partir de projecdes em
espacos de dimens&o densos no espaco da solucao exata do problema. Sua aplicabilidade se
estende através de métodos numéricos tais como elementos nitos, nas areas da mecéanica
estrutural, mecanica de uidos e conducgéo de calor (REZENDE, 2005). Sandro Faedo (1945),
em seu trabalho, adicionou func6es dependentes do tempo ao método de Galerkin e, assim,
surgiu 0 método de Faedo-Galerkin (BENZI; TOSCANO, 2014).

O esquema Askey-Wiener pode ser utilizado para resolver equacgdes diferenciais
estocésticas usando polinbmios ortogonais para gerar esses subespacos (XIU et al., 2002).
Para um espaco de probabilidade ( ,F ,P), D 2 R" uma regido com fronteira regular e
intervalo [0, T] R, oproblema de valor inicial e de contorno é de nido

8
%Determinar u:D (O,T) ( ,F,P)) R talque,
BLu=f,emD (0, T) ( ,F.P); (21)

" Sujeitas as condi¢des iniciais e de contorno,

sendo L um operador randémico hiperbolico. A partir disso, 0 método de Faedo-Galerkin
propde obter solugdes aproximadas da seguinte forma

X
Up(X,t,1 )= uj(t) ;(x,!), (22)
j=1
sendo spanf j92 n,uj vetor de coe cientes a serem determinados. Substituindo a
equacdo (22) na equacdo (21), afuncéo residuo R, é de nida

Ry (x,t,! )=(Lu f)(x,t,! ),emD (O,T) ( ,F,P). (23)

Para obter a solugdo numérica aproximada, imp&e-se a condi¢cdo de minimizacao
da funcao residuo no subspaco gerado pelos polinémios de caos

Rp, jiz Fpy=0.8 q2 n, (24)

sendo s=span[f | g{‘q:l]. Nesta dissertacdo a metodologia Faedo-Galerkin sera aplicada
em sistemas discretos e ndo ha integracdes no espaco fisico. As integracdes se restringirdo
aos espacos de probabilidade nos quais serdo aplicados os polinémios de caos, sendo que 0
tempo serd abordado por outros métodos conforme apresentado no proximo capitulo.
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3 QUANTIFICAGAO DE INCERTEZAS VIA METODO FAEDO-GALERKIN-
ESTOCASTICO

Neste capitulo apresenta-se o método Faedo-Galerkin-Estocastico por meio de sua
aplicacédo ao problema de vibragbes mecéanicas randdmicas. Estuda-se o sistema massa-
mola-amortecedor em dimensao nita (discreto). Inicialmente sera apresentado um caso
geral para um sistema com n-graus de liberdade com um polinbmio de p-termos, apresen-
tando a modelagem para determinacédo do valor esperado e variancia, a partir de amostras
geradas e a partir do célculo explicito destes parametros estatisticos. E apresentada a aplica-
¢do deste método para um sistema com 1 grau de liberdade e 2 graus de liberdade. Por m,
€ apresentado o detalhamento das simula¢des computacionais do método Faedo-Galerkin-
Estocéstico e da simulacao de Monte Carlo.

Considere um caso geral de um sistema com n graus de liberdade com incertezas
nas condi¢des iniciais, na rigidez, no amortecimento e na for¢a aplicada

: Determinar x 2 C2((0,T);(L?( ,F ,P))")tal que

%(M)’(+CX+KX)(t, )=F(t, )8(t, )20, T) ( ,F,P)
Sujeito a (25)
X0, )=Xo( );

- X0, )=vo( ),8 2( ,F,P).

A partir de uma expanséao de polinbmios com p termos e de ordem (p 1), propde-
se obter solu¢c6es numéricas aproximadas da seguinte forma

x
Xp(t, )= x;@) ;0), (26)
j=1
sendo X;j 2 C?2(0,T) os coe cientes e i ?:1 sao os polinbmios de caos. Substituindo a
equacdo 26 na equacéao 25, obtém-se
8
SRp(t, )= MX,+Cxp+Kx, F(t, ), 8(, )2(0,T) ( ,F,P),
S ol )=X( ) Vo( ) (27)

Ty ()=x() vo( )8 2( ,F,P),
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sendo x, um vetor contendo as aproximagdes dadas pela equagao 26. E ent&o imposta uma
condicéo de minimizacédo do residuo no subespaco gerado pelos polinbmios de caos

8
%l‘Rp, qiLZ( ’F‘P)=0,8 q2 n

BHQO, gtz £p)=0,8 ¢2 4 (28)
'h’\eo, qi|_2( ’F,p):0,8 q2 n-

Decompde-se os produtos internos da equagao 28. Substitui-se a equagao 27 na
equacao 28

8
ShMxq+Cxq+Kxq F (t), ¢i2=0,8 42 ,

DLOMBRG (), izt CXp(t), qiLzet KX (t), qiL2= (), qiLe

(29)

A equacéo 29 consiste num sistema de equacdes diferenciais ordinarias de dimen-
sédon, de segunda ordem e coe cientes constantes. Substituindo a equagéo 26 na equagao
29, para ai -enésima entrada do vetor x, tém-se

X
m,Jth(t), qi|_2+h)inj(t), qi|_2+|'kinj(t), qi|_2=H:(t), KiL28 q2 n- (30)
i=1
Para cada termo da equacéo 30 tém-se
8 . . I:’p . . Pp . . Pp .
3mijhKj(t), qiz=mijh J_ X(t) j, qitz= joymijXth j, gicz= o miX;(t) ij,

Bh:i,-x,-(t), qiLz =i ?zlxj(t) i qiLe= ’J-):lxj(t)h:ij i gLz,

DK X (), gl =K ?zlxj(t) i qgiLz= Ijozlxj(t)fkij i qiL2
(31)

Para as condig¢fes iniciais, tém-se
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Mo qiz=p(0) Xo, qiL2=M(0) qly2 hxo, W:g
“ho0), qite= §-1%iq(0) ij =Xiq(0)

Th Xp(O), qi|_2=h(0, qi|_2,8 q2 n! . .
- MXo, qiL2=Xpq,80 2f1,....p0

AN 00

Xiq(0)=Xoq.89 2f1,....pG,
Ml qie=Mp(0) Xo. qiLz=h(0) qlg2 hXo, qiL2=0
P
< oo_p -
, (0), qitz2=  ‘_;Xig(Q) ii =Xiq (O
Ih Xp(O), qiLZZh(o, qi|_2,8 q2 . . p() q'L2 j=1 lq() i lq()
- MXo, qiL2=Xoq,80 2f1,....p0

(32)
sendo j, jq Os deltas de Kronecker. Por combinagao das equacdes 30 e 31, o PVI da
equagéao 25 torna-se
8
%Determinar Xjj 2 C2(0,T),(i,j)2f1,...ng f 1,....pgtal que

Pp P : . .
2 ?:l in=l minij(t) ij+Xij(t)r’Cij o q||_2+Xij(t)|"kij iv qlL2 =|"Fj q||_2,8t2(0,T)
Sujeito a:
% Xiq(0)=MXjg, qiL2;
* Xiq(0)=hvjg, ¢iL2;8(,9)2f1,...,ngf1,..pg
(33)
Uma estratégia de reducéo de ordem é utilizada
8
<l =y -
U' = X . X
S (34)

: Uizj =Xij,0,j)2f1,..,ng f 1,..pg

Substituindo a equacgéo 34 na equacao 33, o PVI é dado por um sistema de equacdes
diferenciais lineares de primeira ordem. Note que a dimenséo desse sistema é dada pelo
produto do numero de graus de liberdade, dos termos do polinémio multiplicados por dois
devido a reducgédo de ordem, ou seja, 2 np .

8
Determinar U 2 C1(0,T;R?™")tal que
3
Ut)+AU(t)=B(),8t 2 (0,T);
(t)+AU(t)=B(t) 0T) (35)
Sujeito a

- U0)=Ug;
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sendo A2 M, (R) matriz, B(t) e Up 2 R2"P vetores. A solugéo da equaco (35) pode ser dada
por solucdo exponencial, conforme equacéo (3), ou pelo método de Runge Kutta conforme
equacéo (6). Para um caso de vibracao livre ( F = 0), a solucéo do PVI € dada por

U(t)=Uge'™ (36)

Nesta dissertacdo cada um dos parametros serd analisado separadamente, sendo
que para as quanti cacdes de incerteza das condi¢des iniciais, rigidez e amortecimento
sera considerado um sistema de vibracao livre e a solugéo serd dada pela exponencial de
matriz. J& para o caso com incerteza na forga, o sistema é um caso de vibracao forcada e a
solucéo sera dada por RK4.

Nota-se que ocorre um emprego nao usual do método de Faedo-Galerkin ao néo
realizar integragfes no espaco fisico do problema ja que estuda-se vibragbes em sistemas
discretos. A solucdo do tempo € dada igual a um sistema deterministico e, assim, o produto
interno da equacéao (28) é somente resolvida no espaco probabilistico. Os produtos interno
para arigidez k( ), amortecimento c( ), condi¢des iniciais Xgn( ),Von( )eforca F( )sé&o
dados por

8 Ry

?k() (@] q()I:R"’Lk() () () d;

She() () q()I 2 C0) () q() d;
hXo( ), q( )i= . Pxo( ) () d (37)
hvo( ), q( )i= Vo() q() d

“ (), q()|_ F() 4() d ;8[ab]2R,

sendo afuncao peso. Os valores dos parametros sdo dados por

8
%XO( )_ Xo+ Xo Xo ;
<V0( )_ vo Vo Vo ;
k()= k+ « «k ; (38)

%C()z ct ¢ ¢

“F()= r+ F F

A modelagem apresentada visa a utilizacdo do método Faedo-Galerkin-Estocastico
por via de duas abordagens. A primeira é mesclando o método com a simulag¢éo de Monte
Carlo e a determinagéo da média e variancia sdo dadas pelas equacgdes 14 e 15. Vale a pena
citar que, como os valores para k( ),c( ), Xon( ),von( ) e F( )assumem valores numéricos,
os produtos internos dados pela equacéo 37 séo iguais ao Delta de Kronecker devido a
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ortogonalidade.

A segunda abordagem € a determinacgéo direta da média e da variancia sem a gera-
¢do de amostras. Essa abordagem sera utilizada apenas nos sistemas nao forcados cujas
solucdes sao dadas pela exponencial. Como néo h& geracao de amostras, substitui-se a
equacao 38 na equacao 37 e assim os produtos internos sao determinados. As determina-
¢Oes da média e variancia sao dadas a partir da de ni¢cao de valor esperado e momentos
estatisticos, sendo assim de nidos por

8 P

< x(t)= E 'p— it)
2I(t) I—l)((p)( ) l( )2 (39)

xt)= E (xi(t) x @)() .

3.1 METODO FAEDO-GALERKIN-ESTOCASTICO APLICADO A UM SISTEMA COM 1
GRAU DE LIBERDADE

Nesta sec¢édo é apresentado a modelagem do método Faedo-Galerkin-Estocastico
para um caso geral de quanti cacédo de incertezas de um sistema com 1 grau de liberdade
conforme a gura 1. Para tanto, estuda-se 0 seguinte problema

. Determinar x 2 C2((0,T);L%( ,F ,P))tal que

;mXJfCXﬂLkX](t, )=F(, )8(t.002(0,T) ( ,F.P),

Sujeito a (40)
x(0, )=xo( );

x(0, )=vo( ),

sendo xo( ),vo( ),k( ),c( ),F( )2L3( ,F ,P)variaveis randdmicas. Conforme apresen-

" \AMAAMAN

tado, propde-se obter solu¢gdes numéricas aproximadas da seguinte forma

X
Xo(t, )= Xq5 (). (41)
j=1

Primeiramente substitui-se a equacéo (41) na (40) gerando os seguintes residuos,

g PD -- c k F
SRo(t, )= jop Xyt w Xyt m Xy () & (t, ).820T)e 2( ,F,P)
po( )= Foaxaj () xol );
()= Popxay () Vol )
(42)
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A partir disso, minimizando a projecao do residuo no subespaco gerados pelos
polinbmios de caos, obtém-se

8
%mp’ qiL2( F ,P))=Oa8 q 2 sl
hp® qiLz £ p)y=0; (43)
% gz F py=0.
Substituindo a equagéo (42) na equagédo (43), de nindo p = 2, tém-se o seguinte
PVI

Determinar (X11,X12) 2 C@((0,T;R@)tal que 5

8
€ i he i Hc i i S E.
€>'<'11+ ELXxyt =Xt — Xyt = leé(t, )=hy, i, )
Ko+ T2y Bz 2y Bt 2Ly e B2 2y, (1, )=08t2(0,T);
< Sujeito a:
| (44)
X11(0)=hxg, 1i2;
X12(0)=xg, 2i2;
X11(0) =g, qi2;
" X12(0)=tvg, 2ipo.
E de nida uma reducédo de ordem do tipo
8
X11(t) = uq(t);
X1o(t)=us(t);
2
X11(t)=uq(t)=us(t);
11(t)=uq(t)=us(t) (45)

X2(t)=Uo(t) = ug4(t);
Xq1(t) = uz(t);
" Xpo(t) = ug(t).

A partir das relagdes acima, a equacéo (44) pode ser escrita como
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8
ug(t)=us(t);

S ug(t)=ug(t);

. . ) ) (46)
ug(t)=ht, i Bl tlyge) Bty K a2ty i,
Tugt)s Brdyge) g,y Ky gy Rzdy o),

Uma solu¢ao numérica da equacao (46) pode ser encontrada por RK4. Para um
caso de vibragéo livre, ou seja, F (t)= 0, escreve-se numa forma matricial

8 9 2 3 8 9
uq(t) 0 0 1 0 uq(t)
Us(t) g 0 0 0 1 % up(t) =
= 4 K 1, li hk 1, 2l hc 1, 1i hc 1, 2i 5 ’ (47)
§ U3(t)§ m m m m § U3(t)§
. u4(t), hk r?l, 1l hk rf] 2l rk r%, 1l K r%, 2l . u4(t),
sendo que a solucdo da equacéo (47) é dada por
u(t)=e"uo, (48)
sendo 8 9 8 9
E u1(0) 3 2 %o, 112 3
U2(0) - hX(), 2i|_2 -
Up = = . : (49)
3 u3(0) 3 3 Mvo, a2 3
' U4(0) ' ' h/o, 2i|_2. ’
A determinacao direta da média para o deslocamento  , e velocidade  sdodadas
por
8
<

x = (€AY 11X, 1i2+ (€M) 1Ko, i+ (€AY)13hvg, qipa+(eAY)1ahvg, 2iL2;

(50)
v=(e")31Xo, qipz2+(e)gatXg, 2ip2+(eA)astVg, qipz+(e”)aatVg, iye,
e a variancia para o deslocamento § e para a velocidade 5 séo dados por
8
. . . .2
S 2= (ePYyMXg, aia+(eA)MXe, ai2+(€A)asVg, 1iLa+(eA)alvg, it (51)
. . . .2
2= (eM)gahxg, 1ip2t+(eM)galXg, 202+ (€A%)43tvg, gip2+(€M)ashvg, iL2
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3.2 METODO FAEDO-GALERKIN-ESTOCASTICO APLICADO A UM SISTEMA COM 2
GRAUS DE LIBERDADE

Nesta sec¢dao utiliza-se novamente o método de Faedo-Galerkin-Estocastico para
obter solugdes numéricas aproximadas para um caso geral de um sistema com 2 graus de
liberdade conforme a gura 3. O sistema em estudo é dado a seguir

5 Determinar xq,X, 2 C2((0,T);L%( ,F ,P))tal que

%[mﬂﬁcﬂ X1 Ca( )xatka( )xa ka( )x2](t, )=Falt, );
[maXa+ Ca( )xatka( )X2](t, )=F(t, )8(t,02(0,T) ( ,F,P);

= Sujeito a

X1(0, )=Xoa( );

x2(0, )=Xo2( );

x1(0, )=Vvoa( );

"~ X200, )=vo2( )

(52)

sendo Xg1,Vo1, Xo2: Vo2, K1,€1,K2,C2,F1 2 L?( ,F ,P) variaveis randémicas. Propde-se obter
solu¢des numéricas aproximadas da seguinte forma

8 P
Sxlt, )= ; P_xajt) ()

_ (53)
Fxalt, )= Joyxg(t) ().

Para obtencéo dos residuos, substitui-se a equagédo (53) na (52)

8 P " ] €S €8 —
Rip (t, )=Pj=1,,le+ me X1j €ﬂ—1l§<21+_m—11 X1j  mr X2 () jC) Fult, )
DL Kot w2 Xopt p2 Xg (1) () Rt )8t 2(0T)e 2( ,F,P)
<

ma mj

()= Soixay () Xou( )

X02 P p
Fop ( ):P i=1X2j i) Xo2( )i
r:l\./;?l( ):P I;')=1X1j () vou( )

()= oxe () voa( ).
(54)

Minimizando a projecao do residuo no subespaco gerado pelos polindmios de caos
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8
Rip, qitz¢ Fpy=0,8 ;2 o;
Rop, qitzy Fp)y=0,8 j2 p;
<

hr 0t g2 =0;
q'L?( JF,P) ’

hr Xo2 ; =0 (55)
2p  qlLzc FR)=Y

g qitz( £ py=0;
' h,VOZ qi|_2( F ’p))zo.

Substituindo a equacéo (54) na equacgéo (55), de nindo p = 2, tém-se o seguinte

PVI
8
Determlnar (x11,x12,x21,x22) 2 C?((0,T:R?tal que
hcy 1 ey o, i LS MKy 2, i ey 3, i
X11+ Lxyg+ m, X2t —m, Xut 7, X12§ —m, X2
he; o, 1iX ki 4, 1iX kg o, ol 2 ki 2 4l t)=hF i(t);
m X2 Ty Xa1 22% 11
hcp 1 hep 2, 4l ko 1, i H<2
X21+ Xy + m,— X2zt — o~ Xo1t Exgp (t, )=hrp, i)
hcy 1 hcy 2 2 Kky 1, o LSEPY 2i ey 1, o
X12+ 2 X1+ Xiot =, Xut —m; Xl% —m,  X21
he, o, o ki 1, o kg 5, ol 2
M X2z T mp Xel Xzzg) 0;
N e, 5, o Mo o, Hc,
X22+ Xo1+ At Xop + B Xy + =222 x5, ()= 08t 2(0,T);
2

Sujeito a (56)
X11(0)=hXo1, 1iL2;
X12(0) = g2, 1iL2;
X21(0) = o1, 2iL2;
X22(0) = X2, 2iL2;
X11(0)=tvoy, 1iL2;
X12(0)=hvoz, 1iL2;
X21(0)=hvoy, 2iL2;

" X22(0)=hvgp, 2i2.

A reducao de ordem é de nida
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X12(t)=us(t);
Xoo(t) = uy(t);
X11(t)=us(t)=uq(t);

8
X11(t)=uq(t);
Xa1(t)=uy(t);
S Xo1(t) = Ug(t) = us(t);

(57)
X12(t)=u7(t)=usz(t),
Xoo(t)=Ug(t)=uy4(t);
X11(t)=us(t);
Xo1(t)=ug(t);
X1o(t)=u7(t);
" Xoo(t)=ug(t).
Substituindo a equacdo 57 na equacéo 56
8
uq(t)=us(t)
Us(t)=ug(t);
us(t)=u-(t)
Ug(t)=ug(t);
Sust)=hE, i) BEtugt) B2ugr) "2tugr) Mzlug)
' ey 1, 4 ey . ai o o ai H i (58)
+ = ug(t)+ T ug(t )+ TR up(t) F R ug(t);

m m
. hc B hc B Hk ,qd Hk , ol i
ug(t)=hez, 1i(t) TELuglt) EELugt) “IEup(t) TEEEugt);

ey 1 o hey 2, o Ky 1. o Ky 2 o
u7(t)= FEFus(t) EEFullt) SEFugt) SEEus(t)

Bt 2y )+ L2 2y g )+ B 2y ) a2z 2y ),

: ey 1. o ey 5 o tky 1. o ko 2. o
ug(t)= —EmrFue(t) —2iFugt) —H—Fua() ——*u,.

Como fora mostrado na secédo anterior, uma solucao numérica da equagéo (58)
pode ser obtida por RK4. Para um caso onde F; = F, =0, pode-se escrever a equacao numa
forma matricial e sua solucéo pode ser dada pela equacéo (48), sendo vetor ug de nido por
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8 9
o1, 1012
o2, 102
o1, 202
S Lo
up = 02 2.L ’ (59)
hvo1, 1iL2
hvop, 1iL2
Vo1, 2ii2
oo, 2ip2’
e amatriz A dada por
_ ™
0 |
A = : (60)
Ax Ac

sendo 0 2 M4(R) uma matriz nula, | 2 M4(R) matriz identidade e Ax e Ac de nidos por

Kky 1, al KKy 1, al kg 2, gl kg 2, gl
my my my my
g 0 MKy 1, g 0 hko o, i %
= . mz . mz .
Ak 4 hky 1, o ki 1, o hki o2, ol hki o, ol 5’ (61)
mq mq my my
hko 1, ol ko 2, i
0 . 0 T,
2 hcy g, g hcy 4, g hcy o, g hcy o, g 3
mj mp; mj mp;
g 0 hc, 4, gl 0 he, 5, g %
= ) my . LV
Ac 4 T o hcy 1, ol hcy 2, i hc; 2, i 5 (62)
mj mj mj my
he, 1, o hc, o, o
0 e 0 e

As médias para o deslocamento ,,, , € velocidade ., ,-sem ageragao de

ll
amostras - sdo dadas por



+(e"")15tWo1, 102 +(e”")16tV0p,
%, = (22101, i 2+(€AM)22MX0p,

+(eA)2shvo1, 1iL2+(e”)hvey,
v, = (€511, 1iL2+(eA)s5oMXop,

+(e")sshvo1, i 2+(e”)sehvoy,
v, = (€")e1Xo1, 1iL2 (e )g2MX02,

+(eA)sstVor, 1iL2+(e”)gstVoy2,

NN 0O

As variancias para o deslocamento

por

2= (€")aMor, 1iL2+(e")3atxoy,

AN 0O

+(e")astVor,  1iL2+(e”")astVoy,
%= @ )amo, ai2+(€A)azhxoy,
+(e")astVor, 1iL2+(e”)aghvoy,
.= ©@")nmog, ai2+(eA)72hxoy,
+(e”)75MVo1, 1iL2+(e”")76hvoy,
5= €@ )saxor, 1ii2+(e")gahxoy,
+(e")gstvor, 1iL2+(e”")gsVoy,

3.3

12+ (eA)17hvoy, 2l 2 +(e”Y) ghvey,
12 +(eM)aato1, a2+ (e”")palxpy,
12+ (e)artvor, 202+ (e )agtvoy,
12 +(eM)s3Xo1, i L2+ (e )salxpy,
12+(e")s7hvor,  2iL2+(e”)sghvpy,
12 +(e")eatXo1, a2+ (e”")ealxoy,
1z +(eM)ertvor, 202+ (e )gghvoy,

il, izeparaavelocidade \2,1, \2,2
12 +(e”)33o1, i L2+ (€™ )aalxoy,
1z +(eM)artvor, 2i2+ (e )agtvoy,
12 +(e)agXo1, i L2+ (€™ )aalxoy,
12+ (e)artvor, 202+ (€™ )aghvoy,
iz +(eM)7aXo1, L2 +(e”!)7ahxoy,
2 +(e)77hvor,  2i2+(e”t)7ghvoy,
12 +(eM)gaXor, L2 +(e”")galxoy,
1z +(eM)grtvor, 202+ (e )gghvoy,

IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

= (€")11o1, iz +(eA)1oXop, 12+ (€131, 202+ (€4)14lX0p,

39

ol 2
2lL2;
ol 2
2lL2;
ol 2
2l 2;
ol 2

2i L2-
(63)

sdo dadas

2i|_2
oz )
2l L2
dLz
ol 2
o2
2lL2

2i L2
(64)

Nesta se¢do é apresentada os aspectos da implementacdo computacional para

validacdo do método o qual é abordado, neste trabalho, por duas estratégias:

* PCMC: A partir de um conjunto de amostras f g{\'zsl e das equagles 14 e 15, estima-se

o valor esperado (média) e variancia. Neste caso a ordem do polinbmio empregado é

de ordem um ( p = 2). Para os casos de ado¢ao de uma segunda ordem do polindmio

de caos (p = 3) sera denotado como PC2MC.

» PC: Calcula-se, explicitamente, o valor esperado e variancia a partir de polindmios de

ordem um ( p = 2). A ado¢do de uma segunda ordem sera denotado como PC2.
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Avalidacgédo consiste na obten¢do dos momentos estatisticos, de primeira e segunda
ordem, da posicao e velocidade por essas duas estratégias comparando com 0s momentos
estatisticos obtidos por simulacéo de Monte Carlo (denotado por MC), obtencéo dos erros
percentuais, além da comparacgao de tempos computacionais entre MC, PCMC e PC2MC.

Os erros percentuais para posi¢ao , 2 evelocidade , 2 paraos momentos
X X v \%
estatisticos sdo dados por

O
= 100———" —~ [A)]

8
= 100 +kO k(t) [/O]
ko k(t)
<

i o ©
2 = 100———[%],
i + 2 ()

%oz
2:100——[%] 8t 2[0,T];
' + 2 ()

(65)

sendo b,, 02 valor esperado e variancia para os estimadores da posi¢cédoe b,,, 02 o valor espe-
rado e variancia para os estimadores da velocidade; 4, ﬁp  vpo 3p valores esperados e
variancias para as aproximacoes de ordem "p".

As incertezas serdo atribuidas as condic¢des iniciais (posicao e velocidade), rigidez,
coe ciente de amortecimento e magnitude da for¢ca aplicada. A escolha desses parametros
se deve ao fato da possibilidade de analisar o quanto a incerteza em certos parametros
podem afetar os resultados nais, pois tém-se parametros que sao coe cientes de termos
de uma equacéo diferencial (rigidez e amortecimento), tém-se termos que tornam a equa-
¢ao diferencial ndo homogénea (forga) e tém-se termos que estédo nas condi¢des iniciais
(velocidade e posicéo).

Com excecao do sistema com incerteza na forga, os demais sistemas sdo considera-
dos sistemas ndo-forcados (homogéneos). Assim sendo, as solucdes dos sistemas forcados
sao dadas por reducao de ordem e RK4, enquanto que para sistemas de vibracéo livre as
solucdes sédo dadas por exponencial da matriz. Como a variavel randémica segue uma
distribuicdo uniforme com 2[ 1,1], o tipo de polindmio 6timo séo os polinbmios de
Legendre (SEPAHVAND et al., 2010).

As simulacdes sao realizadas em Matlab R2018a, rodando em um computador com
sistema operacional Windows X Professional 64 bits armazenado numa Unidade de Estado
Sélido (SSD); processador Intel i3 2.0 GHz e 12 GB of RAM.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo € apresentado os resultados obtidos os quais remetem a utilizagdo
do método de Faedo-Galerkin em sistemas discretos, de um e dois graus de liberdade,
com e sem geracao de amostras, validados a partir de comparac¢des com aplicacéo direta
do método de simulag&o de Monte Carlo. A m de facilitar a leitura, todos os resultados
gue mantiverem curvas similares aos ja apresentados nao serdo mostrados e os resultados
obtidos para as velocidades serdo apresentados nos apéndices.

4.1 RESULTADOS OBTIDOS PARA 1 GRAU DE LIBERDADE

Nesta secdo € apresentado os resultados obtidos para um sistema com 1 grau de
liberdade. Foram simulados 50000 amostras para sistemas homogéneos, com incertezas nas
condicdes inciais, rigidez, coe ciente de amortecimento, e para sistemas ndo homogéneos,
com incerteza na magnitude da forca aplicada, para valores coe ciente de variacdo iguais a
0.1e0.3. Osvalores para os parametros sdo:m = 300kg ; ¢ = 2064.86N s=m ; k = 9869.6 N =m ;
Xo=0.1m;vg=0.05m=s; f0=30N; hg=0.002et 2 [0,2]s. O quadro a seguir apresenta 0s
exemplos e quais parametros sdo avaliados.

Quadro 2 - Tabela de referencia dos exemplos com 1 grau de liberdade e parametros analisados

Xo|Vo |k |Cc|F

Exemplol | .

Exemplo 2 .

Exemplo 3 .

Exemplo 4 .

Fonte: Autoria propria

4.1.1 EXEMPLO 1: INCERTEZAS NAS CONDICOES INICIAIS

Este exemplo apresenta resultados para um sistema com incertezas nas condi¢oes
iniciais Xo( ) e Vo( ) com coe ciente de variagdo de , = ,,=0le , = ,,=03. As

médias de deslocamento para MC, PCMC e PC s&o dados a seguir

0



Gra co 1 - Médias de deslocamento para xo= v, =0.1nas condi¢des iniciais

Fonte: Autoria propria

Gré co 2 - Médias de deslocamento para xo= v, =0.3 nas condigdes iniciais

Fonte: Autoria propria

As variangas obtidas sdo dadas a seguir
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Gra co 3 - Variancas de deslocamento para xo= v, =0.1nas condigdes iniciais

Fonte: Autoria propria

Gré co 4 - Variancgas de deslocamento para xo= v, =0.3 nas condigoes iniciais

Fonte: Autoria propria
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Nota-se que enquanto as médias quase nao se alteram com o aumento do coe-

ciente de variacao, conforme os gra cos 1 e 2; a variancia aumenta com o aumento do
coe ciente de variagdo conforme gra cos 3 e 4. Os erros para média e variancia, para o

deslocamento, para PCMC e PC séo dados a seguir



Gra co 5 - Erros PCMC deslocamento para xo= v, =0.1nas condi¢des iniciais

Fonte: Autoria propria

Gréa co 6 - Erros PCMC deslocamento para xo= v, =0.3 nas condigdes iniciais

Fonte: Autoria propria
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Gra co 7 - Erros PC deslocamento para xo= v, =0.1nas condi¢des iniciais

Fonte: Autoria propria

Gra co 8 - Erros PC deslocamento para xo= v, =0.3 nas condigdes iniciais

Fonte: Autoria propria
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Em geral os erros da média tendem a serem maiores do que os erros da variancia e

os erros de PC (gra cos 7 e 8) foram menores do que PCMC (gra cos 5 e 6).
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4.1.2 EXEMPLO 2: INCERTEZA NA RIGIDEZ

As médias de deslocamento para MC, PCMC e PC apresentaram comportamen-
tos similares as condi¢des iniciais e ndo apresentaram mudancas visiveis em relacao aos
coe cientes de variagdo. Diante disso, eles ndo serdo apresentados. As variancias tam-
bém apresentaram os mesmos comportamentos de proporcionalidade entre variancia e
coe cientes de variacdo. Sendo assim, sera apresentado apenas a varianciapara ,=0.3

Gréa co 9 - Variangas de deslocamento para k = 0.3 narigidez

Fonte: Autoria propria

Nota-se diferencas nas curvas da variancia entre os resultados das condi¢des iniciais,
gra co 4, e de rigidez, gra co 9. Isso ocorre devido ao fato que a incerteza nas condicdes
iniciais causa mais variabilidade nos tempos iniciais enquanto que a rigidez causa maior
variabilidade préximos dos pontos de in exao.

Nota-se também no gra co 9 que a variancia de MC e PCMC nao acompanham a
curvagerada por PC apartirde t =0.5. Uma provavel razéo paraisso é o fato que MC e PCMC
sdo dados por geragdo de amostras enquanto que PC € uma determinacéo direta, assim ha
divergéncias entre esses métodos. Os erros para média e variancia, de deslocamento, para
PCMC e PC sédo dados a seguir



Gréa co 10 - Erros PCMC deslocamento para k = 0.1 narigidez

Fonte: Autoria propria

Gra co 11 - Erros PCMC deslocamento para k = 0.3 narigidez

Fonte: Autoria propria
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Gra co 12 - Erros PC deslocamento para x = 0.1 narigidez

Fonte: Autoria propria

Gréa co 13 - Erros PC deslocamento para x = 0.3 narigidez

Fonte: Autoria propria

Como nos resultados obtidos para incerteza nas condi¢des iniciais (gra cos 5-8), os
erros sao proporcionais a incerteza. Novamente, os erros da média tendem a serem maiores
do que os erros da variancia, entretanto os erros de PC, gra co 13, foram maiores do que
PCMC, graco 11, e nos casos com | =0.3.
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4.1.3 EXEMPLO 3: INCERTEZA NO COEFICIENTE DE AMORTECIMENTO

As médias de deslocamento para um exemplo com incerteza no coe ciente de
amortecimento foram similares aos exemplos anteriores e portanto ndo serdo apresentados.
As variancias apresentaram o tipico comportamento de proporcionalidade com o coe ciente
de variacdo. Sendo assim, sera apresentado apenas a varianciapara .=0.3

Gra co 14 - Variancias de deslocamento para < = 0.3 no coe ciente de amortecimento

Fonte: Autoria propria

As curvas de variancia dos coe ciente de amortecimento, gra co 14, apresenta
similaridade com a curva de variancia da rigidez (gra cos 9, entretanto com menores
variancias maximas. Os erros para média e variancia, de deslocamento, para PCMC e PC
sdo dados a seguir



Gra co 15 - Erros PCMC deslocamento para ¢ = 0.1 no coe ciente de amortecimento

Fonte: Autoria propria

Gréa co 16 - Erros PCMC deslocamento para < = 0.3 no coe ciente de amortecimento

Fonte: Autoria propria
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Gra co 17 - Erros PC deslocamento para < = 0.1 no coe ciente de amortecimento

Fonte: Autoria propria

Gréa co 18 - Erros PC deslocamento para < = 0.3 no coe ciente de amortecimento

Fonte: Autoria propria

Como nos resultados obtidos nos exemplos anteriores, 0s erros sao proporcionais
ao coe ciente de variacao, os erros da média tendem a serem maiores do que 0s erros da
variancia e os erros de PC (gra cos 17 e 18 foram maiores do que PCMC (gré cos 15 e 16)
nos casos com . =0.3.
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4.1.4 EXEMPLO 4: INCERTEZA NA FORCA

Para esse exemplo foi considerando uma forga F(t, )= fo( )sin(zt) mas, como
nos exemplos anteriores, ocorreu pouca alteragao visivel entre as medias entre ¢, = 0.1
e =03 Sendo assim, somente as médias de deslocamento para MC, PCMC e PC para

f, = 0.3 naforca fo( ), serdo apresentadas

Gré co 19 - Médias de deslocamento para f, = 0.3 naforca

Fonte: Autoria propria

Assim como nos exemplos anteriores, as variancias apresentaram proporciona-
lidade com os coe cientes de variacao e, portanto, sera apresentado as variancias para

fo = 0.3
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Gré co 20 - Variancias de deslocamento para f, = 0.3 naforca

Fonte: Autoria propria

Os erros para média e variancia, de deslocamento, para PCMC s&o dados a seguir

Gra co 21 - Erros PCMC deslocamento para f, = 0.1 naforca

Fonte: Autoria prépria
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Gra co 22 - Erros PCMC deslocamento para f, = 0.3 naforca

Fonte: Autoria propria

Como nos exemplos anteriores, o erro apresentado no gra co 21 tende a ser pro-
porcional com a incerteza e os erro da média tende a ser maior do que o erro da variancia.

4.2 RESULTADOS OBTIDOS PARA 2 GRAUS DE LIBERDADE

Nesta secéo € apresentado os resultados obtidos para um sistema com 2 graus de
liberdade. Como no sistema com 1 grau de liberdade, foram simulados 50000 amostras
para sistemas homogéneos com incertezas nas condic¢des inciais, rigidez, coe ciente de
amortecimento e- para sistemas ndo homogéneos- com incerteza na forga aplicada, para
valores de coe ciente de variacao iguais a 0.1 e 0.3. Entretanto, também foi avaliado resulta-
dos com aproximacdes de segunda ordem, denotadas como PC2 e PC2MC. Assim como
nos exemplos 1-4, ocorre certos padrdes como curvas de médias muito similares entre
Si, variancias proporcionais aos coe cientes de variacdo, entre outros. Desta maneira, 0s
resultados similares ndo seréo apresentados e os resultados obtidos para velocidades sao
apresentados nos apéndices a m de facilitar a leitura.

Os valores para o0s parametros sdo: m; = 100kg; m,=300kg; c; = 688.287N s=m;
€1 = 2064.86N s=m; k; = 3289.87N =m; kp, = 9869.6 N =m; Xg1 = 0.35m; Xgp = 0.15m; vgp; =
0.3m=s; vy =0.3m=s;vgr=0.1m=s; fg;=1N; fi=30N; hg=0.002et 2 [0,2]s. O quadro
a seguir apresenta os exemplos e 0os parametros analisados.
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Quadro 3 - Tabela de referéncia dos exemplos com 2 graus de liberdade e parametros analisados

Xo1 | Vo2 | Xo2 | Vo2 | K1 | ko |Ci|C | F | R
Exemplo 5 . . . .
Exemplo 6 . .
Exemplo 7 . .
Exemplo 8 . .

Fonte: Autoria propria

4.2.1 EXEMPLO 5: INCERTEZA NAS CONDICOES INICIAIS

Neste exemplo s&o apresentados resultados para um sistema com incerteza nas
condigdes iniciais Xg1( ),Xg2( ),Vo1( )eVvoa( ). As médias de deslocamento para MC, PCMC,
PC2MC,PCePC2, para 4, = y,,= =y, = 0.3, sdo dados a seguir

02 Vo1

Gra co 23 - Médias de deslocamento X1 para , = x,= vy = vg, = 0-3 Nas condi¢des iniciais

Fonte: Autoria propria
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Gra co 24 - Médias de deslocamento  x, para = = =y, = 0.3 nas condigdes iniciais

Fonte: Autoria propria

Ao observar os gra cos 23 e 24 as médias ndo apresentaram diferencas visiveis
entre si, até mesmo no emprego de polindmios de ordem maiores. As variancias obtidas
seguem o0 mesmo comportamento de proporcionalidade entre as variancias e o coe ciente
de variagdo. Assim, serdo apresentadas as variancias para y,, = x;, = vy = vy = 0-3
conforme os gré cos a seguir

Gra co 25 - Variancias de deslocamento  xq para y, = x, = = ., = 0.3 nas condic¢Ges iniciais

Fonte: Autoria propria
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Gréa co 26 - Variancias de deslocamento  x, para = = = vy, = 0.3 nas condicdes iniciais

Fonte: Autoria propria

Como observado nos gra cos 25 e 26, a variancia do deslocamento apresenta mai-
ores valores no deslocamento maximo. Os erros para média e variancia, de deslocamento
para PCMC, PC, PC2MC e PC2 séo dados a seguir

Gra co 27 - Erros PCMC deslocamento x4 para = = = vy, = 0.1 nas condigbes iniciais

Fonte: Autoria propria
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Gra co 28 - Erros PCMC deslocamento  Xj para y,, = x,= vy = v, = 0-3 Nas condigdes iniciais

Fonte: Autoria propria
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Graco 30 - Erros PC deslocamento Xy para y, = x,= vy = v = 0-3 Nas condi¢oes iniciais

Fonte: Autoria propria

Gra co 31 - Erros PCMC deslocamento  x, para = = = vy, = 0.1 nas condigbes iniciais

Fonte: Autoria propria
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Gra co 32 - Erros PCMC deslocamento  Xp para y,, = x,= vy = v, = 0-3 Nas condigdes iniciais

Fonte: Autoria propria

Gréa co 33 - Erros PC deslocamento  x, para = = = vy, = 0.1 nas condigdes iniciais

Fonte: Autoria propria
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Graco 34 -Erros PCdeslocamento X para y, = x,= vy = ve = 0-3 Nas condi¢oes iniciais

Fonte: Autoria propria

Obteve-se resultados diversos em relagdo a ordem dos polinémios. Para os re-
sultados com geracao de amostra (PCMC e PC2MC), com = y,= vy = vg = 01,
conforme os gra cos 27 e 31, a expansao de segunda ordem obteve menores erros. Para

Xo1= Xee= Vo1 = vg = 0-3,0racos 28 e 32, os erros da variancia para a segunda ordem
foram maiores. Para PC e PC2 os erros foram semelhantes conforme apresentam os gra cos
29,30, 33 e 34. No geral, os erros para média de PC e PC2 foram menores que PCMC e

PC2MC, enquanto que os erros da variancia foram maiores para PC e PC2.

4.2.2 EXEMPLO 6: INCERTEZAS NAS RIGIDEZES

Como nos exemplos com 1 grau de liberdade, as médias para sistemas com incerteza
na rigidez sdo muito similar aos resultados para incerteza nas condi¢des inciais e nao
apresentam diferencas visiveis referentes ao valor de  y utilizado. Para as variancias, os
resultados obtidos apresentam a mesma proporcionalidade entre variancia e os coe cientes
de variacdo. Desta maneira, serdo apresentados os resultados obtidos para variancias de
deslocamento para MC, PCMC, PC2MC, PC e PC2, paraum |, = |, = 0.3 nas rigidezes
k1( ) eks( )conforme mostra os gra cos a seguir



Gra co 35 - Variancias de deslocamento x4 para ., = ,=0.3 nasrigidezes

Fonte: Autoria propria

Gra co 36 - Variancias de deslocamento  xp para , = ,= 0.3 nasrigidezes

Fonte: Autoria propria
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Observando os gra cos 35 e 36 nota-se que as curvas PC e PC2 ndo acompanham

as curvas de MC a partir de t = 0.5. Os erros para média e variancia, de deslocamento, para

PCMC, PC2MC, PC e PC2 sao dados a seguir



Gra co 37 - Erros PCMC deslocamento x4 para i, = i, =0.1nasrigidezes

Fonte: Autoria propria

Gra co 38 - Erros PCMC deslocamento  xq para i, = ¢, = 0.3 nasrigidezes

Fonte: Autoria propria
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Gra co 39 - Erros PC deslocamento x4 para ., = ,=0.1nasrigidezes

Fonte: Autoria propria

Graco 40 - Erros PC deslocamento  xq para , = i, = 0.3 nasrigidezes

Fonte: Autoria propria
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Gra co 41 - Erros PCMC deslocamento  x, para i, = i, =0.1nasrigidezes

Fonte: Autoria propria

Gra co 42 - Erros PCMC deslocamento  x, para i, = ¢, = 0.3 nasrigidezes

Fonte: Autoria propria
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Gra co 43 - Erros PC deslocamento  x, para ., = ,=0.1nasrigidezes

Fonte: Autoria propria

Graco 44 - Erros PC deslocamento  x, para ¢, = ,= 0.3 nasrigidezes

Fonte: Autoria prépria

Diferentemente dos resultados obtidos com incerteza nas condig¢des iniciais, para
k,= k,=0.1,gracos 37 e 41 os erros de PC2MC para as variancias dos deslocamentos
foram maiores que os erros de PCMC. Para os resultados com = |, = 0.3, os erros de
PC2MC para as médias dos deslocamentos foram maiores que os erros de PCMC (gra cos
38e42).
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Também observa-se que para as incertezas nas rigidezes que ha uma disparidade
entre PC e PC2 em alguns parametros. Para as médias e variancias de x;,Xp paraas , =
k, = 0.1 (gra cos 39, 43 os erros sao equivalentes nos tempos iniciais e depois divergem
entre si. Para |, = ,= 0.3 0s erros para as variancias de x; e X, (gra cos 40 e 44) séo

distintas entre si.

4.2.3 EXEMPLO 7: INCERTEZA NOS COEFICIENTES DE AMORTECIMENTO

Assim como no exemplo 6, as médias de deslocamento para incerteza nos coe ci-
entes de amortecimento c¢q( )e cy( ) apresentam muitas similaridades com o exemplo 5
e ndo serdo apresentadas. Os resultados obtidos para as variancias apresentaram os com-
portamento de proporcionalidade entre os coe cientes de variagéo e as variancias. Sendo
assim, sera apresentados os valores das variancias para ¢, = ¢,=0.3

Gra co 45 - Variancias de deslocamento  xj para ¢, = ¢, = 0.3 nos coe cientes de amortecimento

Fonte: Autoria propria
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Gra co 46 - Variancias de deslocamento  x, para ¢ = , = 0.3 nos coe cientes de amortecimento

Fonte: Autoria propria

Se observa que as variancias maximas nas curvas com incerteza nos coe cientes de
amortecimento (gra cos 45 e 46) sdo menores que as variancias maximas nas curvas com
incerteza nas rigidezes (gra cos 35 e 36). Os erros para média e variancia, de deslocamento,
para PCMC, PC2MC, PC e PC2 sdo dados a seguir

Gra co 47 - Erros PCMC deslocamento  x; para ¢, = ¢, =0.1nos coe cientes de amortecimento

Fonte: Autoria prépria
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Gra co 48 - Erros PCMC deslocamento x4 para ¢, = ¢, = 0.3 nos coe cientes de amortecimento

Fonte: Autoria propria

Gra co 49 - Erros PC deslocamento  x; para ¢, = ¢, =0.1nos coe cientes de amortecimento

Fonte: Autoria propria



Gra co 50 - Erros PC deslocamento  x; para ., = ¢, = 0.3 nos coe cientes de amortecimento

Fonte: Autoria propria

Gra co 51 - Erros PCMC deslocamento  xp para ¢, = ¢, = 0.1 nos coe cientes de amortecimento

Fonte: Autoria propria
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Graco 52 - Erros PCMC deslocamento  x, para ¢, = ¢, = 0.3 nos coe cientes de amortecimento

Fonte: Autoria propria

Gra co 53 - Erros PC deslocamento  x, para ¢, = ¢, =0.1nos coe cientes de amortecimento

Fonte: Autoria propria
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Gra co 54 - Erros PC deslocamento  x, para ., = ¢, = 0.3 nos coe cientes de amortecimento

Fonte: Autoria propria

Similar ao exemplo 6, para ¢, = ¢, =0.10s erros de PC2MC para as variancias dos
deslocamentos (gra cos 47 e 51) foram maiores que os erros de PCMC. Para . = ,=0.3,
os erros de PC2MC para as médias dos deslocamentos (gra cos 48 e 52) foram maiores que
os erros de PCMC.

Para as medias e variancias de x; e xp, paraum . = ., =0.1, 0s erros séo equiva-
lentes nos tempos iniciais e depois divergem entre si conforme mostram os gra cos 49 e
53. Para coe cientes de variacéo igual a 0.3, 0s erros para as variancias X; e X, sao distintas
entre si conforme visto nos gra cos 50 e 54.

4.2.4 EXEMPLO 8: INCERTEZAS NAS FORCAS

Neste exemplo foram consideradas forgas dadas por Fi(t, )= fp1( )sin(zt)eR(t, )=
fo2( )sin(zt). As curvas das médias de deslocamento sédo visivelmente similares para

f = fee=01€ ¢, = 1,=0.3e, assim, sera apresentado apenas o segundo caso. As

médias obtidas por MC, PCMC e PC2MC, para deslocamento, para incerteza nas forgcas séo



Gra co 55 - Medias de deslocamento  x; para ¢, = ¢, = 0.3 nasforcas

Fonte: Autoria propria

Gra co 56 - Médias de deslocamento  x, para =, = 0.3 nasforgas

fo1

Fonte: Autoria propria
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As variancias obtidas seguem o padréo de proporcionalidade dos exemplos anteri-

ores. Sendo assim, paraumvalorde ¢,

= 1, = 0.3 as variancias sao apresentadas
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Gra co 57 - Variancias de deslocamento x4 para = ,, = 0.3 nasforcas

for

Fonte: Autoria propria

Gra co 58 - Variancias de deslocamento  x, para =, = 0.3 nasforgas

fo1

Fonte: Autoria propria

Observando-se as médias (gra cos 55 e 56) e variancias (gra cos 57 e 58) percebe-se
gue a aproximacdo via PCMC néo € e ciente, enquanto que a PC2MC demonstra ser mais
adequada. Os erros para meédia e variancia, de deslocamento, para PCMC e PC séo dados a
sequir



Gra co 59 - Erros PCMC deslocamento  x; para = 1, = 0.1nasforcas

fo1

Fonte: Autoria propria

Gréa co 60 - Erros PCMC deslocamento  x; para =, = 0.3 nasforgas

fo1

Fonte: Autoria propria
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Gra co 61 - Erros PCMC deslocamento  x, para =0.1 nas forcas

fo = for

Fonte: Autoria propria

Gra co 62 - Erros PCMC deslocamento  x, para = 0.3 nas forgas

fr = for

Fonte: Autoria propria

Conforme citado anteriormente, as aproximagdes via PCMC n&o se mostraram
muito e cientes, apresentando erros muito maiores que as aproximacdes de segunda ordem.



77

4.3 TEMPOS COMPUTACIONAIS

Nesta sec¢do é apresentado 0s tempos computacionais dos exemplos 1-8, para MC,
PCMC e PC2MC, para coe cientes de variacdo de 0.1 e 0.3. Os tempos computacionais sao
apresentados na tabela a seguir.

Tabela 1 - Tempos computacionais em segundos

Exemplos -0 - 03
MC PCMC PC2MC MC PCMC PC2MC

1 8983.4 9293.4 - 89994 9346.1 -

2 9061 9342.86 - 899458 9412.1 -

3 9314.09 9675.67 - 9280.24 9665.40 -

4 117.45 226.69 - 115.45 225.76 -

5 10022.65 10341.88 11077.01 9919.99 10308.41 11004.05
6 9794.85 10193.61 10882.39 9799.34 10189.92 10920.56
7 9818.55 10230.05 10918.89 9824.89 10225.71 10942.71
8 221.63 512.18 980.44 233.17 523.70 990.91

Fonte: Autoria prépria

Ao analisar a tabela 1 percebe-se que, em geral, os tempos computacionais para
MC foram menores que os tempos para PCMC, sendo estes menores que PC2MC. Esses
maiores tempos computacionais para PCMC e PC2MC se deve a maior dimensao desses
problemas. Tendo o sistema com 2 graus de liberdade como exemplo, enquanto MC tem
guatro variaveis a serem determinadas, PCMC tem oito variaveis e PC2MC tem doze.

Os menores tempos computacionais para os exemplos 4 e 8 demonstram a e -
ciéncia do método RK4 em relacdo a solucdo por exponencial de matriz. Os resultados
obtidos via RK4 evidenciaram melhor a propor¢ao entre a dimensao do problema (tanto
fisico quanto estocéastico) e os tempos computacionais. J& 0s coe cientes de variacdo nao
interferiram nos tempos computacionais.

4.4 SINTESE DOS RESULTADOS

O método Faedo-Galerkin-Estocéstico foi utilizado para quanti cacao de incerteza
de sistemas com 1 grau de liberdade (exemplos 1 a 4) e 2 graus de liberdade (exemplos 5 a 8).
Foram simulados exemplos com incerteza nas condic¢des iniciais (exemplos 1 e 5), rigidez
(exemplo 2 e 6), amortecimento (exemplo 3 e 7) e magnitude da forca (exemplos 4 e 8).
Foram simulados a aplicacdo do método via determinacéo direta (PC para polindmios de
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primeira ordem e PC2 para polindmios de segunda ordem), geracao de amostras (PCMC para
polinémios de primeira ordem e PC2MC para polinémios de segunda ordem) e simulacao
de Monte Carlo (MC) como referéncia. A abordagem de determinacéo direta dos parametros
estatisticos ndo fora empregada nos exemplos 4 e 8, além de que o uso de segunda ordem
nos polinémios nao foi utilizada nos exemplos 1 a 4.

Os resultados para médias ndo mostraram disting&o visual entre os métodos, so-
mente para o exemplo 8 que PCMC apresentou resultados divergentes de MC e PC2MC. Os
resultados das variancias apresentaram algumas distingbes mais visiveis nas in exdes das
curvas como nos exemplos 2,3,6 e 7, sendo que no exemplo 8 a variancia para PCMC foi
mais divergente.

As curvas das variancias possuiam formatos especi cos de acordo com qual para-
metro a incerteza estava contida. Para as condicdes iniciais, a variancia pra deslocamento
era maior nos tempos iniciais, para rigidez e amortecimento as variancias tendiam a serem
maiores em nos tempos intermediarios e para a forca, a variancia era proporcional a funcéo
seno. A variancia maxima foi maior nos casos com incertezas nas condicdes iniciais (exem-
plos 1 e 6) e foi menor nos casos com incertezas no amortecimento. Percebe-se também
uma proporcionalidade entre as variancias maximas e 0s coe cientes de variacao.

Os erros percentuais mostraram que as aproximacodes utilizando o método foram
satisfatérias com erros menores a 1% com excecdo ao PCMC no exemplo 8. Os erros de PC
e PC2 nos exemplos 5 a 7 convergiram em alguns casos, em outros convergiram nos tempos
iniciais e noutros os erros de PC eram muito superiores a PC2. Para PCMC e PC2MC os erros
apresentaram comportamentos diversos: Houveram casos em que os erros de de PCMC
foram muito maiores que PC2MC, casos em gue era maior apenas na média e casos que
eram eram menores que PC2MC.

Os tempos computacionais para PCMC foram maiores que MC e PC2MC foram
maiores que PCMC. Os resultados obtidos via exponencial de matriz foram maiores que
os obtidos por RK4 (exemplos 4 e 8). Nao foram observados grandes diferencas de tempos
computacionais entre os sistemas com 1 e 2 graus de liberdade nos sistemas cujos resultados
foram obtidos via matriz exponencial.
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5 CONCLUSAO

Esta dissertacdo abordou a quanti cagéo de incertezas de sistemas randémicos
estruturais dindmicos via método de Faedo-Galerkin-Estocéstico. Foi elaborada por Jodo
Lucas Cavichiolo, sob orientag&o do prof. Dr. Claudio Avila e co-orientac&o do prof. Dr.
Joao Morais da Silva Neto (UFPR), do programa de Pés-Graduacéo em Engenharia Mecénica
e de Materiais (PPGEM), na &rea de Mecéanica dos Sdlidos, na linha de pesquisa de aplicacdo
do método de Galerkin e dos Polinbmios de Caos para analise de incerteza em sistemas
estruturais.

A metodologia consistiu em aplicar o método de Faedo-Galerkin para obter aproxi-
mac0des de valor esperado (média) e variancia para deslocamento e velocidade de sistemas
com 1 grau de liberdade e 2 graus de liberdade. Como os sistemas fisicos sao discretos,
as integragcdes do método Faedo-Galerkin se restringiram aos espacos de probabilidade,
enquanto que as integracdes do espaco fisico ndo foram realizadas e tempo foi abordado
por outros métodos.

Foram modelados duas abordagens para quanti cagéo de incertezas: Com geragao
de amostras, sendo um hibrido do método de Faedo-Galerkin-Estocastico com o método de
simulacdo de Monte Carlo e sem geracao de amostras. A solugdo do tempo foi dada a partir
de uma estratégia de reducao de ordem e solucéo exponencial para sistemas homogéneos, e
reducao de ordem e solucao via RK4 para sistemas heterogéneos (sendo, neste caso, obtidos
resultados apenas com geracdo de amostras). Para sistemas com dois graus de liberdade foi
aplicado também expansfes de segunda ordem. A validagcdo da metodologia consistiu na
comparagéao dos resultados obtidos com a simulacéo de Monte Carlo.

Simulou-se sistemas com incertezas nas condi¢des iniciais, rigidez, amortecimento
e forcas aplicadas, sendo cada uma testada separadamente, com dois valores de incertezas
e 50 mil amostras. A partir dos resultados percebeu-se que os métodos com Faedo-Galerkin
com geracao de amostras (PCMC e PC2MC) apresentaram maiores tempos computacionais
gue a simulag&o de Monte Carlo. Isso ocorre devido as dimensdes dos problemas a serem
resolvidos: Enquanto que para os sistemas com 1 grau de liberdade o modelo resolvido via
MC tinha 2 variaveis a serem determinadas, PCMC tinha 4.

Nos sistemas com 2 graus de liberdade MC tinha 4 variaveis, PCMC tinha 8 e PC2MC
tinha 12. Observa-se também que os resultados obtidos por RK4 (sistemas heterogéneos
com incertezas nas forgas) tiveram tempos muito menores que os resultados obtidos pelas



80

exponenciais. Além disso, 0s tempos computacionais para MC, PCMC e PC2MC foram mais
préximos entre as exponenciais. Ja para RK4 esses tempos foram mais distintos sendo que
PCMC teve, aproximadamente, o dobro de tempo de MC e PC2MC foi quase quatro vezes
maior. O tamanho do problema fisico também in uencia nos tempos computacionais de
RK4, sendo que sdo proximos para a solucao via exponencial.

No geral, as médias obtidas néo tiveram diferencas sensiveis ou signi cativas em
relacdo a variabilidade de cada parametro. Entretanto, as curvas de variancia apresentaram
diferencas relevantes dependendo de qual parametro continha incerteza. Nas condicbes
iniciais, exemplos 1 e 5, as variancias tenderam a ter maiores valores nos tempos iniciais,
enquanto que nos exemplos com incerteza na rigidez (exemplos 2 e 6) e no amortecimento
(exemplo 3 e 7) as in exdes ocorreram em tempos intermediarios. Ja as variancias com
incerteza na forga tenderam a ser crescentes no deslocamento e apresentou um formato de
sino assimétrico para a velocidade.

As variancias maximas foram proporcionais a incerteza, sendo o maior valor ocorre
com as condi¢des iniciais, seguidas por rigidez, amortecimento e forga. Esse comporta-
mento pode ser explicado ao analisar a equacéo de movimento: As condi¢cdes iniciais ndo
estdo atreladas a nenhum termo e, por isso, apresentam maior variancia maxima. Rigi-
dez, amortecimento e massa sao coe cientes de um termo linear, de derivada primeira
e derivada segunda, respectivamente. Sendo assim, para os termos do lado esquerdo da
equacao, a relevancia da incerteza esta relacionada com a ordem da derivada a qual o coe -
ciente acompanha. Incertezas nas forgas tem uma relevancia na variancia dependente da
amplitude da forca e como esta varia no tempo.

Os erros entre a simula¢do de Monte Carlo (MC) com os métodos de Faedo-Galerkin
foram, em geral, 6timas. O Unico caso que os erros foram maiores que 1% foram PCMC
aplicados no sistema com 2 graus de liberdade com incerteza na forga. E esperado que
uma aproximagao de segunda ordem promovesse resultados melhores que o de primeira
ordem, porém ha casos em que isso ndo ocorreu. O motivo dessa discrepancia € o fato dos
erros serem obtidos comparando os métodos de Faedo-Galerkin com Simulagédo de Monte
Carlo o qual pode nédo apresentar bons resultados devido a sua convergéncia lenta. Sendo
assim, por mais que os erros de segunda ordem (advindos de comparagdes com Monte
Carlo) serem maiores que o de primeira ordem, o emprego de uma segunda ordem pode
fornecer melhores aproximacdes.

Diante dos resultados obtidos, torna-se complexo de nir qual método é mais
e ciente. Houveram casos em que o método com geracdo de amostras (PCMC e PC2MC)
apresentaram erros menores comparados aos métodos sem geracado de amostras (PC e PC2)
€, em outros, o inverso ocorreu.

Por mais que o método sem geracdo de amostras apresente bons resultados e com
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baixos custos computacionais, sua complexidade na modelagem pode se tornar um empeci-
Iho. Nesta dissertacdo, o emprego de solu¢des exponenciais foi empregada para determinar
momentos estatisticos, sem a geracdo de amostras, para sistemas homogéneos. Entretanto,
0 mesmo para sistemas ndo homogéneos nao ocorreu devido a essa complexidade.

Nos casos com geragao de amostras, o método de Faedo-Galerkin apresentou
maiores tempos computacionais em comparagao a Monte Carlo. Todavia, ao se levar em
conta que o uso dos métodos de polinbmios de caos com métodos de Galerkin podem
garantir melhores convergéncias, € possivel utilizar nUmeros menores de amostras e entdo
reduzir os tempos computacionais.

Quanti cacdes de incerteza sao praticas de extrema valia para melhorar qualidade,
re no de projetos e melhor controle de comportamento de sistemas dindmicos. Ao otimizar
custos computacionais para a pratica de quanti cacdes de incerteza, se garante que esse
processo se torne mais comum nas praticas de engenharia, quica em outras areas. Sendo
assim, a pesquisa por melhores metodologias para quanti cagdes de incertezas mostra se
extremamente relevante.
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6 TRABALHOS FUTUROS

Em detrimento da complexidade na modelagem matematica, altos custos compu-
tacionais para simulacdes, complicacdes da pandemia da COVID-19 de 2020, assim como
outras ideias foram surgindo durante o desenvolvimento deste trabalho. Desta maneira, €
listada uma lista de sugestdes de trabalhos futuros:

 Utilizacdo da metodologia de Galerkin e polinbmio de caos para quanti cacdo de
incertezas de Fungdes Respostas em Frequéncia: Analises no dominio da frequéncia
sdo muito utilizadas na area de vibracdes, possibilitando uma melhor compreenséo
do comportamento do sistema. Sendo assim, a quanti cacao de incertezas nessas
analises sdo de extrema valia.

* Implementagdo em sistemas continuos: Modelagens de vibragbes em sistemas con-
tinuos estdo muito presentes na pratica de engenharia, assim como séo diversos 0s
estudos de quanti cagao de incertezas nesses elementos.

* ldealizacdo de programas e aplicativos de quanti cagao de incerteza empregando
polinbmios do caos: A idealizacao de softwares para quanti cacao de incertezas pode
representar maior praticidade em projetos de engenharia.

 Avaliar outras estratégias numéricas para integra¢do no tempo: Pode-se buscar estra-
tégias mais versateis, com menor complexidade e menor custo computacional em
comparacéo as estratégias de RK4 e exponencial de matriz.

 Aplicar a metodologia a problemas com propriedades com variagdo no tempo: Neste
trabalho todos os coe cientes foram considerados constantes no tempo. Uma mode-
lagem considerando propriedades variando no tempo pode tornar simulacdes mais
condizentes com resultados experimentais.

» Obter estimativas de erro para momentos estatisticos das solucdes: A partir de esti-
mativas de erro é possivel analisar a convergéncia do método e entéo buscar formas
de otimiza-lo.
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APENDICE A - RESULTADOS PARA VELOCIDADE PARA SISTEMA COM 1 GRAU DE
LIBERDADE.

Como comentado no capitulo de resultados, a m de facilitar a leitura, os resultados
para velocidade sdo apresentados nos apéndices.

Al EXEMPLO1

Os resultados para médias de velocidade para MC, PCMC e PC, para incerteza nas
condicdes iniciais Xg( ) e Vvg( ), e coe ciente de variacdo iguais a 0.1 e 0.3, sdo apresentados
a sequir.

Gra co 63 - Médias de velocidade para xo= v, =0.1nas condicGes iniciais

Fonte: Autoria propria
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Gra co 64 - Médias de velocidade para xo= v, =0.3 nas condigdes iniciais

Fonte: Autoria propria

As variancias para as velocidades para MC, PCMC e PC séo dadas a seguir

Gréa co 65 - Variangas de velocidade para xo= vo=0.1nas condigdes iniciais

Fonte: Autoria prépria
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Gré co 66 - Variancgas de velocidade para xo = v, =0.3 nas condicoes iniciais

Fonte: Autoria propria

Nota-se que, como nos resultados para deslocamento, enquanto as médias quase
nao se alteram com o aumento do coe ciente de variagédo, conforme 0s gra cos 63 e 64; a
variancia aumenta com o aumento do coe ciente de variagdo conforme gra cos 65 e 66. Os
erros para média e variancia, para a velocidade, para PCMC e PC sao dados a seguir

Gra co 67 - Erros PCMC velocidade para xo= v, =0.1nas condigdes iniciais

Fonte: Autoria prépria



Gra co 68 - Erros PCMC velocidade para xo = v, =0.3 nas condi¢des iniciais

Fonte: Autoria propria

Gra co 69 - Erros PC velocidade para = ,=0.1 nas condigGes iniciais

Fonte: Autoria propria
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Gra co 70 - Erros PC velocidade para = ,=0.3 nas condigcdes iniciais

Fonte: Autoria propria

Em geral os erros da média tendem a serem maiores do que os erros da variancia e
os erros de PC (gra cos 69 e 70) foram menores do que PCMC (gra cos 67 e 68).

A.2 EXEMPLO 2

A variancia para incertezas narigidez k( ), , =0.3,é dada a seguir
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Gra co 71 - Variancias de velocidade para x = 0.3 narigidez

Fonte: Autoria propria

Como nos resultados de deslocamento, ha diferengas nas curvas da variancia entre
os resultados das condic¢des iniciais, gra co 66, e de rigidez, gra co 71. Isso ocorre devido
ao fato que a incerteza nas condig¢des iniciais causa mais variabilidade nos tempos iniciais
enquanto que a rigidez causa maior variabilidade proximos dos pontos de in exdo. Os erros
para média e variancia, de velocidade, para PCMC e PC séo dados a seguir

Gré co 72 - Erros PCMC velocidade para x = 0.1 narigidez

Fonte: Autoria propria



Gré co 73 - Erros PCMC velocidade para x = 0.3 narigidez

Fonte: Autoria propria

Gra co 74 - Erros PC velocidade para k = 0.1 narigidez

Fonte: Autoria propria
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Gra co 75 - Erros PC velocidade para k = 0.3 narigidez

Fonte: Autoria propria

Como nos resultados obtidos para incerteza nas condic¢des iniciais (gra cos 67-70),
0S erros sao proporcionais a incerteza. Novamente, os erros da média tendem a serem
maiores do que os erros da variancia, entretanto os erros de PC, gra co 75, foram maiores
do que PCMC, gra co 73, e nos casos com | =0.3.

A.3 EXEMPLO 3

A variancia para incerteza no coe ciente de amortecimento c¢( ), =0.3,édadaa
seqguir
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Gra co 76 - Variancias de velocidade para < = 0.3 no coe ciente de amortecimento

Fonte: Autoria propria

As curvas de variancia do coe ciente de amortecimento, gra co 76, apresenta
similaridade com as curvas de variancia da rigidez 71), entretanto com menores variancias
maximas. Os erros para média e variancia, de velocidade, para PCMC e PC sao dados a
seqguir

Gra co 77 - Erros PCMC velocidade para ¢ = 0.1 no coe ciente de amortecimento

Fonte: Autoria prépria



Gra co 78 - Erros PCMC velocidade para < = 0.3 no coe ciente de amortecimento

Fonte: Autoria propria

Gra co 79 - Erros PC velocidade para x =0.1 no coe ciente de amortecimento

Fonte: Autoria propria
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Gra co 80 - Erros PC velocidade para . = 0.3 no coe ciente de amortecimento

Fonte: Autoria propria

Como nos resultados obtidos nos exemplos anteriores, 0s erros sao proporcionais
ao coe ciente de variagao, os erros da média tendem a serem maiores do que os erros da
variancia e os erros de PC (gra cos 79 e 80) foram maiores do que PCMC (gra cos 77 e 78)
nos casos com . =0.3.

A4 EXEMPLO4

As médias de velocidade, para incerteza na magnitude da forca aplicada fgp( ), para
MCePCMC, ¢,=0.3, sdo apresentadas a seguir
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Gra co 81 - Médias de velocidade para f, = 0.3 naforca

Fonte: Autoria propria

As variancias de velocidade para MC e PCMC sé&o apresentadas a seguir

Gra co 82 - Variancias de velocidade para f, = 0.3 naforca

Fonte: Autoria prépria

Os erros para média e variancia, de deslocamento e velocidade, para PCMC sao
dados a seguir
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Gra co 83 - Erros PCMC velocidade para f, = 0.1 naforca

Fonte: Autoria propria

Gra co 84 - Erros PCMC velocidade para f, = 0.3 naforca

Fonte: Autoria propria

Como nos resultados de deslocamento, o erro apresentado na gra co 83 tende a
ser proporcional com a incerteza e os erro da média tende a ser maior do que o erro da
variancia.
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APENDICE B ~ RESULTADOS PARA VELOCIDADE PARA SISTEMA COM 2 GRAUS DE
LIBERDADE.

Assim como comentado no capitulo de resultados, este apéndice apresenta os
resultados obtidos para a velocidade para um sistema com 2 graus de liberdade.

B.1 EXEMPLOS5

As médias de velocidade, para incerteza nas condic¢des iniciais  Xg1( ),Xo2( ),Vo1( )
e Vvgy( ), para MC, PCMC, PC, PC2MC e PC2, coe ciente de variacao igual a 0.3, sdo apresen-
tadas a seguir.

Gra co 85 - Medias de velocidade v para ,, = ., = = y,, = 0.3 nas condigdes iniciais

Fonte: Autoria propria
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Gra co 86 - Medias de velocidade vy para = x,= vy, = v, = 0-3Nascondigdes iniciais

Fonte: Autoria propria

Como nos resultados para os deslocamento, as médias ndo apresentaram diferen-
¢as visiveis entre si, até mesmo no emprego de polindmios de ordem maiores, conforme
mostram as gra cos 23, 24. As variancias para velocidade sao dadas a seguir

Gra co 87 - Variancias de velocidade  vipara y, = x,= vy, = vo, = 0.3 nNas condicdes iniciais

Fonte: Autoria propria
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Gra co 88 - Variancias de velocidade vy para y,, = y,= v, = vo, = 0-3 Nas condigdes iniciais

Fonte: Autoria propria

Conforme mostram os gra cos 87 e 88, as maiores variancias ocorrem na velocidade
maxima. Os erros para média e variancia, de velocidade, para PCMC, PC, PC2MC e PC2 séo
dados a seguir

Gréa co 89 - Erros PCMC velocidade v, para = = = vy, = 0.1 nas condigdes iniciais

Fonte: Autoria propria
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Graco 90 - Erros PCMC velocidade  vipara y, = x,= vy = v = 0.3 Nascondi¢oes iniciais

Fonte: Autoria propria

Graco91-Erros PCvelocidade vipara y = x,= = v, = 0.1 nas condig¢bes iniciais

Fonte: Autoria propria
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Graco92-Erros PCvelocidade vipara ;= x,= vy, = v, = 0-3nascondi¢des iniciais

Fonte: Autoria propria

Gréa co 93 - Erros PCMC velocidade v, para = = = vy, = 0.1 nas condigdes iniciais

Fonte: Autoria propria



103

Gra co 94 - Erros PCMC velocidade vy para y, = x,= vy = ve = 0.3 Nas condigoes iniciais

Fonte: Autoria propria

Graco 95-Erros PCvelocidade vy para = ., = = v, = 0.1 nas condig¢bes iniciais

Fonte: Autoria propria



104

Graco 96 - Erros PC velocidade vy para = x,= vy, = v, = 0-3Nascondi¢des iniciais

Fonte: Autoria propria

Como nos resultados de deslocamento, obteve-se resultados diversos em relacao
a ordem dos polindbmios. Para os resultados com geracdo de amostra (PCMC e PC2MC),
COM ., = xu= ve= v = 0-1, conforme os gracos 89 e 93, a expanséo de segunda
ordem obteve menores erros. Para ;= yx,= vy = vy, = 0-3 (gra cos 90 e 94) os erros da
variancia para a segunda ordem foram maiores. Para PC e PC2 os erros foram semelhantes
conforme apresentam os gra cos 91, 92, 95 e 96. No geral, os erros para média de PC e PC2
foram menores que PCMC e PC2MC, enquanto que os erros da variancia foram maiores

para PC e PC2.

B.2 EXEMPLO 6

As variancias de velocidade, para incertezas nas rigidezes ki( ) eks( ), para MC,
PC, PCMC, PC2e PC2MC, |, = ,= 0.3 sdo dadas a seguir
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Gra co 97 - Variancias de velocidade v, para , = ,=0.3nasrigidezes

Fonte: Autoria propria

Gra co 98 - Variancias de velocidade v, para |, = ,= 0.3 nasrigidezes

Fonte: Autoria propria

Observando os gra cos 97 e 98 nota-se que as curvas PC e PC2, assim como fora
observado nos resultados de deslocamento, ndo acompanham as curvas de MC a partir de
t = 0.5. Os erros para média e variancia, de deslocamento e velocidade, para PCMC, PC2MC,
PC e PC2 sédo dados a seguir
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Gra co 99 - Erros PCMC velocidade  vq para , = ,=0.1nasrigidezes

Fonte: Autoria propria

Graco 100 - Erros PCMC velocidade vy para , = ,=0.3nasrigidezes

Fonte: Autoria propria
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Graco 101 - Erros PC velocidade vqpara , = ,=0.1nasrigidezes

Fonte: Autoria propria

Gra co 102 - Erros PC velocidade vqpara , = ,=0.3nasrigidezes

Fonte: Autoria propria
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Gra co 103 - Erros PCMC velocidade vy, para , = ,= 0.1 nasrigidezes

Fonte: Autoria propria

Graco 104 - Erros PCMC velocidade v, para , = i, = 0.3 nasrigidezes

Fonte: Autoria propria



109

Gra co 105 - Erros PC velocidade v, para , = ,=0.1nasrigidezes

Fonte: Autoria propria

Gra co 106 - Erros PC velocidade v, para ¢, = i, = 0.3 nasrigidezes

Fonte: Autoria prépria

Para as velocidades, os erros das médias para k.= k,=0.1, gracos 99 e 103 de
PC2MC foram menores que PCMC. Para as variancias da velocidade v, (gra co 101 e 102)
0s erros sao equivalentes. Observa-se que os erros de PC e PC2 105) para coe ciente de
variacao igual a 0.1, os erros sdo equivalentes nos tempos iniciais. Ja para Vv,, coe ciente de
variacao igual a 0.3, conforme a gra co 106), as curvas sao distintas entre si.
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B.3 EXEMPLO7

As variancias para velocidade, incerteza nos coe cientes de amortecimento c¢4( )e
co( ),com ¢ = ,=0.3sdodadas aseguir

Gra co 107 - Variancias de velocidade v, para ¢ = ,=0.3nos coe cientes de amortecimento

Fonte: Autoria prépria

Gra co 108 - Variancias de velocidade v, para ¢ = ,= 0.3 nos coe cientes de amortecimento

Fonte: Autoria propria
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Assim como nos resultados dos deslocamentos, observa-se que as variancias maxi-
mas nas curvas com incerteza nos coe cientes de amortecimento (gra cos 107 e 108) séo
menores que as variancias maximas nas curvas com incerteza nas rigidezes (gra cos 97 e
98). Os erros para média e variancia, de deslocamento e velocidade, para PCMC, PC2MC,
PC e PC2 séao dados a seguir

Gra co 109 - Erros PCMC velocidade vqpara ¢ = ¢, =0.1nos coe cientes de amortecimento

Fonte: Autoria propria

Graco 110 - Erros PCMC velocidade vqpara ¢ = ,= 0.3 nos coe cientes de amortecimento

Fonte: Autoria propria
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Graco 111 -Erros PC velocidade vqpara ¢ = ¢, =0.1nos coe cientes de amortecimento

Fonte: Autoria propria

Graco 112 - Erros PC velocidade vqpara . = ¢, =0.3nos coe cientes de amortecimento

Fonte: Autoria propria
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Graco 113 - Erros PCMC velocidade v, para ¢ = ,=0.1nos coe cientes de amortecimento

Fonte: Autoria propria

Gra co 114 - Erros PCMC velocidade v, para ¢ = ., =0.3nos coe cientes de amortecimento

Fonte: Autoria propria
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Graco 115 - Erros PC velocidade v, para ¢ = ., =0.1nos coe cientes de amortecimento

Fonte: Autoria propria

Gra co 116 - Erros PC velocidade v, para ¢ = ¢, = 0.3 nos coe cientes de amortecimento

Fonte: Autoria propria

Para as velocidades, os erros das meédias para incertezade . = ,=0.1(gracos
111 e 113) os erros de PC2MC caram menores que PCMC. Além disso, assim como na
rigidez, somente para a variancia da velocidade vq (gra cos 111 e 112) que os erros de PC e
PC2 séo equivalentes, sendo que no restante ha disparidades.

Para as medias e variancias de v,, paraum . = ., = 0.1, oerro € equivalente nos
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tempos iniciais e depois divergem entre si conforme mostra a gra co 115. Para coe ciente

de variacdo de 0.3, os erros para as variancias de v, € distintas entre si conforme visto na
gra co 116.

B.4 EXEMPLO 8

As médias obtidas para velocidade, para incerteza nas magnitudes das forgas fg1( )

e fo1( ), por MC, PCMC e PC2MC, ¢, = ¢, = 0.3, sdo dadas a seguir

Gra co 117 - Medias de velocidade v para ¢, = ¢, =0.3nasforcas

Fonte: Autoria propria
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Gra co 118 - Médias de velocidade v, para = ¢, = 0.3 nasforcas

for

Fonte: Autoria propria

Para um valor de = 1, = 0.3 as variancias sdo apresentadas

fo1

Gra co 119 - Variancias de velocidade v, para ¢, = ¢, =0.3nasforcas

Fonte: Autoria propria
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Gra co 120 - Variancias de velocidade v, para = ¢, = 0.3 nasforcas

fo1

Fonte: Autoria propria

Assim como ocorreu com os resultados no deslocamento, as aproximagdes via
PCMC néo apresentaram bons resultados. Os erros para PCMC e PC2MC séo dados a seguir

Graco 121 - Erros PCMC velocidade vq para ¢, = ¢, =0.1nas forcas

Fonte: Autoria propria
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Gra co 122 - Erros PCMC velocidade v, para = ¢, = 0.3 nasforcas

fo1

Fonte: Autoria propria

Gra co 123 - Erros PCMC velocidade v, para = ., =0.1nasforcas

for

Fonte: Autoria propria
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Gra co 124 - Erros PCMC velocidade v, para = ¢, = 0.3 nasforcas

fo1

Fonte: Autoria propria

Conforme comentado anteriormente, as aproximacdes de primeira ordem nao
foram e cientes, apresentando erros superioresa 1% nas médias das velocidades v, e v,
conforme os gra cos 122 e 124.





