
UNIVERSIDADE TECNOLÓGICA FEDERAL DO PARANÁ
DIRETORIA DE PESQUISA E PÓS-GRADUAÇÃO

PROGRAMA DE PÓS-GRADUAÇÃO EM ENGENHARIA MECÂNICA E DE
MATERIAIS

JOÃO LUCAS CAVICHIOLO

QUANTIFICAÇÃO DA INCERTEZA DE SISTEMAS VIBRATÓRIOS
DISCRETOS VIA MÉTODO DE FAEDO-GALERKIN-ESTOCÁSTICO

DISSERTAÇÃO

CURITIBA

2021



https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.pt_BR




RESUMO

CAVICHIOLO, João L.. Quanti�cação da incerteza de sistemas vibratórios discretos via
método de Faedo-Galerkin-Estocástico . 120 f. Dissertação – Programa de Pós-graduação
em Engenharia Mecânica e de Materiais, Universidade Tecnológica Federal do Paraná.
Curitiba, 2021.

A quanti�cação de incertezas é um procedimento cada vez mais comum às simulações com-
putacionais, principalmente para problemas que envolvem dinâmica e vibrações. Existem
diversos métodos de quanti�cação de incerteza utilizados em tais simulações, sendo que
tais métodos podem ser probabilísticos ou não. O método de Monte Carlo é o mais utilizado
devido a sua simplicidade, entretanto sua convergência lenta e alto custo computacional
são mais evidentes em problemas de larga escala. Outros métodos, como método Galerkin,
vem sendo muito aplicado na quanti�cação de incertezas devido ao seu rendimento melhor
em relação aos outros métodos. Este trabalho apresentará uma quanti�cação de incertezas
de sistemas vibracionais discretos, cujas incertezas são inclusas em parâmetros materiais e
parâmetros de projeto, utilizando método de Faedo-Galerkin Estocástico. Os resultados
obtidos serão comparados com resultados obtidos via simulação de Monte Carlo.

Palavras-chave: Quanti�cação de incertezas. Vibrações. Método de Faedo-Galerkin. Po-
linômio de Caos. Método de Simulação de Monte Carlo.



ABSTRACT

CAVICHIOLO, João L.. Quanti�cation of uncertainties of discrete vibrations systems
by Stochastic-Faedo-Galerkin method . 120 f. Dissertation – Postgraduate Program in
Mechanical and Materials Engineering, Federal University of Technology of Paraná. Curitiba,
2021.

The quanti�cation of uncertainties is a procedure more and more common at computa-
cional simulations especially for problems that involve dynamics and vibration. Several
methods, probabilistic or not, of uncertainties quali�cation has been used in such simulati-
ons. The Monte Carlo method is the most used because your simplicity, however your slow
convergence and high computational cost are more evident in large scale problems. Other
methods like Galerkin method has been widely used in the uncertainties quali�cation due
your better ef�ciency than others methods. This work will present quanti�cation uncertain-
ties applied at discrete dynamic systems using Stochastic Faedo-Galerkin method, were the
uncertainties will be included in material parameters. The obtained results are compared
to obtained results by Monte Carlo simulation.

Keywords: Quanti�cation of Uncertainties. Vibrations. Faedo-Galerkin Method. Polyno-
mial of Chaos. Monte Carlo Simulation Method.
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1 INTRODUÇÃO

Esta dissertação foi elaborada por João Lucas Cavichiolo, sob orientação do prof. Dr.

Cláudio Ávila e co-orientação do prof. Dr. João Morais da Silva Neto (UFPR), do programa

de Pós-Graduação em Engenharia Mecânica e de Materiais (PPGEM), na área de Mecânica

dos Sólidos na linha de pesquisa de aplicação do método de Galerkin e dos Polinômios de

Caos para análise de incerteza em sistemas estruturais. Neste capítulo será apresentado

uma introdução à quanti�cação de incertezas, métodos utilizados, objetivos, a motivação e

estrutura do trabalho.

1.1 QUANTIFICAÇÃO DE INCERTEZAS

Os avanços computacionais possibilitam simulações mais extensas e acuradas,

além de modelos determinísticos abrangentes. Apesar disso, em geral, os resultados não

coincidem com os dados obtidos experimentalmente devido a incertezas presentes nas

propriedades dos materiais, carregamentos, ambiente, entre outros e, normalmente, são

inevitáveis nas práticas da engenharia (SARSRI et al., 2011). Sem considerar tais incertezas,

os resultados obtidos usando métodos numéricos determinísticos podem ser não con�áveis

(YIN et al., 2018).

A quanti�cação de incertezas consiste em explorar o quanto a incerteza em dados

iniciais podem se propagar e alterar os resultados �nais. Muitos dos métodos de quanti-

�cação de incerteza utilizados são estatísticos, sendo que a modelagem matemática da

incerteza pode ser feita por meio de variáveis aleatórias de um processo estocástico (YIN et

al., 2018).

Um dos métodos mais utilizados é o método de simulação de Monte Carlo. Este

método é simples e versátil para problemas de engenharia, entretanto apresenta baixa

convergência e elevados custos computacionais para problemas complexos, muitas vezes

inviabilizando sua utilização (AVILA; BECK, 2015; DIDIER et al., 2012; PAGNACCO et al.,

2016; YIN et al., 2018).

Uma alternativa cada vez mais utilizada ao método de simulação de Monte Carlo
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compreende no uso de polinômios de caos para obter soluções aproximadas a partir das

projeções, ou subespaços da dimensão �nita densa, no espaço da solução teórica (exata)

do problema. Um desses subespaços é gerado por polinômios de�nidos ou variáveis randô-

micas, pertencentes a um conjunto de polinômios ortogonais, conhecido como esquema

Askey-Wiener ou como polinômios de caos generalizados ou Wiener-Caos (XIU et al., 2002).

O mais conhecido trabalho em engenharia utilizando esse método foi feito por

Ghanem e Spanos (1991) ao aplicarem polinômios de caos em elementos �nitos. Posterior-

mente, outros trabalhos foram realizados utilizando essa expansão, tais como quanti�cação

de incertezas usando polinômio de caos e oscilador harmônico (RONCEN et al., 2018; DI-

DIER et al., 2012); polinômios de caos e integração de Gauss (YIN et al., 2018); potência

inversa via polinômio de caos (PAGNACCO et al., 2016) e método de Galerkin e esquema

Askey-Wiener (SARSRI et al., 2011; AVILA et al., 2009). Em ambos os trabalhos de Avila et

al. (2009) e Sarsri et al. (2011), o método de Galerkin é utilizado para determinar os coe�ci-

entes das expansões polinomiais. Porém, enquanto que no primeiro trabalho o método é

aplicado a um problema de �exão de viga, o segundo envolve análises em função resposta

em frequência para vigas e placas.

Uma das variações do método de Galerkin é utilizada para sistemas com depen-

dência temporal, sendo conhecida como método de Faedo-Galerkin (BENZI; TOSCANO,

2014). Nesta dissertação aplica-se o método de Faedo-Galerkin-Estocástico, combinação do

método de Faedo-Galerkin com o esquema Askey-Wiener, para realizar a quanti�cação da in-

certeza de sistemas vibracionais discretos, obtendo aproximações dos primeiros e segundos

momentos estatísticos. O desempenho do método proposto será avaliado em relação aos

estimadores para estes momentos estatísticos obtidos via simulação de Monte Carlo. A mo-

delagem dos sistemas discretos compreende de sistemas massa-mola-amortecedor, sendo

que as incertezas estão nas propriedades mecânicas dos materiais do sistema, condições

iniciais e carregamento.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo geral desse trabalho é a quanti�cação da incerteza via método de Faedo-

Galerkin-Estocástico aplicado à sistemas estruturais discretos.

Para atingir o objetivo geral são necessários os seguintes objetivos especí�cos:

(i) Aplicação do método Faedo-Galerkin-Estocástico às equações de movimento;
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(ii) Aplicação do método de simulação de Monte Carlo às equações de movimento amos-

trais;

(iii) Elaboração dos algoritmos;

(iv) Implementação computacional;

(v) Avaliação do desempenho da metodologia empregada através da obtenção de resulta-

dos numéricos para problemas clássicos da literatura.

1.3 MOTIVAÇÃO

O re�no de projeto se tornou mais desejável devido a questões ligadas à e�ciência

energética, desenvolvimento sustentável e desempenho, tendo como consequência a di-

minuição do superdimensionamento e redução dos coe�cientes de segurança. A adição

excessiva de material e o aumento da área da seção transversal para melhoria do fator de

segurança, anteriormente, eram vistos como uma atitude bené�ca para projetos e que

garantia uma maior segurança em relação a falhas. Tal prática passou a ser mal vista devido

aos custos adicionais de material, de processo e muitas vezes de mão de obra. Além de que

esta prática não implica em um projeto mais robusto. Outra mudança de atitude em proje-

tos é a preferência por uma seleção de equipamentos e componentes em catálogos cujas

características se enquadram mais precisamente nos requisitos do projeto em oposição a

uma seleção em que as características são muito superiores aos requisitos do projeto.

Entretanto, tal re�no no projeto esbarra em vários empecilhos, principalmente na

variabilidade de parâmetros, tanto dimensionais quanto de propriedades. Tais variabilida-

des podem acarretar em uma variação no comportamento do componente ou estrutura

aquém do esperado. Isto pode acarretar problemas relacionados ao desempenho e quali-

dade. Uma dessas variações de comportamento é relacionada à vibrações onde as respostas

do sistema em questão dependem dos valores relacionados à inércia, a rigidez, amorteci-

mento, condições iniciais e carregamentos. As incertezas desses valores podem ocasionar

comportamentos inesperados nos deslocamentos e velocidades já que esses parâmetros

são inclusos na modelagem dos sistemas dinâmicos.

A quanti�cação da incerteza em sistema estruturais dinâmicos se propõe a mode-

lar o comportamento da resposta considerando as dispersões, da natureza aleatória, aos

parâmetros de inércia, rigidez e amortecimento, condições iniciais e carregamentos.
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1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO

Esta dissertação está dividida em 6 capítulos, abordando fundamentações teóricas,

apresentação do método Faedo-Galerkin-Estocástico, os resultados obtidos, conclusões e

sugestões de trabalhos futuros. Este capítulo introdutório (capítulo 1) apresentou a introdu-

ção ao tópico de quanti�cações de incertezas, objetivos do trabalho e motivação.

O capítulo 2 apresenta as fundamentações teóricas as quais são utilizadas neste tra-

balho. São apresentados conceitos básicos de vibrações mecânicas, estratégias de análises

no tempo através de equações diferenciais de estado e suas soluções por matriz exponencial

e métodos de Runge Kutta, além da apresentação de um sistema geral com n -graus de

liberdade. Posteriormente são apresentados conceitos de estatística e probabilidades, o

método de simulação de Monte Carlo, polinômios de caos e esquema Askey-Wiener e, por

�m, apresentação do método Faedo-Galerkin.

A implementação do método Faedo-Galerkin-Estocástico é apresentada no capítulo

3. É apresentada uma modelagem geral do método aplicado a um sistema com n graus

de liberdade, modelagens para sistemas com 1 e 2 graus de liberdade e apresentação da

metodologia para a quanti�cação de incertezas.

No capítulo 4 são apresentados os resultados da implementação computacional do

método e comparações com a simulação de Monte Carlo. Os resultados obtidos são de quan-

ti�cações de incertezas de sistemas discretos com 1 e 2 graus de liberdade, com incertezas

nas condições iniciais, rigidezes, coe�cientes de amortecimento e forças aplicadas.

As conclusões são apresentadas no capítulo 5, realizando-se uma avaliação do

método empregado e dos resultados obtidos da quanti�cação de incerteza dos sistemas

discretos. No capítulo 6 são apresentados as sugestões de trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Neste capítulo serão apresentados conceitos utilizados no desenvolvimento desta

dissertação, tais como conceitos de vibrações mecânicas, equações diferenciais de estado,

método de Runge Kutta, modelagem de um sistema discreto, conceitos de estatística e

probabilidades, simulação de Monte Carlo, Polinômios do Caos e método de Faedo-Galerkin.

2.1 VIBRAÇÕES MECÂNICAS

Vibrações mecânicas são o estudo de movimentos repetitivos, ou quase repetitivos,

de sistemas mecânicos (BOTTEGA, 2006), sendo o estudo focado no deslocamento, velo-

cidade e aceleração em função de um ponto �xo (normalmente seu ponto de equilíbrio)

(INMAN, 2013). A �gura 1 apresenta um exemplo de um sistema vibratório.

Figura 1 - (a) Sistema de 1 grau de liberdade; (b) Seu diagrama de corpo livre.

Fonte: Rao (2012)

A partir do diagrama de corpo livre, �gura 1b, é aplicado a segunda lei de Newton

(INMAN, 2013) conforme a equação (1):

m ẍ + c �x + k x = F (t ), (1)
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sendo F (t ) força em função do tempo; m a massa do sistema; ẍ a aceleração do sistema,

c o coe�ciente de amortecimento, �x a velocidade, k a rigidez da mola e x o deslocamento.

O número de coordenadas necessárias para representar o sistema é chamado de

graus de liberdade (BALACHANDRAN; MAGRAB, 2018). A Figura 2b e 2c apresentam exem-

plos que podem ser representados com um número �nito de coordenadas sendo, portando,

sistemas discretos. Já a Figura 2a representa uma viga engastada cuja con�guração defor-

mante pode ser descrita por in�nitas coordenadas sendo, portanto, um sistema contínuo.

Figura 2 - Sistemas contínuos (a) e discretos (b) e (c).

Fonte: Rao (2007)

Outro aspecto importante para a classi�cação de sistemas é a de vibração livre ou

forçada. A primeira ocorre quando há apenas uma pertubação inicial e o sistema vibra por

conta própria, não havendo qualquer força externa atuando sobre o corpo, enquanto que a

segunda ocorre quando o sistema é sujeito a uma força externa (THOMSON, 1993).

O sistema ainda pode ser classi�cado quanto a sua dissipação de energia: Quando

não ocorre dissipação de energia o sistema é classi�cado como não amortecido e, quando

ocorre dissipação, é classi�cado como amortecido. A modelagem matemática do amorteci-

mento pode ser dada de três formas (CREDE, 1972):

1. Amortecimento de Coulumb (ou atrito seco): Dissipação de energia ocorre por meio

do movimento relativo de duas superfícies sólidas.

2. Amortecimento Viscoso: Dissipação de energia ocorre na separação das camadas de

um �uído.

3. Amortecimento Histerético: Dissipação de energia ocorre durante a deformação de

um sólido.
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Nesta dissertação os objetos de estudo serão sistemas discretos de vibração livre

ou forçada, sujeitos a um amortecimento viscoso. Estratégias de análises desses objetos de

estudo serão apresentados nas seções seguintes.

2.2 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE ESTADO

Ao aplicar a segunda lei de Newton para um sistema vibratório discreto, várias

abordagens podem ser realizadas para obter informações do comportamento dinâmico

do sistema. Numa análise do domínio da frequência, funções resposta em frequência

podem ser obtidas (RAO, 2012). Para o domínio do tempo, podem-se obter deslocamentos

e velocidades a partir de uma estratégia por equações diferenciais de estado.

Variáveis de estado são um conjunto de variáveis as quais fornecerão os estados

futuros do sistema a partir das equações de movimento e as variáveis de entrada (DORF;

BISHOP, 2010). Uma notação compactada de uma equação diferencial de estado é dada

por (DORF; BISHOP, 2010; HINRICHSEN; PRITCHARD, 2005)

�x = Ax+ Bw; (2)

sendo A uma matriz n � n e B uma matriz n � m , x é o vetor com as variáveis de estado e �x é

o vetor com as derivadas em função do tempo. A solução deste sistema pode ser dado por

(DORF; BISHOP, 2010; HINRICHSEN; PRITCHARD, 2005)

x(t ) = eAt x0+

Z t

0

eA(t � s)Bw(s)d s; (3)

sendo x0 o vetor de condições iniciais e t o tempo. A aproximação para exponencial de

matriz pode ser dada por (DORF; BISHOP, 2010)

eAt =
1X

l =0

t l

l !
Al . (4)

A equação 3 é utilizada para encontrar soluções para sistemas vibratórios forçados.

Para casos de vibração livre, o segundo termo da equação é descartado, adotando a seguinte

forma

x(t ) = eAt x0. (5)
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2.3 MÉTODO DE RUNGE KUTTA

O emprego dos conceitos de exponencial de matrizes é uma forma clássica para

obter soluções para equações diferenciais de primeira ordem tal como a equação 2. Entre-

tanto, a determinação do segundo termo da equação 3 pode apresentar alta complexidade,

além do fato de que a aproximação para a exponencial da matriz apresenta convergência

lenta, ocasionando em maiores tempos computacionais para o cálculo de equações dife-

renciais de primeira ordem. Uma alternativa é o método de Runge Kutta (KELLY, 2012) o

qual possibilita obter soluções para o problema apresentado na equação 2 de forma mais

simples e com menor custo computacional do que as exponenciais de matrizes. O método

de Runge Kutta com aproximação de 4ª ordem, conhecido como (RK4), é dado por

x (tn + hs) = x (tn )+
•

K1+ 3K2+ 3K3+ K4

8

‹
hs, (6)

sendo x (tn + hs) o valor estimado, x (tn ) o valor conhecido do n-ésimo termo de t , hs um

valor de acréscimo, K1,...,K4 coe�cientes a serem determinados pelas equações

8
>>>>><

>>>>>:

K1 = f (x (tn ),tn )

K2 = f
€
x (tn )+ K1

hs
3 , tn + hs

3

Š

K3 = f
€
x (tn )� K1

hs
3 + K2hs, tn + 2hs

3

Š

K4 = f (x (tn )+ K1hs � K2hs + K3hs, tn + hs).

(7)

Nesta dissertação o método RK4 é utilizado para solucionar equações diferenciais

heterogêneas, isto é, encontrar soluções para sistemas vibratórios forçados. Já as soluções

para sistemas de vibração livre serão dadas por exponencial de matrizes conforme a equação

5.

2.3.1 SISTEMA COMN-GRAUS DE LIBERDADE

Nesta seção será apresentada a modelagem de um sistema com n-graus de liberdade.

Para isso, considera-se as seguintes hipóteses:

1. A mola segue a Lei de Hooke linearizada Fe l = k x , sendo Fe l a força elástica. A massa

da mola será desconsiderada.

2. Amortecimento viscoso Fa = c �x , sendo Fa a força de atrito.

Aplicando a segunda lei de Newton, tem-se o seguinte Problema de Valor Inicial e

de Contorno (PVI / PVC)



22

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

Determinar X � C 2 (t0,T ;Rn ) tal que,

Mẍ(t )+ C�x(t )+ Kx(t ) = F(t ), 8 t � (t0,T );

Sujeito a:

x(t0) = x0;

�x(t0) = v0;

(8)

sendo M, C, K � R+ matrizes massa, amortecimento e rigidez, respectivamente. Enquanto

que ẍ(t ), �x(t ), x(t ), F(t ) � Rn os vetores aceleração, velocidade, deslocamento e força

respectivamente. As condições iniciais x0, v0 � R são dadas em termos do deslocamento e

velocidade iniciais, respectivamente. A esparsidade das matrizes e vetores podem variar de

acordo com o caso em estudo.

A �m de exempli�car uma estratégia para determinar a solução de um sistema

vibratório, considera-se um sistema com 2 graus de liberdade conforme a �gura a seguir:

Figura 3 - Sistema com 2 graus de liberdade

�k

�k �c�1�1 �c�1

�2 �c�c�2

�m

�m�1

�2

�F�(�t�)

�F�(�t�)

�x� �(�t�)
�1

�2

�1

�x� �(�t�)�2

Fonte: Autoria própria

De�ne-se o seguinte PVI
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8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

Determinar x1,x2 2 C 2(t0,T ;Rn ) tal que:

m1ẍ1(t )+ c1 �x1(t )� c1 �x2(t )+ k1x1(t )� k1x2(t ) = F1(t );

m2ẍ2(t )+ c2 �x2(t )+ k2x2(t ) = F2(t ) 8 t � (t0,T );

Sujeito a

x1(0) = x01;

x2(0) = x02;

�x1(0) = v01;

�x2(0) = v02.

(9)

A estratégia de solução do sistema pode ser dada utilizando os conceitos da seção

2.2. Para obter soluções do problema de�nido na equação (9) na forma da equação (2),

deve-se reduzir sua ordem conforme as seguintes relações

8
>>>>><

>>>>>:

�x1(t ) = x3(t )

�x2(t ) = x4(t )

�x3(t ) = F1(t )� c1
m1

x3(t )+ c1
m1

x4(t )� k
m x1(t )+ k1

m1
x2(t );

�x4(t ) = F2(t )� c2
m2

x4(t )� k2
m2

x2(t ),

(10)

ou então, em forma matricial

8
>>><

>>>:

�x1(t )

�x2(t )

�x3(t )

�x4(t )

9
>>>=

>>>;

=

2

6
6
6
4

0 0 1 0

0 0 0 1

� k1
m1

k1
m1

� c1
m1

c1
m1

0 k2
m2

0 c2
m2

3

7
7
7
5

8
>>><

>>>:

x1(t )

x2(t )

x3(t )

x4(t )

9
>>>=

>>>;

+

8
>>><

>>>:

0

0

F1(t )

F2(t )

9
>>>=

>>>;

. (11)

2.4 NOÇÕES DE ESTATÍSTICA E PROBABILIDADE

Nesta seção serão apresentadas noções básicas de estatística e probabilidade as

quais serão citadas ao longo desta dissertação.

1. Considera-se um espaço de probabilidade (
 ,F ,P), sendo 
 o espaço amostral, F

uma � -algebra e P uma medida de probabilidade.

(a) Uma � -algebra sobre um conjunto é uma coleção de subconjuntos de Y in-

cluindo um conjunto vazio ; .

2. Lema de Doob-Dynkin : Sejam (
 ,� ) e (S,A) espaços mensuráveis e f : 
 ! S uma
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função mensurável, então a função g : 
 ! R é mensurável relativa a � (f � 1(A)) se

9h :S ! R, função mensurável, tal que g = h � f (AVILA, 2018).

(a) Espaço mensurável é uma � -algebra de um conjunto.

3. SejaX: 
 ! Rn um vetor randômico de�nido num espaço de probabilidade (
 ,F ,P),

P-Integrável, então o valor esperado é dado por

E[X] =

Z




X(! )d P (! ). (12)

sendo ! um evento do espaço 
 .

4. SejaX: 
 ! Rn um vetor randômico, então sua função distribuição de probabilidade

acumulada é dada por

FX(x) = PX(! 2 
 j X1(! )µ x1^ ...^ Xn (! )µ xn )8 x 2 Rn . (13)

5. A média ou primeiro momento estatístico � X ou ainda, valor esperado, para uma

variável aleatória discreta X , é dado por

� X =
1

N

NX

i =1

Xi . (14)

6. A variância ou segundo momento central estatístico � 2
X é dado por

� 2
X =

1

N

NX

i =1

(� X � Xi )
2. (15)

7. O desvio padrão é a raiz quadrada da variância , ou seja, igual à � X (RYAN, 2007)

8. Para uma variável randômica, X : 
 ! R, de�ne-se o coe�ciente de variação � X

como

� X =
� X

� X
. (16)

2.5 SIMULAÇÃO DE MONTE CARLO

O Método Monte Carlo, cujo nome remete aos jogos de roleta nos cassinos de Monte

Carlo, foi utilizado por Ulam e Von Neumman em 1944 no desenvolvimento da bomba

atômica. Anos mais tarde, em 1949, Ulam e Metropolis apresentaram um artigo sobre

o método (ELISHAKOFF, 1999). O método consiste na reunião de técnicas para geração

de números aleatórios conforme uma lei de probabilidades, e assim realizar simulações

de interesse (BIONDINI, 2015) nas áreas de engenharia, computação e ciências em geral
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(BIONDINI, 2015; ELISHAKOFF, 1999). Inicialmente têm-se equações determinísticas

dadas por q e uma variável aleatória X (valor de entrada) com uma função densidade de

probabilidade FX conhecida. O objetivo é determinar os valores de saída U . A simulação

de Monte Carlo desenvolve-se em três etapas (ELISHAKOFF, 1999; SOIZE, 2017):

1. Geração de amostras de X de acordo com FX

2. Solução determinística dos valores gerados de X , ou seja, U = q (X )

3. Determinação estatística da resposta (primeiro e segundo momentos estatísticos).

A i-ésima amostra gerada por Monte Carlo para um parâmetro qualquer gi (� ), a

qual pode ser relacionada com alguma propriedade mecânica material do sistema estudado,

é de�nida pela equação

gi (� ) = � g + � g � g � , (17)

sendo � g é o valor médio de um parâmetro qualquer e � é uma variável aleatória.

2.6 POLINÔMIO DE CAOS

Polinômio de caos e, em especial, o esquema Askey-Wiener têm sido objeto de

estudo para aproximação e solução de problemas estocásticos de engenharia. Consiste na

expansão de polinômios ortogonais em termos de variáveis randômicas para aproximar

as distribuições de incerteza do sistema (SEPAHVAND et al., 2010). Polinômios de caos

surgiram por meio da investigação proposta no trabalho de Wiener (1938) e de Cameron-

Martin (1974) sendo que estes demonstraram, pelo seu teorema, que estes polinômios

formam uma base para um subespaço denso no espaço gerado por variáveis randômicas

de ordem dois (AVILA, 2018).

Uma das características da expansão por polinômio de caos é a substituição do

sistema estocástico de equações por um sistema determinístico de equações. Então a

solução do sistema determinístico proporciona uma solução para o sistema estocástico

de equações. Nesse método, a aproximação das entradas e saídas são dadas em função de

uma série truncada de polinômios. A partir das propriedades ortogonais dos polinômios,

os momentos estatísticos podem ser diretamente determinados. O tamanho do sistema

depende do número de termos do polinômio, o tipo do polinômio empregado como base e

o número de variáveis estocásticas (SEPAHVAND et al., 2010).

Para de�nição das aproximações, consideram-se duas hipóteses sobre variáveis

randomicas � :
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1. Elas possuem momentos estatísticos �nitos de todas as ordens e as funções de distri-

buição de probabilidades são contínuas.

2. Se a solução do problema do Momento de Hamburg tiver solução única (tendo sua

função de distribuição determinada), a sequência de polinômios ortogonais de�nidos

nesta variável randômica � é densa em L2(R,! (R),F� ).

Assim, para uma variável randômica X = f (� ), atendendo as condições do teorema

de Doob-Dynkin, esta variável randômica pode ser representada por sua série de Fourier

(AVILA, 2018)

X = f (� ) =
1X

i =0

xi  i (� ), (18)

sendo xi coe�cientes a serem determinados,  i os polinômios de caos em função de � . A

ortogonalidade entre os polinômios é dada pela valor esperado (SEPAHVAND et al., 2010)

E
�
 i , j

�
= E

�
 2

i

�
� i j , (19)

sendo � i j o Delta de Kronecker. As relações entre as distribuições e os polinômios corres-

pondentes, assim como as funções pesos são apresentados (AVILA, 2018; SEPAHVAND et

al., 2010)

Quadro 1 - Relações entre os polinômios, variáveis aleatórias, funções peso e suporte

Variável Aleatória Polinômio Função Peso Suporte

Gaussiana Hermite e � j� j2

2 R

Gama Laguerre 1
� (� +1) �

� e � � [0,+1 ]

Beta Jacobi
2� (� + � +1)� (� + � +2)

� (� +1)� (� +1) (1� � )� (1+ � )� e � � [a ,b ]

Uniforme Legendre 1
b � a [a ,b ]

Fonte: Adaptado pelo autor de Avila (2015)

Nesta dissertação será utilizada uma variável aleatória � que seguirá uma distribui-

ção uniforme no intervalo � 2 [� 1,1]. Assim, conforme mostrado na tabela 1, a função peso

é igual a 1
2 e o polinômio correspondente é o de Legendre o qual é de�nido, para p termos,

pela equação a seguir

Pp (� ) =
(� 1)p

2p p !

d p

d � p (1� � 2)p . (20)



27

2.7 MÉTODO DE FAEDO-GALERKIN

O método clássico de Galerkin, também conhecido como Bobnov-Galerkin (1915),

consiste em obter soluções aproximadas de equações diferenciais a partir de projeções em

espaços de dimensão densos no espaço da solução exata do problema. Sua aplicabilidade se

estende através de métodos numéricos tais como elementos �nitos, nas áreas da mecânica

estrutural, mecânica de �uídos e condução de calor (REZENDE, 2005). Sandro Faedo (1945),

em seu trabalho, adicionou funções dependentes do tempo ao método de Galerkin e, assim,

surgiu o método de Faedo-Galerkin (BENZI; TOSCANO, 2014).

O esquema Askey-Wiener pode ser utilizado para resolver equações diferenciais

estocásticas usando polinômios ortogonais para gerar esses subespaços (XIU et al., 2002).

Para um espaço de probabilidade (
 ,F ,P), D 2 Rn uma região com fronteira regular e

intervalo [0, T ] � R, o problema de valor inicial e de contorno é de�nido

8
>><

>>:

Determinar u :D � (0,T )� (
 ,F ,P) ) R tal que,

Lu = f, em D � (0,T )� (
 ,F ,P);

Sujeitas às condições iniciais e de contorno,

(21)

sendo L um operador randômico hiperbólico. A partir disso, o método de Faedo-Galerkin

propõe obter soluções aproximadas da seguinte forma

up (x ,t ,! ) =
pX

j =1

u j (t )   j (x ,! ), (22)

sendo spanf    j g 2 	 n , u j vetor de coe�cientes a serem determinados. Substituindo a

equação (22) na equação (21), a função resíduo Rn é de�nida

Rp (x ,t ,! ) = (Lu � f)(x ,t ,! ), em D � (0,T )� (! ,F ,P). (23)

Para obter a solução numérica aproximada, impõe-se a condição de minimização

da função resíduo no subspaço gerado pelos polinômios de caos

hRp ,   j i L2(
 ,F ,P)) = 0, 8  q 2 	 n , (24)

sendo 	 s = span[f  q gn
q=1]. Nesta dissertação a metodologia Faedo-Galerkin será aplicada

em sistemas discretos e não há integrações no espaço físico. As integrações se restringirão

aos espaços de probabilidade nos quais serão aplicados os polinômios de caos, sendo que o

tempo será abordado por outros métodos conforme apresentado no próximo capítulo.
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3 QUANTIFICAÇÃO DE INCERTEZAS VIA MÉTODO FAEDO-GALERKIN-
ESTOCÁSTICO

Neste capítulo apresenta-se o método Faedo-Galerkin-Estocástico por meio de sua

aplicação ao problema de vibrações mecânicas randômicas. Estuda-se o sistema massa-

mola-amortecedor em dimensão �nita (discreto). Inicialmente será apresentado um caso

geral para um sistema com n -graus de liberdade com um polinômio de p -termos, apresen-

tando a modelagem para determinação do valor esperado e variância, a partir de amostras

geradas e a partir do cálculo explícito destes parâmetros estatísticos. É apresentada a aplica-

ção deste método para um sistema com 1 grau de liberdade e 2 graus de liberdade. Por �m,

é apresentado o detalhamento das simulações computacionais do método Faedo-Galerkin-

Estocástico e da simulação de Monte Carlo.

Considere um caso geral de um sistema com n graus de liberdade com incertezas

nas condições iniciais, na rigidez, no amortecimento e na força aplicada

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

Determinar x 2 C 2((0,T );(L2(
 ,F ,P))n ) tal que

(Mẍ+ C�x+ Kx)(t ,� ) = F(t ,� ) 8(t ,� )2 (0,T )� (
 ,F ,P);

Sujeito a

x(0,� ) = x0(� );

�x(0,� ) = v0(� ), 8 � 2 (
 ,F ,P).

(25)

A partir de uma expansão de polinômios com p termos e de ordem (p � 1), propõe-

se obter soluções numéricas aproximadas da seguinte forma

xi (t ,� ) =
pX

j =1

xi j (t ) j (� ), (26)

sendo xi j 2 C 2(0,T ) os coe�cientes e
�
 j

	 p
j =1 são os polinômios de caos. Substituindo a

equação 26 na equação 25, obtêm-se

8
>><

>>:

Rp (t ,� ) =
�
Mẍp + C�xp + Kxp � F

�
(t ,� ), 8(t ,� ) 2 (0,T )� (
 ,F ,P);

rp
x0

(� ) = x(� )� v0(� );

rp
v0

(� ) = �x(� )� v0(� ), 8 � 2 (
 ,F ,P);

(27)
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sendo xp um vetor contendo as aproximações dadas pela equação 26. É então imposta uma

condição de minimização do resíduo no subespaço gerado pelos polinômios de caos

8
>><

>>:

hRp ,   q i L2(
 ,F ,P) = 0, 8  q 2 	 n

hrp
x0

,   q i L2(
 ,F ,P) = 0, 8 q 2 	 n

hrp
v0

,   q i L2(
 ,F ,P) = 0, 8 q 2 	 n .

(28)

Decompõe-se os produtos internos da equação 28. Substitui-se a equação 27 na

equação 28

8
<

:

h
�
Mẍq + C�xq + Kxq � F

�
(t ), q i L2 = 0, 8  q 2 	 n

! Mḧxp (t ), q i L2 + hC�xp (t ), q i L2 + hKxp (t ), q i L2 = hF(t ), q i L2.
(29)

A equação 29 consiste num sistema de equações diferenciais ordinárias de dimen-

são n , de segunda ordem e coe�cientes constantes. Substituindo a equação 26 na equação

29, para a i -enésima entrada do vetor xp têm-se

nX

i =1

�
m i j hẍ j (t ), q i L2 + hci j �x j (t ), q i L2 + hk i j x j (t ), q i L2

�
= hF (t ), k i L28  q 2 	 n . (30)

Para cada termo da equação 30 têm-se

8
>><

>>:

m i j hẍ j (t ), q i L2 = m i j h
P p

j =1 ẍ j (t ) j , q i L2 =
P p

j =1m i j ẍ j (t )h j , q i L2 =
P p

1=1m i j ẍ j (t )� i j ,

hci j �x j (t ), q i L2 = hci j
P p

j =1 �x j (t ) j , q i L2 =
P p

j =1 �x j (t )hci j  j , q i L2,

hk i j x j (t ), q i L2 = hk i j
P p

j =1 x j (t ) j , q i L2 =
P p

j =1 x j (t )hk i j  j , q i L2.
(31)

Para as condições iniciais, têm-se



30

8
>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>:

hrp
x0

, q i L2 = hxp (0)� x0, q i L2 = hxp (0), q i L2 �h x0, q i L2 = 0

! h xp (0), q i L2 = hx0, q i L2,8  q 2 	 n !

8
<

:

hxp (0), q i L2 =
P p

j =1xi q (0)� i j = xi q (0)

hx0, q i L2 = x0q ,8 q 2 f 1,...,p g.
!

xi q (0) = x0q ,8 q 2 f 1,...,p g,

hrp
v0

, q i L2 = h�xp (0)� �x0, q i L2 = h�xp (0), q i L2 �h �x0, q i L2 = 0

! h �xp (0), q i L2 = h�x0, q i L2,8  q 2 	 n !

8
<

:

h�xp (0), q i L2 =
P p

j =1 �xi q (0)� i j = xi q (0)

h�x0, q i L2 = �x0q ,8 q 2 f 1,...,p g.
!

�xi q (0) = v0q ,8 q 2 f 1,...,p g,
(32)

sendo � i j ,� j q os deltas de Kronecker. Por combinação das equações 30 e 31, o PVI da

equação 25 torna-se

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

Determinar xi j 2 C 2(0,T ),(i , j )2 f 1,...,n g�f 1,...,p gtal que
P p

j =1

P n
i =1

�
m i j ẍi j (t )� i j + �xi j (t )hci j  j , q i L2 + xi j (t )hk i j  j , q i L2

�
= hFj , q i L2,8 t 2 (0,T )

Sujeito a:

xi q (0) = hxi 0, q i L2;

�xi q (0) = hvi 0, q i L2;8(i ,q )2 f 1,...,n g�f 1,...,p g.
(33)

Uma estratégia de redução de ordem é utilizada

8
<

:

u 1
i j = xi j ;

u 2
i j = �xi j ,(i , j )2 f 1,...,n g�f 1,...,p g.

(34)

Substituindo a equação 34 na equação 33, o PVI é dado por um sistema de equações

diferenciais lineares de primeira ordem. Note que a dimensão desse sistema é dada pelo

produto do número de graus de liberdade, dos termos do polinômio multiplicados por dois

devido à redução de ordem, ou seja, 2 np .

8
>>>>><

>>>>>:

Determinar U 2 C 1(0,T ;R2mn ) tal que

�U(t )+ AU(t ) = B(t ),8 t 2 (0,T );

Sujeito a

U(0) = U0;

(35)
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sendo A2 M 2np (R) matriz, B(t ) e U0 2 R2np vetores. A solução da equação (35) pode ser dada

por solução exponencial, conforme equação (3), ou pelo método de Runge Kutta conforme

equação (6). Para um caso de vibração livre ( F = 0), a solução do PVI é dada por

U(t ) = U0e t A. (36)

Nesta dissertação cada um dos parâmetros será analisado separadamente, sendo

que para as quanti�cações de incerteza das condições iniciais, rigidez e amortecimento

será considerado um sistema de vibração livre e a solução será dada pela exponencial de

matriz. Já para o caso com incerteza na força, o sistema é um caso de vibração forçada e a

solução será dada por RK4.

Nota-se que ocorre um emprego não usual do método de Faedo-Galerkin ao não

realizar integrações no espaço físico do problema já que estuda-se vibrações em sistemas

discretos. A solução do tempo é dada igual a um sistema determinístico e, assim, o produto

interno da equação (28) é somente resolvida no espaço probabilístico. Os produtos interno

para a rigidez k (� ), amortecimento c(� ), condições iniciais x0n (� ),v0n (� ) e força F (� ) são

dados por

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

hk (� ) j (� ), q (� )i =
Rb

a k (� ) j (� ) q (� )� d � ;

hc(� ) j (� ), q (� )i =
Rb

a c(� ) j (� ) q (� )� d � ;

hx0(� ), q (� )i =
Rb

a x0(� ) q (� )� d � ;

hv0(� ), q (� )i =
Rb

a v0(� ) q (� )� d � ;

hF (� ), q (� )i =
Rb

a F (� ) q (� )� d � ;8 [a ,b ] 2 R,

(37)

sendo � a função peso. Os valores dos parâmetros são dados por

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

x0(� ) = � x0
+ � x0

� x0
� ;

v0(� ) = � v0
+ � v0

� v0
� ;

k (� ) = � k + � k � k � ;

c (� ) = � c + � c � c � ;

F (� ) = � F + � F � F � .

(38)

A modelagem apresentada visa a utilização do método Faedo-Galerkin-Estocástico

por via de duas abordagens. A primeira é mesclando o método com a simulação de Monte

Carlo e a determinação da média e variância são dadas pelas equações 14 e 15. Vale a pena

citar que, como os valores para k (� ), c (� ), x0n (� ),v0n (� ) e F (� ) assumem valores numéricos,

os produtos internos dados pela equação 37 são iguais ao Delta de Kronecker devido a
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ortogonalidade.

A segunda abordagem é a determinação direta da média e da variância sem a gera-

ção de amostras. Essa abordagem será utilizada apenas nos sistemas não forçados cujas

soluções são dadas pela exponencial. Como não há geração de amostras, substitui-se a

equação 38 na equação 37 e assim os produtos internos são determinados. As determina-

ções da média e variância são dadas a partir da de�nição de valor esperado e momentos

estatísticos, sendo assim de�nidos por

8
<

:

� xi (t ) = E
�P p

i =1 xi (t ) j (� )
�

� 2
xi (t ) = E

�
(xi (t )(p ) � � xi (t ))2(t )

�
.

(39)

3.1 MÉTODO FAEDO-GALERKIN-ESTOCÁSTICO APLICADO A UM SISTEMA COM 1
GRAU DE LIBERDADE

Nesta seção é apresentado a modelagem do método Faedo-Galerkin-Estocástico

para um caso geral de quanti�cação de incertezas de um sistema com 1 grau de liberdade

conforme a �gura 1. Para tanto, estuda-se o seguinte problema

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

Determinar x 2 C 2((0,T );L2(
 ,F ,P))tal que

[m ẍ + c �x + k x ](t ,� ) = F (t ,� ) 8(t ,0)2 (0,T )� (
 ,F ,P);

Sujeito a

x (0,� ) = x0(� );

�x (0,� ) = v0(� ),

(40)

sendo x0(� ),v0(� ),k (� ),c (� ),F (� ) 2 L2(
 ,F ,P) variáveis randômicas. Conforme apresen-

tado, propõe-se obter soluções numéricas aproximadas da seguinte forma

x1(t ,� ) =
pX

j =1

x1j  j (t ,� ). (41)

Primeiramente substitui-se a equação (41) na (40) gerando os seguintes resíduos,

8
>><

>>:

Rp (t ,� ) =
P p

j =1

�
ẍ1j +

�
c
m

�
�x1j +

�
k
m

�
x1j

�
(t ,� )�

�
F
m

�
(t ,� ), 8 t 2 (0,T )e� 2 (
 ,F ,P);

r x0
p (� ) =

P p
j =1 x1j  j (� )� x0(� );

r v0
p (� ) =

P p
j =1 x1j  j (� )� v0(� ).

(42)
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A partir disso, minimizando a projeção do resíduo no subespaço gerados pelos

polinômios de caos, obtêm-se

8
>><

>>:

hRp , q i L2(
 ,F ,P)) = 0, 8  q 2 	 s];

hr x0
p , q i L2(
 ,F ,P)) = 0;

hr v0
p , q i L2(
 ,F ,P)) = 0.

(43)

Substituindo a equação (42) na equação (43), de�nindo p = 2, têm-se o seguinte

PVI

8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

Determinar (x11,x12) 2 C (2)((0,T ;R(2)) tal que
€
ẍ11+ hc 1, 1i

m �x11+ hc 2, 1i
m �x21+ hk  1, 1i

m x11+ hk  2, 1i
m x21

Š
(t ,� ) = hF

m , 1i (t ,� );
€
ẍ21+ hc 1, 2i

m �x12+ hc 2, 2i
m �x22+ hk  1, 2i

m x12+ hk  2, 2i
m x22

Š
(t ,� ) = 0 8t 2 (0,T );

Sujeito à:

x11(0) = hx0, 1i L2;

x12(0) = hx0, 2i L2;

�x11(0) = hv0, 1i L2;

�x12(0) = hv0, 2i L2.

(44)

É de�nida uma redução de ordem do tipo

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

x11(t ) = u1(t );

x12(t ) = u2(t );

�x11(t ) = �u1(t ) = u3(t );

�x12(t ) = �u2(t ) = u4(t );

ẍ11(t ) = �u3(t );

ẍ12(t ) = �u4(t ).

(45)

A partir das relações acima, a equação (44) pode ser escrita como
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8
>>>>><

>>>>>:

�u1(t ) = u3(t );

�u2(t ) = u4(t );

�u3(t ) = hF
m , 1i � hc 1, 1i

m u3(t )� hc 2, 1i
m u4(t )� hk  1, 1i

m u1(t )+ hk  2, 1i
m u2(t );

�u4(t ) = � hc 1, 2i
m u3(t )� hc 2, 2i

m u4(t )� hk  1, 2i
m u1(t )� hk  2, 2i

m u2(t );

(46)

Uma solução numérica da equação (46) pode ser encontrada por RK4. Para um

caso de vibração livre, ou seja, F (t ) = 0, escreve-se numa forma matricial

8
>>><

>>>:

�u1(t )

�u2(t )

�u3(t )

�u4(t )

9
>>>=

>>>;

=

2

6
6
6
4

0 0 1 0

0 0 0 1

� hk  1, 1i
m � hk  1, 2i

m � hc 1, 1i
m � hc 1, 2i

m

� hk  2, 1i
m � hk  2, 2i

m � hk  2, 1i
m � hk  2, 2i

m

3

7
7
7
5

8
>>><

>>>:

u1(t )

u2(t )

u3(t )

u4(t )

9
>>>=

>>>;

; (47)

sendo que a solução da equação (47) é dada por

u(t ) = eAt u0, (48)

sendo

u0 =

8
>>><

>>>:

u1(0)

u2(0)

u3(0)

u4(0)

9
>>>=

>>>;

=

8
>>><

>>>:

hx0, 1i L2

hx0, 2i L2

hv0, 1i L2

hv0, 2i L2.

9
>>>=

>>>;

. (49)

A determinação direta da média para o deslocamento � x e velocidade � v são dadas

por
8
<

:

� x = (eAt )11hx0, 1i L2 +(eAt )12hx0, 2i L2 +(eAt )13hv0, 1i L2 +(eAt )14hv0, 2i L2;

� v = (eAt )31hx0, 1i L2 +(eAt )32hx0, 2i L2 +(eAt )33hv0, 1i L2 +(eAt )34hv0, 2i L2,
(50)

e a variância para o deslocamento � 2
x e para a velocidade � 2

v são dados por

8
<

:

� 2
x =

�
(eAt )21hx0, 1i L2 +(eAt )22hx0, 2i L2 +(eAt )23hv0, 1i L2 +(eAt )24hv0, 2i L2

�2
;

� 2
v =

�
(eAt )41hx0, 1i L2 +(eAt )42hx0, 2i L2 +(eAt )43hv0, 1i L2 +(eAt )44hv0, 2i L2

�2
.

(51)
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3.2 MÉTODO FAEDO-GALERKIN-ESTOCÁSTICO APLICADO A UM SISTEMA COM 2
GRAUS DE LIBERDADE

Nesta seção utiliza-se novamente o método de Faedo-Galerkin-Estocástico para

obter soluções numéricas aproximadas para um caso geral de um sistema com 2 graus de

liberdade conforme a �gura 3. O sistema em estudo é dado a seguir

8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

Determinar x1,x2 2 C 2((0,T );L2(
 ,F ,P))tal que

[m1ẍ1+ c1(� ) �x1 � c1(� ) �x2+ k1(� )x1 � k1(� )x2] (t ,� ) = F1(t ,� );

[m2ẍ2+ c2(� ) �x2+ k2(� )x2] (t ,� ) = F2(t ,� ) 8(t ,0)2 (0,T )� (
 ,F ,P);

Sujeito a

x1(0,� ) = x01(� );

x2(0,� ) = x02(� );

�x1(0,� ) = v01(� );

�x2(0,� ) = v02(� ),

(52)

sendo x01,v01,x02,v02,k1,c1,k2,c2,F1 2 L2(
 ,F ,P) variáveis randômicas. Propõe-se obter

soluções numéricas aproximadas da seguinte forma

8
<

:

x1(t ,� ) =
P p

j =1 x1j (t ) j (� );

x2(t ,� ) =
P p

j =1 x2j (t ) j (� ).
(53)

Para obtenção dos resíduos, substitui-se a equação (53) na (52)

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

R1p (t ,� ) =
P p

j =1

”
ẍ1j +

� c1
m1

�
�x1j �

� c1
m1

�
�x2j +

€
k1
m1

Š
x1j �

€
k1
m1

Š
x2j

—
(t ) j (� )� F1(t ,� );

R2p (t ,� ) =
P p

j =1

”
ẍ2j +

� c2
m2

�
�x2j +

€
k2
m2

Š
x2j

—
(t )) j (� )� F2(t ,� ), 8 t 2 (0,T )e� 2 (
 ,F ,P);

r x01
1p (� ) =

P p
j =1 x1j  j (� )� x01(� );

r x02
2p (� ) =

P p
j =1 x2j  j (� )� x02(� );

r v01
1p (� ) =

P p
j =1 x1j  j (� )� v01(� );

r v02
2p (� ) =

P p
j =1 x2j  j (� )� v02(� ).

(54)

Minimizando a projeção do resíduo no subespaço gerado pelos polinômios de caos
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8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

hR1p , q i L2(
 ,F ,P)) = 0, 8  j 2 	 p ;

hR2p , q i L2(
 ,F ,P)) = 0, 8  j 2 	 p ;

hr x01
1p , q i L2(
 ,F ,P)) = 0;

hr x02
2p , q i L2(
 ,F ,P)) = 0;

hr v01
1p , q i L2(
 ,F ,P)) = 0;

hr v02
2p , q i L2(
 ,F ,P)) = 0.

(55)

Substituindo a equação (54) na equação (55), de�nindo p = 2, têm-se o seguinte

PVI

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Determinar (x11,x12,x21,x22) 2 C 2((0,T ;R2) tal que
€
ẍ11+ hc1 1, 1i

m1
�x11+ hc1 2, 1i

m1
�x12+ hk1 1, 1i

m1
x11+ hk1 2, 1i

m1
x12 � hc1 1, 1i

m1
�x21

� hc1 2, 1i
m1

�x22 � hk1 1, 1i
m1

x21 � hk1 2, 1i
m1

x22

Š
(t ) = hF1, 1i (t );

€
ẍ21+ hc2 1, 1i

m2
�x21+ hc2 2, 1i

m2
�x22+ hk2 1, 1i

m2
x21+ hk2 2, 1i

m2
x22

Š
(t ,� ) = hF2, 1i (t )

€
ẍ12+ hc1 1, 2i

m1
�x11+ hc1 2, 2i

m1
�x12+ hk1 1, 2i

m1
x11+ hk1 2, 2i

m1
x12 � hc1 1, 2i

m1
�x21

� hc1 2, 2i
m1

�x22 � hk1 1, 2i
m1

x21 � hk1 2, 2i
m1

x22

Š
(t ) = 0;

€
ẍ22+ hc2 1, 2i

m2
�x21+ hc2 2, 2i

m2
�x22+ hk2 1, 2i

m2
x21+ hk2 2, 2i

m2
x22

Š
(t ) = 08t 2 (0,T );

Sujeito a

x11(0) = hx01, 1i L2;

x12(0) = hx02, 1i L2;

x21(0) = hx01, 2i L2;

x22(0) = hx02, 2i L2;

�x11(0) = hv01, 1i L2;

�x12(0) = hv02, 1i L2;

�x21(0) = hv01, 2i L2;

�x22(0) = hv02, 2i L2.

(56)

A redução de ordem é de�nida
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8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

x11(t ) = u1(t );

x21(t ) = u2(t );

x12(t ) = u3(t );

x22(t ) = u4(t );

�x11(t ) = �u5(t ) = u1(t );

�x21(t ) = �u6(t ) = u2(t );

�x12(t ) = �u7(t ) = u3(t );

�x22(t ) = �u8(t ) = u4(t );

ẍ11(t ) = �u5(t );

ẍ21(t ) = �u6(t );

ẍ12(t ) = �u7(t );

ẍ22(t ) = �u8(t ).

(57)

Substituindo a equação 57 na equação 56

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�u1(t ) = u5(t );

�u2(t ) = u6(t );

�u3(t ) = u7(t );

�u4(t ) = u8(t );

�u5(t ) = hF1
m1

, 1i (t )� hc1 1, 1i
m1

u5(t )� hc1 2, 1i
m1

u7(t )� hk1 1, 1i
m1

u1(t )� hk1 2, 1i
m u3(t )

+ hc1 1, 1i
m1

u6(t )+ hc1 2, 1i
m1

u8(t )+ hk1 1, 1i
m1

u2(t )+ hk1 2, 1i
m u4(t );

�u6(t ) = hF2
m2

, 1i (t )� hc2 1, 1i
m2

u6(t )� hc2 2, 1i
m2

u8(t )� hk2 1, 1i
m2

u2(t )� hk2 2, 1i
m2

u4(t );

�u7(t ) = � hc1 1, 2i
m1

u5(t )� hc1 2, 2i
m1

u7(t )� hk1 1, 2i
m1

u1(t )� hk1 2, 2i
m1

u3(t )

+ hc1 1, 2i
m1

u6(t )+ hc1 2, 2i
m1

u8(t )+ hk1 1, 2i
m1

u2(t )+ hk1 2, 2i
m1

u4(t );

�u8(t ) = � hc2 1, 2i
m2

u6(t )� hc2 2, 2i
m2

u8(t )� hk2 1, 2i
m2

u2(t )� hk2 2, 2i
m2

u4.

(58)

Como fora mostrado na seção anterior, uma solução numérica da equação (58)

pode ser obtida por RK4. Para um caso onde F1 = F2 = 0, pode-se escrever a equação numa

forma matricial e sua solução pode ser dada pela equação (48), sendo vetor u0 de�nido por
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u0 =

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

hx01, 1i L2

hx02, 1i L2

hx01, 2i L2

hx02, 2i L2

hv01, 1i L2

hv02, 1i L2

hv01, 2i L2

hv02, 2i L2

9
>>>>>>>>>>>>=

>>>>>>>>>>>>;

, (59)

e a matriz A dada por

A =

–
0 I

AK AC

™

, (60)

sendo 0 2 M 4(R) uma matriz nula, I 2 M 4(R) matriz identidade e AK e AC de�nidos por

AK =

2

6
6
6
4

� hk1 1, 1i
m1

hk1 1, 1i
m1

� hk1 2, 1i
m1

hk1 2, 1i
m1

0 � hk2 1, 1i
m2

0 � hk2 2, 1i
m2

� hk1 1, 2i
m1

hk1 1, 2i
m1

� hk1 2, 2i
m1

hk1 2, 2i
m1

0 � hk2 1, 2i
m2

0 � hk2 2, 2i
m2

3

7
7
7
5

; (61)

AC =

2

6
6
6
4

� hc1 1, 1i
m1

hc1 1, 1i
m1

� hc1 2, 1i
m1

hc1 2, 1i
m1

0 � hc2 1, 1i
m2

0 � hc2 2, 1i
m2

� hc1 1, 2i
m1

hc1 1, 2i
m1

� hc1 2, 2i
m1

hc1 2, 2i
m1

0 � hc2 1, 2i
m2

0 � hc2 2, 2i
m2

3

7
7
7
5

. (62)

As médias para o deslocamento � x1
,� x2

e velocidade � v1
,� v2

- sem a geração de

amostras - são dadas por
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8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

� x1
= (eAt )11hx01, 1i L2 +(eAt )12hx02, 1i L2 +(eAt )13hx01, 2i L2 +(eAt )14hx02, 2i L2

+(eAt )15hv01, 1i L2 +(eAt )16hv02, 1i L2 +(eAt )17hv01, 2i L2 +(eAt )18hv02, 2i L2;

� x2
= (eAt )21hx01, 1i L2 +(eAt )22hx02, 1i L2 +(eAt )23hx01, 2i L2 +(eAt )24hx02, 2i L2

+(eAt )25hv01, 1i L2 +(eAt )26hv02, 1i L2 +(eAt )27hv01, 2i L2 +(eAt )28hv02, 2i L2;

� v1
= (eAt )51hx01, 1i L2 +(eAt )52hx02, 1i L2 +(eAt )53hx01, 2i L2 +(eAt )54hx02, 2i L2

+(eAt )55hv01, 1i L2 +(eAt )56hv02, 1i L2 +(eAt )57hv01, 2i L2 +(eAt )58hv02, 2i L2;

� v2
= (eAt )61hx01, 1i L2 +(eAt )62hx02, 1i L2 +(eAt )63hx01, 2i L2 +(eAt )64hx02, 2i L2

+(eAt )65hv01, 1i L2 +(eAt )66hv02, 1i L2 +(eAt )67hv01, 2i L2 +(eAt )68hv02, 2i L2.
(63)

As variâncias para o deslocamento � 2
x1

,� 2
x2

e para a velocidade � 2
v1

,� 2
v2

são dadas

por

8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

� 2
x1

=
�
(eAt )31hx01, 1i L2 +(eAt )32hx02, 1i L2 +(eAt )33hx01, 2i L2 +(eAt )34hx02, 2i L2

+(eAt )35hv01, 1i L2 +(eAt )36hv02, 1i L2 +(eAt )37hv01, 2i L2 +(eAt )38hv02, 2i L2

�2
;

� 2
x2

=
�
(eAt )41hx01, 1i L2 +(eAt )42hx02, 1i L2 +(eAt )43hx01, 2i L2 +(eAt )44hx02, 2i L2

+(eAt )45hv01, 1i L2 +(eAt )46hv02, 1i L2 +(eAt )47hv01, 2i L2 +(eAt )48hv02, 2i L2

�2
;

� 2
v1

=
�
(eAt )71hx01, 1i L2 +(eAt )72hx02, 1i L2 +(eAt )73hx01, 2i L2 +(eAt )74hx02, 2i L2

+(eAt )75hv01, 1i L2 +(eAt )76hv02, 1i L2 +(eAt )77hv01, 2i L2 +(eAt )78hv02, 2i L2

�2
;

� 2
v2

=
�
(eAt )81hx01, 1i L2 +(eAt )82hx02, 1i L2 +(eAt )83hx01, 2i L2 +(eAt )84hx02, 2i L2

+(eAt )85hv01, 1i L2 +(eAt )86hv02, 1i L2 +(eAt )87hv01, 2i L2 +(eAt )88hv02, 2i L2

�2
.
(64)

3.3 IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL

Nesta seção é apresentada os aspectos da implementação computacional para

validação do método o qual é abordado, neste trabalho, por duas estratégias:

• PCMC: A partir de um conjunto de amostras f � i g
N s
i =1 e das equações 14 e 15, estima-se

o valor esperado (média) e variância. Neste caso a ordem do polinômio empregado é

de ordem um ( p = 2). Para os casos de adoção de uma segunda ordem do polinômio

de caos (p = 3) será denotado como PC2MC.

• PC: Calcula-se, explicitamente, o valor esperado e variância a partir de polinômios de

ordem um ( p = 2). A adoção de uma segunda ordem será denotado como PC2.
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A validação consiste na obtenção dos momentos estatísticos, de primeira e segunda

ordem, da posição e velocidade por essas duas estratégias comparando com os momentos

estatísticos obtidos por simulação de Monte Carlo (denotado por MC), obtenção dos erros

percentuais, além da comparação de tempos computacionais entre MC, PCMC e PC2MC.

Os erros percentuais para posição � � x
,� � 2

x
e velocidade � � v

,� � 2
v

para os momentos

estatísticos são dados por

8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

� � x
= 100






 Ò� x � � x p






 (t )

� +kÒ� x k(t )
[%];

� � v
= 100






 Ò� v � � v p






 (t )

� +kÒ� v k(t )
[%];

� � 2
x

= 100










Ô
� 2

x � � 2
xp








 (t )

� +










Ô
� 2

x








 (t )

[%],

� � 2
v

= 100










Ô
� 2

v � � 2
vp








 (t )

� +










Ô
� 2

v








 (t )

[%], 8 t 2 [0,T ];

(65)

sendo b� x ,Ó� 2
x valor esperado e variância para os estimadores da posição e b� v ,Ó� 2

v valor espe-

rado e variância para os estimadores da velocidade; � x p ,� 2
xp

, � v p ,� 2
vp

valores esperados e

variâncias para as aproximações de ordem "p".

As incertezas serão atribuídas às condições iniciais (posição e velocidade), rigidez,

coe�ciente de amortecimento e magnitude da força aplicada. A escolha desses parâmetros

se deve ao fato da possibilidade de analisar o quanto a incerteza em certos parâmetros

podem afetar os resultados �nais, pois têm-se parâmetros que são coe�cientes de termos

de uma equação diferencial (rigidez e amortecimento), têm-se termos que tornam a equa-

ção diferencial não homogênea (força) e têm-se termos que estão nas condições iniciais

(velocidade e posição).

Com exceção do sistema com incerteza na força, os demais sistemas são considera-

dos sistemas não-forçados (homogêneos). Assim sendo, as soluções dos sistemas forçados

são dadas por redução de ordem e RK4, enquanto que para sistemas de vibração livre as

soluções são dadas por exponencial da matriz. Como a variável randômica � segue uma

distribuição uniforme com � 2 [� 1,1], o tipo de polinômio ótimo são os polinômios de

Legendre (SEPAHVAND et al., 2010).

As simulações são realizadas em Matlab R2018a, rodando em um computador com

sistema operacional Windows X Professional 64 bits armazenado numa Unidade de Estado

Sólido (SSD); processador Intel i3 2.0 GHz e 12 GB of RAM.
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4 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Neste capítulo é apresentado os resultados obtidos os quais remetem a utilização

do método de Faedo-Galerkin em sistemas discretos, de um e dois graus de liberdade,

com e sem geração de amostras, validados a partir de comparações com aplicação direta

do método de simulação de Monte Carlo. A �m de facilitar a leitura, todos os resultados

que mantiverem curvas similares aos já apresentados não serão mostrados e os resultados

obtidos para as velocidades serão apresentados nos apêndices.

4.1 RESULTADOS OBTIDOS PARA 1 GRAU DE LIBERDADE

Nesta seção é apresentado os resultados obtidos para um sistema com 1 grau de

liberdade. Foram simulados 50000 amostras para sistemas homogêneos, com incertezas nas

condições inciais, rigidez, coe�ciente de amortecimento, e para sistemas não homogêneos,

com incerteza na magnitude da força aplicada, para valores coe�ciente de variação iguais a

0.1 e 0.3. Os valores para os parâmetros são:m = 300kg ; c = 2064.86N s=m ; k = 9869.6N =m ;

x0 = 0.1m ; v0 = 0.05m =s; f 0= 30N ; hs = 0.002 e t 2 [0,2] s. O quadro a seguir apresenta os

exemplos e quais parâmetros são avaliados.

Quadro 2 - Tabela de referencia dos exemplos com 1 grau de liberdade e parâmetros analisados

x0 v0 k c F

Exemplo 1 • •

Exemplo 2 •

Exemplo 3 •

Exemplo 4 •

Fonte: Autoria própria

4.1.1 EXEMPLO 1: INCERTEZAS NAS CONDIÇÕES INICIAIS

Este exemplo apresenta resultados para um sistema com incertezas nas condições

iniciais x0(� ) e v0(� ) com coe�ciente de variação de � x0
= � v0

= 0.1 e � x0
= � v0

= 0.3. As

médias de deslocamento para MC, PCMC e PC são dados a seguir
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Grá�co 1 - Médias de deslocamento para � x0
= � v0

=0.1 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

Grá�co 2 - Médias de deslocamento para � x0
= � v0

=0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

As varianças obtidas são dadas a seguir
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Grá�co 3 - Varianças de deslocamento para � x0
= � v0

=0.1 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

Grá�co 4 - Varianças de deslocamento para � x0
= � v0

=0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

Nota-se que enquanto as médias quase não se alteram com o aumento do coe-

�ciente de variação, conforme os grá�cos 1 e 2; a variância aumenta com o aumento do

coe�ciente de variação conforme grá�cos 3 e 4. Os erros para média e variância, para o

deslocamento, para PCMC e PC são dados a seguir
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Grá�co 5 - Erros PCMC deslocamento para � x0
= � v0

=0.1 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

Grá�co 6 - Erros PCMC deslocamento para � x0
= � v0

=0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 7 - Erros PC deslocamento para � x0
= � v0

=0.1 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

Grá�co 8 - Erros PC deslocamento para � x0
= � v0

=0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

Em geral os erros da média tendem a serem maiores do que os erros da variância e

os erros de PC (grá�cos 7 e 8) foram menores do que PCMC (grá�cos 5 e 6).
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4.1.2 EXEMPLO 2: INCERTEZA NA RIGIDEZ

As médias de deslocamento para MC, PCMC e PC apresentaram comportamen-

tos similares às condições iniciais e não apresentaram mudanças visíveis em relação aos

coe�cientes de variação. Diante disso, eles não serão apresentados. As variâncias tam-

bém apresentaram os mesmos comportamentos de proporcionalidade entre variância e

coe�cientes de variação. Sendo assim, será apresentado apenas a variância para � k = 0.3

Grá�co 9 - Varianças de deslocamento para � k = 0.3 na rigidez

Fonte: Autoria própria

Nota-se diferenças nas curvas da variância entre os resultados das condições iniciais,

grá�co 4, e de rigidez, grá�co 9. Isso ocorre devido ao fato que a incerteza nas condições

iniciais causa mais variabilidade nos tempos iniciais enquanto que a rigidez causa maior

variabilidade próximos dos pontos de in�exão.

Nota-se também no grá�co 9 que a variância de MC e PCMC não acompanham a

curva gerada por PC a partir de t = 0.5. Uma provável razão para isso é o fato que MC e PCMC

são dados por geração de amostras enquanto que PC é uma determinação direta, assim há

divergências entre esses métodos. Os erros para média e variância, de deslocamento, para

PCMC e PC são dados a seguir
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Grá�co 10 - Erros PCMC deslocamento para � k = 0.1 na rigidez

Fonte: Autoria própria

Grá�co 11 - Erros PCMC deslocamento para � k = 0.3 na rigidez

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 12 - Erros PC deslocamento para � k = 0.1 na rigidez

Fonte: Autoria própria

Grá�co 13 - Erros PC deslocamento para � k = 0.3 na rigidez

Fonte: Autoria própria

Como nos resultados obtidos para incerteza nas condições iniciais (grá�cos 5-8), os

erros são proporcionais à incerteza. Novamente, os erros da média tendem a serem maiores

do que os erros da variância, entretanto os erros de PC, grá�co 13, foram maiores do que

PCMC, grá�co 11, e nos casos com � k = 0.3.
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4.1.3 EXEMPLO 3: INCERTEZA NO COEFICIENTE DE AMORTECIMENTO

As médias de deslocamento para um exemplo com incerteza no coe�ciente de

amortecimento foram similares aos exemplos anteriores e portanto não serão apresentados.

As variâncias apresentaram o típico comportamento de proporcionalidade com o coe�ciente

de variação. Sendo assim, será apresentado apenas a variância para � c = 0.3

Grá�co 14 - Variâncias de deslocamento para � c = 0.3 no coe�ciente de amortecimento

Fonte: Autoria própria

As curvas de variância dos coe�ciente de amortecimento, grá�co 14, apresenta

similaridade com a curva de variância da rigidez (grá�cos 9, entretanto com menores

variâncias máximas. Os erros para média e variância, de deslocamento, para PCMC e PC

são dados a seguir
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Grá�co 15 - Erros PCMC deslocamento para � c = 0.1 no coe�ciente de amortecimento

Fonte: Autoria própria

Grá�co 16 - Erros PCMC deslocamento para � c = 0.3 no coe�ciente de amortecimento

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 17 - Erros PC deslocamento para � c = 0.1 no coe�ciente de amortecimento

Fonte: Autoria própria

Grá�co 18 - Erros PC deslocamento para � c = 0.3 no coe�ciente de amortecimento

Fonte: Autoria própria

Como nos resultados obtidos nos exemplos anteriores, os erros são proporcionais

ao coe�ciente de variação, os erros da média tendem a serem maiores do que os erros da

variância e os erros de PC (grá�cos 17 e 18 foram maiores do que PCMC (grá�cos 15 e 16)

nos casos com � c = 0.3.



52

4.1.4 EXEMPLO 4: INCERTEZA NA FORÇA

Para esse exemplo foi considerando uma força F (t ,� ) = f0(� )sin( �
4 t ) mas, como

nos exemplos anteriores, ocorreu pouca alteração visível entre as médias entre � f0
= 0.1

e � f0
= 0.3. Sendo assim, somente as médias de deslocamento para MC, PCMC e PC para

� f0
= 0.3 na força f0(� ), serão apresentadas

Grá�co 19 - Médias de deslocamento para � f 0
= 0.3 na força

Fonte: Autoria própria

Assim como nos exemplos anteriores, as variâncias apresentaram proporciona-

lidade com os coe�cientes de variação e, portanto, será apresentado as variâncias para

� f0
= 0.3
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Grá�co 20 - Variâncias de deslocamento para � f 0
= 0.3 na força

Fonte: Autoria própria

Os erros para média e variância, de deslocamento, para PCMC são dados a seguir

Grá�co 21 - Erros PCMC deslocamento para � f 0
= 0.1 na força

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 22 - Erros PCMC deslocamento para � f 0
= 0.3 na força

Fonte: Autoria própria

Como nos exemplos anteriores, o erro apresentado no grá�co 21 tende a ser pro-

porcional com a incerteza e os erro da média tende a ser maior do que o erro da variância.

4.2 RESULTADOS OBTIDOS PARA 2 GRAUS DE LIBERDADE

Nesta seção é apresentado os resultados obtidos para um sistema com 2 graus de

liberdade. Como no sistema com 1 grau de liberdade, foram simulados 50000 amostras

para sistemas homogêneos com incertezas nas condições inciais, rigidez, coe�ciente de

amortecimento e- para sistemas não homogêneos- com incerteza na força aplicada, para

valores de coe�ciente de variação iguais a 0.1 e 0.3. Entretanto, também foi avaliado resulta-

dos com aproximações de segunda ordem, denotadas como PC2 e PC2MC. Assim como

nos exemplos 1-4, ocorre certos padrões como curvas de médias muito similares entre

si, variâncias proporcionais aos coe�cientes de variação, entre outros. Desta maneira, os

resultados similares não serão apresentados e os resultados obtidos para velocidades são

apresentados nos apêndices a �m de facilitar a leitura.

Os valores para os parâmetros são: m1 = 100kg ; m2 = 300kg ; c1 = 688.287N s=m ;

c1 = 2064.86N s=m ; k1 = 3289.87N =m ; k2 = 9869.6N =m ; x01 = 0.35m ; x02 = 0.15m ; v01 =

0.3m =s; v01 = 0.3m =s; v02 = 0.1m =s; f01 = 1N ; f02 = 30N ; hs = 0.002 e t 2 [0,2] s. O quadro

a seguir apresenta os exemplos e os parâmetros analisados.
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Quadro 3 - Tabela de referência dos exemplos com 2 graus de liberdade e parâmetros analisados

x01 v02 x02 v02 k1 k2 c1 c2 F1 F2

Exemplo 5 • • • •

Exemplo 6 • •

Exemplo 7 • •

Exemplo 8 • •
Fonte: Autoria própria

4.2.1 EXEMPLO 5: INCERTEZA NAS CONDIÇÕES INICIAIS

Neste exemplo são apresentados resultados para um sistema com incerteza nas

condições iniciais x01(� ),x02(� ),v01(� ) e v02(� ). As médias de deslocamento para MC, PCMC,

PC2MC, PC e PC2, para� x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.3, são dados a seguir

Grá�co 23 - Médias de deslocamento x1 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 24 - Médias de deslocamento x2 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

Ao observar os grá�cos 23 e 24 as médias não apresentaram diferenças visíveis

entre si, até mesmo no emprego de polinômios de ordem maiores. As variâncias obtidas

seguem o mesmo comportamento de proporcionalidade entre as variâncias e o coe�ciente

de variação. Assim, serão apresentadas as variâncias para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.3

conforme os grá�cos a seguir

Grá�co 25 - Variâncias de deslocamento x1 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria



57

Grá�co 26 - Variâncias de deslocamento x2 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

Como observado nos grá�cos 25 e 26, a variância do deslocamento apresenta mai-

ores valores no deslocamento máximo. Os erros para média e variância, de deslocamento

para PCMC, PC, PC2MC e PC2 são dados a seguir

Grá�co 27 - Erros PCMC deslocamento x1 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.1 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 28 - Erros PCMC deslocamento x1 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

Grá�co 29 - Erros PC deslocamento x1 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.1 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 30 - Erros PC deslocamento x1 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

Grá�co 31 - Erros PCMC deslocamento x2 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.1 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 32 - Erros PCMC deslocamento x2 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

Grá�co 33 - Erros PC deslocamento x2 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.1 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 34 - Erros PC deslocamento x2 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

Obteve-se resultados diversos em relação à ordem dos polinômios. Para os re-

sultados com geração de amostra (PCMC e PC2MC), com � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.1,

conforme os grá�cos 27 e 31, a expansão de segunda ordem obteve menores erros. Para

� x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.3, grá�cos 28 e 32, os erros da variância para a segunda ordem

foram maiores. Para PC e PC2 os erros foram semelhantes conforme apresentam os grá�cos

29,30, 33 e 34. No geral, os erros para média de PC e PC2 foram menores que PCMC e

PC2MC, enquanto que os erros da variância foram maiores para PC e PC2.

4.2.2 EXEMPLO 6: INCERTEZAS NAS RIGIDEZES

Como nos exemplos com 1 grau de liberdade, as médias para sistemas com incerteza

na rigidez são muito similar aos resultados para incerteza nas condições inciais e não

apresentam diferenças visíveis referentes ao valor de � X utilizado. Para as variâncias, os

resultados obtidos apresentam a mesma proporcionalidade entre variância e os coe�cientes

de variação. Desta maneira, serão apresentados os resultados obtidos para variâncias de

deslocamento para MC, PCMC, PC2MC, PC e PC2, para um � k1
= � k2

= 0.3 nas rigidezes

k1(� ) e k2(� ) conforme mostra os grá�cos a seguir
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Grá�co 35 - Variâncias de deslocamento x1 para � k 1
= � k 2

= 0.3 nas rigidezes

Fonte: Autoria própria

Grá�co 36 - Variâncias de deslocamento x2 para � k 1
= � k 2

= 0.3 nas rigidezes

Fonte: Autoria própria

Observando os grá�cos 35 e 36 nota-se que as curvas PC e PC2 não acompanham

as curvas de MC a partir de t = 0.5. Os erros para média e variância, de deslocamento, para

PCMC, PC2MC, PC e PC2 são dados a seguir
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Grá�co 37 - Erros PCMC deslocamento x1 para � k 1
= � k 2

= 0.1 nas rigidezes

Fonte: Autoria própria

Grá�co 38 - Erros PCMC deslocamento x1 para � k 1
= � k 2

= 0.3 nas rigidezes

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 39 - Erros PC deslocamento x1 para � k 1
= � k 2

= 0.1 nas rigidezes

Fonte: Autoria própria

Grá�co 40 - Erros PC deslocamento x1 para � k 1
= � k 2

= 0.3 nas rigidezes

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 41 - Erros PCMC deslocamento x2 para � k 1
= � k 2

= 0.1 nas rigidezes

Fonte: Autoria própria

Grá�co 42 - Erros PCMC deslocamento x2 para � k 1
= � k 2

= 0.3 nas rigidezes

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 43 - Erros PC deslocamento x2 para � k 1
= � k 2

= 0.1 nas rigidezes

Fonte: Autoria própria

Grá�co 44 - Erros PC deslocamento x2 para � k 1
= � k 2

= 0.3 nas rigidezes

Fonte: Autoria própria

Diferentemente dos resultados obtidos com incerteza nas condições iniciais, para

� k1
= � k2

= 0.1, grá�cos 37 e 41 os erros de PC2MC para as variâncias dos deslocamentos

foram maiores que os erros de PCMC. Para os resultados com � k1
= � k2

= 0.3, os erros de

PC2MC para as médias dos deslocamentos foram maiores que os erros de PCMC (grá�cos

38 e 42).
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Também observa-se que para as incertezas nas rigidezes que há uma disparidade

entre PC e PC2 em alguns parâmetros. Para as médias e variâncias de x1,x2 para as � k1
=

� k2
= 0.1 (grá�cos 39, 43 os erros são equivalentes nos tempos iniciais e depois divergem

entre si. Para � k1
= � k2

= 0.3 os erros para as variâncias de x1 e x2 (grá�cos 40 e 44) são

distintas entre si.

4.2.3 EXEMPLO 7: INCERTEZA NOS COEFICIENTES DE AMORTECIMENTO

Assim como no exemplo 6, as médias de deslocamento para incerteza nos coe�ci-

entes de amortecimento c1(� ) e c2(� ) apresentam muitas similaridades com o exemplo 5

e não serão apresentadas. Os resultados obtidos para as variâncias apresentaram os com-

portamento de proporcionalidade entre os coe�cientes de variação e as variâncias. Sendo

assim, será apresentados os valores das variâncias para � c1
= � c2

= 0.3

Grá�co 45 - Variâncias de deslocamento x1 para � c1
= � c2

= 0.3 nos coe�cientes de amortecimento

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 46 - Variâncias de deslocamento x2 para � c1
= � c2

= 0.3 nos coe�cientes de amortecimento

Fonte: Autoria própria

Se observa que as variâncias máximas nas curvas com incerteza nos coe�cientes de

amortecimento (grá�cos 45 e 46) são menores que as variâncias máximas nas curvas com

incerteza nas rigidezes (grá�cos 35 e 36). Os erros para média e variância, de deslocamento,

para PCMC, PC2MC, PC e PC2 são dados a seguir

Grá�co 47 - Erros PCMC deslocamento x1 para � c1
= � c2

= 0.1 nos coe�cientes de amortecimento

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 48 - Erros PCMC deslocamento x1 para � c1
= � c2

= 0.3 nos coe�cientes de amortecimento

Fonte: Autoria própria

Grá�co 49 - Erros PC deslocamento x1 para � c1
= � c2

= 0.1 nos coe�cientes de amortecimento

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 50 - Erros PC deslocamento x1 para � c1
= � c2

= 0.3 nos coe�cientes de amortecimento

Fonte: Autoria própria

Grá�co 51 - Erros PCMC deslocamento x2 para � c1
= � c2

= 0.1 nos coe�cientes de amortecimento

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 52 - Erros PCMC deslocamento x2 para � c1
= � c2

= 0.3 nos coe�cientes de amortecimento

Fonte: Autoria própria

Grá�co 53 - Erros PC deslocamento x2 para � c1
= � c2

= 0.1 nos coe�cientes de amortecimento

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 54 - Erros PC deslocamento x2 para � c1
= � c2

= 0.3 nos coe�cientes de amortecimento

Fonte: Autoria própria

Similar ao exemplo 6, para � c1
= � c2

= 0.1 os erros de PC2MC para as variâncias dos

deslocamentos (grá�cos 47 e 51) foram maiores que os erros de PCMC. Para � c1
= � c2

= 0.3,

os erros de PC2MC para as médias dos deslocamentos (grá�cos 48 e 52) foram maiores que

os erros de PCMC.

Para as médias e variâncias de x1 e x2, para um � c1
= � c2

= 0.1, os erros são equiva-

lentes nos tempos iniciais e depois divergem entre si conforme mostram os grá�cos 49 e

53. Para coe�cientes de variação igual a 0.3, os erros para as variâncias x1 e x2 são distintas

entre si conforme visto nos grá�cos 50 e 54.

4.2.4 EXEMPLO 8: INCERTEZAS NAS FORÇAS

Neste exemplo foram consideradas forças dadas por F1(t ,� )= f01(� )sin( �
4 t )eF2(t ,� )=

f02(� )sin( �
4 t ). As curvas das médias de deslocamento são visivelmente similares para

� f01
= � f02

= 0.1 e � f01
= � f02

= 0.3 e, assim, será apresentado apenas o segundo caso. As

médias obtidas por MC, PCMC e PC2MC, para deslocamento, para incerteza nas forças são
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Grá�co 55 - Médias de deslocamento x1 para � f 01
= � f 02

= 0.3 nas forças

Fonte: Autoria própria

Grá�co 56 - Médias de deslocamento x2 para � f 01
= � f 02

= 0.3 nas forças

Fonte: Autoria própria

As variâncias obtidas seguem o padrão de proporcionalidade dos exemplos anteri-

ores. Sendo assim, para um valor de � f01
= � f02

= 0.3 as variâncias são apresentadas
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Grá�co 57 - Variâncias de deslocamento x1 para � f 01
= � f 02

= 0.3 nas forças

Fonte: Autoria própria

Grá�co 58 - Variâncias de deslocamento x2 para � f 01
= � f 02

= 0.3 nas forças

Fonte: Autoria própria

Observando-se as médias (grá�cos 55 e 56) e variâncias (grá�cos 57 e 58) percebe-se

que a aproximação via PCMC não é e�ciente, enquanto que a PC2MC demonstra ser mais

adequada. Os erros para média e variância, de deslocamento, para PCMC e PC são dados a

seguir
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Grá�co 59 - Erros PCMC deslocamento x1 para � f 01
= � f 02

= 0.1 nas forças

Fonte: Autoria própria

Grá�co 60 - Erros PCMC deslocamento x1 para � f 01
= � f 02

= 0.3 nas forças

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 61 - Erros PCMC deslocamento x2 para � f 01
= � f 02

= 0.1 nas forças

Fonte: Autoria própria

Grá�co 62 - Erros PCMC deslocamento x2 para � f 01
= � f 02

= 0.3 nas forças

Fonte: Autoria própria

Conforme citado anteriormente, as aproximações via PCMC não se mostraram

muito e�cientes, apresentando erros muito maiores que as aproximações de segunda ordem.
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4.3 TEMPOS COMPUTACIONAIS

Nesta seção é apresentado os tempos computacionais dos exemplos 1-8, para MC,

PCMC e PC2MC, para coe�cientes de variação de 0.1 e 0.3. Os tempos computacionais são

apresentados na tabela a seguir.

Tabela 1 - Tempos computacionais em segundos

Exemplos
� = 0.1 � = 0.3

MC PCMC PC2MC MC PCMC PC2MC

1 8983.4 9293.4 - 8999.4 9346.1 -

2 9061 9342.86 - 8994.58 9412.1 -

3 9314.09 9675.67 - 9280.24 9665.40 -

4 117.45 226.69 - 115.45 225.76 -

5 10022.65 10341.88 11077.01 9919.99 10308.41 11004.05

6 9794.85 10193.61 10882.39 9799.34 10189.92 10920.56

7 9818.55 10230.05 10918.89 9824.89 10225.71 10942.71

8 221.63 512.18 980.44 233.17 523.70 990.91

Fonte: Autoria própria

Ao analisar a tabela 1 percebe-se que, em geral, os tempos computacionais para

MC foram menores que os tempos para PCMC, sendo estes menores que PC2MC. Esses

maiores tempos computacionais para PCMC e PC2MC se deve a maior dimensão desses

problemas. Tendo o sistema com 2 graus de liberdade como exemplo, enquanto MC tem

quatro variáveis a serem determinadas, PCMC tem oito variáveis e PC2MC tem doze.

Os menores tempos computacionais para os exemplos 4 e 8 demonstram a e�-

ciência do método RK4 em relação a solução por exponencial de matriz. Os resultados

obtidos via RK4 evidenciaram melhor a proporção entre a dimensão do problema (tanto

físico quanto estocástico) e os tempos computacionais. Já os coe�cientes de variação não

interferiram nos tempos computacionais.

4.4 SÍNTESE DOS RESULTADOS

O método Faedo-Galerkin-Estocástico foi utilizado para quanti�cação de incerteza

de sistemas com 1 grau de liberdade (exemplos 1 a 4) e 2 graus de liberdade (exemplos 5 a 8).

Foram simulados exemplos com incerteza nas condições iniciais (exemplos 1 e 5), rigidez

(exemplo 2 e 6), amortecimento (exemplo 3 e 7) e magnitude da força (exemplos 4 e 8).

Foram simulados a aplicação do método via determinação direta (PC para polinômios de
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primeira ordem e PC2 para polinômios de segunda ordem), geração de amostras (PCMC para

polinômios de primeira ordem e PC2MC para polinômios de segunda ordem) e simulação

de Monte Carlo (MC) como referência. A abordagem de determinação direta dos parâmetros

estatísticos não fora empregada nos exemplos 4 e 8, além de que o uso de segunda ordem

nos polinômios não foi utilizada nos exemplos 1 a 4.

Os resultados para médias não mostraram distinção visual entre os métodos, so-

mente para o exemplo 8 que PCMC apresentou resultados divergentes de MC e PC2MC. Os

resultados das variâncias apresentaram algumas distinções mais visíveis nas in�exões das

curvas como nos exemplos 2,3,6 e 7, sendo que no exemplo 8 a variância para PCMC foi

mais divergente.

As curvas das variâncias possuíam formatos especí�cos de acordo com qual parâ-

metro a incerteza estava contida. Para as condições iniciais, a variância pra deslocamento

era maior nos tempos iniciais, para rigidez e amortecimento as variâncias tendiam a serem

maiores em nos tempos intermediários e para a força, a variância era proporcional à função

seno. A variância máxima foi maior nos casos com incertezas nas condições iniciais (exem-

plos 1 e 6) e foi menor nos casos com incertezas no amortecimento. Percebe-se também

uma proporcionalidade entre as variâncias máximas e os coe�cientes de variação.

Os erros percentuais mostraram que as aproximações utilizando o método foram

satisfatórias com erros menores a 1% com exceção ao PCMC no exemplo 8. Os erros de PC

e PC2 nos exemplos 5 a 7 convergiram em alguns casos, em outros convergiram nos tempos

iniciais e noutros os erros de PC eram muito superiores a PC2. Para PCMC e PC2MC os erros

apresentaram comportamentos diversos: Houveram casos em que os erros de de PCMC

foram muito maiores que PC2MC, casos em que era maior apenas na média e casos que

eram eram menores que PC2MC.

Os tempos computacionais para PCMC foram maiores que MC e PC2MC foram

maiores que PCMC. Os resultados obtidos via exponencial de matriz foram maiores que

os obtidos por RK4 (exemplos 4 e 8). Não foram observados grandes diferenças de tempos

computacionais entre os sistemas com 1 e 2 graus de liberdade nos sistemas cujos resultados

foram obtidos via matriz exponencial.
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5 CONCLUSÃO

Esta dissertação abordou a quanti�cação de incertezas de sistemas randômicos

estruturais dinâmicos via método de Faedo-Galerkin-Estocástico. Foi elaborada por João

Lucas Cavichiolo, sob orientação do prof. Dr. Cláudio Ávila e co-orientação do prof. Dr.

João Morais da Silva Neto (UFPR), do programa de Pós-Graduação em Engenharia Mecânica

e de Materiais (PPGEM), na área de Mecânica dos Sólidos, na linha de pesquisa de aplicação

do método de Galerkin e dos Polinômios de Caos para análise de incerteza em sistemas

estruturais.

A metodologia consistiu em aplicar o método de Faedo-Galerkin para obter aproxi-

mações de valor esperado (média) e variância para deslocamento e velocidade de sistemas

com 1 grau de liberdade e 2 graus de liberdade. Como os sistemas físicos são discretos,

as integrações do método Faedo-Galerkin se restringiram aos espaços de probabilidade,

enquanto que as integrações do espaço físico não foram realizadas e tempo foi abordado

por outros métodos.

Foram modelados duas abordagens para quanti�cação de incertezas: Com geração

de amostras, sendo um híbrido do método de Faedo-Galerkin-Estocástico com o método de

simulação de Monte Carlo e sem geração de amostras. A solução do tempo foi dada a partir

de uma estratégia de redução de ordem e solução exponencial para sistemas homogêneos, e

redução de ordem e solução via RK4 para sistemas heterogêneos (sendo, neste caso, obtidos

resultados apenas com geração de amostras). Para sistemas com dois graus de liberdade foi

aplicado também expansões de segunda ordem. A validação da metodologia consistiu na

comparação dos resultados obtidos com a simulação de Monte Carlo.

Simulou-se sistemas com incertezas nas condições iniciais, rigidez, amortecimento

e forças aplicadas, sendo cada uma testada separadamente, com dois valores de incertezas

e 50 mil amostras. A partir dos resultados percebeu-se que os métodos com Faedo-Galerkin

com geração de amostras (PCMC e PC2MC) apresentaram maiores tempos computacionais

que a simulação de Monte Carlo. Isso ocorre devido às dimensões dos problemas a serem

resolvidos: Enquanto que para os sistemas com 1 grau de liberdade o modelo resolvido via

MC tinha 2 variáveis a serem determinadas, PCMC tinha 4.

Nos sistemas com 2 graus de liberdade MC tinha 4 variáveis, PCMC tinha 8 e PC2MC

tinha 12. Observa-se também que os resultados obtidos por RK4 (sistemas heterogêneos

com incertezas nas forças) tiveram tempos muito menores que os resultados obtidos pelas
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exponenciais. Além disso, os tempos computacionais para MC, PCMC e PC2MC foram mais

próximos entre as exponenciais. Já para RK4 esses tempos foram mais distintos sendo que

PCMC teve, aproximadamente, o dobro de tempo de MC e PC2MC foi quase quatro vezes

maior. O tamanho do problema físico também in�uencia nos tempos computacionais de

RK4, sendo que são próximos para a solução via exponencial.

No geral, as médias obtidas não tiveram diferenças sensíveis ou signi�cativas em

relação a variabilidade de cada parâmetro. Entretanto, as curvas de variância apresentaram

diferenças relevantes dependendo de qual parâmetro continha incerteza. Nas condições

iniciais, exemplos 1 e 5, as variâncias tenderam a ter maiores valores nos tempos iniciais,

enquanto que nos exemplos com incerteza na rigidez (exemplos 2 e 6) e no amortecimento

(exemplo 3 e 7) as in�exões ocorreram em tempos intermediários. Já as variâncias com

incerteza na força tenderam a ser crescentes no deslocamento e apresentou um formato de

sino assimétrico para a velocidade.

As variâncias máximas foram proporcionais à incerteza, sendo o maior valor ocorre

com as condições iniciais, seguidas por rigidez, amortecimento e força. Esse comporta-

mento pode ser explicado ao analisar a equação de movimento: As condições iniciais não

estão atreladas a nenhum termo e, por isso, apresentam maior variância máxima. Rigi-

dez, amortecimento e massa são coe�cientes de um termo linear, de derivada primeira

e derivada segunda, respectivamente. Sendo assim, para os termos do lado esquerdo da

equação, a relevância da incerteza está relacionada com a ordem da derivada a qual o coe�-

ciente acompanha. Incertezas nas forças tem uma relevância na variância dependente da

amplitude da força e como esta varia no tempo.

Os erros entre a simulação de Monte Carlo (MC) com os métodos de Faedo-Galerkin

foram, em geral, ótimas. O único caso que os erros foram maiores que 1 % foram PCMC

aplicados no sistema com 2 graus de liberdade com incerteza na força. É esperado que

uma aproximação de segunda ordem promovesse resultados melhores que o de primeira

ordem, porém há casos em que isso não ocorreu. O motivo dessa discrepância é o fato dos

erros serem obtidos comparando os métodos de Faedo-Galerkin com Simulação de Monte

Carlo o qual pode não apresentar bons resultados devido a sua convergência lenta. Sendo

assim, por mais que os erros de segunda ordem (advindos de comparações com Monte

Carlo) serem maiores que o de primeira ordem, o emprego de uma segunda ordem pode

fornecer melhores aproximações.

Diante dos resultados obtidos, torna-se complexo de�nir qual método é mais

e�ciente. Houveram casos em que o método com geração de amostras (PCMC e PC2MC)

apresentaram erros menores comparados aos métodos sem geração de amostras (PC e PC2)

e, em outros, o inverso ocorreu.

Por mais que o método sem geração de amostras apresente bons resultados e com
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baixos custos computacionais, sua complexidade na modelagem pode se tornar um empeci-

lho. Nesta dissertação, o emprego de soluções exponenciais foi empregada para determinar

momentos estatísticos, sem a geração de amostras, para sistemas homogêneos. Entretanto,

o mesmo para sistemas não homogêneos não ocorreu devido a essa complexidade.

Nos casos com geração de amostras, o método de Faedo-Galerkin apresentou

maiores tempos computacionais em comparação a Monte Carlo. Todavia, ao se levar em

conta que o uso dos métodos de polinômios de caos com métodos de Galerkin podem

garantir melhores convergências, é possível utilizar números menores de amostras e então

reduzir os tempos computacionais.

Quanti�cações de incerteza são práticas de extrema valia para melhorar qualidade,

re�no de projetos e melhor controle de comportamento de sistemas dinâmicos. Ao otimizar

custos computacionais para a prática de quanti�cações de incerteza, se garante que esse

processo se torne mais comum nas práticas de engenharia, quiçá em outras áreas. Sendo

assim, a pesquisa por melhores metodologias para quanti�cações de incertezas mostra se

extremamente relevante.
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6 TRABALHOS FUTUROS

Em detrimento da complexidade na modelagem matemática, altos custos compu-

tacionais para simulações, complicações da pandemia da COVID-19 de 2020, assim como

outras ideias foram surgindo durante o desenvolvimento deste trabalho. Desta maneira, é

listada uma lista de sugestões de trabalhos futuros:

• Utilização da metodologia de Galerkin e polinômio de caos para quanti�cação de

incertezas de Funções Respostas em Frequência: Análises no domínio da frequência

são muito utilizadas na área de vibrações, possibilitando uma melhor compreensão

do comportamento do sistema. Sendo assim, a quanti�cação de incertezas nessas

análises são de extrema valia.

• Implementação em sistemas contínuos: Modelagens de vibrações em sistemas con-

tínuos estão muito presentes na prática de engenharia, assim como são diversos os

estudos de quanti�cação de incertezas nesses elementos.

• Idealização de programas e aplicativos de quanti�cação de incerteza empregando

polinômios do caos: A idealização de softwares para quanti�cação de incertezas pode

representar maior praticidade em projetos de engenharia.

• Avaliar outras estratégias numéricas para integração no tempo: Pode-se buscar estra-

tégias mais versáteis, com menor complexidade e menor custo computacional em

comparação as estratégias de RK4 e exponencial de matriz.

• Aplicar a metodologia a problemas com propriedades com variação no tempo: Neste

trabalho todos os coe�cientes foram considerados constantes no tempo. Uma mode-

lagem considerando propriedades variando no tempo pode tornar simulações mais

condizentes com resultados experimentais.

• Obter estimativas de erro para momentos estatísticos das soluções: A partir de esti-

mativas de erro é possível analisar a convergência do método e então buscar formas

de otimizá-lo.
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APÊNDICE A -- RESULTADOS PARA VELOCIDADE PARA SISTEMA COM 1 GRAU DE

LIBERDADE.

Como comentado no capítulo de resultados, a �m de facilitar a leitura, os resultados

para velocidade são apresentados nos apêndices.

A.1 EXEMPLO 1

Os resultados para médias de velocidade para MC, PCMC e PC, para incerteza nas

condições iniciais x0(� ) e v0(� ), e coe�ciente de variação iguais a 0.1 e 0.3, são apresentados

a seguir.

Grá�co 63 - Médias de velocidade para � x0
= � v0

=0.1 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 64 - Médias de velocidade para � x0
= � v0

=0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

As variâncias para as velocidades para MC, PCMC e PC são dadas a seguir

Grá�co 65 - Varianças de velocidade para � x0
= � v0

=0.1 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 66 - Varianças de velocidade para � x0
= � v0

=0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

Nota-se que, como nos resultados para deslocamento, enquanto as médias quase

não se alteram com o aumento do coe�ciente de variação, conforme os grá�cos 63 e 64; a

variância aumenta com o aumento do coe�ciente de variação conforme grá�cos 65 e 66. Os

erros para média e variância, para a velocidade, para PCMC e PC são dados a seguir

Grá�co 67 - Erros PCMC velocidade para � x0
= � v0

=0.1 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 68 - Erros PCMC velocidade para � x0
= � v0

=0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

Grá�co 69 - Erros PC velocidade para � x0
= � v0

=0.1 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 70 - Erros PC velocidade para � x0
= � v0

=0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

Em geral os erros da média tendem a serem maiores do que os erros da variância e

os erros de PC (grá�cos 69 e 70) foram menores do que PCMC (grá�cos 67 e 68).

A.2 EXEMPLO 2

A variância para incertezas na rigidez k (� ), � k = 0.3, é dada a seguir
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Grá�co 71 - Variâncias de velocidade para � X = 0.3 na rigidez

Fonte: Autoria própria

Como nos resultados de deslocamento, há diferenças nas curvas da variância entre

os resultados das condições iniciais, grá�co 66, e de rigidez, grá�co 71. Isso ocorre devido

ao fato que a incerteza nas condições iniciais causa mais variabilidade nos tempos iniciais

enquanto que a rigidez causa maior variabilidade próximos dos pontos de in�exão. Os erros

para média e variância, de velocidade, para PCMC e PC são dados a seguir

Grá�co 72 - Erros PCMC velocidade para � k = 0.1 na rigidez

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 73 - Erros PCMC velocidade para � k = 0.3 na rigidez

Fonte: Autoria própria

Grá�co 74 - Erros PC velocidade para � k = 0.1 na rigidez

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 75 - Erros PC velocidade para � k = 0.3 na rigidez

Fonte: Autoria própria

Como nos resultados obtidos para incerteza nas condições iniciais (grá�cos 67-70),

os erros são proporcionais à incerteza. Novamente, os erros da média tendem a serem

maiores do que os erros da variância, entretanto os erros de PC, grá�co 75, foram maiores

do que PCMC, grá�co 73, e nos casos com � k = 0.3.

A.3 EXEMPLO 3

A variância para incerteza no coe�ciente de amortecimento c(� ), � c = 0.3, é dada a

seguir
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Grá�co 76 - Variâncias de velocidade para � c = 0.3 no coe�ciente de amortecimento

Fonte: Autoria própria

As curvas de variância do coe�ciente de amortecimento, grá�co 76, apresenta

similaridade com as curvas de variância da rigidez 71), entretanto com menores variâncias

máximas. Os erros para média e variância, de velocidade, para PCMC e PC são dados a

seguir

Grá�co 77 - Erros PCMC velocidade para � c = 0.1 no coe�ciente de amortecimento

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 78 - Erros PCMC velocidade para � c = 0.3 no coe�ciente de amortecimento

Fonte: Autoria própria

Grá�co 79 - Erros PC velocidade para � X =0.1 no coe�ciente de amortecimento

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 80 - Erros PC velocidade para � c = 0.3 no coe�ciente de amortecimento

Fonte: Autoria própria

Como nos resultados obtidos nos exemplos anteriores, os erros são proporcionais

ao coe�ciente de variação, os erros da média tendem a serem maiores do que os erros da

variância e os erros de PC (grá�cos 79 e 80) foram maiores do que PCMC (grá�cos 77 e 78)

nos casos com � c = 0.3.

A.4 EXEMPLO 4

As médias de velocidade, para incerteza na magnitude da força aplicada f0(� ), para

MC e PCMC, � f0
= 0.3, são apresentadas a seguir
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Grá�co 81 - Médias de velocidade para � f 0
= 0.3 na força

Fonte: Autoria própria

As variâncias de velocidade para MC e PCMC são apresentadas a seguir

Grá�co 82 - Variâncias de velocidade para � f 0
= 0.3 na força

Fonte: Autoria própria

Os erros para média e variância, de deslocamento e velocidade, para PCMC são

dados a seguir
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Grá�co 83 - Erros PCMC velocidade para � f 0
= 0.1 na força

Fonte: Autoria própria

Grá�co 84 - Erros PCMC velocidade para � f 0
= 0.3 na força

Fonte: Autoria própria

Como nos resultados de deslocamento, o erro apresentado na grá�co 83 tende a

ser proporcional com a incerteza e os erro da média tende a ser maior do que o erro da

variância.
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APÊNDICE B -- RESULTADOS PARA VELOCIDADE PARA SISTEMA COM 2 GRAUS DE

LIBERDADE.

Assim como comentado no capítulo de resultados, este apêndice apresenta os

resultados obtidos para a velocidade para um sistema com 2 graus de liberdade.

B.1 EXEMPLO 5

As médias de velocidade, para incerteza nas condições iniciais x01(� ),x02(� ),v01(� )

e v02(� ), para MC, PCMC, PC, PC2MC e PC2, coe�ciente de variação igual a 0.3, são apresen-

tadas a seguir.

Grá�co 85 - Médias de velocidade v1 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 86 - Médias de velocidade v2 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

Como nos resultados para os deslocamento, as médias não apresentaram diferen-

ças visíveis entre si, até mesmo no emprego de polinômios de ordem maiores, conforme

mostram as grá�cos 23, 24. As variâncias para velocidade são dadas a seguir

Grá�co 87 - Variâncias de velocidade v1 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 88 - Variâncias de velocidade v2 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

Conforme mostram os grá�cos 87 e 88, as maiores variâncias ocorrem na velocidade

máxima. Os erros para média e variância, de velocidade, para PCMC, PC, PC2MC e PC2 são

dados a seguir

Grá�co 89 - Erros PCMC velocidade v1 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.1 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 90 - Erros PCMC velocidade v1 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

Grá�co 91 - Erros PC velocidade v1 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.1 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 92 - Erros PC velocidade v1 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

Grá�co 93 - Erros PCMC velocidade v2 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.1 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 94 - Erros PCMC velocidade v2 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

Grá�co 95 - Erros PC velocidade v2 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.1 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 96 - Erros PC velocidade v2 para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.3 nas condições iniciais

Fonte: Autoria própria

Como nos resultados de deslocamento, obteve-se resultados diversos em relação

à ordem dos polinômios. Para os resultados com geração de amostra (PCMC e PC2MC),

com � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.1, conforme os grá�cos 89 e 93, a expansão de segunda

ordem obteve menores erros. Para � x01
= � x02

= � v01
= � v02

= 0.3 (grá�cos 90 e 94) os erros da

variância para a segunda ordem foram maiores. Para PC e PC2 os erros foram semelhantes

conforme apresentam os grá�cos 91, 92, 95 e 96. No geral, os erros para média de PC e PC2

foram menores que PCMC e PC2MC, enquanto que os erros da variância foram maiores

para PC e PC2.

B.2 EXEMPLO 6

As variâncias de velocidade, para incertezas nas rigidezes k1(� ) e k2(� ), para MC,

PC, PCMC, PC2 e PC2MC,� k1
= � k2

= 0.3 são dadas a seguir
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Grá�co 97 - Variâncias de velocidade v1 para � k 1
= � k 2

= 0.3 nas rigidezes

Fonte: Autoria própria

Grá�co 98 - Variâncias de velocidade v2 para � k 1
= � k 2

= 0.3 nas rigidezes

Fonte: Autoria própria

Observando os grá�cos 97 e 98 nota-se que as curvas PC e PC2, assim como fora

observado nos resultados de deslocamento, não acompanham as curvas de MC a partir de

t = 0.5. Os erros para média e variância, de deslocamento e velocidade, para PCMC, PC2MC,

PC e PC2 são dados a seguir
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Grá�co 99 - Erros PCMC velocidade v1 para � k 1
= � k 2

= 0.1 nas rigidezes

Fonte: Autoria própria

Grá�co 100 - Erros PCMC velocidade v1 para � k 1
= � k 2

= 0.3 nas rigidezes

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 101 - Erros PC velocidade v1 para � k 1
= � k 2

= 0.1 nas rigidezes

Fonte: Autoria própria

Grá�co 102 - Erros PC velocidade v1 para � k 1
= � k 2

= 0.3 nas rigidezes

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 103 - Erros PCMC velocidade v2 para � k 1
= � k 2

= 0.1 nas rigidezes

Fonte: Autoria própria

Grá�co 104 - Erros PCMC velocidade v2 para � k 1
= � k 2

= 0.3 nas rigidezes

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 105 - Erros PC velocidade v2 para � k 1
= � k 2

= 0.1 nas rigidezes

Fonte: Autoria própria

Grá�co 106 - Erros PC velocidade v2 para � k 1
= � k 2

= 0.3 nas rigidezes

Fonte: Autoria própria

Para as velocidades, os erros das médias para � k1
= � k2

= 0.1, grá�cos 99 e 103 de

PC2MC foram menores que PCMC. Para as variâncias da velocidade v1 (grá�co 101 e 102)

os erros são equivalentes. Observa-se que os erros de PC e PC2 105) para coe�ciente de

variação igual a 0.1, os erros são equivalentes nos tempos iniciais. Já para v2, coe�ciente de

variação igual a 0.3, conforme a grá�co 106), as curvas são distintas entre si.
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B.3 EXEMPLO 7

As variâncias para velocidade, incerteza nos coe�cientes de amortecimento c1(� ) e

c2(� ), com � c1
= � c2

= 0.3 são dadas a seguir

Grá�co 107 - Variâncias de velocidade v1 para � c1
= � c2

= 0.3 nos coe�cientes de amortecimento

Fonte: Autoria própria

Grá�co 108 - Variâncias de velocidade v2 para � c1
= � c2

= 0.3 nos coe�cientes de amortecimento

Fonte: Autoria própria
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Assim como nos resultados dos deslocamentos, observa-se que as variâncias máxi-

mas nas curvas com incerteza nos coe�cientes de amortecimento (grá�cos 107 e 108) são

menores que as variâncias máximas nas curvas com incerteza nas rigidezes (grá�cos 97 e

98). Os erros para média e variância, de deslocamento e velocidade, para PCMC, PC2MC,

PC e PC2 são dados a seguir

Grá�co 109 - Erros PCMC velocidade v1 para � c1
= � c2

= 0.1 nos coe�cientes de amortecimento

Fonte: Autoria própria

Grá�co 110 - Erros PCMC velocidade v1 para � c1
= � c2

= 0.3 nos coe�cientes de amortecimento

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 111 - Erros PC velocidade v1 para � c1
= � c2

= 0.1 nos coe�cientes de amortecimento

Fonte: Autoria própria

Grá�co 112 - Erros PC velocidade v1 para � c1
= � c2

= 0.3 nos coe�cientes de amortecimento

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 113 - Erros PCMC velocidade v2 para � c1
= � c2

= 0.1 nos coe�cientes de amortecimento

Fonte: Autoria própria

Grá�co 114 - Erros PCMC velocidade v2 para � c1
= � c2

= 0.3 nos coe�cientes de amortecimento

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 115 - Erros PC velocidade v2 para � c1
= � c2

= 0.1 nos coe�cientes de amortecimento

Fonte: Autoria própria

Grá�co 116 - Erros PC velocidade v2 para � c1
= � c2

= 0.3 nos coe�cientes de amortecimento

Fonte: Autoria própria

Para as velocidades, os erros das médias para incerteza de � c1
= � c2

= 0.1 (grá�cos

111 e 113) os erros de PC2MC �caram menores que PCMC. Além disso, assim como na

rigidez, somente para a variância da velocidade v1 (grá�cos 111 e 112) que os erros de PC e

PC2 são equivalentes, sendo que no restante há disparidades.

Para as médias e variâncias de v2, para um � c1
= � c2

= 0.1, o erro é equivalente nos
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tempos iniciais e depois divergem entre si conforme mostra a grá�co 115. Para coe�ciente

de variação de 0.3, os erros para as variâncias de v2 é distintas entre si conforme visto na

grá�co 116.

B.4 EXEMPLO 8

As médias obtidas para velocidade, para incerteza nas magnitudes das forças f01(� )

e f01(� ), por MC, PCMC e PC2MC, � f01
= � f02

= 0.3, são dadas a seguir

Grá�co 117 - Médias de velocidade v1 para � f 01
= � f 02

= 0.3 nas forças

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 118 - Médias de velocidade v2 para � f 01
= � f 02

= 0.3 nas forças

Fonte: Autoria própria

Para um valor de � f01
= � f02

= 0.3 as variâncias são apresentadas

Grá�co 119 - Variâncias de velocidade v1 para � f 01
= � f 02

= 0.3 nas forças

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 120 - Variâncias de velocidade v2 para � f 01
= � f 02

= 0.3 nas forças

Fonte: Autoria própria

Assim como ocorreu com os resultados no deslocamento, as aproximações via

PCMC não apresentaram bons resultados. Os erros para PCMC e PC2MC são dados a seguir

Grá�co 121 - Erros PCMC velocidade v1 para � f 01
= � f 02

= 0.1 nas forças

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 122 - Erros PCMC velocidade v1 para � f 01
= � f 02

= 0.3 nas forças

Fonte: Autoria própria

Grá�co 123 - Erros PCMC velocidade v2 para � f 01
= � f 02

= 0.1 nas forças

Fonte: Autoria própria
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Grá�co 124 - Erros PCMC velocidade v2 para � f 01
= � f 02

= 0.3 nas forças

Fonte: Autoria própria

Conforme comentado anteriormente, as aproximações de primeira ordem não

foram e�cientes, apresentando erros superiores a 1 % nas médias das velocidades v1 e v2

conforme os grá�cos 122 e 124.




