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RESUMO

O presente trabalho constitui um estudo sobre fatoracao e divisibilidade
em anéis comutativos. Sao apresentadas diversas definicoes e teoremas
relativos a anéis e ideais, bem como resultados acerca de divisibilidade e
fatoracao em anéis comutativos. Dentre essas definicoes, se apresentam
os dominios de fatoracao unica e alguns resultados atrelados aos mesmos,
mostrando que os nimeros inteiros sao um caso particular dessas estrutu-
ras. Por fim, sao levantados elementos relativos a fatoracao em anéis de
polinomios de uma variavel.

Palavras-chave: Anéis comutativos. Fatoracao. Dominios de fa-
toracao tunica.



ABSTRACT

This paper is a short study about factorization and divisibility in commu-
tative rings. Many definitions related to rings, ideals and their relation
to factorization are given in the text. Among them, the concept of uni-
que factorization domains is introduced, as well as some results related to
them, and the fact that the integers are a particular case of this algebraic
structure. Also, some general results about factorization in the ring of
polynomials in one indeterminate over a ring R are presented.

Key-words: Commutative rings. Factorization. Unique factori-
zation domains.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho visa apresentar um breve estudo sobre fatoracao e divisibilidade
em anéis comutativos, de modo a estender para anéis comutativos arbitrarios alguns
conceitos e resultados presentes e validos no anel Z dos ntimeros inteiros.

Os conceitos de fatoragao e divisibilidade tém importancia em diversas areas,
tanto da Matematica, quanto fora dela. Por exemplo: os algoritmos de criptografia RSA
e de curvas elipticas. Enquanto o conceito de divisibilidade se faz presente na aritmética
modular, que por sua vez possui uma vasta gama de aplicacoes tais como: o relogio de
ponteiro e o Cadastro de Pessoas Fisicas (CPF).

No primeiro capitulo se apresenta uma série de definicoes e resultados que sao
necessarios para a compreensao do tema estudado. Das quais destacamos a definicao de
anéis, ideais principais, primos e maximais e suas estruturas particulares.

O segundo capitulo trata de defini¢oes e resultados relativos a divisibilidade e
fatoracao em anéis comutativos. Dentre as definicoes, destacam-se as de elementos primos
e irredutiveis, dominios de fatoragao tinica, dominios Euclidianos, méximo divisor comum
e uma série de teoremas e propriedades afins.

Por fim, apresentam-se resultados gerais acerca de fatoracao em anéis de po-
linbmios de uma varidvel sobre anéis comutativos. Entre esses resultados, serao demons-
trados o algoritmo da divisao de polinomios e a divisibilidade de um polinémio f(x) por
um monomio x — ¢, sendo ¢ uma raiz de f.

A fim de tornar a compreensao do trabalho mais acessivel, serao apresentados
varios exemplos e demonstragoes relativos ao tema proposto.

O referencial tedrico principal utilizado ao longo do texto é baseado em [4] e [3].

Sendo o tema abordado bastante amplo, ressaltamos que o trabalho nao visa esgoté-lo.



2 PRELIMINARES

O presente capitulo trata das definigoes e teoremas necessarios (a titulo de

pré-requisito) para a compreensao geral do problema pesquisado.

Definicao 2.1. Um conjunto nao vazio G munido de uma operacao bindria - : GXG — G

¢ denominado um grupo abeliano se:
i) Ya,b,c € G,a(bc) = (ab) ¢;
ii) de € G tal que ea = ae = a (elemento neutro);

i) Ya € G eriste a™' € G tal que aa™' = a~'a = e, ou seja, todos os elementos sdo

muersiveis;
iv) Ya,b € G,ab = ba.

Uma observacao pertinente é que, quando o grupo G ¢ aditivo, denotamos
€ = Og.
Um conceito indispensavel para o estudo do tema pesquisado é o de anel.

Conforme definido em [4], temos que:

Definicao 2.2. Um anel é um conjunto nao vazio R dotado de duas operacoes bindrias

(geralmente denotadas por adi¢ao (+) e multiplicagdo(-)) tal que:
i) (R,+) é um grupo abeliano;
ii) Ya,b,c € R, (ab)c = a(bc) (associatividade da multiplica¢ao);

iii) a,b,c € R, a(b+ ¢) = ab+ ac e (a + b)c = ac + be (distributividade a esquerda e a

direita da multiplicagdo sobre a adi¢ao).

Se ainda:

iv) a,b € R, ab = ba, se diz que o anel é comutativo.

Se existe um elemento 1z € R tal que
v) 1ga = alg = a, se diz que R é um anel com identidade.

O conjunto {c € R|cr = rc,Vr € R} é chamado de centro do anel R, e denotado
por C(R). Se um anel R é comutativo, entao todos os seus elementos pertencem ao centro.

Vejamos alguns casos particulares de anéis.

9
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Definigao 2.3. Um anel D com identidade 1p # 0 em que todos os elementos nao nulos

sao tnversiveis € chamado de anel de divisao. Um corpo é um anel de divisao comutativo.

Definigao 2.4. Um anel comutativo (R, +,-) com identidade 1 # 0 é chamado dominio

ou dominio de integridade se satisfaz a sequinte condicao:

Vae,y € R\{0}, zy#0.

Uma consequéncia importante da Definicao 2.4 é a lei do cancelamento. Num
dominio de integridade R, se x,y,z € R, com z # 0 e zz = yz, segue que = = y. A lei do
cancelamento sera utilizada algumas vezes ao longo deste trabalho. Dessa forma, convém
apresentar uma demonstragao da validade desta lei. Seja R um dominio de integridade e
x,y,z € Rtalque z # 0 e xz = yz. Temos que vz = yz = vz—yz =0gr = (r—y)z = Og.
Como R é um dominio de integridade, z = O ou x — y = 0r. Por hipdtese, z # 0.

Portanto, x — y = Oy, de onde se conclui que = = y.

Exemplo 2.4.1. O anel Z dos nimeros inteiros é um dominio de integridade. O conjunto

E dos inteiros pares € um anel comutativo sem identidade.

Exemplo 2.4.2. Para qualquer n € N, o conjunto Z,, das classes de equivaléncia modulo

n € um anel. Se p € Z € primo, entao Z, é um corpo.

Um outro conceito relevante para o assunto pesquisado ¢ o de ideal. De acordo
com [2], o préprio conceito de ideal surgiu em termos histéricos, a partir das tentativas

de matematicos em resolver problemas de fatoragao tnica.

Definigao 2.5. Seja R um anel e S um conjunto nao vazio de R que é fechado em relag¢ao
as operacoes de R. Se S € um anel com as operacoes de R, S € chamado de subanel de

R. Um subanel I de um anel R é um ideal a esquerda se
reRexel=rrecl,

I é um ideal a direita se
reRexel =uarecl;

I ¢ um ideal se for ideal a direita e a esquerda simultaneamente.

Um ideal I (a esquerda) de R tal que I # {0} e I # R ¢é dito um ideal préprio.
Se R é um anel com identidade 15 e I é um ideal, entao I = R se, e somente se, 1z € I.

Consequentemente, um ideal nao nulo I de R é proprio apenas se I nao possui elementos
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inversiveis. Supondo que u € R é inversivel e u € I, ter-se-ia que 1z = u 'u € I. Em
particular, qualquer anel de divisao D nao tem ideais préprios, pois todos os elementos

nao nulos de D sao inversiveis.

Exemplo 2.5.1. No anel R das matrizes n X n sobre um anel de divisao D, seja I} o
conjunto de todas as matrizes que tém entradas nao nulas apenas na coluna k. Verifica-se
que I € um ideal a esquerda, mas nao € um ideal a direita. Se Jy € o conjunto de todas
as matrizes com entradas nao nulas apenas na linha k, verifica-se que Jy € um ideal a

direita, mas nao € um ideal a esquerda.

Exemplo 2.5.2. Para qualquer n € Z, verifica-se que nZ é um ideal de Z, pois para

qualquer p € Z,x = nk € nZ ocorre que px = pnk = n(pk) € nZ e xp = n(kp) € nZ.

Exemplo 2.5.3. Em qualquer anel R, verifica-se que R e {0} sdo ideais de R, conhecidos

conhecidos como ideais triviais.

Um resultado préatico para verificar se um determinado subconjunto de um

anel é um ideal é apresentado no seguinte teorema:

Teorema 2.6. Um subconjunto nao vazio I de um anel R é um ideal a esquerda (resp.

a direita) se, e somente se, para quaisquer a,b € I er € R:
i)a,bel=a—-bel;e
i) acl,re R=rael (resp. ar € I).

Demonstracao. (=) Sendo I um ideal, segue que I é um subanel. Ainda, se a,b € I,
entdo —b € I, pois (/,+) é um grupo. Logo, a + (=b) = a —b € I. Além disso, se
a € l,r e R, ¢étrivial que ar € I, pois I é um ideal.

(<) Inicialmente, observe que (I, +) é um grupo abeliano, pois se verifica que:
i) a associatividade de (4) é herdada de R;
ii) como a € I, entdo a —a = 0 € I. Logo, existe elemento neutro;

iii) sejaa € I. Como 0 € [,0 —a = —a € I, logo todos os elementos tém inversos

aditivos;
iv) comutatividade de (+) é herdada de R.

Ainda, a associatividade de (-) e distributividade também sao herdadas de R. Assim, I ¢é
um subanel.

Por fim, como a € I,r € R implica ra € I, o subanel [ é um ideal. O]
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Teorema 2.7. Seja R um anel com identidade e A = {A;|li € I} uma cadeia de ideais
em R. Entao, A= UAi ¢ um ideal em R.

iel
Demonstragao. Sejam a,b € A entao a € A; e b € A; para algum ¢,5 € I. Mas como A
¢ uma cadeia, tem-se que A; C A; ou A; C A;. Sem perda de generalidade, suponha que
A; C A;. Dessa forma, a,b € A;. Como A; é um ideal, segue que a — b,ra € A;, Vr € R
(Teorema 2.6). Visto que A; C A, a — b,ra € A. Assim, A é um ideal. O

Existem ideais com caracteristicas especificas que sao relevantes para o tema

estudado. Isso motiva a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.8. Seja X um subconjunto de um anel R. Seja {A;|i € I} a familia de todos
0s ideais (a esquerda) de R que contém X. Entdo, (| A; € chamado de ideal (& esquerda)
el
gerado por X, e denotado (X).
Um ideal (x) gerado por um tnico elemento é chamado de ideal principal. Um
anel de ideais principais é um anel em que todos os ideais sao principais. Se um anel
de ideais principais também ¢ um dominio de integridade, serd chamado de dominio de

ideais principais ou apenas dominio principal.
Exemplo 2.8.1. Z ¢ um dominio principal.

Exemplo 2.8.2. Z[z]|, o anel de polinomios em uma varidvel sobre Z nao é um dominio

principal.

Exemplo 2.8.3. (Adaptado de [2, p. 258]) O conjunto I = {x € Z|9 divide 21z} é um
ideal principal em Z, gerado pelo elemento 3. De fato, se x,y € I, entao 9|21z e 9|21y e,
portanto, 9 € divisor de 21x — 21y = 21(x — y), igualdade que mostra que (x —y) € I. Se
x € I, entao 921z e dai seque que 9|21(azx), qualquer que seja a € Z, ou seja, axr € 1.
Pelo Teorema 2.6, conclui-se que I € um ideal. Sendo um ideal em Z, entao I € gerado
pelo menor de seus elementos estritamente positivos. Uma verificacao direta mostra que

esse elemento € o nimero 3. Portanto, I = (3). Ou seja, I é um ideal principal em 7Z.
O teorema a seguir é importante para o tema pesquisado.

Teorema 2.9. Seja R um anel, a € R e X C R.

i) O ideal principal (a) consiste de todos os elementos da forma ra+as+na+z r;as;,
i=1
comr,s,1;,8 € R,m e N* neZ.

! Anéis de polinémio serdo considerados com mais detalhes no Capitulo 4.
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ii) Se R tem identidade, entdo (a) = {Z riasi|ri, s; € R,n € N}.

i=1

iii) Se a estd no centro de R, entao (a) = {ra+na|r € R,n € Z}.

iv) Ra = {ra|r € R} (resp. aR = {ar|r € R}) é um ideal a esquerda (resp. a direita)

em R (que pode nao conter a). Além disso, se R tem identidade a € Ra e a € aR.
v) Se R tem identidade e a estd no centro de R, entdo Ra = (a) = aR.

vi) Se R tem identidade e X estd no centro de R, entdo (X) consiste em todas as somas

finitas ria; + ... +rpa, (n € N*, 1, € Ra; € X).

Demonstragao. i) Sejam " € R e a’ € I, onde I é o conjunto de todos os elementos da

referida forma. Entao,

m
ra = 1 (m + as + na + E riasl-)
i=1
= 7r'ra+r'as+1r'na+1r E 7;08;

i=1
m

= 7'ra+rna+r'as+1r E 7;08;

i=1
m+41

= (r'r+r'n)a-+ ngasi ,

i=1

onde rl = 1'r;, rpi1 =1 € Sy = S.
m+1

Nota-se que (r'r+71'n)a+ Z rias; € I pelo fato de que r'r+nr’ € R. Conclui-

se que I é um ideal & esquerda pois, dz;aé) r € R,a’ € I, segue que r’'a’ € I. Analogamente,
I é um ideal a direita. Ainda, ser=s=r;=s;,=0,n =1, entao a € [.
Seja, agora, I’ qualquer ideal que contém a. Segue que ra € I’ e r;a € I, pois
I' é um ideal (& esquerda) por hipdtese.
Ainda, as,r;as; € I', pois I’ também é um ideal a direita.
Por fim, na = a+a+...+a € I', pois I' ¢ um subanel de R (fechado para
n—vezes

m

a adigdo). Dai segue que ra + as + na + Zriasi € I'e I C I Isso significa que I é
i=1

um subconjunto de qualquer ideal que contém a, ou seja, I esta contido na intersecao de

todos os I'. Logo, I = (a).
ii) Se R tem identidade 1g, é possivel indexar os elementos ra,as e na como

elementos da forma r;as;, a fim de que possam ser descritos por meio do somatorio. Isso se
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da reescrevendo os elementos em questao da seguinte maneira: ra = ralg = rp 108,41,

as = 1ras = rpi2aSmio € na = n(lga) = (nlg)alg = rpy3as, 3. Assim, qualquer
m—+3

m
elemento de (a) é da forma ra + as + na + E rias; = g TiaS;.
i=1 i=1

iii) Se a esta no centro de R, qualauer elemento de (a) é da forma

m m
ra + as + na + g r,as; = Tra-+ sa-+ na -+ g :8;0
=1 i=1

= (r+s+znsi>a+na

i=1
= r'a+na,

onde ' =r+ s+ Zrisi.
i=1
iv) Sejam p,s,q € R. Temos que pa — sa = (p — s)a = r’'a € Ra,”" € R e

gsa = (qs)a = r"a € Ra,r"” € R. Portanto, Ra é ideal a esquerda pelo Teorema 2.6. De
modo analogo, mostramos que aR ¢ um ideal a direita.

Se 1z € R é a identidade, basta escrever a = alr € aR. Analogamente, temos
1ra € Ra.

v) Pelo item iii), temos

(a) = {ra+mna|lre R,necZ}
= {ra+ (nlg)alr € R,n € Z}
= {(r+nlg)ajr € R,n € Z}
= {r'a|lr’ € R}
= Ra.

Como a estd no centro de R, r'a = ar'Vr’ € R e, assim, (a) = Ra = aR.

vi) Seja R um anel com identidade e X um subconjunto contido no centro de
R. Seja I um ideal que contém X e a; € X. Como [ é um ideal que contém a;, entao [
deve conter (a;) (o “menor” ideal contendo a;). Como, por (v), (a;) = Ra;, segue que [
deve conter Ra; = {ra;|r € R}.

Sendo I um ideal, o elemento ria; + roas + - - - + r,a,, pertence a I. Considere
I' = {ria1 + -+ +rpa,|r; € R,a; € X}. Consequentemente, I’ C . Para algum r € R
era; + -+ ra, € I'; o elemento r (ria; + -+ - + rpan) = (rry)ay + -+ + (rrp)ay, € I
implicando que I’ é um ideal & esquerda. Como a; estd no centro de R, I’ também é um
ideal a direita.

Temos, assim, que I’ é um ideal de R que estd contido em qualquer ideal que
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contém X. Isto é, I’ esta contido na intercessao de todos os ideais que contém X. Assim,

conclui-se que I' = (X). O
Dado um anel R, é possivel definir operagoes com conjuntos. Sejam Ay, ..., A,
subconjuntos nao vazios de um anel R. A adicao de Aq,---, A, é definida da seguinte

maneira: A; + Ay + -+ A, ={a1+as+---+ayla; € A,i=1,2,...,n}. Se A e B sao
conjuntos nao vazios de um anel R, o produto AB é denotado pelo conjunto de todas as
somas finitas {a;b; + -+ + a,b, | n € N*,a; € A, b; € B}. Se os conjuntos A; sao ideais

de R, o seguinte teorema garante que a soma de ideais ¢ um ideal.

Teorema 2.10. Sejam Ay, Ao, ..., A, ideais (a esquerda) de um anel R. Entdo, a adigdo
Ay + Ay + -+ A, € um ideal (a esquerda) de R.

Demonstracao. Sejam x,y € A1 + Ay +---+ A,. Temos que r = a; +as+---+a, e
y = a) + a3+ --- + al,. Segue que

poy = (oot b a) - (6 Fap+ta)

!/ !/ /
= a+ta+--+a,—aq —a— " —Q,.

Como R é um grupo abeliano, é possivel associar os elementos da seguinte
forma: (z —y) = (a1 — a}) + (a2 —a)) + -+ - + (a, — a},). Visto que cada A; é um ideal,
segue que (a; — a,) € A;, para cada i. Assim, z —y € Ay + Ay + -+ A,.

Seja r € R. Temos que rx = r(a; +az + -+ a,) = ra; + rag + -+ + ra,.
Como cada A; é um ideal, ra; € A; para cada i. Assim, rz € A1+ Ay +--- 4+ A,,.

Conclui-se, pelo Teorema 2.6, que Ay + Ay +--- + A, é um ideal de R.

]

Se A e B sao ideais de um anel R, entao o produto de conjuntos AB tal qual
definido anteriormente também é um ideal de R. A demonstracao é analoga a do Teorema
2.10.

Dois tipos de ideais que merecem destaque para o desenvolvimento do trabalho

serao caracterizados a seguir, a saber, sao os ideais primos e maximais.

Definicao 2.11. Um ideal P de um anel R é primo se P # R e, para quaisquer ideais
A, B C R,
ABCcP = ACPouBCP.

Teorema 2.12. Se P € um ideal de um anel R tal que P # R e para todo a,b € R

abe P=a€ P oubeP,
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entao P € primo. Por outro lado, se P € primo e R é comutativo, a reciproca é verdadeira.

Demonstracao. Sejam A e B ideais tais que AB C P mas A ¢ P. Entao existea € A—P.
Para todo b € B, ab € AB C P. Mas por hipotese, ab € P implica a € P ou b € P.
Como a ¢ P, segue que b € P. Logo, B C P, isto é, P é primo.

Como P é um ideal e ab € P, segue que (ab) C P. Agora, se presumimos que
R é comutativo, (a)(b) C (ab) C P.

Essa contingéncia se da pelo seguinte motivo:

(a)(b) = {rmasib+---+ryas,b|neN r. s € R}
{rys1ab+ -+ rpspab | n € N* r; s, € R}
{qprab+ -+ quab | n € N*, ¢; = r;s; € R}
= {(@+--+agab[neN, g =rs € R}
= {qablg=q+ - q, € R,n € N*} C (ab)

Como P é primo, (a) C P ou (b) C P, concluindo-se que a € P ou b € P. O
Exemplo 2.12.1. O ideal 2Z = {x € Z|x = 2k, k € Z} € primo em Z, pois se ab € 27,

temos que 2|ab e, como 2 € primo, 2|a ou 2|b. Assim, a € 27 ou b € 2.

Definigao 2.13. Um ideal M em um anel R é maximal se M # R e para qualquer ideal
N tal que M C N C R se tem que ou N = M ou N = R.

Exemplo 2.13.1. Considere o anel Z. O ideal (3) dos maltiplos de 3 é mazimal em Z.

No entanto, o ideal (4) ndo € mazimal, pois (4) S (2) G Z.

Teorema 2.14. Seja R um anel comutativo com identidade. Todo ideal mazimal M de
R ¢ primo.

Demonstra¢ao. Suponha que M nao seja primo, isto é, existem elementos a,b € R tais
que ab € M masa ¢ M eb ¢ M. Como a soma de ideais é um ideal (Teorema 2.10),
temos que (a) + M e (b) + M sao ideais em R.

Como a ¢ M, temos que M C (a) + M e, como b ¢ M, M C (b) + M.

Da hipdtese de que M é maximal, é necessario que R = (a) + M = (b) + M.
Ainda, como 1 € R, existem r € R, m € M taisque 1 =ar+me s € R, n € M tais que

1 = bs +n. Temos:
1=1-1 = (ar+m)(bs+n)

= abrs+ arn + mbs +mn

Nota-se que abrs + arn + mbs +mn € M, pois ab,n,m € M.
Dai, 1 € M. Mas ja foi exposto que, para qualquer ideal M, 1 € M < M = R,
contradizendo a hipdtese de que M é maximal. Por isso, se ab € M, deve-se ter a € M

ou b € M, implicando M ser primo. Logo, todo ideal maximal é primo. O
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Observa-se, entretanto, que a reciproca do Teorema 2.14 nao é verdadeira.
Como contraexemplo, observamos que o ideal {0} x Z é primo em Z X Z, mas nao é

maximal.

Teorema 2.15. Num anel nao nulo R com identidade, ideats mazximais sempre existem.

Ainda, todo ideal em R (exceto o préprio R) estd contido num ideal mazimal.

A fim de demonstrar esse teorema, é necessario ter em mente o Lema de Zorn,

enunciado a seguir.

Lema 2.16 (Lema de Zorn). Se A é um conjunto ndao vazio parcialmente ordenado tal
que toda cadeia em A tem um limitante superior em A, entao A contém um elemento

mdaximo.

A demonstracao do Lema 2.16 nao sera realizada por se desviar um pouco
do escopo do trabalho. No entanto, a mesma pode ser encontrada em [4, p. 10]. Nao
obstante, algumas consideracoes se fazem pertinentes para a compreensao adequada do
resultado. Um conjunto parcialmente ordenado é um conjunto nao vazio A com uma
relacao < em A x A, que é reflexiva, transitiva e antissimétrica. O conjunto parcialmente
ordenado pode ser denotado por (A, <).

Dois elementos a,b € A sao comparaveis se a < b ou b < a. No entanto, num
conjunto parcialmente ordenado, nao é necessario que dois elementos quaisquer sejam
comparaveis.

Uma ordem parcial de um conjunto A na qual quaisquer dois elementos sao
comparaveis recebe o nome de ordem linear (ou total), e o conjunto é dito linearmente
ordenado.

Um elemento a € A é um elemento maximo em A se para qualquer ¢ € A que
é comparavel com a, ocorre que ¢ < a. Note que nao é necessario termos ¢ < a para todo
¢ € A, apenas para 0s ¢ que Sa0 comparaveis com a.

Seja B C A um subconjunto nao vazio. Um limitante superior de B é um
elemento d € A tal que b < d para todo b € B. Um subconjunto nao vazio B C A que
é linearmente ordenado é chamado de cadeia em A. Informacoes mais detalhadas acerca
da ordenacao em conjuntos, que porventura se fujam dos objetivos do trabalho, podem

ser encontradas em [4]

Demonstracao do Teorema 2.15. Observe que Or é um ideal proprio, pois R # O por
hipétese. Se Og for o unico ideal préprio de R, garante-se que ele é maximal. Seja A
um ideal préprio de R e § o conjunto de todos os ideais B tal que A C B # R, isto

é, o conjunto de todos os ideais préprios de R que contém A. Note que S # (), pois
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ACS. E possivel estabelecer uma relacao de ordem parcial em S por meio da inclusao
de conjuntos, com a relacao de ordem definida por By < By, <= B; C B;. A fim de
aplicar o Lema 2.16 é necessario mostrar que toda cadeia C = {C;|i € I} de ideais em S
tem um limitante superior em S.

Seja C' = U C;. Pelo Teorema 2.7, C' é um ideal.

iel
Ainda, A C C; Vi € I, pois por definicao, cada C; é um ideal préprio de R em
S que contém A. Assim, A C U C; = C. Como cada C; € §, C; # R. Segue que 1 ¢ C;

icl
e, por conseguinte, 1p ¢ U C; = C. Assim, C' # R, implicando que C' € S.
icl
Como a ordenacao de S é dada pela inclusao de conjuntos, tem-se que C' limita

superiormente a cadeia C, pois para todo i € I, C; C U C; =C. Vistoque C' € §, § tem
el
um limitante superior e, portanto, um elemento maximo (Lema 2.16).

Tendo em vista que os elementos de S sao ideais préprios de R, o elemento
maximo de § é um ideal que contém todos os outros ideais préprios de R. Portanto, tal

elemento é um ideal maximal.

]

As definigoes e teoremas apresentados até o momento possibilitam a compre-
ensao da fatoragao e divisibilidade em anéis comutativos, tema a ser tratado no capitulo

seguinte.



3 FATORACAO E DIVISIBILIDADE

Tomando como base o referencial tedrico apresentado anteriormente, é possivel
construir as seguintes definigoes a respeito dos conceitos de divisibilidade e fatoracao em

anéis comutativos.

Definicao 3.1. Um elemento a nao nulo de um anel comutativo R divide um elemento
b € R (notagdo: alb) se existir x € R tal que ax = b. Os elementos a,b € R sdao ditos

associados se alb e bla.

Praticamente todas as defini¢oes acerca de divisibilidade em anéis comutativos

podem ser formuladas em termos de ideais principais, como ilustrado no seguinte teoremas:
Teorema 3.2. Sejam a,b e u elementos de um anel comutativo R com identidade.
i) alb se, e somente se, (b) C (a).
ii) a e b sao associados se, e somente se, (a) = (b).
iii) u € inversivel se, e somente se, ulr para todo r € R.
iv) u € inversivel se, e somente se, (u) = R.
v) A relagao “a é associado a b” € uma relagdo de equivaléncia em R.

vi) Se a = br com r € R inversivel, entdo a e b sio associados. Se R é um dominio de

integridade, a reciproca € verdadeira.

Demonstracao. i) (=) Como alb, existe x € R tal que ax = b. Como R é comutativo,
za =b. Sejam € (b). Tem-se que m = rb para algum r € R. Como alb, m = raz = rza.
Como r,z € R, rx € R. Logo, m = (rx)a € (a). Assim, (b) C (a).
(<) Note que b = b1 € (b). Como (b) C (a) por hipétese, b € (a), isto é, b =
ar, para algum r € R. Portanto, alb.

ii) (=) Sera mostrado que (a) C (b) e (b) C (a). De fato, como a|b, temos que
(b) C (a) pelo item (i); como b|a, (a) C (b) pelo mesmo item. Logo, (a) = (b).
(<) Como (a) = (b), temos que (a) C (b) e (b) C (a). Pelo item (i), segue que bla e alb,
isto é, a e b sao associados.

iii) (=) Seja u € R um elemento inversivel. Dado r € R, temos r = 1zr =

uu~tr. Como u~'r € R, basta tomar z = u~'r. Segue que r = ux, isto é, ulr.

19
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(<) Como u|r,Vr € R, em particular, u|1g. Assim, existe x € R tal que uz = 1z. Como
R é comutativo, ux = 1z = xu. Portanto, u é inversivel.

iv)(=) E necessario lembrar que, pelo Teorema 2.9, (u) = {rulr € R} =
{ur|r € R}. Tem-se que (u) C R pelo fato de (u) ser um ideal. Serd mostrado que
R C (u). Sejar € R. Como u é inversivel, existe u™! € R tal que uu™! = 1p = v tu.
Segue que r = rlg = ru~'u = r'u € (u), pois ru~! € R. Assim, R C (u) e, consequente-
mente, R = (u).
(<) Como (u) = Re lg € R, entao 1 € (u). Logo, existe k € R tal que uk = ku = 1,
ou seja, u ¢é inversivel.

V) E necessdrio mostrar que a relacao “a e b sao associados” ¢é reflexiva,

simétrica e transitiva. De fato, sejam a, b, c € R:

e Verifica-se que ala, pois a = alg e 1g € R. Portanto, ala, isto é, a é associado a a

e a relacao ¢ reflexiva.

e Supondo que alb e bla. Entao b é associado a a, pois b|a e a|b. Desse modo, observa-se

que a relacao é simétrica.

e Dados a,b,c € R tais que a e b sao associados e b e ¢ sao associados. Sera mostrado

que a e ¢ sao associados. Como alb e b|c, segue que
ar=bebr =c= arva’ =c= ar" =c.

Como 2" = za’ € R, temos que alc. Como b|a e c|b, temos:
by=aecy =b=cyy=a=cy’ =a,

onde y'y = " € R. Logo, c|a. Conclui-se que a e ¢ sao associados e a relacao é

transitiva.

Consequentemente, a relacao em questao é uma relacao de equivaléncia.

vi) Como a = br, bla. Pelo fato de r ser inversivel, existe r~! € R e, assim,
ar~! = b, isto é, a|b. Portanto, a e b sao associados.
A reciproca pode ser escrita da seguinte maneira: se a e b sao associados, entdao a = br,
com 7 inversivel. Suponha que R é um dominio de integridade e que a|b e bla. Logo,
br = a e am = b, para r,m € R. Logo, (am)r = a. Pela lei do cancelamento, segue que

mr = 1g, isto é, r é inversivel. O

Exemplo 3.2.1. Considere o anel Z. Tem-se que (4) C (2) e 2|4 (i). Ainda em Z,

percebe-se que (—1) = {(=1)n | n € Z} = 7Z e verifica-se que —1 é inversivel em Z (iv).
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A nocao de elementos irredutiveis e primos é fundamental para o tema pesqui-
sado, pois os dominios de fatoragao tinica a serem estudados posteriormente sao definidos

em termos desses elementos.

Definicao 3.3. Seja R um anel comutativo com identidade. Um elemento ¢ € R é dito

irredutivel se:

i) ¢ € nao nulo e nao inversivel;

i) para quaisquer a,b € R, ¢ = ab = a ou b € inversivel.
Um elemento p € R € dito primo se:

i) p € nao nulo e nao inversivel;

i) para quaisquer a,b € R, plab = pla ou plb.

Exemplo 3.3.1. Sep € Z € primo, entao —p e p sao elementos irredutiveis e primos no

mesmo sentido da Definicdio 3.3. Agora, no anel Zg dos restos da divisao por 6, tem-se

que 2 € primo. Contudo, 2 € Zg nao ¢é irredutivel, visto que 2 = 2 - 4, mas nem 2 nem 4

sao inversiveis em Zg.

Elementos primos (resp. irredutiveis) possuem uma relagdo muito préxima
com ideais principais primos (resp. maximais) num anel R, como ilustra o teorema a

seguir.
Teorema 3.4. Sejam p e ¢ elementos nao nulos de um dominio de integridade R.

i) p € primo se, e somente se, (p) € um ideal primo nao nulo.

ii) ¢ € irredutivel se, e somente se, (¢) € mazimal no conjunto S de todos os ideais

proprios de R.
ii1) Todo o elemento primo de R € irredutivel.
iv) Se R é um dominio principal, entdo p € irredutivel se, e somente se, p € primo.

v) Todo associado de um elemento irredutivel (resp. primo) de R € irredutivel (resp.

primo).

vi) Os tnicos divisores de um elemento irredutivel de R sao seus associados e os elemen-

tos inversiveis de R.
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Demonstragao. i) (=) Como p é primo, p # 0 e, assim, (p) # 0. Ainda, como p néo é
inversivel, pelo Teorema 3.2(iv), segue que (p) # R. Sejam a,b € R tais que ab € (p).
Segue que ab é da forma rp, com r € R, isto é, ab = rp, o que implica que p|ab. Como
p é primo, pla ou p|b. Se p|a existe x € R tal que a = px, isto é, a € (p); se p|b, existe
y € R tal que b = py, isto é, b € (p). Logo, (p) é primo.
(<) Se (p) é um ideal primo e p|ab, entao existe r € R tal que ab = rp. Logo, ab € (ab)
e segue que a € (p) ou b € (p). Se a € (p), pla; se b € (p), p|b. Logo, p é primo.

ii) (=) Como ¢ nao ¢ inversivel, (¢) # R. Suponha que (¢) ndo é maximal em
S, isto é, existe um ideal (a) # R tal que (¢) € (a). Como ¢ € (¢) (pois R é comutativo e
tem identidade), segue que ¢ € (a). Assim, ¢ = ar, para algum r € R.
Dado que ¢ é irredutivel, a ou r sao inversiveis. Se a for inversivel, (a) = R, o que nao
ocorre. Se r é inversivel e como ¢ = ar, entao ¢ e a sao associados (Teorema 3.2 (vi)), isto
é, cla e aje. Como cla, (a) C (¢) (Teorema 3.2(i)). Como, por hipdtese (¢) C (a), segue
que (a) = (¢), que é uma contradi¢ao. Logo, (¢) é maximal em S.
(<) Sera mostrado que, se (¢) é maximal em S, entao ¢ é irredutivel. De fato, como (c)
¢ maximal em S por hipétese, (¢) # R e (¢) # {0}. Logo, ¢ nao é inversivel (Teorema
3.2(iv)) ec # 0. Se ¢ = ab para algum a,b € R, temos que a|c e, assim, (¢) C (a) (Teorema
3.2(1)). Como (c) é maximal em S por hipdtese, segue que (¢) = (a) ou (a) = R.

Se (a) = R, a é inversivel (Teorema 3.2(iv)); se (¢) = (a), a e ¢ sao associados,

isto é, alc e c|a. Como c|a,a = cd para algum d € R. Assim,
a=cd=abd = 1 = bd,

pois a lei do cancelamento ¢ valida num dominio de integridade. Tendo em vista que
1 = bd, segue que b é inversivel. Assim, dado que ¢ # 0 nao é inversivel e ¢ = ab implica
que a ou b sao inversiveis, conclui-se que c é irredutivel.

iii) Seja p € R primo, e a,b € R tais que p = ab. Note que p|ab, pois
p = plg = ab. Como p é primo, p|a ou p|b. Se pla, a = pr, para algum r € R. Segue que
a = pr = abr e, consequentemente, 1z = br. Portanto, b é inversivel e conclui-se que p é
irredutivel. Se p|b, de modo andlogo mostra-se que a é inversivel.

iv) (<) Seja R um dominio principal e p € R primo. Como consequéncia
imediata do item anterior, p é irredutivel.
(=) Seja p € R irredutivel. Segue que (p) é maximal no conjunto S de todos os ideais
proprios de R (pelo item (ii)). Como p é irredutivel, segue que (p) é maximal (item (ii)).
Ainda, tem-se que (p) é primo pelo Teorema 2.14. Conclui-se, pelo item (i), que p é primo.

v) Vamos mostrar que, se ¢ € R é irredutivel e d € R é associado a ¢, entao d é

irredutivel. De fato, ¢ = du, com u inversivel (Teorema 3.2, reciproca do item (vi), pois R é
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um dominio de integridade). Inicialmente, note que d # 0, pois se d = 0, ¢ = du = Ou = 0,
contradizendo o fato de que c¢ é irredutivel. Se d = ab, com a,b € R, entao ¢ = du = abu.
Segue que a é inversivel ou bu o é. Se a é inversivel, segue que d = ab é irredutivel; se
bu é inversivel, segue que b também o é, pois b~' = b~ lu"tu = (ub)~! = (bu)'u. Agora,
b[(bu) " u] = bu(bu)~! = 1x. Logo, d = ab é irredutivel.

vi) Seja r € R irredutivel e u € R inversivel. Pelo Teorema 3.2 (iii), temos
que ulr. Seja p € R tal que p e r s@o associados, isto é, p|r e r|p, segue que p é divisor
de r. Suponha que existe ¢ € R tal que ¢|r e ¢ ndo é inversivel. Segue que r = gm, para
algum m € R. Como r é irredutivel, m é inversivel. Logo, r e ¢ sdo associados (Teorema
3.2(vi)). Conclui-se, dessa forma, que os tnicos divisores de um elemento r € R sao seus

associados e os elementos inversiveis de R.

]

A partir da demonstracao apresentada é possivel perceber que varias partes
do Teorema 3.4 sao validas para anéis comutativos arbitrarios.

As definigoes expostas até o momento num anel comutativo arbitrario sao as
analogas dos conceitos de divisibilidade e niimeros primos no anel Z. Na verdade, tratam-
se das mesmas defini¢oes, visto que Z é um caso particular de anel comutativo.

Como cada elemento em 7Z pode ser escrito de forma tinica como um produto
finito de elementos irredutiveis, tem-se que Z é um exemplo de dominio de fatoracao tinica

(também dito dominio fatorial ou DFU).
Definicao 3.5. Um dominio de integridade R é wm dominio de fatoracao tnica se:

i) todo elemento nao nulo e nao inversivel a em R pode ser escrito como a = ¢1¢y . . . Cp,

com cy,...,Cp 1rredutiveis;

i) sea =cicy...cp € a=didy...dy (¢, d; irredutiveis), entao n = m e para alguma

permutacdo o de {1,2,...,n}, ¢; e dy) sio associados para todo i.

Algumas observagoes se fazem pertinentes. Inicialmente, note-se que é ne-
cessario que um dominio de fatoracao unica seja um dominio de integridade. Se esse nao
fosse o caso, nao seria possivel garantir que o produto de dois elementos nao nulos fosse
também nao nulo; em segundo lugar, observa-se que num dominio de fatoracao tnica, ele-
mentos irredutiveis sao também primos. Portanto, elementos primos e irredutiveis sao os
mesmos nessa estrutura. Ja se hd mostrado que em um dominio de integridade (em par-
ticular, num dominio de fatoracdo tnica), elementos primos sao irredutiveis. O seguinte

teorema mostra a reciproca.

Teorema 3.6. Em um dominio fatorial R, elementos irredutiveis sao primos.
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Demonstragao. Seja R um DFU e p € R com p irredutivel. Sejam a,b € R tais que
plab, isto é, ab = pc, com ¢ € R. Pela condigao (i) da Definicao 3.5, a,b e ¢ podem ser
fatorados em elementos irredutiveis. Sejam a =ay---a,, b="5by---b,, e c =c¢y--- ¢, com
a;, b; e ¢; irredutiveis a fatoracao dos elementos a,b e c¢. Segue que ab = ay - --a,by--- b,
e pc = pcy---cx. Como ab = pe, segue que aj---ayby---b, = p(c;---¢x). Tendo em
vista que R é um dominio fatorial, pela condigao (ii) da Defini¢ao 3.5, observa-se que
n+m =k+1epé associado a algum dos fatores a; de a ou a algum dos fatores b; de b.

Portanto, p|a ou p|b. Conclui-se, assim, que p é primo. [

Por fim, ressalta-se que a Definigao 3.5(ii) nao é trivial, pois existem dominios
de integridade nos quais todos os elementos podem ser fatorados como um produto finito
de irredutiveis, mas em que essa fatoragao nao ¢ unica. Um dominio de integridade com

essa propriedade ¢ ilustrado no exemplo a seguir.

Exemplo 3.6.1. Adaptado de [4]. Considere R = {a + b\/10|a,b € Z} = Z[y/10] um
subanel do corpo R e uma funcio N : R — Z definida por a + bv/10 +— (a + bv/10)(a —
bv/10) = a® —10b%. A funcdo N, chamada norma, é tal que N(uv) = N(u)N(v), Vu,v € R
e N(u) = 0 se, e somente se, u = 0.

De fato, sejam u = a + bv/10 e v = ¢ + d\/10. Verifica-se

N(uv) = N(ac+ adv/10 + bey/10 + 10bd)

N{((ac + 10bd) + (ad + be)+/10)

(ac)? + 20acbd 4+ 100(bd)? — 10((ad)? + 2adbc + (be)?)
(ac)* — 10(ad)? — 10(bc)? + 100(bd)?,

enquanto que

N(u)N(v) = (a*—100%)(c* — 10d?)
= (ac)* —10(ad)? — 10(bc)? + 100(bd)>.

Portanto, N(uv) = N(u)N(v). A partir disso, é possivel inferir outro resultado
referente & funcdo norma: se ulv, entdo N(u)|N(v). De fato, se u|v, existe k € Z[/10]
tal que v = uk. Pelo que foi demonstrado anteriormente, N(v) = N(uk) = N(u)N(k),
ou seja, N(u)|N(v).
Agora, se u = 0 =0+ 0v/10, N(u) = 02 — 10 - 02 = 0. Reciprocamente, se
N(u) = 0, seque que
a’?— 100> = 0
a’> = 100?
a = =+bV10.
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Como a,b € Z, a tnica solucao é a = b = 0, ou seja, u = 0.

Observa-se ainda que u € R é inversivel se, e somente se, N(u) = +1. Suponha
que u = a+by/10 é inversivel, isto é, existe u~! = ¢+ dv/10 € R tal que uu~" = 1. Temos
que N(u)N(u™') = N(uu™') = N(1) = 1. Como N(u), N(u™!) € Z, a tnica solugao
para a N(u)N(u™') =1¢é N(u) = Nu™') =1 ou N(u) = N(u™') = —1. Portanto,
N(u) = +1.

Reciprocamente, se N(u) = +1, segue que a* — 100> = +1, o que implica que
(a+bv/10)(a — by/10) = +1. Como a + bv/10 € R, segue que +(a — by/10) é o inverso de
u.

Considere os elementos 2, 3,4+ /10 e 4 —v/10. Note que, pelo provado acima,
os elementos elencados nao sdo inversiveis pois N(2) = 4, N(3) = 9, N(4 + /10) = 6.

Contudo, os elementos sao irredutiveis, como se demonstra a seguir:

e 2 ¢ irredutivel. Suponha, por absurdo, que 2 nao seja irredutivel. Como 2 é nao
nulo e nao inversivel (pois N(2) # +1), resta supor que existem u,v € R tais que

2 = wv, com u, v nao inversiveis. Segue que

Como N(u) # £1 e N(v) # £1, segue que N(u) = N(v) = £2.
Mostrar-se-4 que tais elementos nao existem em Z[v/10]. De fato, se u = a + by/10,

verifica-se que N(u) = a® — 100> = +2. Reduzindo a médulo 5, observa-se que
a’? — 106> = 2 (mod 5). Como 10 = 0 (mod 5), segue que a*> =2 (mod 5).

Apbs testar cada elemento de Zs, verifica-se que nao existe a € Zs tal que a? = 2
(mod 5). Portanto, nao existe u € R tal que N(u) = £2.

Assim, 2 nao ¢ irredutivel em Z[+/10].

e 3 é irredutivel. Suponha, por absurdo, que 3 nao seja irredutivel. Como 3 é nao
nulo e N(3) # +1, devem existir u,v € Z[v/10] nao inversiveis tais que 3 = uwv.
Teriamos, entao,

N(3) = N(uv) = N(u)N(v) = 9.

Visto que N(u),N(v) # £1, resta que N(u) = N(v) = £3. Supondo que existe
u = a+ byv/10 € Z[10] tal que N(u) = 3, terfamos que a® — 106> = 3. Reduzindo
a médulo 5, temos que a®> = 3 (mod 5). Pela verificacao dos elementos de Zs,
percebe-se que tal a ndo existe. Logo, ndo existe u € Z[v/10] tal que N(u) = 3.

Assim, 3 ¢ irredutivel em Z[v/10].
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e 4 4+ /10 é irredutivel. De fato, suponha que 4 + /10 nao seja irredutivel. Como
4410 #0e N(4++/10) = 6, devem existir u,v € Z[/10], ndo inversiveis, tais
que uv = 4 + +/10.

No entanto,
N(44V10) = N(u)N (v) = 6.

Como N(u), N(v) # £1, pelo fato de que os elementos nao sao inversiveis, resta
que N(u), N(v) = £2 ou N(u), N(v) = £3. Pelo mostrado anteriormente, tais
elementos nao podem existir. Logo, 4 + /10 é irredutivel em Z[v/10].

Agora, considere o elemento 6 = 6 + 0/10 € R. Note que 6 = 2 -3, com 2 e
3 irredutiveis em Z[v/10] e 6 = (4 +1/10)(4 — v/10), com 4 + /10 e 4 — /10 irredutiveis
em R. Dessa forma, observa-se que em R a fatoracao do elemento 6 em um produto de
elementos irredutiveis existe, mas nao é unica. Isso justifica a necessidade do segundo

item da Definicao 3.5.

Tendo em vista a relagao entre elementos irredutiveis e ideais primos e o exem-

plo do anel Z, parece plausivel que todo dominio de ideais principais é um DFU.
Teorema 3.7. Todo o dominio de ideais principais R € um dominio de fatoracdo unica.

Isso de fato se verifica e o teorema sera demonstrado apropriadamente. No
entanto, cabe ressaltar que a reciproca nao é verdadeira, pois existem anéis (a saber, o
anel de polinomios Z[x|) que sdo dominios de fatorac¢ao tinica sem ser dominios principais.
A fim de demonstrar o Teorema 3.7 é necessario se ter em mente, além do que

ja foi apresentado, os resultados a seguir:

Lema 3.8. Se R € um anel de ideais principais e (a1) C (ay) C ... € uma cadeia de ideais

em R, entao existe um inteiro positivo n tal que (a;) = (a,) Vj > n.

Demonstragao. Seja A = U(ai). Pelo Teorema 2.7, A é um ideal de R. Visto que todos
i>1
os ideais de R sdo principais, A é principal. Digamos que A = (a). Como a € A = U(ai),
i>1
segue que a € (a,) para algum n. Assim, pela Definigao 2.8, (a) C (a,).

Assim, para todo j > n, (a) C (a,) C (a;) C A = (a). Conclui-se que
(a,) = (a;), para todo j > n. O

Teorema 3.9 (Teorema da Recursao). Se S é um conjunto, a € S e para qualquer
neNf,: S — 8 ¢éuma funcao, entao existe uma unica funcao ¢ : N — S tal que

#(0)=a e p(n+1) = f.(p(n)), para todo n € N.
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A demonstragao do Teorema 3.9 nao serd apresentada por se distanciar do
objetivo do trabalho. No entanto, a mesma pode ser encontrada em [4, p. 10].

Ainda, é necessario ter em mente o Axioma da Escolha, dentre suas varias
formulagoes, a mais adequada aos objetivos de seu uso no trabalho é: seja C' uma colegao

de conjuntos nao vazios. E possivel escolher um elemento de cada conjunto de C'.

Demonstracao do Teorema 3.7. Seja R um dominio principal. Seja S o conjunto de todos
os elementos nao nulos e nao inversiveis de R que nao podem ser fatorados como um
produto finito de elementos irredutiveis. Primeiramente, serd demonstrado que S é vazio
e, portanto, todo elemento nao nulo e nao inversivel de R tem ao menos uma fatoragao
como um produto finito de elementos irredutiveis. Em seguida, demonstrar-se-a que essa
fatoracao é unica.

Suponha que S nao é vazio e que a € S. Segue que (a) # R pelo Teorema
3.2(iv). Ainda, observa-se que (a) estd contido num ideal maximal (¢) pelo Teorema 2.15.
Como (c) é maximal em R, em particular (¢) é maximal no conjunto dos ideais préprios
de R. Assim, o elemento ¢ ¢é irredutivel em R, pelo Teorema 3.4(ii).

Como (a) C (¢), temos que c|a (Teorema 3.2(i)). Visto que S # ) por hip6tese,
é possivel escolher, para cada a € S, um divisor irredutivel ¢, de a, com ¢, € (¢) (Axioma
da Escolha).

Como R é um dominio de integridade, ¢, determina um tinico elemento nao
nulo z, € R tal que c,x, = a. Note que z, ¢é de fato tinico. Se y, € R fosse outro elemento
com a propriedade que c,y, = a, ter-se-ia c,y, = c,x, implica que y, = x4, pela lei do
cancelamento em dominios de integridade.

Afirma-se que z, € S, ou seja, x, nao é nulo, nao é inversivel e nao pode
ser fatorado como um produto finito de irredutiveis. Ja dispomos que z, # 0. Entao,
inicialmente, serd mostrado que x, nao é inversivel. Supondo, por absurdo que x, fosse
inversivel, terfamos que a = ¢,x, implica que a é associado a ¢, (Teorema 3.2(vi)). Como
¢, € irredutivel, a também o seria (Teorema 3.4(v)), o que implica que a = a pode ser
fatorado como um produto de irredutiveis, contrariando a hipétese de que a € S (isto é,
a nao pode ser fatorado). Portanto, conclui-se que z, nao é inversivel.

Agora, sabendo que z, nao é inversivel suponhamos, por absurdo, que z, ¢ S.
Isso implica que x, pode ser fatorado como um produto finito de irredutiveis. Seja tal
fatoracao x, = ¢y --- ¢, com ¢; irredutiveis. Segue que a = C,Ty = C4C1 -+ * Cp, COM Cq, C;
irredutiveis, contrariando a hipdtese de que a € S. Portanto, z, nao pode ser fatorado
como um produto de elementos irredutiveis.

Como z, nao ¢é inversivel, é¢ nao nulo e nao pode ser fatorado num produto de

irredutiveis, conclui-se que z, € S.
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Além disso, afirma-se que (a) € (z,). Como a = ¢,z,, temos que z,|a, impli-
cando que (a) C (x,), pelo Teorema 3.2(i). Mas se (a) = (z,), ter-se-ia que (z,) C (a),
implicando que alz, e que x, = ay para algum y € R. Assim, a = ¢,z, = cuya, impli-
cando 1 = ¢,y. Mas isso contradiz o fato de que ¢, é irredutivel (portanto nao inversivel).
Assim, (a) € (z,)-

Pelo exposto até agora é possivel considerar que a funcao f : S — S dada por
f(a) = z, é bem definida. Utilizando o Teorema da Recursao e tomando f = f, para
todo n, existe uma funcdo ¢ : N = S tal que ¢(0) = a e p(n + 1) = f(p(n)) = 24w,
para n > 0.

Aplicando a fungao ¢ recursivamente:

p(1) = ¢(0+1) = f(¢(0)) = f(a) = 2a, denotado por ay;

p(2) = e(1+1) = f(p(1)) = f(a1) = 2a,, denotado por ay;

5
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—+
-
~—
I
—
—
5
DO
~—
~—
Il

f(ay) = x4,, denotado por as;

Assim se obtém uma sequéncia de elementos de S : a, aq, as, ... tais que:
a=coty = (a) C (x,) exy €8

denotando x, = a1, temos a; = ¢4, %4, = (a1) S (4,) € T4, € S

denotando x,1; = ag, temos ag = €4, Ta, = (a2) C (74,) € T4, € 5;

Denotando x,, = a,i1, obtemos a cadeia de ideais (a) € (a1) € (a2) <
(az) € .... Mas isso contradiz o Lema 3.8, pois qualquer que seja n € N, (a;) # (an).
Portanto, conclui-se que S é vazio, isto é, todos os elementos nao nulos e nao inversiveis
de R podem ser fatorados como um produto de elementos irredutiveis. Resta mostrar
que essa fatoracao é de fato tnica. Para tal, suponha que a = ¢;---¢, = dy---d,,, com
¢;,d; irredutiveis. Ja foi mostrado que ¢;, d; também sao primos, pois R é um dominio
principal.

Usando a associatividade de R, temos que ¢i(co---¢,) = dy---d, implica
que c1|d; para algum d;. Sem perda de generalidade, pode-se afirmar que c¢;|d; (pela

comutatividade de R). Segue que d; = cjuy, com w; inversivel.
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Assim, escrevemos
C1Cy -+ Cp = Crundy -+ - dpy,
e, pela lei do cancelamento em dominios de integridade,
Co o Cp=tuydy - dy,.
Suponha que para 1 <1 < k < n,d; = u;c;, com u; inversivel. Temos que

C1-CpCgy1 " Cp — (U101 e 'Ukck)dk+1 o dy,

Cl"'Cka+1"'Cn — (Cl"'ck)(ul"'uk)dk+1"'dm
Chat - Cn = (uy-up)depy - dpm
—1 —1
Ck+1...cnu1 uk — dk—i—l"'dm
-1 -1
ck+1(ck+2...cnu1 uk) — dk+1"'dm-

Segue que Cji1|dgt1 -+ - dpy, OU seja, ¢y divide d; para algum k + 1 < j < m. Portanto,

Cz|dz \4) e, assim, dz = C;U;. Entao

C1C2- " Cp = ClUy - Cplplpiy -+~ dpy,
ClCQ"‘Cn — (Cl"'cn>(Ul"‘un)dn-',—l"'dm-
Logo,
lp=(uy - uy)dps1--dp (3.1)

Mas perceba que isso implica que os d; sao inversiveis, contrariando a hipdtese
de que sao irredutiveis. Como consequéncia, m = n. Pelas consideracoes anteriores, cada
¢; € associado a algum d;. Portanto, a fatoragao é iinica num dominio principal.

Serd demonstrada agora a afirmagao em (3.1). Seja R é um dominio principal
e sejam pi,pe € R tais que p1py € inversivel. Vamos mostrar que p; e ps sao inversiveis.
Como pypy € inversivel, existe z € R tal que (p1p2)z = 1g = pi(pez) = 1, logo p; é
inversivel.

Ainda, (p1p2)z = p1(p2z) = (p12)pa = po é inversivel.

Suponha que p; - --p, é inversivel. Se py - - - p,pno1 for inversivel, entao existe
xr € Rtal que (py -+ pppni1)r = 1, 0 que equivale a (py - - - px)ppy1 = 1 de onde se conclui
que p,.1 € inversivel.

Observamos que a comutatividade e a existéncia da identidade sao necesséarios

para garantir a igualdade em (3.1). O

Exemplo 3.9.1. Ja foi visto que Z € um dominio principal. Temos também que Z é um
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dominio fatorial. O elemento 15, por exemplo, pode ser fatorado em produto de elementos
irredutiveis como 15 = 3-5 = (=3)(=5) = (=5)(—=3) =5-3, onde 3 ¢ —3, 5 e —5 sdo

associados respectivamente.

Alguns dominios de integridade tém caracteristicas particulares que nao sao

compartilhadas pelos demais.

Definicao 3.10. Seja N o conjunto dos inteiros nao negativos e R um anel comutativo.

R ¢ um anel Euclidiano se existe uma fungao ¢ : R\{0} — N tal que

i) sea,be R eb#0, entio p(a) < p(ab);

ii) sea,b € R eb# 0, entdo existem q,r € R tal que a = qb+r, comr =0, our #0 e
p(r)<e(b).

Um anel Euclidiano que é um dominio de integridade € dito um dominio Fuclidiano.

A Defini¢ao 3.10 é uma generalizacao do algoritmo de Euclides dos ntimeros
inteiros. A funcao Euclidiana ¢ nos permite “medir” se um elemento do conjunto é menor
que outro.

Algumas observacoes se fazem pertinentes. Inicialmente, a funcao Euclidiana
nao é necessariamente tinica num dominio Euclidiano, como sera apresentado nos exemplos
que se seguem. Ainda, os elementos ¢, € R também nao sao necessariamente Uinicos.
Por fim, é possivel observar que qualquer conjunto bem ordenado, como Z, por exemplo,

pode ser usado no lugar de N para definir a funcao Euclidiana.

Exemplo 3.10.1. Como exemplos de dominios Fuclidianos elencam-se Z. com a fun¢ao
o(z) = |z|; Z com a fungao p(x) = 2%, F sendo um corpo qualquer com a funcio o(x) =
1Vx € F.

Com relagao aos anéis Euclidianos, é possivel demonstrar que sao anéis prin-

cipais. Como consequéncia, os dominios Euclidianos sao dominios de fatoracao unica.

Teorema 3.11. Seja R um anel Fuclidiano. Entdo R € um anel principal com identidade.

Consequentemente, todo dominio Euclidiano é um dominio de fatoragao unica.

Demonstracao. Seja I um ideal nao nulo de R. Queremos mostrar que I é principal. E
possivel escolher a € I de forma que p(a) é o menor inteiro no conjunto dos inteiros
nao negativos {¢(z)|r # 0,2 € I'}. Tal a existe pelo fato de que p(z) € N, que é bem

ordenado, isto é, qualquer subconjunto de N possui um elemento minimo.
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Seja b € I. Como R é Euclidiano, entao b = ga +r, com r = 0 our # 0 e
o(r) < p(a). Como a € I, segue que aq € [ = —aq € [ = r =b—aq € I, por I ser um
ideal e b € I.

Como ¢(r) < ¢(a) contradiz a escolha de a, segue que r = 0 e, portanto,
b = qa, implicando que b € Ra. Consequentemente, I C Ra C (a) C I (pelo Teorema
2.9). Assim, I = Ra = (a). Dado que I é um ideal arbitrdrio, todos os ideais de R sao
gerados por um tunico elemento. Conclui-se que R é um anel principal.

Agora, como R é ele mesmo um ideal, R = Ra para algum a € R. Entao
a = ae = ea para algum e € R. Se b € R = Ra, entao b = xa para algum x € R. Assim,
be = (za)e = z(ae) = za = b. Ou seja, e ¢ a identidade multiplicativa de R.

Um dominio Euclidiano é, em particular, um anel Euclidiano; um dominio
principal é, em particular um anel principal. Assim, é possivel concluir, por conta do

Teorema 3.7, que os dominios Euclidianos sao dominios de fatoracao tnica. O

Observa-se, todavia, que a reciproca do Teorema 3.11 nao é verdadeira. Exis-

tem dominios principais (consequentemente, fatoriais) que nao sao Euclidianos.

Exemplo 3.11.1. O dominio D = {zlé + ZQ—V;w, 21, 29 € Z, de mesma paridade} nao

¢ Buclidiano. Uma demonstragdao da validade desse exemplo pode ser encontrada em [1].

Feitas as consideracoes acerca de fatoracao e divisibilidade em anéis, é possivel
definir 0 maximo divisor comum (mdc) num anel, bem como algumas propriedades e

resultados referentes aos mesmos.

Definicao 3.12. Seja X um subconjunto nao vazio de um anel comutativo R. Um ele-

mento d € R € dito maior divisor comum de X se:
i) dla, Va € X;
i) cla, Ya € X = ¢|d.

Algumas observacoes se fazem pertinentes neste momento. Inicialmente, frisa-
mos que o mdc de um conjunto nem sempre existe. Tomando como exemplo E = 2Z o
anel dos inteiros pares, observamos que 2 nao tem divisores, pois 1 ¢ E, enquanto que 2
e 4 nao tém um maior divisor comum.

Ainda, mesmo quando um mdc de ay,as, ..., a, existe, 0 mesmo nao é neces-

sariamente tnico.

Exemplo 3.12.1. Considere o anel Z[i] = {a + bi | a,b € Z,i = \/—1} (inteiros de
Gauss). Os elementos 2, —2,2i e—2i sao mazximos divisores comuns de 2 e 4, nos termos
da Definicao 3.12.
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Apesar disso, em um anel comutativo dois mdc’s quaisquer sao associados. De
fato, sejam d; e dy mdc’s de ay, as, ..., a,. Por defini¢ao, d;|a;, Vi e da]a;, Vi. Ainda, pela
Definigao 3.12(ii), temos que d;|dy e do|d;. Portanto, d; e dy sdo associados. Isso é bem
ilustrado no exemplo anterior.

Em relagao aos elementos associados ao mdc de um conjunto, tem-se o seguinte

resultado:

Teorema 3.13. Qualquer elemento associado ao mdc de um subconjunto nao vazio X

contido em um anel R é, ele proprio, um mdc de X.

Demonstra¢ao. Considere que d € R é um mdc de X e d' é associado a d. Para todo
a; € X, constata-se que d|a;, isto é, a; = dm;, para algum m; € R. Mas como d'|d,
d = d'k, para algum k € R. Segue que a; = d'km;, ou seja, d'|a;, Vi.

A condigao (ii) da Definicao 3.12 é sempre satisfeita. Basta notar que d’
associado a d implica que d'|d. Logo um elemento associado a um mdc de X é, ele

préprio, um mdc de X. O

Por fim, se R é um anel com identidade e aq, as, ..., a, tem 1z como seu mdc,

entao os elementos aq, as, ..., a, sao ditos primos relativos.
Teorema 3.14. Sejam ay,as,...,a, elementos de um anel comutativo R com identidade.

i) O elemento d € R é um mdzimo divisor comum de {ay,aq,...,a,} tal que d =

airy + -+ + ay,ry, para algum r; € R se, e somente se, (d) = (a1) + (az) + -+ (an).

ii) Se R é um anel principal, entdo existe um mdzimo divisor comum de ay,as, .. ., Gy,

e cada mdc € da forma ayry + - -+ + a,r, onde r; € R.

ii1) Se R é um dominio de fatorac¢ao tnica, entdo existe um mdzimo divisor comum de

a1,02,...,0yn.

Antes de demonstrar o Teorema 3.14, convém observar que fora das hipdteses
do item (i) ndo se implica que d pode ser expresso como uma combinagao linear de
{al, as, . .. ,an}.

A fim de justificar o exemplo a seguir, convém demonstrar a seguinte pro-

posicao acerca de normas.

Proposicao 3.14.1. Seja R um anel e N : R — 7Z uma func¢ao norma que preserva a
multiplicagao. Se ula e ulb, entdo N(u)| mdc{N(a), N(b)}.

Demonstragao. J& foi mostrado que se x|y, entdo N(z)|N(y). Segue que N(u)|N(a) e
N(u)|N(b). Isso significa que N(u) é um divisor comum de {N(a), N(b)}. H& dois casos

a serem considerados:
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i) Se N(u) é o maior divisor comum de {N(a), N(b)}, entdao N(u)|mdc{N(a), N(b)}
(trivial);

ii) se N(u) nao é o mde de {N(a), N(b)}, segue que N(u)|mdc{N(a), N(b)} pela De-
fini¢ao 3.12(ii).

Assim N (u)| mde{N(a), N(b)}. O

Com essas consideracoes, apresentar-se-a um exemplo de que o mdc de dois

elementos nao pode ser escrito como combinacao linear desses elementos.

Exemplo 3.14.1. Considere o anel Z[\/l_O] estudado anteriormente, com a mesma fun¢ao
norma. Observa-se que mdc{2,4 4+ v/10} = 1. Isso se dd pelos sequintes fatos: 1|2 e
114 ++/10 (trivial). Ainda, supondo que existe u € Z[v/10] tal que u|2 e u|4 4+ /10 temos
que N(u)|mdc{N(2), N(4++/10)} = mdc{4,6} = 2, isto é, N(u)|2. Os tinicos divisores
inteiros de 2 sdo +1 e +2. Jd foi visto que ndo existe u € Z[v/10] tal que N(u) = £2.
Portanto, N(u) = %1, implicando que u € inversivel e u|l.

Serd mostrado agora que 1 ndao pode ser escrito como combinacado linear de 2
e 4 ++/10. De fato, supondo que existam x,y € Z[\/10] tais que seja possivel denotar

=2z + y(4 + V10) = 22 + 4y + y/10, obtém-se o sequinte sistema:

20 +4y =1

yv10 =0

cuja solugao é y =0, x = 5 ¢ Z[\/10]. Isto significa que o sistema nao tem solugio em
Z[v10] e que 1 = mdc{2,4 4+ v/10} ndo é uma combinagao linear de 2 e 4 + +/10.

Demonstracao do Teorema 3.14. i) (=) Suponha que d = ria; + reas + - -+ + rpa, é um
mdc de ay, as, . .., a,. Pela Definigao 3.12, d|ay, ..., d|a,. Segue, pelo Teorema 3.2(i), que
(a1) C (d),...,(a,) C (d). Como (d) é um ideal — e a soma de ideais ¢ um ideal — temos
que (a1) + (az) + -+ + (an) C (d).

Para a outra contingéncia, note que d = ria; + - - - +7rpa, € (a1) +- -+ (a,) e,
pelo Teorema 2.10, (ay) + - - - + (a,) é um ideal de R. Logo (d) C (a1) + (a2) + - + (an)
e, portanto, (d) = (a1) + (az) + - - - + (an).

(<) Assume-se agora que (d) = (a1)+(az)+- - -+ (a,). Como R tem identidade
e aj,as, . ..,a, estao no centro de R (pois R é comutativo), temos, pelo Teorema 2.9(v)
que (a;) = a;R = Ra;, Ya;.

Ainda, d € (d) = (a1) + (a2) + - - - + (a,) pelo Teorema 2.9(iv), pois R tem

identidade. Segue que d = ria; + reas + - - - + rpa, para algum r; € R.
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Agora, (d) = (a1)+(az)+- -+ (a,) implica que cada (a;) C (d) e, pelo Teorema
3.2(i), d|a;, Vi. Entao d é um divisor de cada a;.

Suponha, agora, que ¢ € R também seja um divisor de cada a;. Pelo Teorema
3.2(i), (a;) C (c¢) para cada a;. Mas como (¢) é um ideal, temos que (d) = (a1) + (a2) +

-+ (an) C (c) e, pelo Teorema 3.2(i), segue que c|d.

Assim, pela Defini¢ao 3.12, d é um méaximo divisor comum de {ay,--- ,a,}.

(ii) Seja R um anel principal e aj,as,...,a, € R. Pelo Teorema 2.10, (a;) +
(ag) + -+ + (a,) é um ideal de R. Como R é principal, todos os ideais sao gerados
por um unico elemento. Entao (a;) + (az) + --- + (an) = (d) para algum d € R. Pelo
item (i), se sucede que d é um méaximo divisor comum de {ay,as,...,a,} e é da forma
d=riay +reas+ -+ r,a,.

Considere que d’ é um outro mdc de {ay,as, - ,a,}. Foi mostrado anterior-
mente que d e d' sao associados, o que implica que d|d’. Ou seja, existe r € R tal que

d =dr. Como d = ria; + reas + ... + rya,, a distributividade de R justifica que

d = r(ria; +mray+ -+ ryay)
= rria; +rraas + - 10,

/ / /
= ray+ryas+ -+ 1,0,

onde r; = rr; € R. Dessa forma, qualquer mdc de {a,as,...,a,} é da forma d =
ria) 4 Tl + A Tyl

iii) Suponha que R é um dominio de fatoragao unica. Se algum dos a; for

inversivel, temos que mdc{a;,...,a,} é 1. Se nenhum deles for inversivel e nao nulo,
entdo para cada a; € R, temos a; = ¢""'cy"™ - ¢ com ¢y irredutiveis e distintos e

cada m;; > 0 (o que possibilita a utilizagao de expoentes nulos quando necessario), sendo

possivel d = 1 caso nao existam fatores comuns entre os a;.
k

Caso existam fatores comuns, segue que o elemento d = cllcé€2 ool com
k;j = min{my;, maj, ..., my;} é um divisor de cada ay, as, ..., a,. Vamos supor que existe

um ¢ € R que também seja um divisor de cada a;. Como R é um dominio fatorial,
¢ = dydy---d;, com d; irredutiveis. Como ¢ = dydy---d; divide a; = " ey - - ",
entdo cada d; divide a;. Mas como cada ¢; é irredutivel (néo inversivel, por defini¢ao), o

fato de que d;|a; implica que d; é associado a ¢;, para algum c;.

Entao, ¢ = c'cy?--- ¢/ para algum n; > 0. Se cada n; < k;, entdo c|d.
Suponha, agora, que n;* > k;* para algum ix. Entao existe um a; = ¢}"'¢5"? - - - cf,ﬁ* ceeett

e ¢ nao divide este a;, 0 que é uma contradicao.
Conclui-se, assim, que n; < k; e c|d. Isto é, d é um méaximo divisor comum de

A1,092,...,0y.
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O

Teorema 3.15. Se R é um dominio de fatoracao unica, a,b € R sao primos relativos e

albe, entao alc.

Demonstragao. Inicialmente, ha de se considerar que se mdc(a,b) =1 e a = a’fl coeakn

b =b"---bir, entao a; e b; sao primos relativos. De fato, se a; e b; ndo fossem primos
relativos, para algum i, j existiria d € R tal que d|a; e d|b; e d = mdc(a;,b;). Logo,
dk; = a; e dkj = bj, ou seja, a = a'fl coodk; - akr b= b -+ dk; - b, implicando que
d|a e d|b, contradizendo a hipétese de que a, b sdo primos relativos.

Supondo, agora, que exista ¢ € R, com ¢ = ¢ - - - ¢; tal que a 1 c. Pelo anterior,
a; 1 ¢, para todo i, k. Como a { b por hipétese, e a;, b;, ¢i sao irredutiveis, segue a 1 be, o
que é um absurdo.

Logo, alc. [



4 ANEIS DE POLINOMIOS

Muitos do resultados estudados até o momento podem ser ilustrados em um

tipo de anel bem conhecido: o anel de polinomios numa variavel.

Definicao 4.1. Seja R um anel. Um polindmio numa variavel sobre R é uma sequéncia
(ag,ai,...,an,...), onde a; € R para todo indice i, e a; # 0 somente para um nimero
finito de indices. Seja R[x] o conjunto de todos os polinémios numa varidvel sobre R.

R[z] € um anel com as operagoes definidas por

(ao,al,...) -+ (bo,bl,...) = (a0+bo,a1 +b1,...)

(ao,(ll, . .)(bg,bl, .. ) = (Co,Cl, . )

n
onde ¢, = E Ap—ib;.
i=0

Algumas observagoes se fazem pertinentes. Se R é comutativo (respectiva-
mente, tem identidade, é um dominio de integridade), R[z| também o é. Considerando
que R tem identidade, o elemento (0, 1g,0,...) € R[z] serd denotado por z. Assim, qual-
quer polinomio nao nulo f = (ag,a1,...,a,-1,0,,0,0,...) pode ser escrito de maneira

n
tnica como f = ag + a1z + -+ + a,z" = Zaixi € R[z]\ {0}. Os termos a; € R sao

i=0
chamados coeficientes, e ag ¢ o termo constante.

Definicao 4.2. Seja R um anel e seja f(x) = Zaixi € R[z]\ {0}, com a, # 0. O
1=0

inteiro n se chama grau de f(x). O coeficiente a, se chama coeficiente lider de f(x).

Quando o coeficiente lider for igual a 1, o polinomio é dito monico.

E conveniente definir o grau do polindmio nulo como sendo —oo e adotar as
seguintes convengoes acerca de grau0) = —oo: (—o0) <ne (—o0)+n = —o0 =n-+(—o0)
para qualquer inteiro n; (—o0) + (—00) = —oo. Dessa maneira, é possivel fazer com que
o algoritmo da divisao de polinémios seja similar ao algoritmo de Euclides na divisao de
nimeros inteiros.

Antes de apresentar o algoritmo da divisao de polinomios e sua demonstracao,

¢ conveniente demonstrar um resultado relativo ao grau do produto de polinomios.
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Teorema 4.3. Seja R um anel e f,g € R[z]. Entao, grau fg < grau f + graug. Em

particular, se R é um dominio de integridade, grau fg = grau f + graug.

Demonstragao. Para ocasoemque g = f =0, o resultado é trivial. Supondo que f, g # 0,

verifica-se que f = Z a;x’ tem graun e g = Z b;z' tem grau m. Segue que
=0 =0

fg - aObO +--+ (an—lbm + anbm—1)$n+m_1 + anbmxm+n

tem grau nao maior do que m + n.
Ou seja, grau(fg) < grau f + graug.
Se R for um dominio de integridade, se garante que a,b,, # 0. Portanto,

grau(fg) = grau f + graug. O

Teorema 4.4 (Algoritmo da divisdo de polinomios). Seja R um anel com identidade e
f, g € R[x] polindmios nao nulos tais que o coeficiente lider de g é inversivel em R. Entdo

existem polinomios q,r € R|x] unicamente determinados tais que
f=4qg+r e graur < graug.

Demonstracao. (Existéncia) Se graug > grau f, basta tomar ¢ = 0 e r = f. Caso
graug < grau f, é possivel escrever f = a2 + ---+ag e g = bp,x™ + --- + by, com
ap, by # 0,m < mn e b, inversivel em R.

Procede-se por inducao sobre grau f = n. Para n = 0, temos que m < 0 implica em
m = 0, pois m é nao negativo. Assim, f = ag,g = by e by possui inverso. Tomando

q=bylag e r =0, temos que graur < graug e
qg + 1 = by ‘aghy = ag = f.

Como hipétese indutiva, suponha a existéncia de polinomios ¢ e r satisfazendo a condicao
do teorema para polindmios de graus menores do que n = grau f. Considere o polinémio
(a,b tz"~™) g. Temos:
(anbtz™™™) (b ™ + by 2™ 4 4 b)) =
= a4, 2" + by o 12" - 4 an b e ™

E facil ver que (anb,tx"~™) g tem coeficiente lider a, e grau n. Segue que

1

f=(anby'a"™™) g = au2" +ap12""" a0 — 2" — A1y b1 2" = —anby Do T

- (an—l - an—lb;&bm_l) [En_l + -+ (an_m — anbr_nlbo) " 4+ -+ ap,
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¢ um polindmio de grau menor que n.

Pela hipdtese indutiva, existem polinomios ¢’ e r tais que
f = (anb,'z" ™) g =q'g+r e graur < graug,

f=(anb, " ™) g+ dg+r
f= [(anb;nlx”_m) + q/] g+

Tomando-se ¢ = (a,b,'z"™™) + ¢, temos f = qg + 7.

(Unicidade) Suponha que os polinémios 71, q1,72,q2 € R[z] sejam tais que
f=qg+r=qg+reegraur; < graug (ou r; = 0) e graury < graug (ou 19 = 0).
Entao ¢1g 4+ 71 = qag + 12 implica que (1 — ¢2)g = 12 — 11.

Considerando que o coeficiente lider b, de g é inversivel, segue que

grau(qr — ¢2) + graug = grau [(¢: — g2)g] = grau(ry —r1).

Como grau(ry — r;) < max(graury, graur;) < graug, a igualdade acima é verdadeira
apenas se grau(qi, q¢z) = —oo = grau(ry —ry). Consequentemente, g —qa = 0ery—1r =0,
comprovando a unicidade requerida.

]

A partir do Teorema 4.4 é possivel extrair alguns corolarios acerca da divisi-

bilidade e de fatoracao em anéis de polinémios.

Corolario 4.4.1 (Teorema do Resto). Seja R um anel com identidade e

n

flz) = Z a;v" € R[x].

=0
Para qualquer ¢ € R existe um unico q(z) € R[z| tal que f(z) = q(z)(z —¢) + f(c).

Demonstragao. Se f = 0, verifica-se que f(c) = 0,Ve € R. Assim, basta tomar ¢(x) = 0.
Temos g(z)(x —¢) + f(c) =0(x —c) +0=0= f.

Supondo que f # 0. Pelo Teorema 4.4, existem polinomios ¢,r € R[z] unicamente
determinados tais que f(z) = q(z)(z —c¢) +r(x) e graur(z) < grau(x —c) = 1. Segue que

r(z) = r ¢ um polindmio constante (possivelmente 0).
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n—1

Se q(x) = Z bz’ | segue que

j=0

f@) = q@)(x—c) +r
f(l’) = bn—lxn - Cbn—lmn_l + bn—2xn_1 — = Cbll’ + boflf — boC +r

f(l') = bnflxn + <_Cbn71 + bn72) xn—l + -+ <_Cb1 + bo) T — boC +7r

n—1
f(x) = —boc+ Z (—cby + b)) 2" + by_ya™ + 1.
k=1

Dai, tomando & = ¢ e substituindo em f(z) e agrupando os termos semelhantes

nos somatorios, obtém-se:

n—1
f(c) = —boc+ Z (—Cbk + bk,l) &+ b1 +1r
k=1
n—1 n—1
= —boC + Z —Ck—ku + Z Ckbk_l + bn_lc" +r
L k=1 k=1
= Z —" by, + Z Fby_y + 7
k=0 k=1
= _Cbo_"'_Cnbn—1+0b0+"'+cnbn_1+’r‘
= 04+r=r.

Assim, conclui-se que para todo ¢ € R existe um unico ¢ € R[z] tal que
f(@) = q(z)(z — )+ flc). -

Outra consequéncia do Teorema 4.4 relaciona anéis de polinomio de uma

variavel sobre um corpo e dominios fatoriais.

Corolério 4.4.2. Se F é um corpo, entao o anel de polinomios F[x] € um dominio Eucli-
diano. Consequentemente, F[z| é um dominio principal e um dominio de fatoracao inica.

Os elementos irredutiveis de Flx] sao os polinémios constantes nao nulos.

Demonstrac¢ao. Assume-se como conhecido que F[z] é um corpo. Consequentemente, F[z]
¢ um dominio de integridade.

Considere a funcao ¢ : Flz]\ {0} — NU{0} definida por ¢(f) = grau f. Dado
que todo elemento de [F é inversivel, temos que grau fg = grau f + graug > grau f. Pelo
Teorema 4.4 existem polinomios ¢,r € F[z] tais que f = gg + r, com graur < graug.
Logo (F[z], ¢) satisfaz a Defini¢ao 3.10.

Pelo Teorema 3.11, F[z] é um dominio principal e, consequentemente, um

dominio de fatoragao tunica.
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Para a segunda parte, considere que se f é inversivel em F[z|, entao existe
g € F[x] tal que fg = 1. Segue que 0 = graul = grau fg = grau f + graug.

Como grau f e graug sao nao negativos, grau f + graug = 0 implica que
grau f = graug = 0. Assim, f é um polindomio constante e nao nulo (pelo fato de ser
inversivel). Reciprocamente, se f é um polinémio constante e nao nulo de Flz|, segue que
f €F. Como F é um corpo, existe f~! € F C F[z] também ¢ um polinémio constante
nao nulo.

Assim, é possivel concluir que os elementos inversiveis de F[z] sao polinémios constantes

nao nulos. O

A seguir sera demonstrado que os fatores monicos de grau 1 de um polinomio

f € R[x] podem ser relacionados com as raizes de f em R.

Definicao 4.5. Seja R um subanel de um anel comutativo S, c € S e f = Z a;7" € R|7]
i=0
tal que f(c) = 0. Entao, ¢ € uma raiz ou zero de f (ou ainda, uma solugao da equa¢ao

polinomial f(x) =0).

Teorema 4.6. Seja R um anel comutativo com identidade e f € R[x]. Entao ¢ € R é

uma raiz de f se, e somente se, x — c divide f.

Demonstracao. (=) Supondo agora que ¢ € R é uma raiz de f(z). Temos que f(c) = 0.
Pelo Corolério 4.4.1, f(z) = q(z)(x — ¢) + f(c). Como f(c) = 0, temos que f(z) =
q(z)(x — ¢), ou seja, (z — )| f(z).

(<) Pelo Corolédrio 4.4.1, tem-se que f(z) = q(z)(x — ¢) + f(c), Ve € R. Agora, se
(x — ¢)|f, entdo existe h(x) € R[x] tal que h(x)(z — ¢) = f(z). Segue que h(z)(x —¢) =
q(z)(x — ¢) + f(c), implicando em [h(x) — q(x)] (x — ¢) = f(c). Substituindo ¢, temos
7€) = () — ()] (c — &) = 0.

Portanto, se (z — ¢)|f(x), segue que f(c) =0 e ¢ é uma raiz. O

Exemplo 4.6.1. Considere o polinémio f(x) = x? + 2x + 1 sobre Z. Verifica-se, pela
aplicagao do Teorema 4.6, que —1 € uma solucao para esse polinomio, pois x—(—1) = z+1
e(@®+2rx+1)=(x+1)(x+1), isto 6 x+1|a*+2z+1.



5 CONSIDERACOES FINAIS

Como mencionado, o objetivo do trabalho foi estender nocoes de divisibilidade
e fatoragao em Z para estruturas algébricas mais gerais, por meio de definigoes precisas e
de resultados deduzidos a partir dessas defini¢oes e dos pré-requisitos apresentados.

Foi possivel concluir que algumas condigoes sao necessarias para que os concei-
tos de divisibilidade e fatoracao tinica estejam bem definidos. Inicialmente, é necesséario
que os anéis em questao sejam comutativos - para a divisibilidade - e dominios de in-
tegridade - para a fatoracao. Ainda, inferir que ha uma relacao muito forte entre a
divisibilidade de elementos e os ideais gerados por esses elementos.

A fatoracao tnica (a menos de multiplicagdo por elementos inversiveis) nao
¢ uma propriedade exclusiva do conjunto Z, pois qualquer dominio principal possui fa-
toracao tunica, sabendo-se que nem todos os dominios fatoriais sao dominios principais.

A divisao e a fatoracao sao bem definidas em anéis de polindmios de uma
variavel sobre anéis comutativos, o que é muito em diversas dreas da Matematica, como
a Algebra e o Célculo, pois permite a resolugao de certos problemas envolvendo limites.

Dessa forma, é possivel perceber que a divisibilidade e a fatoracao em anéis
comutativos constitui uma area de estudo substancial, nao apenas dentro da Algebra, mas
também na Matemadtica em geral.

Dada a natureza do trabalho e a extensao do tema pesquisado, nao se tinha a
intencao de esgotar o assunto. Mas foi possivel levantar os primeiros elementos para que

a pesquisa possa ser retomada posteriormente.

41



REFERENCIAS

1]

CAMPOLI, O. A. A principal ideal domain that is not a euclidean domain. The
American Mathematical Monthly, Mathematical Association of America, v. 95,
n 9, p.868-871. 1988. Disponivel em <http://www.jstor.org/stable/2322908> .

DOMINGUES, H.; IEZZI, G. Algebra Moderna, 4° ed. Sao Paulo: Atual, 2003.

GARCIA, A.; LEQUAIN, Y. Elementos de Algebra, 6° ed., Rio de Janeiro: IMPA,
2015.

HUNGERFORD, T. W. Algebra. 8° ed. New York. Springer-Verlag, 1974.

LANG, S. Algebra, 3° ed., New York: Springer-Verlag, 2002.

42



