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RESUMO

O presente trabalho constitui um estudo sobre fatoração e divisibilidade
em anéis comutativos. São apresentadas diversas definições e teoremas
relativos a anéis e ideais, bem como resultados acerca de divisibilidade e
fatoração em anéis comutativos. Dentre essas definições, se apresentam
os domı́nios de fatoração única e alguns resultados atrelados aos mesmos,
mostrando que os números inteiros são um caso particular dessas estrutu-
ras. Por fim, são levantados elementos relativos à fatoração em anéis de
polinômios de uma variável.

Palavras-chave: Anéis comutativos. Fatoração. Domı́nios de fa-

toração única.



ABSTRACT

This paper is a short study about factorization and divisibility in commu-
tative rings. Many definitions related to rings, ideals and their relation
to factorization are given in the text. Among them, the concept of uni-
que factorization domains is introduced, as well as some results related to
them, and the fact that the integers are a particular case of this algebraic
structure. Also, some general results about factorization in the ring of
polynomials in one indeterminate over a ring R are presented.

Key-words: Commutative rings. Factorization. Unique factori-

zation domains.
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3 FATORAÇÃO E DIVISIBILIDADE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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1 INTRODUÇÃO

Este trabalho visa apresentar um breve estudo sobre fatoração e divisibilidade

em anéis comutativos, de modo a estender para anéis comutativos arbitrários alguns

conceitos e resultados presentes e válidos no anel Z dos números inteiros.

Os conceitos de fatoração e divisibilidade têm importância em diversas áreas,

tanto da Matemática, quanto fora dela. Por exemplo: os algoritmos de criptografia RSA

e de curvas eĺıpticas. Enquanto o conceito de divisibilidade se faz presente na aritmética

modular, que por sua vez possui uma vasta gama de aplicações tais como: o relógio de

ponteiro e o Cadastro de Pessoas F́ısicas (CPF).

No primeiro caṕıtulo se apresenta uma série de definições e resultados que são

necessários para a compreensão do tema estudado. Das quais destacamos a definição de

anéis, ideais principais, primos e maximais e suas estruturas particulares.

O segundo caṕıtulo trata de definições e resultados relativos à divisibilidade e

fatoração em anéis comutativos. Dentre as definições, destacam-se as de elementos primos

e irredut́ıveis, domı́nios de fatoração única, domı́nios Euclidianos, máximo divisor comum

e uma série de teoremas e propriedades afins.

Por fim, apresentam-se resultados gerais acerca de fatoração em anéis de po-

linômios de uma variável sobre anéis comutativos. Entre esses resultados, serão demons-

trados o algoritmo da divisão de polinômios e a divisibilidade de um polinômio f(x) por

um monômio x− c, sendo c uma raiz de f .

A fim de tornar a compreensão do trabalho mais acesśıvel, serão apresentados

vários exemplos e demonstrações relativos ao tema proposto.

O referencial teórico principal utilizado ao longo do texto é baseado em [4] e [3].

Sendo o tema abordado bastante amplo, ressaltamos que o trabalho não visa esgotá-lo.
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2 PRELIMINARES

O presente caṕıtulo trata das definições e teoremas necessários (a t́ıtulo de

pré-requisito) para a compreensão geral do problema pesquisado.

Definição 2.1. Um conjunto não vazio G munido de uma operação binária · : G×G → G

é denominado um grupo abeliano se:

i) ∀a, b, c ∈ G, a (bc) = (ab) c;

ii) ∃e ∈ G tal que ea = ae = a (elemento neutro);

iii) ∀a ∈ G existe a−1 ∈ G tal que aa−1 = a−1a = e, ou seja, todos os elementos são

inverśıveis;

iv) ∀a, b ∈ G, ab = ba.

Uma observação pertinente é que, quando o grupo G é aditivo, denotamos

e = 0G.

Um conceito indispensável para o estudo do tema pesquisado é o de anel.

Conforme definido em [4], temos que:

Definição 2.2. Um anel é um conjunto não vazio R dotado de duas operações binárias

(geralmente denotadas por adição (+) e multiplicação(·)) tal que:

i) (R,+) é um grupo abeliano;

ii) ∀a, b, c ∈ R, (ab)c = a(bc) (associatividade da multiplicação);

iii) a, b, c ∈ R, a(b + c) = ab + ac e (a + b)c = ac + bc (distributividade à esquerda e à

direita da multiplicação sobre a adição).

Se ainda:

iv) a, b ∈ R, ab = ba, se diz que o anel é comutativo.

Se existe um elemento 1R ∈ R tal que

v) 1Ra = a1R = a, se diz que R é um anel com identidade.

O conjunto {c ∈ R|cr = rc, ∀r ∈ R} é chamado de centro do anel R, e denotado

por C(R). Se um anel R é comutativo, então todos os seus elementos pertencem ao centro.

Vejamos alguns casos particulares de anéis.
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Definição 2.3. Um anel D com identidade 1D 6= 0 em que todos os elementos não nulos

são inverśıveis é chamado de anel de divisão. Um corpo é um anel de divisão comutativo.

Definição 2.4. Um anel comutativo (R,+, ·) com identidade 1R 6= 0 é chamado domı́nio

ou domı́nio de integridade se satisfaz a seguinte condição:

∀x, y ∈ R\ {0} , xy 6= 0.

Uma consequência importante da Definição 2.4 é a lei do cancelamento. Num

domı́nio de integridade R, se x, y, z ∈ R, com z 6= 0 e xz = yz, segue que x = y. A lei do

cancelamento será utilizada algumas vezes ao longo deste trabalho. Dessa forma, convém

apresentar uma demonstração da validade desta lei. Seja R um domı́nio de integridade e

x, y, z ∈ R tal que z 6= 0 e xz = yz. Temos que xz = yz ⇒ xz−yz = 0R ⇒ (x−y)z = 0R.

Como R é um domı́nio de integridade, z = 0R ou x − y = 0R. Por hipótese, z 6= 0R.

Portanto, x− y = 0R, de onde se conclui que x = y.

Exemplo 2.4.1. O anel Z dos números inteiros é um domı́nio de integridade. O conjunto

E dos inteiros pares é um anel comutativo sem identidade.

Exemplo 2.4.2. Para qualquer n ∈ N, o conjunto Zn das classes de equivalência módulo

n é um anel. Se p ∈ Z é primo, então Zp é um corpo.

Um outro conceito relevante para o assunto pesquisado é o de ideal. De acordo

com [2], o próprio conceito de ideal surgiu em termos históricos, a partir das tentativas

de matemáticos em resolver problemas de fatoração única.

Definição 2.5. Seja R um anel e S um conjunto não vazio de R que é fechado em relação

às operações de R. Se S é um anel com as operações de R, S é chamado de subanel de

R. Um subanel I de um anel R é um ideal à esquerda se

r ∈ R e x ∈ I ⇒ rx ∈ I;

I é um ideal à direita se

r ∈ R e x ∈ I ⇒ xr ∈ I;

I é um ideal se for ideal à direita e à esquerda simultaneamente.

Um ideal I (à esquerda) de R tal que I 6= {0} e I 6= R é dito um ideal próprio.

Se R é um anel com identidade 1R e I é um ideal, então I = R se, e somente se, 1R ∈ I.

Consequentemente, um ideal não nulo I de R é próprio apenas se I não possui elementos
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inverśıveis. Supondo que u ∈ R é inverśıvel e u ∈ I, ter-se-ia que 1R = u−1u ∈ I. Em

particular, qualquer anel de divisão D não tem ideais próprios, pois todos os elementos

não nulos de D são inverśıveis.

Exemplo 2.5.1. No anel R das matrizes n × n sobre um anel de divisão D, seja Ik o

conjunto de todas as matrizes que têm entradas não nulas apenas na coluna k. Verifica-se

que Ik é um ideal à esquerda, mas não é um ideal à direita. Se Jk é o conjunto de todas

as matrizes com entradas não nulas apenas na linha k, verifica-se que Jk é um ideal à

direita, mas não é um ideal à esquerda.

Exemplo 2.5.2. Para qualquer n ∈ Z, verifica-se que nZ é um ideal de Z, pois para

qualquer p ∈ Z, x = nk ∈ nZ ocorre que px = pnk = n(pk) ∈ nZ e xp = n(kp) ∈ nZ.

Exemplo 2.5.3. Em qualquer anel R, verifica-se que R e {0} são ideais de R, conhecidos

conhecidos como ideais triviais.

Um resultado prático para verificar se um determinado subconjunto de um

anel é um ideal é apresentado no seguinte teorema:

Teorema 2.6. Um subconjunto não vazio I de um anel R é um ideal à esquerda (resp.

à direita) se, e somente se, para quaisquer a, b ∈ I e r ∈ R:

i) a, b ∈ I ⇒ a− b ∈ I; e

ii) a ∈ I, r ∈ R ⇒ ra ∈ I (resp. ar ∈ I).

Demonstração. (⇒) Sendo I um ideal, segue que I é um subanel. Ainda, se a, b ∈ I,

então −b ∈ I, pois (I,+) é um grupo. Logo, a + (−b) = a − b ∈ I. Além disso, se

a ∈ I, r ∈ R, é trivial que ar ∈ I, pois I é um ideal.

(⇐) Inicialmente, observe que (I,+) é um grupo abeliano, pois se verifica que:

i) a associatividade de (+) é herdada de R;

ii) como a ∈ I, então a− a = 0 ∈ I. Logo, existe elemento neutro;

iii) seja a ∈ I. Como 0 ∈ I, 0 − a = −a ∈ I, logo todos os elementos têm inversos

aditivos;

iv) comutatividade de (+) é herdada de R.

Ainda, a associatividade de (·) e distributividade também são herdadas de R. Assim, I é

um subanel.

Por fim, como a ∈ I, r ∈ R implica ra ∈ I, o subanel I é um ideal.
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Teorema 2.7. Seja R um anel com identidade e A = {Ai|i ∈ I} uma cadeia de ideais

em R. Então, A =
⋃

i∈I

Ai é um ideal em R.

Demonstração. Sejam a, b ∈ A então a ∈ Ai e b ∈ Aj para algum i, j ∈ I. Mas como A
é uma cadeia, tem-se que Ai ⊂ Aj ou Aj ⊂ Ai. Sem perda de generalidade, suponha que

Aj ⊂ Ai. Dessa forma, a, b ∈ Ai. Como Ai é um ideal, segue que a − b, ra ∈ Ai, ∀r ∈ R

(Teorema 2.6). Visto que Ai ⊂ A, a− b, ra ∈ A. Assim, A é um ideal.

Existem ideais com caracteŕısticas espećıficas que são relevantes para o tema

estudado. Isso motiva a seguinte definição:

Definição 2.8. Seja X um subconjunto de um anel R. Seja {Ai|i ∈ I} a famı́lia de todos

os ideais (à esquerda) de R que contêm X. Então,
⋂

i∈I
Ai é chamado de ideal (à esquerda)

gerado por X, e denotado (X).

Um ideal (x) gerado por um único elemento é chamado de ideal principal. Um

anel de ideais principais é um anel em que todos os ideais são principais. Se um anel

de ideais principais também é um domı́nio de integridade, será chamado de domı́nio de

ideais principais ou apenas domı́nio principal.

Exemplo 2.8.1. Z é um domı́nio principal.

Exemplo 2.8.2. Z[x], o anel de polinômios em uma variável sobre Z não é um domı́nio

principal.1

Exemplo 2.8.3. (Adaptado de [2, p. 258]) O conjunto I = {x ∈ Z|9 divide 21x} é um

ideal principal em Z, gerado pelo elemento 3. De fato, se x, y ∈ I, então 9|21x e 9|21y e,

portanto, 9 é divisor de 21x− 21y = 21(x− y), igualdade que mostra que (x− y) ∈ I. Se

x ∈ I, então 9|21x e dáı segue que 9|21(ax), qualquer que seja a ∈ Z, ou seja, ax ∈ I.

Pelo Teorema 2.6, conclui-se que I é um ideal. Sendo um ideal em Z, então I é gerado

pelo menor de seus elementos estritamente positivos. Uma verificação direta mostra que

esse elemento é o número 3. Portanto, I = (3). Ou seja, I é um ideal principal em Z.

O teorema a seguir é importante para o tema pesquisado.

Teorema 2.9. Seja R um anel, a ∈ R e X ⊂ R.

i) O ideal principal (a) consiste de todos os elementos da forma ra+as+na+
m∑

i=1

riasi,

com r, s, ri, si ∈ R,m ∈ N∗, n ∈ Z.

1Anéis de polinômio serão considerados com mais detalhes no Caṕıtulo 4.
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ii) Se R tem identidade, então (a) =

{
n∑

i=1

riasi|ri, si ∈ R, n ∈ N

}

.

iii) Se a está no centro de R, então (a) = {ra+ na|r ∈ R, n ∈ Z}.

iv) Ra = {ra|r ∈ R} (resp. aR = {ar|r ∈ R}) é um ideal à esquerda (resp. à direita)

em R (que pode não conter a). Além disso, se R tem identidade a ∈ Ra e a ∈ aR.

v) Se R tem identidade e a está no centro de R, então Ra = (a) = aR.

vi) Se R tem identidade e X está no centro de R, então (X) consiste em todas as somas

finitas r1a1 + . . .+ rnan (n ∈ N∗, ri ∈ R, ai ∈ X).

Demonstração. i) Sejam r′ ∈ R e a′ ∈ I, onde I é o conjunto de todos os elementos da

referida forma. Então,

r′a′ = r′

(

ra+ as+ na+
m∑

i=1

riasi

)

= r′ra+ r′as+ r′na+ r′
m∑

i=1

riasi

= r′ra+ r′na+ r′as+ r′
m∑

i=1

riasi

= (r′r + r′n)a+
m+1∑

i=1

r′iasi ,

onde r′i = r′ri, rm+1 = r′ e sm+1 = s.

Nota-se que (r′r+r′n)a+
m+1∑

i=1

r′iasi ∈ I pelo fato de que r′r+nr′ ∈ R. Conclui-

se que I é um ideal à esquerda pois, dado r′ ∈ R, a′ ∈ I, segue que r′a′ ∈ I. Analogamente,

I é um ideal à direita. Ainda, se r = s = ri = si = 0, n = 1, então a ∈ I.

Seja, agora, I ′ qualquer ideal que contém a. Segue que ra ∈ I ′ e ria ∈ I ′, pois

I ′ é um ideal (à esquerda) por hipótese.

Ainda, as, riasi ∈ I ′, pois I ′ também é um ideal à direita.

Por fim, na = a+ a+ . . .+ a
︸ ︷︷ ︸

n−vezes

∈ I ′, pois I ′ é um subanel de R (fechado para

a adição). Dáı segue que ra + as + na +
m∑

i=1

riasi ∈ I ′ e I ⊆ I ′. Isso significa que I é

um subconjunto de qualquer ideal que contém a, ou seja, I está contido na interseção de

todos os I ′. Logo, I = (a).

ii) Se R tem identidade 1R, é posśıvel indexar os elementos ra, as e na como

elementos da forma riasi, a fim de que possam ser descritos por meio do somatório. Isso se
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dá reescrevendo os elementos em questão da seguinte maneira: ra = ra1R = rm+1asm+1,

as = 1Ras = rm+2asm+2 e na = n(1Ra) = (n1R)a1R = rm+3asm+3. Assim, qualquer

elemento de (a) é da forma ra+ as+ na+
m∑

i=1

riasi =
m+3∑

i=1

riasi.

iii) Se a está no centro de R, qualquer elemento de (a) é da forma

ra+ as+ na+
m∑

i=1

riasi = ra+ sa+ na+
m∑

i=1

risia

=

(

r + s+
m∑

i=1

risi

)

a+ na

= r′a+ na ,

onde r′ = r + s+
m∑

i=1

risi.

iv) Sejam p, s, q ∈ R. Temos que pa − sa = (p − s)a = r′a ∈ Ra, r′ ∈ R e

qsa = (qs)a = r′′a ∈ Ra, r′′ ∈ R. Portanto, Ra é ideal à esquerda pelo Teorema 2.6. De

modo análogo, mostramos que aR é um ideal à direita.

Se 1R ∈ R é a identidade, basta escrever a = a1R ∈ aR. Analogamente, temos

1Ra ∈ Ra.

v) Pelo item iii), temos

(a) = {ra+ na|r ∈ R, n ∈ Z}
= {ra+ (n1R)a|r ∈ R, n ∈ Z}
= {(r + n1R)a|r ∈ R, n ∈ Z}
= {r′a|r′ ∈ R}
= Ra.

Como a está no centro de R, r′a = ar′∀r′ ∈ R e, assim, (a) = Ra = aR.

vi) Seja R um anel com identidade e X um subconjunto contido no centro de

R. Seja I um ideal que contém X e ai ∈ X. Como I é um ideal que contém ai, então I

deve conter (ai) (o “menor” ideal contendo ai). Como, por (v), (ai) = Rai, segue que I

deve conter Rai = {rai|r ∈ R}.
Sendo I um ideal, o elemento r1a1 + r2a2 + · · ·+ rnan pertence a I. Considere

I ′ = {r1a1 + · · ·+ rnan|ri ∈ R, ai ∈ X}. Consequentemente, I ′ ⊆ I. Para algum r ∈ R

e r1a1 + · · · + rnan ∈ I ′, o elemento r (r1a1 + · · ·+ rnan) = (rr1)a1 + · · · + (rrn)an ∈ I ′,

implicando que I ′ é um ideal à esquerda. Como ai está no centro de R, I ′ também é um

ideal à direita.

Temos, assim, que I ′ é um ideal de R que está contido em qualquer ideal que
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contém X. Isto é, I ′ está contido na intercessão de todos os ideais que contêm X. Assim,

conclui-se que I ′ = (X).

Dado um anel R, é posśıvel definir operações com conjuntos. Sejam A1, . . . , An

subconjuntos não vazios de um anel R. A adição de A1, · · · , An é definida da seguinte

maneira: A1 + A2 + · · ·+ An = {a1 + a2 + · · ·+ an|ai ∈ A, i = 1, 2, . . . , n}. Se A e B são

conjuntos não vazios de um anel R, o produto AB é denotado pelo conjunto de todas as

somas finitas {a1b1 + · · · + anbn | n ∈ N∗, ai ∈ A, bi ∈ B}. Se os conjuntos Ai são ideais

de R, o seguinte teorema garante que a soma de ideais é um ideal.

Teorema 2.10. Sejam A1, A2, . . . , An ideais (à esquerda) de um anel R. Então, a adição

A1 + A2 + · · ·+ An é um ideal (à esquerda) de R.

Demonstração. Sejam x, y ∈ A1 + A2 + · · · + An. Temos que x = a1 + a2 + · · · + an e

y = a′1 + a′2 + · · ·+ a′n. Segue que

x− y = (a1 + a2 + · · ·+ an)− (a′1 + a′2 + · · ·+ a′n)

= a1 + a2 + · · ·+ an − a′1 − a′2 − · · · − a′n.

Como R é um grupo abeliano, é posśıvel associar os elementos da seguinte

forma: (x − y) = (a1 − a′1) + (a2 − a′2) + · · · + (an − a′n). Visto que cada Ai é um ideal,

segue que (ai − a′i) ∈ Ai, para cada i. Assim, x− y ∈ A1 + A2 + · · ·+ An.

Seja r ∈ R. Temos que rx = r(a1 + a2 + · · · + an) = ra1 + ra2 + · · · + ran.

Como cada Ai é um ideal, rai ∈ Ai para cada i. Assim, rx ∈ A1 + A2 + · · ·+ An.

Conclui-se, pelo Teorema 2.6, que A1 + A2 + · · ·+ An é um ideal de R.

Se A e B são ideais de um anel R, então o produto de conjuntos AB tal qual

definido anteriormente também é um ideal de R. A demonstração é análoga à do Teorema

2.10.

Dois tipos de ideais que merecem destaque para o desenvolvimento do trabalho

serão caracterizados a seguir, a saber, são os ideais primos e maximais.

Definição 2.11. Um ideal P de um anel R é primo se P 6= R e, para quaisquer ideais

A,B ⊂ R,

AB ⊂ P ⇒ A ⊂ P ou B ⊂ P .

Teorema 2.12. Se P é um ideal de um anel R tal que P 6= R e para todo a, b ∈ R

ab ∈ P ⇒ a ∈ P ou b ∈ P,
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então P é primo. Por outro lado, se P é primo e R é comutativo, a rećıproca é verdadeira.

Demonstração. Sejam A e B ideais tais que AB ⊂ P mas A 6⊂ P . Então existe a ∈ A−P .

Para todo b ∈ B, ab ∈ AB ⊂ P . Mas por hipótese, ab ∈ P implica a ∈ P ou b ∈ P .

Como a /∈ P , segue que b ∈ P . Logo, B ⊂ P , isto é, P é primo.

Como P é um ideal e ab ∈ P , segue que (ab) ⊂ P . Agora, se presumimos que

R é comutativo, (a)(b) ⊂ (ab) ⊂ P .

Essa contingência se dá pelo seguinte motivo:

(a)(b) = {r1as1b+ · · ·+ rnasnb | n ∈ N∗, ri, si ∈ R}
= {r1s1ab+ · · ·+ rnsnab | n ∈ N∗, ri, si ∈ R}
= {q1ab+ · · ·+ qnab | n ∈ N∗, qi = risi ∈ R}
= {(q1 + · · ·+ qn)ab | n ∈ N∗, qi = risi ∈ R}
= {qab | q = q1 + · · · qn ∈ R, n ∈ N∗} ⊂ (ab)

Como P é primo, (a) ⊂ P ou (b) ⊂ P , concluindo-se que a ∈ P ou b ∈ P .

Exemplo 2.12.1. O ideal 2Z = {x ∈ Z|x = 2k, k ∈ Z} é primo em Z, pois se ab ∈ 2Z,

temos que 2|ab e, como 2 é primo, 2|a ou 2|b. Assim, a ∈ 2Z ou b ∈ 2Z.

Definição 2.13. Um ideal M em um anel R é maximal se M 6= R e para qualquer ideal

N tal que M ⊂ N ⊂ R se tem que ou N = M ou N = R.

Exemplo 2.13.1. Considere o anel Z. O ideal (3) dos múltiplos de 3 é maximal em Z.

No entanto, o ideal (4) não é maximal, pois (4) $ (2) $ Z.

Teorema 2.14. Seja R um anel comutativo com identidade. Todo ideal maximal M de

R é primo.

Demonstração. Suponha que M não seja primo, isto é, existem elementos a, b ∈ R tais

que ab ∈ M mas a /∈ M e b /∈ M . Como a soma de ideais é um ideal (Teorema 2.10),

temos que (a) +M e (b) +M são ideais em R.

Como a /∈ M , temos que M ( (a) +M e, como b /∈ M , M ( (b) +M .

Da hipótese de que M é maximal, é necessário que R = (a) +M = (b) +M .

Ainda, como 1 ∈ R, existem r ∈ R, m ∈ M tais que 1 = ar +m e s ∈ R, n ∈ M tais que

1 = bs+ n. Temos:
1 = 1 · 1 = (ar +m)(bs+ n)

= abrs+ arn+mbs+mn

Nota-se que abrs+ arn+mbs+mn ∈ M , pois ab, n,m ∈ M .

Dáı, 1 ∈ M . Mas já foi exposto que, para qualquer ideal M , 1 ∈ M ⇔ M = R,

contradizendo a hipótese de que M é maximal. Por isso, se ab ∈ M , deve-se ter a ∈ M

ou b ∈ M , implicando M ser primo. Logo, todo ideal maximal é primo.
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Observa-se, entretanto, que a rećıproca do Teorema 2.14 não é verdadeira.

Como contraexemplo, observamos que o ideal {0} × Z é primo em Z × Z, mas não é

maximal.

Teorema 2.15. Num anel não nulo R com identidade, ideais maximais sempre existem.

Ainda, todo ideal em R (exceto o próprio R) está contido num ideal maximal.

A fim de demonstrar esse teorema, é necessário ter em mente o Lema de Zorn,

enunciado a seguir.

Lema 2.16 (Lema de Zorn). Se A é um conjunto não vazio parcialmente ordenado tal

que toda cadeia em A tem um limitante superior em A, então A contém um elemento

máximo.

A demonstração do Lema 2.16 não será realizada por se desviar um pouco

do escopo do trabalho. No entanto, a mesma pode ser encontrada em [4, p. 10]. Não

obstante, algumas considerações se fazem pertinentes para a compreensão adequada do

resultado. Um conjunto parcialmente ordenado é um conjunto não vazio A com uma

relação ≤ em A×A, que é reflexiva, transitiva e antissimétrica. O conjunto parcialmente

ordenado pode ser denotado por (A,≤).

Dois elementos a, b ∈ A são comparáveis se a ≤ b ou b ≤ a. No entanto, num

conjunto parcialmente ordenado, não é necessário que dois elementos quaisquer sejam

comparáveis.

Uma ordem parcial de um conjunto A na qual quaisquer dois elementos são

comparáveis recebe o nome de ordem linear (ou total), e o conjunto é dito linearmente

ordenado.

Um elemento a ∈ A é um elemento máximo em A se para qualquer c ∈ A que

é comparável com a, ocorre que c ≤ a. Note que não é necessário termos c ≤ a para todo

c ∈ A, apenas para os c que são comparáveis com a.

Seja B ⊂ A um subconjunto não vazio. Um limitante superior de B é um

elemento d ∈ A tal que b ≤ d para todo b ∈ B. Um subconjunto não vazio B ⊂ A que

é linearmente ordenado é chamado de cadeia em A. Informações mais detalhadas acerca

da ordenação em conjuntos, que porventura se fujam dos objetivos do trabalho, podem

ser encontradas em [4]

Demonstração do Teorema 2.15. Observe que 0R é um ideal próprio, pois R 6= 0R por

hipótese. Se 0R for o único ideal próprio de R, garante-se que ele é maximal. Seja A

um ideal próprio de R e S o conjunto de todos os ideais B tal que A ⊂ B 6= R, isto

é, o conjunto de todos os ideais próprios de R que contêm A. Note que S 6= ∅, pois
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A ⊂ S. É posśıvel estabelecer uma relação de ordem parcial em S por meio da inclusão

de conjuntos, com a relação de ordem definida por B1 ≤ B2 ⇐⇒ B1 ⊂ B2. A fim de

aplicar o Lema 2.16 é necessário mostrar que toda cadeia C = {Ci|i ∈ I} de ideais em S
tem um limitante superior em S.

Seja C =
⋃

i∈I

Ci. Pelo Teorema 2.7, C é um ideal.

Ainda, A ⊂ Ci ∀i ∈ I, pois por definição, cada Ci é um ideal próprio de R em

S que contém A. Assim, A ⊂
⋃

i∈I

Ci = C. Como cada Ci ∈ S, Ci 6= R. Segue que 1R /∈ Ci

e, por conseguinte, 1R /∈
⋃

i∈I

Ci = C. Assim, C 6= R, implicando que C ∈ S.

Como a ordenação de S é dada pela inclusão de conjuntos, tem-se que C limita

superiormente a cadeia C, pois para todo i ∈ I, Ci ⊂
⋃

i∈I

Ci = C. Visto que C ∈ S, S tem

um limitante superior e, portanto, um elemento máximo (Lema 2.16).

Tendo em vista que os elementos de S são ideais próprios de R, o elemento

máximo de S é um ideal que contém todos os outros ideais próprios de R. Portanto, tal

elemento é um ideal maximal.

As definições e teoremas apresentados até o momento possibilitam a compre-

ensão da fatoração e divisibilidade em anéis comutativos, tema a ser tratado no caṕıtulo

seguinte.



3 FATORAÇÃO E DIVISIBILIDADE

Tomando como base o referencial teórico apresentado anteriormente, é posśıvel

construir as seguintes definições a respeito dos conceitos de divisibilidade e fatoração em

anéis comutativos.

Definição 3.1. Um elemento a não nulo de um anel comutativo R divide um elemento

b ∈ R (notação: a|b) se existir x ∈ R tal que ax = b. Os elementos a, b ∈ R são ditos

associados se a|b e b|a.

Praticamente todas as definições acerca de divisibilidade em anéis comutativos

podem ser formuladas em termos de ideais principais, como ilustrado no seguinte teorema:

Teorema 3.2. Sejam a, b e u elementos de um anel comutativo R com identidade.

i) a|b se, e somente se, (b) ⊂ (a).

ii) a e b são associados se, e somente se, (a) = (b).

iii) u é inverśıvel se, e somente se, u|r para todo r ∈ R.

iv) u é inverśıvel se, e somente se, (u) = R.

v) A relação “a é associado a b” é uma relação de equivalência em R.

vi) Se a = br com r ∈ R inverśıvel, então a e b são associados. Se R é um domı́nio de

integridade, a rećıproca é verdadeira.

Demonstração. i) (⇒) Como a|b, existe x ∈ R tal que ax = b. Como R é comutativo,

xa = b. Seja m ∈ (b). Tem-se que m = rb para algum r ∈ R. Como a|b, m = rax = rxa.

Como r, x ∈ R, rx ∈ R. Logo, m = (rx)a ∈ (a). Assim, (b) ⊂ (a).

(⇐) Note que b = b · 1R ∈ (b). Como (b) ⊂ (a) por hipótese, b ∈ (a), isto é, b =

ar, para algum r ∈ R. Portanto, a|b.
ii) (⇒) Será mostrado que (a) ⊂ (b) e (b) ⊂ (a). De fato, como a|b, temos que

(b) ⊂ (a) pelo item (i); como b|a, (a) ⊂ (b) pelo mesmo item. Logo, (a) = (b).

(⇐) Como (a) = (b), temos que (a) ⊂ (b) e (b) ⊂ (a). Pelo item (i), segue que b|a e a|b,
isto é, a e b são associados.

iii) (⇒) Seja u ∈ R um elemento inverśıvel. Dado r ∈ R, temos r = 1Rr =

uu−1r. Como u−1r ∈ R, basta tomar x = u−1r. Segue que r = ux, isto é, u|r.

19
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(⇐) Como u|r, ∀r ∈ R, em particular, u|1R. Assim, existe x ∈ R tal que ux = 1R. Como

R é comutativo, ux = 1R = xu. Portanto, u é inverśıvel.

iv)(⇒) É necessário lembrar que, pelo Teorema 2.9, (u) = {ru|r ∈ R} =

{ur|r ∈ R}. Tem-se que (u) ⊂ R pelo fato de (u) ser um ideal. Será mostrado que

R ⊂ (u). Seja r ∈ R. Como u é inverśıvel, existe u−1 ∈ R tal que uu−1 = 1R = u−1u.

Segue que r = r1R = ru−1u = r′u ∈ (u), pois ru−1 ∈ R. Assim, R ⊂ (u) e, consequente-

mente, R = (u).

(⇐) Como (u) = R e 1R ∈ R, então 1R ∈ (u). Logo, existe k ∈ R tal que uk = ku = 1R,

ou seja, u é inverśıvel.

v) É necessário mostrar que a relação “a e b são associados” é reflexiva,

simétrica e transitiva. De fato, sejam a, b, c ∈ R:

❼ Verifica-se que a|a, pois a = a1R e 1R ∈ R. Portanto, a|a, isto é, a é associado a a

e a relação é reflexiva.

❼ Supondo que a|b e b|a. Então b é associado a a, pois b|a e a|b. Desse modo, observa-se

que a relação é simétrica.

❼ Dados a, b, c ∈ R tais que a e b são associados e b e c são associados. Será mostrado

que a e c são associados. Como a|b e b|c, segue que

ax = b e bx′ = c ⇒ axx′ = c ⇒ ax′′ = c.

Como x′′ = xx′ ∈ R, temos que a|c. Como b|a e c|b, temos:

by = a e cy′ = b ⇒ cy′y = a ⇒ cy′′ = a,

onde y′y = y′′ ∈ R. Logo, c|a. Conclui-se que a e c são associados e a relação é

transitiva.

Consequentemente, a relação em questão é uma relação de equivalência.

vi) Como a = br, b|a. Pelo fato de r ser inverśıvel, existe r−1 ∈ R e, assim,

ar−1 = b, isto é, a|b. Portanto, a e b são associados.

A rećıproca pode ser escrita da seguinte maneira: se a e b são associados, então a = br,

com r inverśıvel. Suponha que R é um domı́nio de integridade e que a|b e b|a. Logo,

br = a e am = b, para r,m ∈ R. Logo, (am)r = a. Pela lei do cancelamento, segue que

mr = 1R, isto é, r é inverśıvel.

Exemplo 3.2.1. Considere o anel Z. Tem-se que (4) ⊂ (2) e 2|4 (i). Ainda em Z,

percebe-se que (−1) = {(−1)n | n ∈ Z} = Z e verifica-se que −1 é inverśıvel em Z (iv).
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A noção de elementos irredut́ıveis e primos é fundamental para o tema pesqui-

sado, pois os domı́nios de fatoração única a serem estudados posteriormente são definidos

em termos desses elementos.

Definição 3.3. Seja R um anel comutativo com identidade. Um elemento c ∈ R é dito

irredut́ıvel se:

i) c é não nulo e não inverśıvel;

ii) para quaisquer a, b ∈ R, c = ab ⇒ a ou b é inverśıvel.

Um elemento p ∈ R é dito primo se:

i) p é não nulo e não inverśıvel;

ii) para quaisquer a, b ∈ R, p|ab ⇒ p|a ou p|b.

Exemplo 3.3.1. Se p ∈ Z é primo, então −p e p são elementos irredut́ıveis e primos no

mesmo sentido da Definição 3.3. Agora, no anel Z6 dos restos da divisão por 6, tem-se

que 2 é primo. Contudo, 2 ∈ Z6 não é irredut́ıvel, visto que 2 = 2 · 4, mas nem 2 nem 4

são inverśıveis em Z6.

Elementos primos (resp. irredut́ıveis) possuem uma relação muito próxima

com ideais principais primos (resp. maximais) num anel R, como ilustra o teorema a

seguir.

Teorema 3.4. Sejam p e c elementos não nulos de um domı́nio de integridade R.

i) p é primo se, e somente se, (p) é um ideal primo não nulo.

ii) c é irredut́ıvel se, e somente se, (c) é maximal no conjunto S de todos os ideais

próprios de R.

iii) Todo o elemento primo de R é irredut́ıvel.

iv) Se R é um domı́nio principal, então p é irredut́ıvel se, e somente se, p é primo.

v) Todo associado de um elemento irredut́ıvel (resp. primo) de R é irredut́ıvel (resp.

primo).

vi) Os únicos divisores de um elemento irredut́ıvel de R são seus associados e os elemen-

tos inverśıveis de R.
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Demonstração. i) (⇒) Como p é primo, p 6= 0 e, assim, (p) 6= 0. Ainda, como p não é

inverśıvel, pelo Teorema 3.2(iv), segue que (p) 6= R. Sejam a, b ∈ R tais que ab ∈ (p).

Segue que ab é da forma rp, com r ∈ R, isto é, ab = rp, o que implica que p|ab. Como

p é primo, p|a ou p|b. Se p|a existe x ∈ R tal que a = px, isto é, a ∈ (p); se p|b, existe
y ∈ R tal que b = py, isto é, b ∈ (p). Logo, (p) é primo.

(⇐) Se (p) é um ideal primo e p|ab, então existe r ∈ R tal que ab = rp. Logo, ab ∈ (ab)

e segue que a ∈ (p) ou b ∈ (p). Se a ∈ (p), p|a; se b ∈ (p), p|b. Logo, p é primo.

ii) (⇒) Como c não é inverśıvel, (c) 6= R. Suponha que (c) não é maximal em

S, isto é, existe um ideal (a) 6= R tal que (c) ( (a). Como c ∈ (c) (pois R é comutativo e

tem identidade), segue que c ∈ (a). Assim, c = ar, para algum r ∈ R.

Dado que c é irredut́ıvel, a ou r são inverśıveis. Se a for inverśıvel, (a) = R, o que não

ocorre. Se r é inverśıvel e como c = ar, então c e a são associados (Teorema 3.2 (vi)), isto

é, c|a e a|c. Como c|a, (a) ⊂ (c) (Teorema 3.2(i)). Como, por hipótese (c) ( (a), segue

que (a) = (c), que é uma contradição. Logo, (c) é maximal em S.

(⇐) Será mostrado que, se (c) é maximal em S, então c é irredut́ıvel. De fato, como (c)

é maximal em S por hipótese, (c) 6= R e (c) 6= {0}. Logo, c não é inverśıvel (Teorema

3.2(iv)) e c 6= 0. Se c = ab para algum a, b ∈ R, temos que a|c e, assim, (c) ⊂ (a) (Teorema

3.2(i)). Como (c) é maximal em S por hipótese, segue que (c) = (a) ou (a) = R.

Se (a) = R, a é inverśıvel (Teorema 3.2(iv)); se (c) = (a), a e c são associados,

isto é, a|c e c|a. Como c|a, a = cd para algum d ∈ R. Assim,

a = cd = abd ⇒ 1R = bd,

pois a lei do cancelamento é válida num domı́nio de integridade. Tendo em vista que

1R = bd, segue que b é inverśıvel. Assim, dado que c 6= 0 não é inverśıvel e c = ab implica

que a ou b são inverśıveis, conclui-se que c é irredut́ıvel.

iii) Seja p ∈ R primo, e a, b ∈ R tais que p = ab. Note que p|ab, pois

p = p1R = ab. Como p é primo, p|a ou p|b. Se p|a, a = pr, para algum r ∈ R. Segue que

a = pr = abr e, consequentemente, 1R = br. Portanto, b é inverśıvel e conclui-se que p é

irredut́ıvel. Se p|b, de modo análogo mostra-se que a é inverśıvel.

iv) (⇐) Seja R um domı́nio principal e p ∈ R primo. Como consequência

imediata do item anterior, p é irredut́ıvel.

(⇒) Seja p ∈ R irredut́ıvel. Segue que (p) é maximal no conjunto S de todos os ideais

próprios de R (pelo item (ii)). Como p é irredut́ıvel, segue que (p) é maximal (item (ii)).

Ainda, tem-se que (p) é primo pelo Teorema 2.14. Conclui-se, pelo item (i), que p é primo.

v) Vamos mostrar que, se c ∈ R é irredut́ıvel e d ∈ R é associado a c, então d é

irredut́ıvel. De fato, c = du, com u inverśıvel (Teorema 3.2, rećıproca do item (vi), pois R é
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um domı́nio de integridade). Inicialmente, note que d 6= 0, pois se d = 0, c = du = 0u = 0,

contradizendo o fato de que c é irredut́ıvel. Se d = ab, com a, b ∈ R, então c = du = abu.

Segue que a é inverśıvel ou bu o é. Se a é inverśıvel, segue que d = ab é irredut́ıvel; se

bu é inverśıvel, segue que b também o é, pois b−1 = b−1u−1u = (ub)−1 = (bu)−1u. Agora,

b [(bu)−1u] = bu(bu)−1 = 1R. Logo, d = ab é irredut́ıvel.

vi) Seja r ∈ R irredut́ıvel e u ∈ R inverśıvel. Pelo Teorema 3.2 (iii), temos

que u|r. Seja p ∈ R tal que p e r são associados, isto é, p|r e r|p, segue que p é divisor

de r. Suponha que existe q ∈ R tal que q|r e q não é inverśıvel. Segue que r = qm, para

algum m ∈ R. Como r é irredut́ıvel, m é inverśıvel. Logo, r e q são associados (Teorema

3.2(vi)). Conclui-se, dessa forma, que os únicos divisores de um elemento r ∈ R são seus

associados e os elementos inverśıveis de R.

A partir da demonstração apresentada é posśıvel perceber que várias partes

do Teorema 3.4 são válidas para anéis comutativos arbitrários.

As definições expostas até o momento num anel comutativo arbitrário são as

análogas dos conceitos de divisibilidade e números primos no anel Z. Na verdade, tratam-

se das mesmas definições, visto que Z é um caso particular de anel comutativo.

Como cada elemento em Z pode ser escrito de forma única como um produto

finito de elementos irredut́ıveis, tem-se que Z é um exemplo de domı́nio de fatoração única

(também dito domı́nio fatorial ou DFU).

Definição 3.5. Um domı́nio de integridade R é um domı́nio de fatoração única se:

i) todo elemento não nulo e não inverśıvel a em R pode ser escrito como a = c1c2 . . . cn,

com c1, . . . , cn irredut́ıveis;

ii) se a = c1c2 . . . cn e a = d1d2 . . . dm (ci, dj irredut́ıveis), então n = m e para alguma

permutação σ de {1, 2, . . . , n}, ci e dσ(i) são associados para todo i.

Algumas observações se fazem pertinentes. Inicialmente, note-se que é ne-

cessário que um domı́nio de fatoração única seja um domı́nio de integridade. Se esse não

fosse o caso, não seria posśıvel garantir que o produto de dois elementos não nulos fosse

também não nulo; em segundo lugar, observa-se que num domı́nio de fatoração única, ele-

mentos irredut́ıveis são também primos. Portanto, elementos primos e irredut́ıveis são os

mesmos nessa estrutura. Já se há mostrado que em um domı́nio de integridade (em par-

ticular, num domı́nio de fatoração única), elementos primos são irredut́ıveis. O seguinte

teorema mostra a rećıproca.

Teorema 3.6. Em um domı́nio fatorial R, elementos irredut́ıveis são primos.
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Demonstração. Seja R um DFU e p ∈ R com p irredut́ıvel. Sejam a, b ∈ R tais que

p|ab, isto é, ab = pc, com c ∈ R. Pela condição (i) da Definição 3.5, a, b e c podem ser

fatorados em elementos irredut́ıveis. Sejam a = a1 · · · an, b = b1 · · · bm e c = c1 · · · ck, com
ai, bi e ci irredut́ıveis a fatoração dos elementos a, b e c. Segue que ab = a1 · · · anb1 · · · bm
e pc = pc1 · · · ck. Como ab = pc, segue que a1 · · · anb1 · · · bm = p(c1 · · · ck). Tendo em

vista que R é um domı́nio fatorial, pela condição (ii) da Definição 3.5, observa-se que

n+m = k + 1 e p é associado a algum dos fatores ai de a ou a algum dos fatores bi de b.

Portanto, p|a ou p|b. Conclui-se, assim, que p é primo.

Por fim, ressalta-se que a Definição 3.5(ii) não é trivial, pois existem domı́nios

de integridade nos quais todos os elementos podem ser fatorados como um produto finito

de irredut́ıveis, mas em que essa fatoração não é única. Um domı́nio de integridade com

essa propriedade é ilustrado no exemplo a seguir.

Exemplo 3.6.1. Adaptado de [4]. Considere R = {a + b
√
10|a, b ∈ Z} = Z[

√
10] um

subanel do corpo R e uma função N : R → Z definida por a + b
√
10 7→ (a + b

√
10)(a −

b
√
10) = a2−10b2. A função N , chamada norma, é tal que N(uv) = N(u)N(v), ∀u, v ∈ R

e N(u) = 0 se, e somente se, u = 0.

De fato, sejam u = a+ b
√
10 e v = c+ d

√
10. Verifica-se

N(uv) = N(ac+ ad
√
10 + bc

√
10 + 10bd)

= N((ac+ 10bd) + (ad+ bc)
√
10)

= (ac)2 + 20acbd+ 100(bd)2 − 10((ad)2 + 2adbc+ (bc)2)
= (ac)2 − 10(ad)2 − 10(bc)2 + 100(bd)2,

enquanto que

N(u)N(v) = (a2 − 10b2)(c2 − 10d2)

= (ac)2 − 10(ad)2 − 10(bc)2 + 100(bd)2.

Portanto, N(uv) = N(u)N(v). A partir disso, é posśıvel inferir outro resultado

referente à função norma: se u|v, então N(u)|N(v). De fato, se u|v, existe k ∈ Z[
√
10]

tal que v = uk. Pelo que foi demonstrado anteriormente, N(v) = N(uk) = N(u)N(k),

ou seja, N(u)|N(v).

Agora, se u = 0 = 0 + 0
√
10, N(u) = 02 − 10 · 02 = 0. Reciprocamente, se

N(u) = 0, seque que

a2 − 10b2 = 0

a2 = 10b2

a = ±b
√
10.
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Como a, b ∈ Z, a única solução é a = b = 0, ou seja, u = 0.

Observa-se ainda que u ∈ R é inverśıvel se, e somente se, N(u) = ±1. Suponha

que u = a+ b
√
10 é inverśıvel, isto é, existe u−1 = c+d

√
10 ∈ R tal que uu−1 = 1. Temos

que N(u)N(u−1) = N(uu−1) = N(1) = 1. Como N(u), N(u−1) ∈ Z, a única solução

para a N(u)N(u−1) = 1 é N(u) = N(u−1) = 1 ou N(u) = N(u−1) = −1. Portanto,

N(u) = ±1.

Reciprocamente, se N(u) = ±1, segue que a2 − 10b2 = ±1, o que implica que

(a+ b
√
10)(a− b

√
10) = ±1. Como a+ b

√
10 ∈ R, segue que ±(a− b

√
10) é o inverso de

u.

Considere os elementos 2, 3, 4+
√
10 e 4−

√
10. Note que, pelo provado acima,

os elementos elencados não são inverśıveis pois N(2) = 4, N(3) = 9, N(4 ±
√
10) = 6.

Contudo, os elementos são irredut́ıveis, como se demonstra a seguir:

❼ 2 é irredut́ıvel. Suponha, por absurdo, que 2 não seja irredut́ıvel. Como 2 é não

nulo e não inverśıvel (pois N(2) 6= ±1), resta supor que existem u, v ∈ R tais que

2 = uv, com u, v não inverśıveis. Segue que

4 = N(2) = N(uv) = N(u)N(v).

Como N(u) 6= ±1 e N(v) 6= ±1, segue que N(u) = N(v) = ±2.

Mostrar-se-á que tais elementos não existem em Z[
√
10]. De fato, se u = a+ b

√
10,

verifica-se que N(u) = a2 − 10b2 = ±2. Reduzindo a módulo 5, observa-se que

a2 − 10b2 ≡ 2 (mod 5). Como 10 ≡ 0 (mod 5), segue que a2 ≡ 2 (mod 5).

Após testar cada elemento de Z5, verifica-se que não existe a ∈ Z5 tal que a2 ≡ 2

(mod 5). Portanto, não existe u ∈ R tal que N(u) = ±2.

Assim, 2 não é irredut́ıvel em Z[
√
10].

❼ 3 é irredut́ıvel. Suponha, por absurdo, que 3 não seja irredut́ıvel. Como 3 é não

nulo e N(3) 6= ±1, devem existir u, v ∈ Z[
√
10] não inverśıveis tais que 3 = uv.

Teŕıamos, então,

N(3) = N(uv) = N(u)N(v) = 9.

Visto que N(u), N(v) 6= ±1, resta que N(u) = N(v) = ±3. Supondo que existe

u = a + b
√
10 ∈ Z[10] tal que N(u) = 3, teŕıamos que a2 − 10b2 = 3. Reduzindo

a módulo 5, temos que a2 ≡ 3 (mod 5). Pela verificação dos elementos de Z5,

percebe-se que tal a não existe. Logo, não existe u ∈ Z[
√
10] tal que N(u) = 3.

Assim, 3 é irredut́ıvel em Z[
√
10].
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❼ 4 ±
√
10 é irredut́ıvel. De fato, suponha que 4 ±

√
10 não seja irredut́ıvel. Como

4 ±
√
10 6= 0 e N(4 ±

√
10) = 6, devem existir u, v ∈ Z[

√
10], não inverśıveis, tais

que uv = 4±
√
10.

No entanto,

N(4±
√
10) = N(u)N(v) = 6.

Como N(u), N(v) 6= ±1, pelo fato de que os elementos não são inverśıveis, resta

que N(u), N(v) = ±2 ou N(u), N(v) = ±3. Pelo mostrado anteriormente, tais

elementos não podem existir. Logo, 4±
√
10 é irredut́ıvel em Z[

√
10].

Agora, considere o elemento 6 = 6 + 0
√
10 ∈ R. Note que 6 = 2 · 3, com 2 e

3 irredut́ıveis em Z[
√
10] e 6 = (4 +

√
10)(4−

√
10), com 4 +

√
10 e 4−

√
10 irredut́ıveis

em R. Dessa forma, observa-se que em R a fatoração do elemento 6 em um produto de

elementos irredut́ıveis existe, mas não é única. Isso justifica a necessidade do segundo

item da Definição 3.5.

Tendo em vista a relação entre elementos irredut́ıveis e ideais primos e o exem-

plo do anel Z, parece plauśıvel que todo domı́nio de ideais principais é um DFU.

Teorema 3.7. Todo o domı́nio de ideais principais R é um domı́nio de fatoração única.

Isso de fato se verifica e o teorema será demonstrado apropriadamente. No

entanto, cabe ressaltar que a rećıproca não é verdadeira, pois existem anéis (a saber, o

anel de polinômios Z[x]) que são domı́nios de fatoração única sem ser domı́nios principais.

A fim de demonstrar o Teorema 3.7 é necessário se ter em mente, além do que

já foi apresentado, os resultados a seguir:

Lema 3.8. Se R é um anel de ideais principais e (a1) ⊂ (a2) ⊂ . . . é uma cadeia de ideais

em R, então existe um inteiro positivo n tal que (aj) = (an) ∀j ≥ n.

Demonstração. Seja A =
⋃

i≥1

(ai). Pelo Teorema 2.7, A é um ideal de R. Visto que todos

os ideais de R são principais, A é principal. Digamos que A = (a). Como a ∈ A =
⋃

i≥1

(ai),

segue que a ∈ (an) para algum n. Assim, pela Definição 2.8, (a) ⊂ (an).

Assim, para todo j ≥ n, (a) ⊂ (an) ⊂ (aj) ⊂ A = (a). Conclui-se que

(an) = (aj), para todo j ≥ n.

Teorema 3.9 (Teorema da Recursão). Se S é um conjunto, a ∈ S e para qualquer

n ∈ N, fn : S → S é uma função, então existe uma única função φ : N → S tal que

φ(0) = a e φ(n+ 1) = fn(φ(n)), para todo n ∈ N.
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A demonstração do Teorema 3.9 não será apresentada por se distanciar do

objetivo do trabalho. No entanto, a mesma pode ser encontrada em [4, p. 10].

Ainda, é necessário ter em mente o Axioma da Escolha, dentre suas várias

formulações, a mais adequada aos objetivos de seu uso no trabalho é: seja C uma coleção

de conjuntos não vazios. É posśıvel escolher um elemento de cada conjunto de C.

Demonstração do Teorema 3.7. Seja R um domı́nio principal. Seja S o conjunto de todos

os elementos não nulos e não inverśıveis de R que não podem ser fatorados como um

produto finito de elementos irredut́ıveis. Primeiramente, será demonstrado que S é vazio

e, portanto, todo elemento não nulo e não inverśıvel de R tem ao menos uma fatoração

como um produto finito de elementos irredut́ıveis. Em seguida, demonstrar-se-á que essa

fatoração é única.

Suponha que S não é vazio e que a ∈ S. Segue que (a) 6= R pelo Teorema

3.2(iv). Ainda, observa-se que (a) está contido num ideal maximal (c) pelo Teorema 2.15.

Como (c) é maximal em R, em particular (c) é maximal no conjunto dos ideais próprios

de R. Assim, o elemento c é irredut́ıvel em R, pelo Teorema 3.4(ii).

Como (a) ⊂ (c), temos que c|a (Teorema 3.2(i)). Visto que S 6= ∅ por hipótese,

é posśıvel escolher, para cada a ∈ S, um divisor irredut́ıvel ca de a, com ca ∈ (c) (Axioma

da Escolha).

Como R é um domı́nio de integridade, ca determina um único elemento não

nulo xa ∈ R tal que caxa = a. Note que xa é de fato único. Se ya ∈ R fosse outro elemento

com a propriedade que caya = a, ter-se-ia caya = caxa implica que ya = xa, pela lei do

cancelamento em domı́nios de integridade.

Afirma-se que xa ∈ S, ou seja, xa não é nulo, não é inverśıvel e não pode

ser fatorado como um produto finito de irredut́ıveis. Já dispomos que xa 6= 0. Então,

inicialmente, será mostrado que xa não é inverśıvel. Supondo, por absurdo que xa fosse

inverśıvel, teŕıamos que a = caxa implica que a é associado a ca (Teorema 3.2(vi)). Como

ca é irredut́ıvel, a também o seria (Teorema 3.4(v)), o que implica que a = a pode ser

fatorado como um produto de irredut́ıveis, contrariando a hipótese de que a ∈ S (isto é,

a não pode ser fatorado). Portanto, conclui-se que xa não é inverśıvel.

Agora, sabendo que xa não é inverśıvel suponhamos, por absurdo, que xa /∈ S.

Isso implica que xa pode ser fatorado como um produto finito de irredut́ıveis. Seja tal

fatoração xa = c1 · · · cn, com ci irredut́ıveis. Segue que a = caxa = cac1 · · · cn, com ca, ci

irredut́ıveis, contrariando a hipótese de que a ∈ S. Portanto, xa não pode ser fatorado

como um produto de elementos irredut́ıveis.

Como xa não é inverśıvel, é não nulo e não pode ser fatorado num produto de

irredut́ıveis, conclui-se que xa ∈ S.
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Além disso, afirma-se que (a) ( (xa). Como a = caxa, temos que xa|a, impli-

cando que (a) ⊂ (xa), pelo Teorema 3.2(i). Mas se (a) = (xa), ter-se-ia que (xa) ⊂ (a),

implicando que a|xa e que xa = ay para algum y ∈ R. Assim, a = caxa = caya, impli-

cando 1 = cay. Mas isso contradiz o fato de que ca é irredut́ıvel (portanto não inverśıvel).

Assim, (a) ( (xa).

Pelo exposto até agora é posśıvel considerar que a função f : S → S dada por

f(a) = xa é bem definida. Utilizando o Teorema da Recursão e tomando f = fn para

todo n, existe uma função ϕ : N → S tal que ϕ(0) = a e ϕ(n + 1) = f(ϕ(n)) = xϕ(n),

para n ≥ 0.

Aplicando a função ϕ recursivamente:

ϕ(0) = a,

ϕ(1) = ϕ(0 + 1) = f(ϕ(0)) = f(a) = xa, denotado por a1;

ϕ(2) = ϕ(1 + 1) = f(ϕ(1)) = f(a1) = xa1 , denotado por a2;

ϕ(3) = ϕ(2 + 1) = f(ϕ(2)) = f(a2) = xa2 , denotado por a3;

...

Assim se obtém uma sequência de elementos de S : a, a1, a2, . . . tais que:

a = caxa ⇒ (a) ( (xa) e xa ∈ S;

denotando xa = a1, temos a1 = ca1xa1 ⇒ (a1) ( (xa1) e xa1 ∈ S;

denotando xa1 = a2, temos a2 = ca2xa2 ⇒ (a2) ( (xa2) e xa2 ∈ S;

...

Denotando xan = an+1, obtemos a cadeia de ideais (a) ( (a1) ( (a2) (

(a3) ( . . .. Mas isso contradiz o Lema 3.8, pois qualquer que seja n ∈ N, (aj) 6= (an).

Portanto, conclui-se que S é vazio, isto é, todos os elementos não nulos e não inverśıveis

de R podem ser fatorados como um produto de elementos irredut́ıveis. Resta mostrar

que essa fatoração é de fato única. Para tal, suponha que a = c1 · · · cn = d1 · · · dm, com
ci, di irredut́ıveis. Já foi mostrado que ci, di também são primos, pois R é um domı́nio

principal.

Usando a associatividade de R, temos que c1(c2 · · · cn) = d1 · · · dm implica

que c1|di para algum di. Sem perda de generalidade, pode-se afirmar que c1|d1 (pela

comutatividade de R). Segue que d1 = c1u1, com u1 inverśıvel.
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Assim, escrevemos

c1c2 · · · cn = c1u1d2 · · · dm,

e, pela lei do cancelamento em domı́nios de integridade,

c2 · · · cn = u1d2 · · · dm.

Suponha que para 1 ≤ i ≤ k < n, di = uici, com ui inverśıvel. Temos que

c1 · · · ckck+1 · · · cn = (u1c1 · · · ukck) dk+1 · · · dm
c1 · · · ckck+1 · · · cn = (c1 · · · ck) (u1 · · · uk) dk+1 · · · dm

ck+1 · · · cn = (u1 · · · uk) dk+1 · · · dm
ck+1 · · · cnu−1

1 · · · u−1
k = dk+1 · · · dm

ck+1

(
ck+2 · · · cnu−1

1 · · · u−1
k

)
= dk+1 · · · dm.

Segue que ck+1|dk+1 · · · dm, ou seja, ck+1 divide dj para algum k + 1 ≤ j ≤ m. Portanto,

ci|di ∀i e, assim, di = ciui. Então

c1c2 · · · cn = c1u1 · · · cnundn+1 · · · dm
c1c2 · · · cn = (c1 · · · cn) (u1 · · · un) dn+1 · · · dm.

Logo,

1R = (u1 · · · un) dn+1 · · · dm (3.1)

Mas perceba que isso implica que os di são inverśıveis, contrariando a hipótese

de que são irredut́ıveis. Como consequência, m = n. Pelas considerações anteriores, cada

ci é associado a algum di. Portanto, a fatoração é única num domı́nio principal.

Será demonstrada agora a afirmação em (3.1). Seja R é um domı́nio principal

e sejam p1, p2 ∈ R tais que p1p2 é inverśıvel. Vamos mostrar que p1 e p2 são inverśıveis.

Como p1p2 é inverśıvel, existe z ∈ R tal que (p1p2)z = 1R ⇒ p1(p2z) = 1, logo p1 é

inverśıvel.

Ainda, (p1p2)z = p1(p2z) = (p1z)p2 ⇒ p2 é inverśıvel.

Suponha que p1 · · · pn é inverśıvel. Se p1 · · · pnpn+1 for inverśıvel, então existe

x ∈ R tal que (p1 · · · pnpn+1)x = 1, o que equivale a (p1 · · · pnx)pn+1 = 1 de onde se conclui

que pn+1 é inverśıvel.

Observamos que a comutatividade e a existência da identidade são necessários

para garantir a igualdade em (3.1).

Exemplo 3.9.1. Já foi visto que Z é um domı́nio principal. Temos também que Z é um
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domı́nio fatorial. O elemento 15, por exemplo, pode ser fatorado em produto de elementos

irredut́ıveis como 15 = 3 · 5 = (−3)(−5) = (−5)(−3) = 5 · 3, onde 3 e −3, 5 e −5 são

associados respectivamente.

Alguns domı́nios de integridade têm caracteŕısticas particulares que não são

compartilhadas pelos demais.

Definição 3.10. Seja N o conjunto dos inteiros não negativos e R um anel comutativo.

R é um anel Euclidiano se existe uma função ϕ : R\{0} 7→ N tal que

i) se a, b ∈ R e b 6= 0, então ϕ(a) ≤ ϕ(ab);

ii) se a, b ∈ R e b 6= 0, então existem q, r ∈ R tal que a = qb+ r, com r = 0, ou r 6= 0 e

ϕ(r)<ϕ(b).

Um anel Euclidiano que é um domı́nio de integridade é dito um domı́nio Euclidiano.

A Definição 3.10 é uma generalização do algoritmo de Euclides dos números

inteiros. A função Euclidiana ϕ nos permite “medir” se um elemento do conjunto é menor

que outro.

Algumas observações se fazem pertinentes. Inicialmente, a função Euclidiana

não é necessariamente única num domı́nio Euclidiano, como será apresentado nos exemplos

que se seguem. Ainda, os elementos q, r ∈ R também não são necessariamente únicos.

Por fim, é posśıvel observar que qualquer conjunto bem ordenado, como Z, por exemplo,

pode ser usado no lugar de N para definir a função Euclidiana.

Exemplo 3.10.1. Como exemplos de domı́nios Euclidianos elencam-se Z com a função

ϕ(x) = |x|; Z com a função ϕ(x) = x2, F sendo um corpo qualquer com a função ϕ(x) =

1,∀x ∈ F.

Com relação aos anéis Euclidianos, é posśıvel demonstrar que são anéis prin-

cipais. Como consequência, os domı́nios Euclidianos são domı́nios de fatoração única.

Teorema 3.11. Seja R um anel Euclidiano. Então R é um anel principal com identidade.

Consequentemente, todo domı́nio Euclidiano é um domı́nio de fatoração única.

Demonstração. Seja I um ideal não nulo de R. Queremos mostrar que I é principal. É

posśıvel escolher a ∈ I de forma que ϕ(a) é o menor inteiro no conjunto dos inteiros

não negativos {ϕ(x)|x 6= 0, x ∈ I}. Tal a existe pelo fato de que ϕ(x) ∈ N, que é bem

ordenado, isto é, qualquer subconjunto de N possui um elemento mı́nimo.
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Seja b ∈ I. Como R é Euclidiano, então b = qa + r, com r = 0 ou r 6= 0 e

ϕ(r) < ϕ(a). Como a ∈ I, segue que aq ∈ I ⇒ −aq ∈ I ⇒ r = b− aq ∈ I, por I ser um

ideal e b ∈ I.

Como ϕ(r) < ϕ(a) contradiz a escolha de a, segue que r = 0 e, portanto,

b = qa, implicando que b ∈ Ra. Consequentemente, I ⊂ Ra ⊂ (a) ⊂ I (pelo Teorema

2.9). Assim, I = Ra = (a). Dado que I é um ideal arbitrário, todos os ideais de R são

gerados por um único elemento. Conclui-se que R é um anel principal.

Agora, como R é ele mesmo um ideal, R = Ra para algum a ∈ R. Então

a = ae = ea para algum e ∈ R. Se b ∈ R = Ra, então b = xa para algum x ∈ R. Assim,

be = (xa)e = x(ae) = xa = b. Ou seja, e é a identidade multiplicativa de R.

Um domı́nio Euclidiano é, em particular, um anel Euclidiano; um domı́nio

principal é, em particular um anel principal. Assim, é posśıvel concluir, por conta do

Teorema 3.7, que os domı́nios Euclidianos são domı́nios de fatoração única.

Observa-se, todavia, que a rećıproca do Teorema 3.11 não é verdadeira. Exis-

tem domı́nios principais (consequentemente, fatoriais) que não são Euclidianos.

Exemplo 3.11.1. O domı́nio D =
{

z1
1
2
+ z2

√
−19
2

, z1, z2 ∈ Z, de mesma paridade
}

não

é Euclidiano. Uma demonstração da validade desse exemplo pode ser encontrada em [1].

Feitas as considerações acerca de fatoração e divisibilidade em anéis, é posśıvel

definir o máximo divisor comum (mdc) num anel, bem como algumas propriedades e

resultados referentes aos mesmos.

Definição 3.12. Seja X um subconjunto não vazio de um anel comutativo R. Um ele-

mento d ∈ R é dito maior divisor comum de X se:

i) d|a, ∀a ∈ X;

ii) c|a, ∀a ∈ X ⇒ c|d.

Algumas observações se fazem pertinentes neste momento. Inicialmente, frisa-

mos que o mdc de um conjunto nem sempre existe. Tomando como exemplo E = 2Z o

anel dos inteiros pares, observamos que 2 não tem divisores, pois 1 /∈ E, enquanto que 2

e 4 não têm um maior divisor comum.

Ainda, mesmo quando um mdc de a1, a2, . . . , an existe, o mesmo não é neces-

sariamente único.

Exemplo 3.12.1. Considere o anel Z [i] = {a + bi | a, b ∈ Z, i =
√
−1} (inteiros de

Gauss). Os elementos 2,−2, 2i e−2i são máximos divisores comuns de 2 e 4, nos termos

da Definição 3.12.
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Apesar disso, em um anel comutativo dois mdc’s quaisquer são associados. De

fato, sejam d1 e d2 mdc’s de a1, a2, . . . , an. Por definição, d1|ai, ∀i e d2|ai, ∀i. Ainda, pela
Definição 3.12(ii), temos que d1|d2 e d2|d1. Portanto, d1 e d2 são associados. Isso é bem

ilustrado no exemplo anterior.

Em relação aos elementos associados ao mdc de um conjunto, tem-se o seguinte

resultado:

Teorema 3.13. Qualquer elemento associado ao mdc de um subconjunto não vazio X

contido em um anel R é, ele próprio, um mdc de X.

Demonstração. Considere que d ∈ R é um mdc de X e d′ é associado a d. Para todo

ai ∈ X, constata-se que d|ai, isto é, ai = dmi, para algum mi ∈ R. Mas como d′|d,
d = d′k, para algum k ∈ R. Segue que ai = d′kmi, ou seja, d′|ai, ∀i.

A condição (ii) da Definição 3.12 é sempre satisfeita. Basta notar que d′

associado a d implica que d′|d. Logo um elemento associado a um mdc de X é, ele

próprio, um mdc de X.

Por fim, se R é um anel com identidade e a1, a2, . . . , an tem 1R como seu mdc,

então os elementos a1, a2, . . . , an são ditos primos relativos.

Teorema 3.14. Sejam a1, a2, . . . , an elementos de um anel comutativo R com identidade.

i) O elemento d ∈ R é um máximo divisor comum de {a1, a2, . . . , an} tal que d =

a1r1 + · · ·+ anrn para algum ri ∈ R se, e somente se, (d) = (a1) + (a2) + · · ·+ (an).

ii) Se R é um anel principal, então existe um máximo divisor comum de a1, a2, . . . , an,

e cada mdc é da forma a1r1 + · · ·+ anrn onde ri ∈ R.

iii) Se R é um domı́nio de fatoração única, então existe um máximo divisor comum de

a1, a2, . . . , an.

Antes de demonstrar o Teorema 3.14, convém observar que fora das hipóteses

do item (i) não se implica que d pode ser expresso como uma combinação linear de

{a1, a2, . . . , an}.
A fim de justificar o exemplo a seguir, convém demonstrar a seguinte pro-

posição acerca de normas.

Proposição 3.14.1. Seja R um anel e N : R 7→ Z uma função norma que preserva a

multiplicação. Se u|a e u|b, então N(u)|mdc{N(a), N(b)}.

Demonstração. Já foi mostrado que se x|y, então N(x)|N(y). Segue que N(u)|N(a) e

N(u)|N(b). Isso significa que N(u) é um divisor comum de {N(a), N(b)}. Há dois casos

a serem considerados:
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i) Se N(u) é o maior divisor comum de {N(a), N(b)}, então N(u)|mdc{N(a), N(b)}
(trivial);

ii) se N(u) não é o mdc de {N(a), N(b)}, segue que N(u)|mdc{N(a), N(b)} pela De-

finição 3.12(ii).

Assim N(u)|mdc{N(a), N(b)}.

Com essas considerações, apresentar-se-á um exemplo de que o mdc de dois

elementos não pode ser escrito como combinação linear desses elementos.

Exemplo 3.14.1. Considere o anel Z[
√
10] estudado anteriormente, com a mesma função

norma. Observa-se que mdc{2, 4 +
√
10} = 1. Isso se dá pelos seguintes fatos: 1|2 e

1|4 +
√
10 (trivial). Ainda, supondo que existe u ∈ Z[

√
10] tal que u|2 e u|4 +

√
10 temos

que N(u)|mdc{N(2), N(4 +
√
10)} = mdc{4, 6} = 2, isto é, N(u)|2. Os únicos divisores

inteiros de 2 são ±1 e ±2. Já foi visto que não existe u ∈ Z[
√
10] tal que N(u) = ±2.

Portanto, N(u) = ±1, implicando que u é inverśıvel e u|1.
Será mostrado agora que 1 não pode ser escrito como combinação linear de 2

e 4 +
√
10. De fato, supondo que existam x, y ∈ Z[

√
10] tais que seja posśıvel denotar

1 = 2x+ y(4 +
√
10) = 2x+ 4y + y

√
10, obtém-se o seguinte sistema:







2x+ 4y = 1

y
√
10 = 0

cuja solução é y = 0, x = 1
2
/∈ Z[

√
10]. Isto significa que o sistema não tem solução em

Z[
√
10] e que 1 = mdc{2, 4 +

√
10} não é uma combinação linear de 2 e 4 +

√
10.

Demonstração do Teorema 3.14. i) (⇒) Suponha que d = r1a1 + r2a2 + · · · + rnan é um

mdc de a1, a2, . . . , an. Pela Definição 3.12, d|a1, . . . , d|an. Segue, pelo Teorema 3.2(i), que

(a1) ⊂ (d), . . . , (an) ⊂ (d). Como (d) é um ideal – e a soma de ideais é um ideal – temos

que (a1) + (a2) + · · ·+ (an) ⊂ (d).

Para a outra contingência, note que d = r1a1+ · · ·+ rnan ∈ (a1)+ · · ·+(an) e,

pelo Teorema 2.10, (a1) + · · ·+ (an) é um ideal de R. Logo (d) ⊂ (a1) + (a2) + · · ·+ (an)

e, portanto, (d) = (a1) + (a2) + · · ·+ (an).

(⇐) Assume-se agora que (d) = (a1)+(a2)+· · ·+(an). Como R tem identidade

e a1, a2, . . . , an estão no centro de R (pois R é comutativo), temos, pelo Teorema 2.9(v)

que (ai) = aiR = Rai, ∀ai.
Ainda, d ∈ (d) = (a1) + (a2) + · · · + (an) pelo Teorema 2.9(iv), pois R tem

identidade. Segue que d = r1a1 + r2a2 + · · ·+ rnan para algum ri ∈ R.
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Agora, (d) = (a1)+(a2)+· · ·+(an) implica que cada (ai) ⊂ (d) e, pelo Teorema

3.2(i), d|ai, ∀i. Então d é um divisor de cada ai.

Suponha, agora, que c ∈ R também seja um divisor de cada ai. Pelo Teorema

3.2(i), (ai) ⊂ (c) para cada ai. Mas como (c) é um ideal, temos que (d) = (a1) + (a2) +

· · ·+ (an) ⊂ (c) e, pelo Teorema 3.2(i), segue que c|d.
Assim, pela Definição 3.12, d é um máximo divisor comum de {a1, · · · , an}.
(ii) Seja R um anel principal e a1, a2, . . . , an ∈ R. Pelo Teorema 2.10, (a1) +

(a2) + · · · + (an) é um ideal de R. Como R é principal, todos os ideais são gerados

por um único elemento. Então (a1) + (a2) + · · · + (an) = (d) para algum d ∈ R. Pelo

item (i), se sucede que d é um máximo divisor comum de {a1, a2, . . . , an} e é da forma

d = r1a1 + r2a2 + · · ·+ rnan.

Considere que d′ é um outro mdc de {a1, a2, · · · , an}. Foi mostrado anterior-

mente que d e d′ são associados, o que implica que d|d′. Ou seja, existe r ∈ R tal que

d′ = dr. Como d = r1a1 + r2a2 + . . .+ rnan, a distributividade de R justifica que

d′ = r(r1a1 + r2a2 + · · ·+ rnan)

= rr1a1 + rr2a2 + · · ·+ rrnan

= r′1a1 + r′2a2 + · · ·+ r′nan,

onde r′i = rri ∈ R. Dessa forma, qualquer mdc de {a1, a2, . . . , an} é da forma d =

r1a1 + r2a2 + · · ·+ rnan.

iii) Suponha que R é um domı́nio de fatoração única. Se algum dos ai for

inverśıvel, temos que mdc{ai, . . . , an} é 1. Se nenhum deles for inverśıvel e não nulo,

então para cada ai ∈ R, temos ai = cmi1

1 cmi2

2 · · · cmit

t com ck irredut́ıveis e distintos e

cada mij ≥ 0 (o que possibilita a utilização de expoentes nulos quando necessário), sendo

posśıvel d = 1 caso não existam fatores comuns entre os ai.

Caso existam fatores comuns, segue que o elemento d = ck11 ck22 · · · cktt , com

kj = min{m1j,m2j, . . . ,mnj} é um divisor de cada a1, a2, . . . , an. Vamos supor que existe

um c ∈ R que também seja um divisor de cada ai. Como R é um domı́nio fatorial,

c = d1d2 · · · dl, com di irredut́ıveis. Como c = d1d2 · · · dl divide ai = cmi1

1 cmi2

2 · · · cmit

t ,

então cada dj divide ai. Mas como cada ci é irredut́ıvel (não inverśıvel, por definição), o

fato de que dj|ai implica que dj é associado a ci, para algum ci.

Então, c = cn1

1 cn2

2 · · · cnt

t para algum ni ≥ 0. Se cada ni ≤ ki, então c|d.
Suponha, agora, que ni∗ > ki∗ para algum i∗. Então existe um ai = cmi1

1 cmi2

2 · · · cki∗i∗ · · · cmit

t

e c não divide este ai, o que é uma contradição.

Conclui-se, assim, que ni ≤ ki e c|d. Isto é, d é um máximo divisor comum de

a1, a2, . . . , an.
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Teorema 3.15. Se R é um domı́nio de fatoração única, a, b ∈ R são primos relativos e

a|bc, então a|c.

Demonstração. Inicialmente, há de se considerar que se mdc(a, b) = 1 e a = ak11 · · · aknn ,

b = bc11 · · · bcmm , então ai e bj são primos relativos. De fato, se ai e bj não fossem primos

relativos, para algum i, j existiria d ∈ R tal que d|ai e d|bj e d = mdc(ai, bj). Logo,

dki = ai e dkj = bj, ou seja, a = ak11 · · · dki · · · aknn , b = bc11 · · · dkj · · · bcmm , implicando que

d|a e d|b, contradizendo a hipótese de que a, b são primos relativos.

Supondo, agora, que exista c ∈ R, com c = c1 · · · cl tal que a ∤ c. Pelo anterior,

ai ∤ ck para todo i, k. Como a ∤ b por hipótese, e ai, bj, ck são irredut́ıveis, segue a ∤ bc, o

que é um absurdo.

Logo, a|c.



4 ANÉIS DE POLINÔMIOS

Muitos do resultados estudados até o momento podem ser ilustrados em um

tipo de anel bem conhecido: o anel de polinômios numa variável.

Definição 4.1. Seja R um anel. Um polinômio numa variável sobre R é uma sequência

(a0, a1, . . . , an, . . .), onde ai ∈ R para todo ı́ndice i, e ai 6= 0 somente para um número

finito de ı́ndices. Seja R[x] o conjunto de todos os polinômios numa variável sobre R.

R[x] é um anel com as operações definidas por

(a0, a1, . . .) + (b0, b1, . . .) = (a0 + b0, a1 + b1, . . .)

e

(a0, a1, . . .)(b0, b1, . . .) = (c0, c1, . . .)

onde cn =
n∑

i=0

an−ibi.

Algumas observações se fazem pertinentes. Se R é comutativo (respectiva-

mente, tem identidade, é um domı́nio de integridade), R[x] também o é. Considerando

que R tem identidade, o elemento (0, 1R, 0, . . .) ∈ R[x] será denotado por x. Assim, qual-

quer polinômio não nulo f = (a0, a1, . . . , an−1, an, 0, 0, . . .) pode ser escrito de maneira

única como f = a0 + a1x + · · · + anx
n =

n∑

i=0

aix
i ∈ R[x]\ {0}. Os termos ai ∈ R são

chamados coeficientes, e a0 é o termo constante.

Definição 4.2. Seja R um anel e seja f(x) =
n∑

i=0

aix
i ∈ R[x]\ {0}, com an 6= 0. O

inteiro n se chama grau de f(x). O coeficiente an se chama coeficiente ĺıder de f(x).

Quando o coeficiente ĺıder for igual a 1, o polinômio é dito mônico.

É conveniente definir o grau do polinômio nulo como sendo −∞ e adotar as

seguintes convenções acerca de grau 0 = −∞: (−∞) < n e (−∞)+n = −∞ = n+(−∞)

para qualquer inteiro n; (−∞) + (−∞) = −∞. Dessa maneira, é posśıvel fazer com que

o algoritmo da divisão de polinômios seja similar ao algoritmo de Euclides na divisão de

números inteiros.

Antes de apresentar o algoritmo da divisão de polinômios e sua demonstração,

é conveniente demonstrar um resultado relativo ao grau do produto de polinômios.
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Teorema 4.3. Seja R um anel e f, g ∈ R[x]. Então, grau fg ≤ grau f + grau g. Em

particular, se R é um domı́nio de integridade, grau fg = grau f + grau g.

Demonstração. Para o caso em que g = f = 0, o resultado é trivial. Supondo que f, g 6= 0,

verifica-se que f =
n∑

i=0

aix
i tem grau n e g =

m∑

i=0

bix
i tem grau m. Segue que

fg = a0b0 + · · ·+ (an−1bm + anbm−1)x
n+m−1 + anbmx

m+n

tem grau não maior do que m+ n.

Ou seja, grau(fg) ≤ grau f + grau g.

Se R for um domı́nio de integridade, se garante que anbm 6= 0. Portanto,

grau(fg) = grau f + grau g.

Teorema 4.4 (Algoritmo da divisão de polinômios). Seja R um anel com identidade e

f, g ∈ R[x] polinômios não nulos tais que o coeficiente ĺıder de g é inverśıvel em R. Então

existem polinômios q, r ∈ R[x] unicamente determinados tais que

f = qg + r e grau r < grau g.

Demonstração. (Existência) Se grau g > grau f , basta tomar q = 0 e r = f . Caso

grau g ≤ grau f , é posśıvel escrever f = anx
n + · · · + a0 e g = bmx

m + · · · + b0, com

an, bm 6= 0,m ≤ n e bm inverśıvel em R.

Procede-se por indução sobre grau f = n. Para n = 0, temos que m ≤ 0 implica em

m = 0, pois m é não negativo. Assim, f = a0, g = b0 e b0 possui inverso. Tomando

q = b−1
0 a0 e r = 0, temos que grau r < grau g e

qg + r = b−1
0 a0b0 = a0 = f.

Como hipótese indutiva, suponha a existência de polinômios q e r satisfazendo a condição

do teorema para polinômios de graus menores do que n = grau f . Considere o polinômio

(anb
−1
m xn−m) g. Temos:

(anb
−1
m xn−m) (bmx

m + bm−1x
m−1 + · · ·+ b0) =

= anx
n + anb

−1
m bm−1x

n−1 + · · ·+ anb
−1
m b0x

n−m.

É fácil ver que (anb
−1
m xn−m) g tem coeficiente ĺıder an e grau n. Segue que

f−
(
anb

−1
m xn−m

)
g = anx

n+an−1x
n−1 · · ·+a0−anx

n−an−1b
−1
m bm−1x

n−1−· · ·−anb
−1
m b0x

n−m

=
(
an−1 − an−1b

−1
m bm−1

)
xn−1 + · · ·+

(
an−m − anb

−1
m b0

)
xn−m + · · ·+ a0,
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é um polinômio de grau menor que n.

Pela hipótese indutiva, existem polinômios q′ e r tais que

f −
(
anb

−1
m xn−m

)
g = q′g + r e grau r < grau g,

f =
(
anb

−1
m xn−m

)
g + q′g + r

f =
[(
anb

−1
m xn−m

)
+ q′

]
g + r.

Tomando-se q = (anb
−1
m xn−m) + q′, temos f = qg + r.

(Unicidade) Suponha que os polinômios r1, q1, r2, q2 ∈ R[x] sejam tais que

f = q1g + r1 = q2g + r2 e grau r1 < grau g (ou r1 = 0) e grau r2 < grau g (ou r2 = 0).

Então q1g + r1 = q2g + r2 implica que (q1 − q2)g = r2 − r1.

Considerando que o coeficiente ĺıder bm de g é inverśıvel, segue que

grau(q1 − q2) + grau g = grau [(q1 − q2)g] = grau(r2 − r1).

Como grau(r2 − r1) ≤ max(grau r2, grau r1) < grau g, a igualdade acima é verdadeira

apenas se grau(q1, q2) = −∞ = grau(r2−r1). Consequentemente, q1−q2 = 0 e r2−r1 = 0,

comprovando a unicidade requerida.

A partir do Teorema 4.4 é posśıvel extrair alguns corolários acerca da divisi-

bilidade e de fatoração em anéis de polinômios.

Corolário 4.4.1 (Teorema do Resto). Seja R um anel com identidade e

f(x) =
n∑

i=0

aix
i ∈ R[x].

Para qualquer c ∈ R existe um único q(x) ∈ R[x] tal que f(x) = q(x)(x− c) + f(c).

Demonstração. Se f = 0, verifica-se que f(c) = 0, ∀c ∈ R. Assim, basta tomar q(x) = 0.

Temos q(x)(x− c) + f(c) = 0(x− c) + 0 = 0 = f .

Supondo que f 6= 0. Pelo Teorema 4.4, existem polinômios q, r ∈ R[x] unicamente

determinados tais que f(x) = q(x)(x− c)+ r(x) e grau r(x) < grau(x− c) = 1. Segue que

r(x) = r é um polinômio constante (possivelmente 0).
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Se q(x) =
n−1∑

j=0

bjx
j, segue que

f(x) = q(x)(x− c) + r

f(x) = bn−1x
n − cbn−1x

n−1 + bn−2x
n−1 − · · · − cb1x+ b0x− b0c+ r

f(x) = bn−1x
n + (−cbn−1 + bn−2) x

n−1 + · · ·+ (−cb1 + b0) x− b0c+ r

f(x) = −b0c+
n−1∑

k=1

(−cbk + bk−1) x
k + bn−1x

n + r.

Dáı, tomando x = c e substituindo em f(x) e agrupando os termos semelhantes

nos somatórios, obtém-se:

f(c) = −b0c+
n−1∑

k=1

(−cbk + bk−1) c
k + bn−1c

n + r

= −b0c+
n−1∑

k=1

−ck+1bk +
n−1∑

k=1

ckbk−1 + bn−1c
n + r

=
n−1∑

k=0

−ck+1bk +
n∑

k=1

ckbk−1 + r

= −cb0 − · · · − cnbn−1 + cb0 + · · ·+ cnbn−1 + r

= 0 + r = r.

Assim, conclui-se que para todo c ∈ R existe um único q ∈ R[x] tal que

f(x) = q(x)(x− c) + f(c).

Outra consequência do Teorema 4.4 relaciona anéis de polinômio de uma

variável sobre um corpo e domı́nios fatoriais.

Corolário 4.4.2. Se F é um corpo, então o anel de polinômios F[x] é um domı́nio Eucli-

diano. Consequentemente, F[x] é um domı́nio principal e um domı́nio de fatoração única.

Os elementos irredut́ıveis de F[x] são os polinômios constantes não nulos.

Demonstração. Assume-se como conhecido que F[x] é um corpo. Consequentemente, F[x]

é um domı́nio de integridade.

Considere a função ϕ : F[x]\ {0} → N∪ {0} definida por ϕ(f) = grau f . Dado

que todo elemento de F é inverśıvel, temos que grau fg = grau f + grau g ≥ grau f . Pelo

Teorema 4.4 existem polinômios q, r ∈ F[x] tais que f = qg + r, com grau r < grau g.

Logo (F[x], ϕ) satisfaz a Definição 3.10.

Pelo Teorema 3.11, F[x] é um domı́nio principal e, consequentemente, um

domı́nio de fatoração única.
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Para a segunda parte, considere que se f é inverśıvel em F[x], então existe

g ∈ F[x] tal que fg = 1. Segue que 0 = grau 1 = grau fg = grau f + grau g.

Como grau f e grau g são não negativos, grau f + grau g = 0 implica que

grau f = grau g = 0. Assim, f é um polinômio constante e não nulo (pelo fato de ser

inverśıvel). Reciprocamente, se f é um polinômio constante e não nulo de F[x], segue que

f ∈ F. Como F é um corpo, existe f−1 ∈ F ⊂ F[x] também é um polinômio constante

não nulo.

Assim, é posśıvel concluir que os elementos inverśıveis de F[x] são polinômios constantes

não nulos.

A seguir será demonstrado que os fatores mônicos de grau 1 de um polinômio

f ∈ R[x] podem ser relacionados com as ráızes de f em R.

Definição 4.5. Seja R um subanel de um anel comutativo S, c ∈ S e f =
m∑

i=0

aix
i ∈ R[x]

tal que f(c) = 0. Então, c é uma raiz ou zero de f (ou ainda, uma solução da equação

polinomial f(x) = 0).

Teorema 4.6. Seja R um anel comutativo com identidade e f ∈ R[x]. Então c ∈ R é

uma raiz de f se, e somente se, x− c divide f .

Demonstração. (⇒) Supondo agora que c ∈ R é uma raiz de f(x). Temos que f(c) = 0.

Pelo Corolário 4.4.1, f(x) = q(x)(x − c) + f(c). Como f(c) = 0, temos que f(x) =

q(x)(x− c), ou seja, (x− c)|f(x).
(⇐) Pelo Corolário 4.4.1, tem-se que f(x) = q(x)(x − c) + f(c), ∀c ∈ R. Agora, se

(x − c)|f , então existe h(x) ∈ R[x] tal que h(x)(x − c) = f(x). Segue que h(x)(x − c) =

q(x)(x − c) + f(c), implicando em [h(x)− q(x)] (x − c) = f(c). Substituindo c, temos

f(c) = [h(c)− q(c)] (c− c) = 0.

Portanto, se (x− c)|f(x), segue que f(c) = 0 e c é uma raiz.

Exemplo 4.6.1. Considere o polinômio f(x) = x2 + 2x + 1 sobre Z. Verifica-se, pela

aplicação do Teorema 4.6, que −1 é uma solução para esse polinômio, pois x−(−1) = x+1

e (x2 + 2x+ 1) = (x+ 1)(x+ 1), isto é, x+ 1 | x2 + 2x+ 1.



5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Como mencionado, o objetivo do trabalho foi estender noções de divisibilidade

e fatoração em Z para estruturas algébricas mais gerais, por meio de definições precisas e

de resultados deduzidos a partir dessas definições e dos pré-requisitos apresentados.

Foi posśıvel concluir que algumas condições são necessárias para que os concei-

tos de divisibilidade e fatoração única estejam bem definidos. Inicialmente, é necessário

que os anéis em questão sejam comutativos - para a divisibilidade - e domı́nios de in-

tegridade - para a fatoração. Ainda, inferir que há uma relação muito forte entre a

divisibilidade de elementos e os ideais gerados por esses elementos.

A fatoração única (a menos de multiplicação por elementos inverśıveis) não

é uma propriedade exclusiva do conjunto Z, pois qualquer domı́nio principal possui fa-

toração única, sabendo-se que nem todos os domı́nios fatoriais são domı́nios principais.

A divisão e a fatoração são bem definidas em anéis de polinômios de uma

variável sobre anéis comutativos, o que é muito em diversas áreas da Matemática, como

a Álgebra e o Cálculo, pois permite a resolução de certos problemas envolvendo limites.

Dessa forma, é posśıvel perceber que a divisibilidade e a fatoração em anéis

comutativos constitui uma área de estudo substancial, não apenas dentro da Álgebra, mas

também na Matemática em geral.

Dada a natureza do trabalho e a extensão do tema pesquisado, não se tinha a

intenção de esgotar o assunto. Mas foi posśıvel levantar os primeiros elementos para que

a pesquisa possa ser retomada posteriormente.
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n 9, p.868-871. 1988. Dispońıvel em <http://www.jstor.org/stable/2322908> .
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