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“Nuvens ñao s̃ao esferas, montanhas não s̃ao cones, continentes não
são ćırculos, um latido ñaoé cont́ınuo e nem o raio viaja em linha reta.”
Benoit Mandelbrot



RESUMO

CALISTO, Rodrigo. Geometria Fractal. 49 f. Monografia – Programa de Ṕos-graduaç̃ao em
Mateḿatica, Universidade Tecnológica Federal do Paraná. Campo Mour̃ao, 2013.

Neste trabalho será abordada a Geometria Fractal nomeada no inı́cio dos anos 80 por Benoit
Mandelbrot, considerado por muitos o pai dessa geometria. Essa nova geometria ficou carac-
terizada por conter figuras que possuem dimensão fracionaria e pela autossimilaridade destas
figuras, que s̃ao muito irregulares para serem descritas na tradicional linguagem da geome-
tria Euclidiana. Sem rigor mateḿatico pode-se definir fractais como objetos que apresentam
autossemelhança, ou seja, um fractalé um objeto cuja geometria se repete infinitamente em
porç̃oes menores, semelhantes ao próprio objeto. Ser̃ao apresentadas diferentes definições de
fractais que surgiram com o aprimoramento de sua teoria. Tendo uma melhor compreensão
da Geometria Fractal será explorado um dos principais aspectos que a distinguem da Euclidi-
ana, as dimensões fraciońarias. Neste trabalho apresenta-se uma breve discussão sobre algumas
definiç̃oes relacionadas̀a Geometria Fractal, tida como a matemática do futuro.

Palavras-chave:Geometria, Geometria Fractal, dimensão de Hausdorff



ABSTRACT

CALISTO, Rodrigo. Fractal Geometry. 49 f. Monografia – Programa de Ṕos-graduaç̃ao em
Mateḿatica, Universidade Tecnológica Federal do Paraná. Campo Mour̃ao, 2013.

This work will be addressed Fractal Geometry named in the early 80s by Benoit Mandelbrot,
considered by many the father of this geometry. This new geometry was characterized by con-
taining figures which have fractional dimension and the self-similarity of these figures, which
are very irregular to be described in traditional Euclideangeometric language. Without mathe-
matical rigor, Fractal Geometry can be defined as objects that exhibit fractal self similarity, ie,
a fractal is an object whose geometry is repeated infinitely in smaller portions, similar to the
object itself. It will be presented different definitions offractals that have emerged with the im-
provement of his theory. Having a better understanding of fractal geometry, it will be explored
one of the main aspects that distinguish Fractal and Euclidean geometry fractional dimensions.
This paper presents a brief discussion of some definitions related to fractal geometry, considered
the future of mathematics.

Keywords: Geometry, fractal geometry, Hausdorff dimension.
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–FIGURA 29 ALGUMAS AMPLIAÇÕES DO CONJUNTO DE MANDELBROT . . . . 45



LISTA DE TABELAS

–TABELA 1 N ITERAÇÕES NO QUADRADO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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4.4 APLICAÇÕES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . 45
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1 INTRODUÇÃO

A geometriaé umaárea da mateḿatica responśavel pelo estudo das formas e de suas pro-

priedades. Com ela, o homem pôde organizar e sistematizaráreas. Os postulados de Euclides

deram origem a Geometria Euclidiana. Os estudos geométricos fazem parte da vida cotidiana e

são amplamente empregados em diversas situações: seja na medição de uma simples parede ou

no planejamento de uma cidade.

A Geometria Euclidiana difundida durante vários śeculos,é a mais conhecida dentre as

geometrias estudadas. Contudo, há outros tipos de geometria que surgiram nosúltimos śeculos

como, por exemplo, a Geometria Fractal que não est́a embasada nos postulados de Euclides e

por issoé considerada uma geometria não-euclidiana.

A Geometria Fractal exp̃oe o traçado de formas irregulares e fragmentadas que a Geome-

tria Euclidiana ñao apresenta, por meio de procedimentos sistematizados e lógicos. Apresenta

estruturas geoḿetricas de grande complexidade e beleza infinita.

De acordo com (FRAME; MANDELBROT, 2004), “os fractais são formas geoḿetricas

abstratas de uma beleza incrı́vel, com padr̃oes completos que se repetem infinitamente, mesmo

limitados a umáarea finita.” O autor constatou ainda que havia uma curiosa e interessante

relaç̃ao entre estes objetos e aqueles encontrados na natureza. A intenç̃ao de Mandelbrot ao

usar a palavra Fractal para nomear a teoria que estava descrevendo foi juntar em uma só palavra

uma extensa classe de objetos conhecidos anteriormente como curvas monstros e acrescentar

outras que ele estudou e desenvolveu.

Neste trabalho estudaremos a teoria iniciada por Mandelbrot sobre Geometria Fractal, sendo

que no Caṕıtulo 2 faremos um breve estudo sobre a vida de Benoit Mandelbrot, mateḿatico po-

lonês considerado por muitos o criador da Geometria Fractal.

Na seqûencia, apresentaremos conceitos e as principais caracterı́sticas de um fractal, as

definiç̃oes de dimens̃ao Euclidiana, Hausdorff e Fractal.

O caṕıtulo 4 seŕa dedicadòa apresentação dos fractais, uma classe de conjuntos que têm
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sido identificados, frequentemente, cujo estudo motivou o desenvolvimento da geometria frac-

tal, algumas imagens considerada fractais da natureza e alguns fractais gerados por meio de

sistemas de computador como o conjunto de Julia e o conjunto de Mandelbrot. Para exempli-

ficar a aplicaç̃ao dos fractais nas mais variadasáreas escolhemos uma aplicação que mostra o

estudo da construção de uma usina hidrelétrica e a dŕastica alteraç̃ao na din̂amica bioĺogica que

causa nos rios.
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2 HISTÓRICO DE BENOIT MANDELBROT

O surgimento da Geometria Fractal confunde-se com a história de seu pŕoprio criador, Be-

noit Mandelbrot. Inicialmente ele não tinha o doḿınio da tabuada e não aprendeu corretamente

o alfabeto, mas tinha uma incrı́vel mente visual. Com aptidão geoḿetrica acentuada, Mandel-

brot ñao via com bons olhos a crescente algebrização da Mateḿatica promovida pelo grupo

Bourbaki na primeira metade do século XX, na França, onde morava naépoca.

Benoit Mandelbrot nasceu na Polônia em 1924. Sua faḿılia migrou paràa França, devidòa

2a Guerra Mundial. Sua educação foi responsabilidade de seu tio Szolem Mandelbrot, que era

professor de Mateḿatica no College de France. Em 1944 Benoit frequentou o Lycée du Parc, de

1945 a 1947 estudou náEcole Polytechnique. De 1947 a 1949, estudou no California Institute

of Technology. Por fim retornoùa França, e com isso sua carreira acadêmica dividiu-se entre

França e Estados Unidos da América.

Até 1958 Mandelbrot era membro do Centro Nacional de la RechercheScientifique, passou

um ano no Instituto de Estudos Avançados em Princeton, NovaJersey. Em 1955 casou-se e

mudou-se para Genebra, na Suı́ça, onde trabalhou para a Université Lille Nord de France.

Em 1958, mudou-se para os Estados Unidos, para trabalhar no Instituto de Pesquisa James

Watson da IBM (International Business Machines Corporation),onde trabalhou até se tornar

professor.

Segundo (BARBOSA, 2005, p.11) Na IBM deparou-se com questões de rúıdos
nas linhas telef̂onicas utilizadas em rede entre os computadores. Mandelbrot
soube dos engenheiros que algum ruı́do ñao podia ser eliminado e interferia
nos sinais; a aleatoriedade e a irregularidade dos ruı́dos afastavam os enge-
nheiros da busca de soluções. Resolveu o problema empregando um trabalho
de Georg Cantor chamado Poeira de Cantor.

Mandelbrot estava insatisfeito com a Geometria Clássica. Como tinha se tornado pesqui-

sador aṕos concluir seu doutorado, notou que ao explorar e resolver diversos problemas, os

pontos, as retas, os cı́rculos, ñao apresentavam abstrações para compreender a complexidade da

natureza. Trabalhou em vários problemas que aparentemente não tinham qualquer relação entre
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si. Dentre eles estão as enchentes do rio Nilo, as cotações da Bolsa de Valores e outros.

Sua pesquisa forneceu teorias matemáticas para o fen̂omeno da probabilidade errática e

métodos de autossemelhanças em probabilidades, termodinâmica, linguagens naturais, astrono-

mia, geomorfologia, gráficos e arte com a ajuda do computador. Mandelbrot foi o primeiro que

fez ćalculos repetitivos em computadores que deram origemàs famosas imagens dos fractais.

Este mateḿatico contempor̂aneo ficou conhecido mundialmente como sendo o responsável

pelo enorme interesse nos chamados Objetos Fractais. Sua geometriaé conhecida através de

bonitas gravuras coloridas que enriqueceram tanto a matemática moderna como a arte, e recebeu

várias honrarias e prêmios, pelos seus feitos. Foi professor em Harvard e professor de Fisiologia

na Faculdade Einstein de Medicina. Sua principal obra foi “The Fractal Geometry of Nature”,

1977, mas publicou muitos trabalhos e livros.
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3 CARACTERÍSTICA DOS FRACTAIS

Os fractais s̃ao objetos que podem ser obtidos geometricamente ou aleatoriamente por meio

de processos recursivos apresentando determinadas caracteŕısticas: autossemelhança, escala,

complexidade e dimensão.

Uma das principais caracterı́sticas dos fractaiśe a autossemelhança nas formas. Ao se

dividir o todo em partes, por menores que sejam, a parte reflete a estrutura apresentando sempre

o mesmo aspecto visual em qualquer escala que seja, ampliadaou reduzida, ou seja, se parte de

uma figura se assemelhaà figura vista como um todo consideramos uma figura autossemelhante.

Segundo (TAYLOR, 2003) existem dois tipos de autossimilaridade: exata e estatı́stica. “Na

exata, as partes são a ćopia exata dos padrões em diferentes ampliações. Na autossimilaridade

estat́ıstica, os padr̃oes ñao se repetem com exatidão, em vez disso, as qualidades estatı́sticas dos

padr̃oesé que se diferem.”

Poŕem, “[...] nem todos os objetos autossemelhantes são fractais. Uma linha Euclidiana,

por exemplo,́e exatamente autossemelhante, mas o argumento de que objetos Euclidianos s̃ao

fractaisé defendido por poucos” (FERNANDES, 2007, p.19).

3.1 ESPAÇO ḾETRICO

Para definirmos um espaço métricoX é necesśario definir emX uma ḿetrica.

Definição 3.1 Uma ḿetrica é uma aplicaç̃ao d : XxX→ IR que tem as seguintes propriedades:

i) d(x,y) = d(y,x),∀x,y∈ X

ii) 0< d(x,y)< ∞,∀x,y∈ X,x 6= y

iii ) d(x,x) = 0,∀x∈ X

iv) d(x,y)≤ d(x,z)+d(z,y),∀x,y,z∈ X
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Tendo uma aplicaç̃ao deste tipo definida emX, dizemos queX, juntamente com essa

aplicaç̃ao, formam um espaço ḿetrico(e.m.) e denotaremos por(X,d).

Um subconjuntoS deX é compacto se toda sequência tem uma subsequência com limite

em S.Sendo(X,d) um e.m. completo, istóe, toda a seqûencia de Cauchy(xn)
∞
n=1 em X tem

limite x∈ X, ent̃aoH(X) representa o espaço formado por subconjuntos compactosX.

Definição 3.2 Seja(X,d) um e.m. completo, x∈ X e A,B∈ H(X).

Define-se dist̂ancia de um ponto x de X a um subconjunto compacto B de X como:

d(x,B) = min{d(x,y)|y∈ B}

Sabemos que este valor existe devido ao fato de B ser compactoe ñao vazio, ent̃ao

∃x′ ∈ B : d(x,B) = d(x,x′).

Definição 3.3 Seja(X,d) um e.m. completo, x∈ X e A,B∈ H(X).

Define-se a distância entre dois subconjuntos compactos A e B de X da seguinteforma:

d(A,B) = max{d(x,B)|x∈ A}

Devido ao fato de A e B serem compactos e não vazios, sabemos que

∃x∈ A,∃x′ ∈ B|d(A,B) = d(x,x′).

Esta definiç̃ao de dist̂ancia entre subconjuntos A e B de X não pode ser encarada como

métrica em H(X) pois nem sempre se tem

d(A,B) = d(B,A)

Definição 3.4 A dist̂ancia de Hausdorff́e dada por h(A,B) = max{d(A,B),d(B,A)}, em que

(X,d) é um e.m. completo.

Proposiç̃ao 3.1 A dist̂ancia de Hausdorff́e uma ḿetrica em H(X).
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Demonstraç̃ao:

Seja(X,d) um e.m. completo eA,B∈ H(X).

a)h(A,B) = h(B,A),∀A,B∈ H(X)?

h(A,B) = max{d(A,B),d(B,A)}= max{d(B,A),d(A,B)}= h(B,A),∀A,B∈ H(X).

b) 0< h(A,B)< ∞,∀A,B∈ H(X),A 6= B ?

SejamA,B∈ H(X), tal queA 6= B.

Assim,∃x∈ A,∃x′ ∈ B tal qued(A,B) = d(x,x′) porqueA eB são compactos ñao vazios.

Comod é uma ḿetrica emX, ent̃ao

0≤ d(x,x′)< ∞

e, portanto,

0≤ d(A,B),∀A,B∈ H(X).

SeA 6= B, ent̃ao∃x∈ A tal quex /∈ B, donded(A,B) 6= 0⇒ d(A,B)> 0,∀A,B∈ H(X).

Assim, 0< d(A,B)< ∞ e tamb́em, 0< d(A,B)≤ h(A,B)< ∞,∀A,B∈ H(X),A 6= B.

c) h(A,A) = 0,∀A∈ H(X)?

h(A,A)=max{d(A,A),d(A,A)}= d(A,A)=max{d(a,A)|a∈ A}=max
{

min
{

d(a,a′)|a′ ∈ A
}}

= 0

porque

d(a,a) = 0,∀a∈ A eA 6=∅, e tamb́em

d(x,y)≥ 0,∀x,y∈ A.

d) h(A,B)≤ h(A,C)+h(C,B),∀A,B,C∈ H(X)?

Vejamos primeiro que como(X,d) ée.m. completo, ent̃aod(A,B)≤ d(A,C)+d(C,B),∀A,B,C∈

H(X).

ComoA,B eC são compactos e não vazios, sabemos que:

∃a∈ A,∃b∈ B|d(A,B) = d(a,b);
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∃a′ ∈ A,∃c∈C|d(A,C) = d(a′,c);

∃b′ ∈ B,∃c′ ∈C|d(C,B) = d(c′,b′).

Sabemos qued(a′,c) = d(A,C)≥ d(x,C),∀x∈ A.

Em particular,d(A,C)≥ d(a,C)

Sejac′′ ∈C tal qued(a,C) = d(a,c′′) = min{d(a,z)|z∈C}.

Analogamente:

d(c′,b′) = d(C,B)≥ d(z,B),∀z∈C.

Em particular,d(C,B)≥ d(c′′,B).

Sejab′′ ∈ B tal qued(c′′,B) = d(c′′,b′′) = min{d(c′′,y)|y∈ B}.

Ent̃ao, temos:

d(A,C)+d(C,B)≥ d(a,C)+d(c′′,B) =

= d(a,c′′)+d(a,c′′)+d(c′′,b′′)≥ d(a,b′′)≥

≥ min{d(a,y)|y∈ B}= d(a,b) = d(A,B)

∴ d(A,B)≤ d(A,C)+d(C,B),∀A,B,C∈ H(X).

E, de forma ańaloga, tamb́em podemos provar que

d(B,A)≤ d(B,C)+d(C,A),∀A,B,C∈ H(X).

Ent̃ao,

h(A,B) = max{d(A,B),d(B,A)} ≤

≤ max{d(A,C),d(C,A)}+max{d(C,B),d((B,C)}=

= h(A,C)+h(C,B)

∴ h(A,B)≤ h(A,C)+h(C,B),∀A,B,C∈ H(X)

∴ A distância de Hausdorff́e uma ḿetrica emH(X).

Definição 3.5 (Ponto fixo) Seja f : X→ X uma aplicaç̃ao de um e.m. nele pŕoprio.

xf ∈ X é um ponto fixo de f se f(xf ) = xf .

Entre as transformações deX tem-se aquelas que são contraç̃oes.
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Definição 3.6 (Fator de contraç̃oes) Uma transformaç̃ao f : X→ X num e.m. (X,d) diz-se uma

contraç̃ao se existe uma constante s, com0≤ s< 1, tal que: d( f (x), f (y))≤ s.d(x,y),∀x,y∈X.

O valors chamamos de fator de contração.

Proposiç̃ao 3.2 Se f,g : X → X s̃ao contraç̃oes de fatores de contração s e t respectivamente,

ent̃ao f ogé uma contraç̃ao de fator de contraç̃ao st.

Demonstraç̃ao:

f é contraç̃ao de fator de contraçãos⇒ d( f (x), f (y))≤ s.d(x,y),∀x,y∈ X

g é contraç̃ao de fator de contraçãot ⇒ d(g(x),g(y))≤ t.d(x,y),∀x,y∈ X

d( f og(x), f og(y)) = d( f (g(x)), f (g(y))≤ s.d(g(x),g(y))≤ st.d(x,y),∀x,y∈ X

0≤ s< 1 e 0≤ t < 1⇒ 0≤ st< 1

∴ st é fator de contraç̃ao def og.

Definição 3.7 (Funç̃oes Iteradas) Seja f: X → X uma transformaç̃ao num e.m.. As iteradas

sucessivas de f são transformaç̃oes fn : X → X definidas por:

f 0(x) = x

f 1(x) = f (x)

f n+1(x) = ( f o fn(x) = f ( f n(x)),n= 0,1,2,3, · · ·

Se agora pensarmos em iteradas sucessivas de uma contração, podemos provar que:

Proposiç̃ao 3.3 Se f : X → X é uma contraç̃ao de fator de contraç̃ao s, ent̃ao fn : X → X é

uma contraç̃ao de fator de contraç̃ao sn.

Demonstraç̃ao:

Basta aplicarmos a proposição anteriorn−1 vezes.

3.2 DIMENSÃO

Dimens̃ao descreve a quantidade de espaço que um certo conjunto ocupa. É um meio

de quantificar as irregularidades de um conjunto, quando vistas em escalas muito pequenas.
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Assim, uma dimens̃ao cont́em bastante informação sobre as propriedades geométricas de um

conjunto. A geometria euclidiana ensinada nas escolas apresenta dimens̃oes bem definidas,

ou seja, um ponto tem dimensão 0; uma linha reta dimensão 1; um plano, dimensão 2; e um

volume, dimens̃ao 3.

No entanto, a Geometria Fractal apresenta infinitas possibilidades de dimens̃oes, associada

ao formato do objeto em questão que corresponde ao grau de irregularidade em diferentes esca-

las, podendo ser representada por um número racional. Em um material poroso, por exemplo,

levando em conta os vazios, reentrâncias e rugosidades, sua dimensão é t̃ao ampla quanto a

quantidade de ńumeros fraciońarios.

3.2.1 Dimens̃ao Euclidiana

A dimens̃ao euclidiana representa o número de coordenadas necessárias para descrever

uma forma euclidiana. Por exemplo, uma coordenada (chamadacomprimento) descreve uma

linha. Duas coordenadas (comprimento e largura) são necesśarias para descrever um plano e três

coordenadas (comprimento, altura e largura) descrevem um volume. É simples ent̃ao perceber

que desse ponto de vista um ponto tem dimensão zero. Usualmente, a dimensão euclidiana está

associada a eixos perpendiculares, especificando portanto, em uma, duas ou três dimens̃oes,

respectivamente algum ponto pertencente a uma linha,área ou volume. Por indução, podemos

ampliar o racioćınio, sucessivamente, atén dimens̃oes, ainda que seja impossı́vel perceber além

da terceira dimensão. Vale salientar que as dimensões associadas̀a geometria euclidiana são

sempre ńumeros inteiros.

3.2.2 Dimens̃ao topoĺogica

A dimens̃ao topoĺogicaDt pode ser definida iterativamente a partir de um ponto como sendo

zero. A dimens̃ao topoĺogica de outros objetośe dada pelo valor deDt do elemento que o torna

desconexo.

Uma cis̃ao de subconjuntoX ⊂ IRn é uma decomposiçãoX = A∪B, ondeA∩B 6=∅, e os

conjuntosA eB são ambos abertos emX.

Todo conjuntoX ⊂ IRn admite pelo menos uma cisão trivial X = X∪∅. Um exemplo de

cisão ñao trivial é IR−{0}= (−∞,0)∪ (0,+∞)

Definição 3.8 Um conjunto X⊂ IRn chama-se conexo quando não adminte outra cis̃ao aĺem

da trivial. Assim, se X́e conexo, X= A∪B com A, B disjuntos e abertos em X⇒ A = ∅ ou



19

B=∅

Quando existir uma cis̃ao ñao trivial X = A∪B, diremos que X́e desconexo.

O conjunto vazio e um ponto{x} são exemplos triviais de conjuntos conexos. E o conjunto

IR−{0} é desconexo.

Definição 3.9 Dois conjuntos s̃ao disjuntos quando a intersecção dos conjuntośe o conjunto

vazio, ou seja, quando seus elementos são distintos. Ou ainda sejam dois conjuntos A,B⊂ IR

se, A∩B=∅ ent̃ao A,B s̃ao disjuntos.

Definição 3.10 Um conjunto Xé compacto se, qualquer cobertura de X por conjuntos abertos

admitir uma subcobertura finita. Tecnicamente, a compacidade é uma propriedade extrema-

menteútil que permite reduzir conjuntos infinitos de condições a um ńumero finito destas. Um

conjunto X⊂ IRn é compacto sée limitado e fechado.

Definição 3.11 Uma coleç̃aoC de subconjuntos do espaço Xé de ordem m+1 se algum ponto

de X encontra-se em m+1 elementos deC , e nenhum ponto de X encontra-se em mais do que

m+1 elementos emC .

Dadas duas coberturasC , C ′ numa superfı́cieX, dizemos queC é mais fina queC ′, ou que

C refinaC ′, ouC é um refinamento deC ′, quando, para todoc∈ C existe algumc′ ∈ C ′ tal

queC ⊂ C ′.

Definição 3.12 Um espaço X tem dimensão finita, se existe algum inteiro m tal que, para cada

cobertura abertaC de X, h́a uma cobertura abertaC ′ de X que refinaC e tem como ordem no

máximo m+1. A dimens̃ao topoĺogica de Xé definida como sendo o menor valor de m para o

qual esta afirmaç̃ao é verdadeira.

Teorema 3.1 Se Yé um subconjunto fechado de X, e se X tem dimensão finita, ent̃ao o mesmo

acontece com Y, e dimY≤ dimX.

Demonstraç̃ao:

ConsideredimX= m. SejaC uma cobertura deY por conjuntos abertos emY.

SejaC ′ um refinamento desta cobertura queé uma cobertura aberta deX e tem ordem no

máximom+1. Ent̃ao a coleç̃ao{B∩Y|B∈ C ′} é uma cobertura deY por conjuntos abertos em

Y, esta tem ordem no ḿaximom+1, e refinaC .



20

Exemplo 3.1 O intervalo [a,b] tem dimens̃ao topoĺogica 1. Dado ε > 0, podemos escolher

uma partiç̃ao a= t0 < t1 < · · · < tn = b de tal modo que ti − ti−1 < ε
2 para cada i. Ent̃ao,

a coleç̃aoC = {[a, t1),(t0, t2),(t1, t3),(t2, t4), . . . ,(tn−2tn),(tn−1,b]} é uma cobertura aberta

por conjuntos de diâmetro inferior aε, eC tem ordem2. Dáı dim[a,b]≤ 1.

Por outro lado comoε ≤ b− a, sejaC uma cobertura aberta de[a,b] por conjuntos de

diâmetro inferiorà ε. Afirmamos queC tem ordem pelo menos2. Suponha por absurdo queC

tem ordem1, logo ñao h́a dois elementos na intersecção. Uma vez que os elementos deC têm

diâmetro inferior aε, a coleç̃ao C deve conter mais do que um elemento, seja U um elemento

de C , e seja V a unĩao de todos os outros. Então, U e V formam uma separação (cis̃ao) de

[a,b], contrariamente ao fato de que este intervaloé conexo.

Exemplo 3.2 Qualquer subconjunto compactoC de IR2 tem dimens̃ao topoĺogica no ḿaximo

2.

Para provar este fato, construı́mos uma certa cobertura abertaC de IR2 que tem ordem

3. Começamos definindo uma coleção C2 formadas por todas as unidades quadradas abertas

(Figura 1) emIR2 da seguinte forma:

C2 = {(n,n+1)× (m,m+1)|n,m∈ Z}

Note que os elementos deC2 são disjuntos. Aĺem disso, definimosC1 uma coleç̃ao tomando

cada borda e de um desses quadrados abertos, e= {n}× (m,m+1) ou e= (n,n+1)×{m},

e expandindo-o ligeiramente para um conjunto U aberto deIR2, tendo o cuidado de garantir

que, se e6= e′, os conjuntos Ue e Ue′ são disjuntos. Tamb́em escolhemos cada Ue de modo que o

seu dîametroé de no ḿaximo2. Finalmente, definimosC0 como sendo uma coleção constitúıda

por todas as bolas abertas de raio
1
2

sobre os pontos n x m.(Figura 1)

A coleç̃ao de conjuntos abertosC = C2∪C1∪C0 cobreIR2. Cada um dos elementos tem

diâmetro de no ḿaximo2. E tem ordem3, uma vez que nenhum ponto deIR2 pode estar em

mais do que um conjunto de cadaα.
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Figura 1: Cobertura de um Conjunto C

3.2.3 Dimens̃ao Hausdorff

A definição de dimens̃ao de Hausdorff refina o conceito de dimensão topoĺogica. A di-

mens̃ao de Hausdorff de um conjuntoX pode ser definida a partir do números deN(r) de bolas

de raio menor ou igual ar que s̃ao necesśarias para cobrirX por completo. Se fizermosr me-

nor,N(r) seŕa cada vez maior, podemos dizer que, se o modo comoN(r) crescèa medida quer

tende para zero, então dizemos queX tem uma dimens̃aod.

A dimens̃ao de Hausdorff́e uma dimens̃ao que pode assumir valores não inteiros,́e igual

à dimens̃ao topoĺogica para os conjuntos bem comportados por exemplo, o espac¸o Euclidiano

IRn. Mas é aplićavel a muitos outros conjuntos considerados menos comportados, como os

fractais, que nem sempre possuem como dimensão um ńumero natural.

Definição 3.13 Umaδ - cobertura de um conjunto F⊂ IRn, é uma coleç̃ao cont́avel (finita ou

numeŕavel) de subconjuntos,{Ui}, de IRn, com dîametro no ḿaximoδ , que cobrem F, istóe,

F ⊂
⋃∞

i=1Ui com0< |Ui| ≤ δ para cada i.

SejaF um subconjunto de IRn es≥ 0. Para qualquerδ > 0, definimos:

Hs
δ (F) = inf

{
∞

∑
i=1

|Ui|
s : {Ui}= δ (F)

}
(3.2.1)

Ou seja, tomamos todas asδ− coberturas de Fe procuramos minimizar a soma das

pot̂encias de ordems dos dîametros. Quando oδ diminui, a classe de coberturas de (F) ad-

misśıveis em (3.2.1)́e reduzida. Consequentemente, oı́nfimo, Hs
δ (F), aumenta e aproxima-se

de um limite quandoδ → 0. Assim, definimos:



22

Hs(F) = lim
δ→0

Hs
δ (F) = sup

δ≥0
Hs

δ (F) (3.2.2)

Este limite existe para qualquer subconjuntoF de IRn, embora o seu valor possa ser∞ ou

0. Hs(F) chamamos demedia de Hausdorff s - dimensionaldeF . Em particular,Hs(∅) = 0 se

E ⊂ F ent̃aoHs(E)≤ Hs(F); Hs(
⋃∞

i=1Fi)≤ ∑∞
i=1Hs(Fi), para qualquer coleção enumeŕavel de

conjuntos{Fi}, verificando a igualdade se osFi forem conjuntos Borel disjuntos. As medidas

de Hausdorff generalizam os conceitos familiares de comprimento,área, volume.

Definição 3.14 Seja(X,τ) um espaço topológico e G a coleç̃ao dos conjuntos abertos emΩ.

A σ álgebra de Borel deΩ é oσ(G). O conjuntoσ(G) chamamos de conjuntos borelianos em

Ω.

Observaç̃ao 3.1 Quando a topologia estiver subentendida, será dito simplesmente conjunto de

Borel de X ou boreliano de X.

Definição 3.15 A classe dos conjuntos de Borel (ou conjuntos borelianos)é a mais pequena

coleç̃ao de subconjuntos deIRn que satisfaz as propriedades seguintes:

(a) Os conjuntos abertos ou fechados são conjuntos de Borel.

(b) A unĩao ou intersecç̃ao, de qualquer coleç̃ao finita ou numeŕavel de conjuntos de Borel,

é um conjunto de Borel.

Para definirmos a dimensão de Hausdorff recorremosà equaç̃ao (3.3.1), onde, para qualquer

conjuntoF e qualquerδ < 1, Hs(F) nãoé crescente coms. Assim por (3.3.2),HS(F) tamb́em

não cresce coms. Mas temos que, set > s e{Ui} é umaδ - coberturadeF , ent̃ao

∑
i
|Ui|

t ≤ δ t−s∑
i
|Ui|

s

Assim, se tomarmos ośınfimos sobre asδ - coberturas, obtemosHt
δ (F) ≤ δ t−sHs

δ (F).

Fazendoδ → 0 verificamos que, seHs(F) < ∞, ent̃ao Ht(F) = 0 parat > s. Por outro lado,

daqui decorre tamb́em que, seHt(F)> 0, ñao podemos terHs(F)< ∞, logoHs(F) = ∞.

Assim, a representação gŕafica deHs(F), como funç̃ao des mostra que existe um valor

cŕıtico des, no qualHs(F) salta de∞ para 0. Este valor crı́tico chama-sedimens̃ao de Hausdorff

deF , e escreve-sedimHF .



23

Figura 2: Representaç̃ao gráfica deHs(F), como funç̃ao des.

O método de ćalculo da dimens̃ao de Hausdorff permite calcular a dimensão dos poĺıgonos

e dos fractais, com o aumento da escala, percebe-se que em seuinterior existem partes exata-

mente autossemelhantes a todo o conjunto fractal. Para dimens̃ao fractal usamos a definição de

Hausdorff-Besicovitch que segundo (MANDELBROT, 1991, p.177)

Todavia, essa aproximaçãoé muito arbitŕaria. Para tornar intrı́nsecáe razóavel,
numa primeira etapa, fixar um raio máximo p e considerar todas as cobertu-
ras tais quepm < p. A aproximaç̃ao é tanto mais econ̂omica quanto mais a
somaγ(d)∑ pd

m se aproximar do limite inferior infpm < pγ(d)∑ pd
m. A se-

gunda etapa consiste em fazerp tender para 0. Ao fazê-lo, a restriç̃ao imposta
aospm torna-se progressivamente mais estrita, tenso então o nosso infpm < p
forçosamente que aumentar. A expressão γ(d) lim

p→0
inf pm < p∑ pd

m é bem de-

terminada. Esta expressão, muito importante, chama-se medida deHausdorff
de p na dimens̃ao d.
Demonstra-se, finalmente, que existe um valorD de d, tal que, parad <
D, lim

p→0
inf pm < p = ∞ e, parad > D, lim

p→0
inf pm < p = 0. Na verdade, neste

último caso tem-se infpm< p= 0 para todo op pois a melhor cobertura, qual-
quer que seja op, é feita por bolas de raio muito inferior ap. Ao D assim
definido chama-seDimens̃ao de Hausdorff-Besicovitch.

Tomando-se um segmento de reta de comprimentoL e dividindo-o emN partes pelo ponto

médio, obt́em-seN = (1;2;4;...). SejaU o comprimento de cada segmento obtido pela divisão

deste mesmo segmento de reta.É posśıvel observar que cada segmento de reta formada após a

divisão tem comprimentoU = L
N do comprimento da reta inicial, logoN = L

U .

Fonte: Autoria pr ópria

Figura 3: Segmento de reta dividida emN partes
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Aplicando o logaritmo em ambos os lados da equação dada temos:

D = logN = log
L
U

observando assim que a dimensão do segmento de retaé

D =
logN

log L
U

= 1

Para um quadrado de ladoL aplicamos o mesmo processo citado anteriormente, observa-

se que para obter quadrados semelhantes ao inicialmente tomado, o lado de cada quadrado

formado tem que ter como medidaU = L
N , podemos escrever queN=

(
L
U

)
logo,

(
L
U

)
.
(

L
U

)
ent̃ao

N =
(

L
U

)2
. Sabe-se que quadrados são figuras bidimensionais. Assim, aplicando o logaritmo

na equaç̃ao anterior, temos:

D = logN = log

(
L
U

)2

D = logN = 2. log
L
U

D =
logN

log L
U

= 2

Fonte: Autoria pr ópria

Figura 4: Quadrado dividido em N2 partes

Depois de calcularmos o comprimento de cada figura, podemos calcular aárea de uma

figura irregular qualquer, basta cobrir por pequenas figurinhas ou quadradinhos de lado (com-

primento) conhecidosd. Sabemos que áarea de cada quadradinhoé d2 e, para cobrir a figura

precisaremos deN quadradinhos. Áarea da figuráe dada porA= Nd2. Considera-se para um

fractal qualquer o tamanho comoMD = N(dD), ondedD representa áarea de cada quadradinho,

D representa a dimensão do fractal eN depende do ńumeron de iteraç̃oes realizadas. Deve-se

levar em conta que o númeroMD não pode ser 1, caso em que o tamanhoé a pŕopria figura
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inicial e nem infinito.

Considerandon a quantidade de vezes que cada lado do quadrado será dividido no seu ponto

médio, cada novo quadradinho construı́do teŕa ladod e áreaAn = dD. Ent̃ao denotamos áarea

total porAT .

Fonte: Autoria pr ópria

Figura 5: Quadrado de ladoL dividido no seu ponto ḿedion vezes

A tabela a seguir mostra a recorrência de cada divisão feita no quadrado anterior.

n no de quadradinho N(n) d An

1 4
L
2

A1 =

(
L
2

)D

2 16
L
22 A2 =

(
L
22

)D

3 64
L
23 A3 =

(
L
23

)D

... ... ... ...

n N(n) = 4n L
2n An =

(
L
2n

)D

Tabela 1: n iterações no quadrado

A área total seráAT = N(n) ·A(n) = 4n ·

(
L
2n

)D

=

(
4

2D

)n

·LD.

Mas essa medida déarea ñao deve ser nula e nem infinita para qualquer nı́vel de iteraç̃ao.

Assim, se
( 4

2D

)
for um ńumero maior que 1, isso implica que aáreaé um ńumero infinito.

Observe que fizemosn iteraç̃oes, e que esten tende para o infinito.

Se (
4

2D

)
> 1
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ent̃ao

lim
n→∞

(
4

2D

)n

= ∞

e assim,

lim
n→∞

At = lim
n→∞

(
4

2D

)n

LD = ∞,

essáarea ñao nos interessa. E ainda se

4
2D < 1,

ent̃ao

lim
n→∞

(
4

2D

)n

= 0

e assim,

lim
n→∞

At = lim
n→∞

(
4

2D

)n

LD = 0.

Desta forma, para áarea poder ser calculadaé necesśario que

4
2D = 1

ou seja, que

4= 2D

e assimD = 2, confirmando que a dimensão de um quadradóe 2.

Agora, tomamos um cubo de ladoL e o dividindo emN partes iguais, para que os cubos

formados a partir da divisão sejam semelhantes ao tomado inicialmente o lado de cada umdeles

tem que terU = L
N . Podemos escrever queN =

(
L
U

)
logo,

(
L
U

)
.
(

L
U

)
. L
U ent̃aoN =

(
L
U

)3
. Um

cuboé tridimensional. Assim aplicando logaritmo como demonstrado anteriormente temos:

D = logN = log

(
L
U

)3

D = logN = 3. log
L
U

D =
logN

log L
U

= 3
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Fonte: Autoria pr ópria

Figura 6: Cubo dividido em N3 partes

Por meio do processo feito anteriormente podemos concluir que a dimens̃ao de um conjunto

C qualquer, incluindo os fractais, pode ser expressa através da f́ormula

D =
logN

log L
U

ondeD é a dimens̃ao; N é o ńumero de partes em cada etapa da divisão; L é o comprimento

inicial (ou lado) do objeto ou figura que foi dividido emN partes iguais eU é o comprimento

de cada segmento obtido por meio da divisão.

3.2.4 Dimens̃ao Fractal

Na Geometria fractal o conceito de dimensão est́a associado ao formato do objeto em

quest̃ao que corresponde ao grau de irregularidade em diferentes escalas, aspereza e fragmentação,

o que explica o fato de terem dimensão fraciońaria e serem objetos ditos imperfeitos, Segundo

(MANDELBROT, 1991, p.176).

De entre as numerosas definições de dimens̃ao fractal, historicamente, a pri-
meira a ser proposta foi a de Hausdorff (Hausdorff 1919). Aplica-se a figuras
muito gerais, que ñao t̂em necessariamente homotetia interna. Para a clarificar
conv́em decomp̂o-la em etapas.

A dimens̃ao fractalD tem como conceito o preenchimento do espaço e para (MANDEL-

BROT, 1977) “Um dado conjuntoA constitui um fractal se, emA,Di > D > Dt , sendoD a

dimens̃ao fractal eDt a dimens̃ao topoĺogica do conjuntoA”.

Façamosd = D na express̃ao γ(d) lim
p→0

inf pm < p∑ pd
m da medida de Haus-

dorff. O valor que se obtém, tanto pode ser degenerado (nulo ou infinito),
como ñao degenerado. Só esteúltimo caso, que cobre nomeadamente o con-
junto de Cantor, a curva de von Koch e o universo de Fournier, tem algum
interesse. Quando a medida de Hausdorffé degenerada, a expressão pD mede
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o contéudo intŕınseco deP de forma imperfeita. Taĺe tipicamente o caso
quandoP é um conjunto aleatório, como, por exemplo, a trajetória do mo-
vimento browniano ou do de Cauchy ou do de Lévy. Em todos esses casos,
o conceito de dimensão j́a é conhecido, sendo porém conveniente aprofundar
um pouco mias o de conteúdo. Besicovitch teve a idéia, para levar em conta as
medidas degeneradas, de substituirγ(d)pD por uma funç̃ao h(p) mais geral,
satisfazendoh(0) = 0. Pode existir uma função-calibreh(p) tal que a quan-
tidade lim

p→0
inf pm < p∑h(pm) é positiva e finita. Nesse caso, essa quantidade

chama-semedida de Hausdorff-Besicovitch segundo o calibre h(p), e diz-se
queh(p) mede o contéudo do conjuntoP de forma exata. (MANDELBROT,
1991, p.178)

A dimens̃ao de um fractaĺe o valorD tal queN =

(
1
r

)D

em quer é o fator de contraç̃ao

do Sistemas de Funções Iteradas que gera eN é o ńumero total de contrações que constituem o

sistemas de funç̃oes iteradas. Então

D =
logN

log

(
1
r

) ·

Outro processo para determinarmos a dimensão fractalé o deBox Countingque consta

em dividir a imagem em quadradinhos de um determinado comprimento de lado e contamos

quantos destes quadradinhos contêm o contorno. Depois repetimos este processo com diferentes

tamanhos de lado para os quadradinhos.
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4 FRACTAIS

Como conta a tradiç̃ao, o mateḿatico grego chamado Euclides notou enquanto caminhava

na praia, que a areia, vista como um todo se assemelhava a uma superf́ıcie cont́ınua e uniforme,

mas tamb́em era composta de pequenos pontos visı́veis. Euclides empenhou-se em provar que

todas as formas da natureza podiam ser reduzidasà formas geoḿetricas simples.

Como estava concentrado nas formas não se deu conta que a dimensão era a chave para o seu

pensamento inicial. Porém, Mandelbrot apenas acrescentou a questão da dimens̃ao e começou

a desenvolver conceitos que mais tarde foram relacionadosà denominaç̃ao Fractal. Diante disso

surgiu a comparação entre a sua geometria fractal e a geometria tradicional euclidiana.

Introduzida por Mandelbrot em 1975 através do neologismo “Fractal”, a palavra Fractal

surgiu do adjetivo latino fractus, que significa irregular ou quebrado, como ele próprio disse:

“Eu cunhei a palavra fractal do adjetivo em latim fractus. O verbo em latim correspondente

frangere significa quebrar, criar fragmentos irregulares,tamb́em significa irregular. Os dois

significados estão preservados em fragmento.” (MANDELBROT, 1983, p. 4). Embora existam

várias definiç̃oes para o termo fractal essa serviu de fio condutor para todasas outras definiç̃oes.

A primeira definiç̃ao, segundo Mandelbrot, diz que: “Um conjuntoé dito fractal se a di-

mens̃ao Hausdorff deste conjunto for maior do que a sua dimensão topoĺogica”(GLEICK, 1990)

apud (MANDELBROT, 1983) A dimensão topoĺogica de um conjuntóe sempre um ńumero

inteiro, sendo 0 se o conjuntoé totalmente desconexo, 1 se cada ponto tem vizinhanças arbitra-

riamente pequenas com fronteira de dimensão 0 e assim sucessivamente. Em geral, mostra-se

que a dimens̃ao topoĺogicaé, no ḿaximo, igualà dimens̃ao Hausdorff. A dimens̃ao Hausdorff

deve ser diferente da dimensão topoĺogica ou do espaço em que o fractal está inserido, isto quer

dizer que ela deve ser diferente da dimensão de objetos Euclidianos como o ponto, a reta ou

o plano, devem estar entre tais. Contudo, no decorrer do tempoficou bastante claro que esta

definiç̃ao era muito restrita, embora apresentasse algumas motivac¸ões pertinentes.

Dentre muitos trabalhos publicados por Mandelbrot em relac¸ão aos fractais, encontramos

uma definiç̃ao dada por Maldelbrot em (BARBOSA, 2005, p.18): “Um fractalé uma forma
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cujas partes se assemelham ao seu todo sob alguns aspectos.”

Os fractais s̃ao formas geoḿetricas abstratas, com padrões complexos que se repetem in-

finitamente, mesmo limitados a umaárea finita. Mandelbrot constatou que todas estas formas

e padr̃oes possúıam algumas caracterı́sticas comuns e que havia uma curiosa e interessante

relaç̃ao entre estes objetos e aqueles encontrados na natureza, asquais apresentam padrões irre-

gulares.

Segundo (STEWART, 1996, p.12). “Os fractais são formas geoḿetricas que repetem sua es-

trutura em escalas cada vez menores”. Um fractalé gerado a partir de uma fórmula mateḿatica,

muitas vezes simples, mas que aplicada de forma iterativa produz resultados fascinantes e im-

pressionantes, não perdendo sua definição formalà medida quée ampliado ińumeras vezes

mantendo a sua estrutura idênticaà original.

Por isso a mente não pode visualizar toda a capacidade infinita que a complexidade tem

de auto embutir-se. “Mas para alguém que pense como um geômetra sobre a forma, esse tipo

de repetiç̃ao da estrutura em escalas cada vez menores pode abrir todo ummundo”.(GLEICK,

1990, p.95)

Definição 4.1 (Fractal) Seja (X,d) um e.m. completo.

Seja{X;wn,n= 1,2, . . . ,N} um Sistemas de Funções Iteradas em X, constituı́do de N

contraç̃oes, cada uma com fator de contração Sn respectivamente o fator de contração do sis-

temaé s= max{Sn : n= 1,2, . . . ,N}.

Cada contraç̃ao wn : X → X induz uma contraç̃ao w̃n : H(X)→ H(X) com igual fator de

contraç̃ao tal quew̃(B) = {w(x) : x∈ B} ,∀B∈ H(X).

Em conjunto, estas formam uma nova contração W : H(X)→H(X) com fator de contraç̃ao

s= max{sn : n= 1,2, . . . ,N} definida por:

W(B) = w̃1(B)∪ w̃2(B)∪ . . .∪ w̃n(B) =
N

∑
n=1

w̃n(B),∀B∈ H(X).

Como Wé uma contraç̃ao em(H(X),h(d)) queé um espaço ḿetrico completo, então sa-

bemos que esta terá umúnico ponto fixo A∈ H(X) e que a sucessão{wn(B)}∞
n=1 converge para

A,∀B∈ H(X). Tamb́em se diz que Áe o ponto fixo do Sistema de Funções Iteradas.

A=W(A) =
N

∑
n=1

wn(A)
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e

A= lim
n→∞

Wn(B),∀B∈ H(X).

A este subconjunto deA deX chamamos Fractal. Os fractais só existem em estado puro na

nossa mente poiśe imposśıvel em tempo e em espaço concretizá-los graficamente, já que ñao

podemos determinar um número infinito de iteradas de uma função.

4.1 FRACTAIS GEOḾETRICOS

De acordo com TAYLOR(2003) os fractais geométricos est̃ao classificados como autosse-

melhantes exatos, por terem suas formas idênticas em diferentes escalas, figuras geradas por

processos mateḿaticos em que o conjunto totalé formado por pequenas réplicas perfeitas delas

mesmas, ou seja, formado através de um processo iterativo. Esta caracterı́stica resulta do fato

das figuras serem construı́das pela iteraç̃ao da mesma regra de construção.

A iteraç̃ao é a repetiç̃ao de um procedimento. O processo iterativo consiste em aplicar a

mesma regra a cada um dos resultados do processo anterior. Assim, o objeto(figura) que resulta

da passagem ao limite deste processo recursivoé exatamente autossemelhante, ou seja,é igual

a uma ćopia ampliada dos elementos que o constituem.

As primeiras figuras que hoje são chamadas de fractais foram desenvolvidas por matemáticos

que ñao tiveram o aux́ılio dos computadores e eram chamadas de curvas monstros, a seguir ser̃ao

apresentados alguns desses conjuntos.

4.1.1 Curvas de Koch

Um dos primeiros fractais a ser conhecidoé a curva de Koch, apresentado em 1904 pelo

sueco Helge von Koch e nomeado de Curvas de Koch como homenagema seu criador.

A forma como se constrói esta curva mostra-nos uma das caracterı́sticas comuns nos frac-

tais: a sua estrutura autossemelhante. Cada parcela, por menor que seja,́e obtida da forma

similar às maiores parcelas, fazendo com que o fractal seja invariante à escala na qual se o ob-

serva. Se uśassemos um microscópio para olhar as ranhuras menores da curva de Koch, não

conseguiŕıamos adivinhar qual seria o grau de ampliação usado no microscópio.

Como se constrói esta curva? Primeiro considera-se uma figura inicial, neste caso, um

triângulo equiĺatero, mas para melhor compreensão vamos tomar como base inicialmente ape-

nas um lado do triângulo (Figura7).
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Depois, em cada passo, divide-se cada lado do triângulo em tr̂es partes e substitui-se a parte

do meio por duas partes de igual tamanho, obtendo um segmentode reta composto por quatro

segmentos iguais, ou seja, o terço médio de um segmento retoé substitúıdo por dois segmentos

retos de igual tamanho que formariam um novo triângulo equiĺatero com o segmento retirado.

Figura 7: Evolução Curva de Kouch

Considerando-se cada passo nota-se que, de um nı́vel para o seguinte, substituem-se três

segmentos por quatro de igual comprimento, ou seja, o comprimento totalé multiplicado por

4/3 correlacionando-se nı́veis sucessivos. O limite de uma sucessão geoḿetrica de raz̃ao 4/3

é infinito, o que significa que a figura final, aquela para a qual tende a sucessão descrita, terá

um comprimento infinito. Este limite foi denominado por Mandelbrot como infinito interno.

Portanto, no n-́esimo ńıvel, o comprimento da curva de Koch será dado por:

Sn = Sn−1+
Sn

3
= (

4
3
)n

e

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
4
3

)n

= 0

Figura 8: Os quatro primeiros nı́veis para a construç̃ao da Curva de Koch e seus correspondentes

comprimentos.
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Em seguida determinaremos a dimensão da Ilha de Koch. Para isso consideramos o compri-

mento inicial de um dos lados de cada triângulo comoL. Em cada etapa os novos comprimentos

ser̃ao L
3 e 4 novos segmentos de retas serão criados e cada lado, dessa forma completando a ta-

bela abaixo.

n no de segmentos N(n) d An

1 3X4
L
3

A1 =

(
L
3

)D

2 3X42 L
32 A2 =

(
L
32

)D

3 3X43 L
33 A3 =

(
L
33

)D

... ... ... ...

n N(n) = 3X4n L
3n An =

(
L
3n

)D

Tabela 2: n iterações da Ilha de Koch

A área total seráATK = N(n).A(n) = 3X4n.

(
L
3n

)D

=

(
2

3D

)n

.3LD.

Como anteriormente deduzido, para que ela não seja 0 ou infinita deve-se ter

(
4

3D

)
= 1

4= 3D

Aplicando o logaritmo em ambos os lados temos:

log4= log3D

log4= D log3

D =
log4
log3

= 1,261859...,

mostrando assim, um objeto construı́do no mundo real cuja dimensãoé um ńumero entre 1 e 2.
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Figura 9: Ilha de Koch

4.1.2 Conjunto de Cantor

A figura conhecida como Conjunto de Cantor ou Poeira de Cantor foidifundida pelo ma-

temático Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, que dedicou parte de seus estudos sobre a

teoria dos conjuntos.

A lei de formaç̃ao do Conjunto de Cantoré simples. Para construir geometricamente o Con-

junto do Cantor vamos considerar o intervalo unitário [0,1], que seŕa nosso conjuntoK0. Em

seguida dividimos esse intervalo em três partes iguais e retiramos o intervalo aberto central (ou

terço ḿedio)

(
1
3
,
2
3

)
, restando

[
0,

1
3

]
∪

[
2
3
,1

]
, e com isso obtemos o conjuntoK1. Repetimos

o processo em cada um dos segmentos, removendo-lhes o terçomédio, e repetimos o processo

sucessivamente fazendo-se o número de etapask tenderem ao infinito. O conjuntoK dos pontos

que ñao foram retiradośe o conjunto de Cantor.

Figura 10: Construção do Conjunto de Cantor

Em seguida analisaremos o que acontece com o número de segmentos,Nn, com o compri-

mento de cada segmento,cn, bem como com o comprimento total do conjunto,Ctn , em cada

iteraç̃aon de sua construção. Entende-se por comprimento total a soma dos comprimentos dos

segmentos de um conjunto. No nı́vel inicial, paran = 0, temos um segmento de modo que
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N0 = 1. No ńıvel 1, t̂em-se 2 segmentos. No nı́vel 2 s̃ao quatro segmentos, na geração 3 s̃ao

oito segmentos. Assim, decorre imediatamente da construção, que no n-́esimo ńıvel, o ńumero

de segmentośe 2n.

Ao analisarmos o comprimento do Conjunto de CantorCtn, podemos verificar uma carac-

teŕıstica visivelmente paradoxal com a afirmação anterior. Basta analisar o comprimento de

cada segmento,cn que comp̃oe o Conjunto de Cantor no correspondente nı́vel. No primeiro

ńıvel, n= 0, o comprimento do segmentoé c0 = 1; no segundo ńıvel c2 =
1
3

; no terceiro ńıvel

c3 =
1
9

. Ent̃ao, no n-́esimo ńıvel, o comprimento de cada segmentoé expresso porcn =

(
1
3

)n

.

Para saber quaĺe o comprimento dos segmentos formados em um número infinito de etapas

basta calcular.

lim
n→∞

(
1
3

)n

= 0

Isso significa que em um número infinito de passos não haveŕa mais segmentos de reta mas,

apenas pontos, o que explica o termo “Poeira de Cantor” utilizado por alguns autores. Em cada

passo do processo de construção do conjunto de Cantor temos 2n segmentos. Observe que se o

número de etapas tende ao infinito, tem-se infinitos segmentos, ou seja,

lim
n→∞

2n = ∞

Em seguida será apresentada a dimensão do Conjunto de Cantor, para isso considera-se o

comprimento do segmento inicialAB medindoL unidades, na primeira iteração tem compri-

mentod =
L
3

. Assim

n no de segmentos N(n) d An

1 2
L
3

A1 =

(
L
3

)D

2 4
L
32 A2 =

(
L
32

)D

3 8
L
33 A3 =

(
L
33

)D

... ... ... ...

n N(n) = 2n L
3n An =

(
L
3n

)D

Tabela 3: n iterações no Conjunto de Cantor

A área total seráATC = N(n) ·A(n) = 2n ·

(
L
3n

)D

=

(
2

3D

)n

·LD.
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Mas para que haja significado deve-se ter

(
2

3D

)n

= 1 em quaisquer iterações, onde 2= 3D,

aplicando-se logarı́tmo de ambos os membros da igualdade e isolandoD temosD =
log2
log3

=

0,6309. . ., mostrando assim um objeto construı́do no mundo real cuja dimensãoé um ńumero

fraciońario entre 0 e 1.

4.1.3 Trîangulo de Sierpinski

Descrito pelo mateḿatico polon̂es Waclaw Sierpinski em 1915, este fractalé uma das

exceç̃oesà definiç̃ao de Mandelbrot. Neste caso a dimensão Hausdorff́e menor do que a di-

mens̃ao topoĺogica. O Trîangulo de Sierpinskíe um objeto fractal de dimensão de Hausdorff

D = log(3)/log(2) = 1,58496, enquanto que um triângulo tem dimens̃ao 2.

Para a construção do trîangulo consideramos aárea compreendida por um triângulo equiĺatero,

seus lados e os pontos médios de cada lado, traça-se três segmentos de reta cujas extremidades

são os pontos ḿedios de modo que o triângulo inicial fica dividido em quatro outros triângulos

menores tamb́em equiĺateros, e desconsidera-se aárea do trîangulo menor central. Marcam-se

os pontos ḿedios de cada lado dos outros três trîangulos menores restantes e traça-se novamente

os segmentos de reta que vão dividir os trîangulos em quatro outros, e torna-se a desconsiderar

a área trîangulo central formado. A partir daı́, aplica-se o mesmo procedimento aos triângulos

restantes.

Ao final de cada etapa repete-se o mesmo procedimento com os triângulos resultantes.

Desta maneira geram-se, sequencialmente, 3,9,27,81, . . ., triângulos, correspondentes aos nı́veis

1,2,3,4, . . . respectivamente representados. Basta aplicar esta mesma lei de formaç̃ao sucessi-

vamente, de modo que sua estrutura triangularé constitúıda por trîangulos sequencialmente

menores que são ćopias perfeitas da forma inicial da figura. Deste modo, ao ampliar-se uma

parte qualquer, teremos algo idênticoà figura como um todo.

Figura 11: Construção do Triângulo de Sierpinski

No Triângulo de Sierpinski, após infinitas aplicaç̃oes deste procedimento obtemos uma

figura fractal autossimilar exata, ou simplesmente denominada de autossimilar.
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Organizando os dados obtidos, temos a seguinte tabela:

n no de trîangulos N(n) d An

1 3
L
2

A1 =

(
L
2

)D

2 32 L
22 A2 =

(
L
22

)D

3 33 L
23 A3 =

(
L
23

)D

. . . . . . . . . . . .

n N(n) = 3n L
2n An =

(
L
2n

)D

Tabela 4: n iterações no Triângulo de Sierpinski

Após iniciarmos o processo com um triângulo de ladoL, obtemos tr̂es trîangulos similares

ao inicial, poŕem cada lado do novo triânguloé a metade do anterior, istoé,
L
2

. Assim,

ATS= N(n) ·An(n) = 3n ·

(
L
2n

)D

=

(
3

2D

)n

·LD

como (
3

2D

)
= 1

vem que

2D = 3

Logo, aplicando a propriedade do logaritmo em ambos os ladosda igualdade temos:

D log2= log3

ou

D =
log3
log2

= 1,5849. . . ,

mostrando assim mais um exemplo de dimensão fraciońaria.

4.1.4 Esponja de Menger

Criada pelo mateḿatico austŕıaco Karl Menger, devido a um paradoxo incrı́vel a Esponja

de Mengeŕe um dos fractais mais interessantes. Trata-se de um objeto geoḿetrico onde seu

volumeé zero e suáareaé infinita. Sua dimens̃ao fractalé dada por:D =
log20
log3

≈ 2,72.

O processo de construção da Esponja de Menger também é simples, utiliza-se um cubo,

dividindo-o em 27 cubinhos de arestas medindo1
3 do tamanho das arestas originais, retirando a
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peça central do cubo e cada um dos 6 quadrados centrais de cada uma das faces.

Figura 12: Construção Esponja, considerando um dos lados do cubo que resultará ma esponja de

Menger

Em seguida repete-se este processo para cada um dos cubos restantes. Nesse segundo pro-

cesso o volume da Esponja,V1, é dado por:

V1 =V0−7(
l
3
)3.

No terceiro ńıvel, ou seja,N = 2, cada um dos 20 cubos restantes são divididos em mais

27 cubos iguais, dos quais 7 são retirados, cada um com volume1
9. Deste modo, o volume da

Esponja,V2, seria dado pela expressão:

V2 =V0−7

(
l
3

)3

−7

(
l
9

)3

20.

Reescrevendo a equação:

Vn =V0−7l3
∞

∑
N=1

(
1
3

)3N

20N−1

Deste modo, para o n-ésimo ńıvel, fazendoN tender ao infinito, o volume da esponja será dado

por:

Vn =V0−7l3
∞

∑
N=1

(
1
3

)3N

20N−1 = 0

Observamos que o volume da Esponja de Menger tende a zero, quando o ńumero de ńıveis tende

ao infinito. Para determinar áarea da superfı́cie deste fractal, tem-se que paraN = 0, S0 = 6l2.

ParaN = 1 tem-se:

lim
n→∞

S1 = S0+6l2
(

1
3

)2

20

para o n-́esimo ńıvel, comN tendendo ao infinito, áarea da superfı́cie associadàa esponja será

dada por:
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Sn = S0+6l2
∞

∑
N=1

(
1
3

)2N

20N = ∞.

Portanto a Esponja de Menger possuı́ volume nulo eárea infinita na medida em que o

número de ńıveis tende ao infinito.

Figura 13: Esponja de Menger

4.2 FRACTAIS DA NATUREZA

A caracteŕıstica principal dos fractais da naturezaé a autossemelhança, onde suas iterações

ou geraç̃oes s̃ao semelhantes entre si e o original. De acordo com TAYLOR (2003) os fractais da

natureza estão classificados como autossemelhantes estatı́sticos, por suas formas terem medidas

numéricas ou estatı́sticas preservadas em diferentes escalas, medidas essas que encontramos

nessa categoria de fractais.

Levando em consideração essa autossemelhança, a Geometria Fractalé considerada a que

melhor descreve a natureza.

(MANDELBROT, 1983) j́a dizia: “Nuvens ñao s̃ao esferas, montanhas não s̃ao cones,

continentes ñao s̃ao ćırculos, um latido ñaoé cont́ınuo e nem o raio viaja em linha reta.”

A seguir alguns exemplos de objetos (figuras) fractais encontrados na natureza:
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Figura 14: Br ócolis

Figura 15: Girassol

Figura 16: Folhas

Figura 17: Folhas
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Figura 18: Fractais aleat́orios

Figura 19: Fractais aleat́orios

Figura 20: Caramujo

4.3 FRACTAIS COMPUTACIONAIS

Os Fractais gerados por computadores conhecidos, como fractais de fuga, s̃ao figuras t̃ao

complexas que seria impossı́vel conheĉe-las ao longo de uma vida inteira. Com uma forma

mais solta apresenta ser aproximadamente, mas não exatamente, idêntico em escalas diferentes.
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4.3.1 Conjunto de Julia

O conjunto de Julia surgiu após estudos acerca de processos iterativos envolvendo números

complexos. Estes estudos foram apresentados no ano de 1918 por Gaston Julia e Pierre Fa-

tou sem o recurso do computador, que nos dias de hojeé de grande utilidade para reproduzir

detalhadamente o comportamento de funções iterativas.

Consideremos a funçãoZn+1 = Z2
n +c em quec é um ponto fixo no plano complexo.

Para cada pontoZ0 teremos a funç̃ao gerando a seguinte sequência de ńumeros complexos

(órbita deZ0): Z0,Z1 = Z2
0 +c,Z2= Z2

1 +c, . . .

Se aórbita deZ0 é atráıda para infinitoé ponto escape, então Z0 não pertence a nenhum

conjunto de Julia. O conjunto de todos estes pontos formam o conjunto escape dec.

Se aórbita deZ0 é atráıda para um ćırculo em torno da origem (Z0 é ponto prisioneiro),

ent̃ao Z0 pertence a algum conjunto de Julia. O conjunto de todos estespontos formam o

conjunto prisioneiro dec.

Ambos os conjuntos complementam-se e preenchem alguma parte do plano complexo. As-

sim, a fronteira do conjunto escapeé simultaneamente a fronteira do conjunto prisioneiro e

nesta fronteira temos o conjunto de Julia associado ao parâmetroc.

O valor do pontoc determina a formaç̃ao dos conjuntos de Julia, sendo associado com um

conjunto de Julia em particular, como mostram as figuras abaixo:

Figura 21: c=−1,25+0i Figura 22: c= 0,3+0,5i Figura 23: c= 0,5−0,6i

No inicio, o trabalho de Julia não despertou o interesse em Mandelbrot. Depois de ter

se dedicado as mais diversas ciências, por volta de 1977 Mandelbrot demonstrou interesse e

mostrou, com o auxı́lio de um computador que o trabalho de Juliaé um dos mais belos fractais

conhecidos hoje.
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Figura 24: c= 0,3+0i Figura 25: c= 0,3+0,1i Figura 26: c= 0

Figura 27: Conjunto de Julia

4.3.2 Conjunto de Mandelbrot

Mandelbrot, em 1979, ao tentar encontrar uma forma de generalizar os conjuntos de Julia,

descobriu que poderia criar uma imagem no plano complexo quecatalogava os conjuntos de

Julia.

A sua construç̃ao baseia-se na função Zn+1 = Z2
n + c ondeZn(n ∈ N0) e c são ńumeros

complexos eZ0 = 0. O conjunto de Mandelbrot́e um fractal definido como o conjunto de

pontos no plano complexo para qual a sequênciaé definida iterativamente:

Z0 = 0

Zn+1 = Z2
n +C

A expans̃ao da seqûenciaé realizada da seguinte maneira:

Z0 = 0

Z1 = Z2
0 +c
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Z2 = Z2
1 +c

Z3 = Z2
2 +c. . .

Iterando a funç̃ao para cada pontoc do plano complexo, temos a sequência de iteraç̃oes:

c→ c2+→ (c2+c)2+c→ . . .

Tomando alguns valores parac, vem: parac= 0:

0→ 0→ 0→ . . .

parac=−1

0→−1→ 0→−1→ 0→ . . .

parac= i

0→ i → i →−1→−i → i →−1→−i → i →−1→ . . .

Verificamos dois tipos de sequências (parac = 0 temos um ponto de convergência e para

c=−1 ec= i, temos seqûencias períodicas) que s̃ao limitadas pois permanecem dentro de um

ćırculo em que a distânciaà origem mant́em-se finita. No entanto, para certos valores dec,

a funç̃ao é ilimitada, afastando-se cada vez mais da origem. Vejamos alguns exemplos: para

c=−3

0→−3→ 6→ 33→ 1086→ . . .

parac= 1:

0→ 1→ 2→ 5→ 26→ 677→ 458330→ . . .

Os conjuntos formados pelas sequências limitadas e pelas sequências ilimitadas preenchem

todo o plano complexo e delimitam o conjunto de Mandelbrot atribuindo-se uma cor, para o

primeiro conjunto, istóe, se a sucessão de cada valorc permanece limitada, e outras cores para

o segundo conjunto, istóe, se a sucessão de cada valorc é ilimitada.

Tal como dissemos anteriormente, podemos encontrar no conjunto de Mandelbrot os con-

juntos de Julia, fazendo variar os valores do pontoc, como apresentamos na figura 28.
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Figura 28: Conjunto de Mandelbrot como um cat́alogo de conjuntos de Julia

Podemos tamb́em verificar a autossemelhança aproximada, fazendo algumas ampliaç̃oes do

conjunto de Mandelbrot, verificando as várias formas que se lhe aproximam.

Figura 29: Algumas ampliaç̃oes do conjunto de Mandelbrot

4.4 APLICAÇÕES

Os fractais t̂em sido usados para descrever muitos aspectos. Biólogos utilizam fractais

para investigar a inflûencia da superfı́cie irregular de protéınas nas iteraç̃oes moleculares, ma-

temáticos montam modelos de crescimento demográficos, modeladores gráficos os utilizam

para a geraç̃ao de terrenos e atmosferas. Mandelbrot já havia utilizado esta teoria nas cheias do

rio Nilo e tamb́em nas cotaç̃oes da bolsa de valores.

Com o objetivo de exemplificar a aplicação dos fractais, foi escolhido uma aplicação que

mostra o estudo na construção de uma usina hidrelétrica e a dŕastica alteraç̃ao bioĺogica na

dinâmica dos rios.

A aplicaç̃ao “Análise de Campo Gradiente e Dimensão Hausdorff-Besicovitch aplicados na
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dinâmica espaço-temporal de ecossistemas aquáticos impactados” foi retirado, dos Anais doX

Simpósio Brasileiro de Sensoriamento Remoto SBSR, realizado em Foz do Iguaçu em 1991.

O estudo visa mostrar, que a construção de usinas hidrelétricas promove uma
drástica alteraç̃ao da din̂amica bioĺogica de rios. Uma das principais con-
seqûencias destes impactosé a proliferaç̃ao de plantas aquáticas, e implicam
em problemas de geração de energia, navegação, qualidade déagua e formaç̃ao
de berḉarios de vetores de doenças. (LIMA, 2001, p.1301)

Para este estudo foram selecionadas as bandas TM3, TM4 e TM5 do Landsat-5 para o

reservat́orio de Tucurúı, no Estado do Pará, formado em 1984. As imagens foram obtidas no

peŕıodo de ḿaximo crescimento de plantas aquáticas, referentes ao perı́odo de junhòa agosto.

Os anos estudados foram 1986, 1988, 1990, 1992, 1994, 1999 e 2000.

Um modelo para esta dinâmica poderia ser uma equação com um componente de percolação,

utilizada em modelos de epidemias, associadas a outra de difus̃ao. Neste caso, foram aplicados

dois ḿetodos para a obtenção de par̂ametros. O primeiro baseia-se na Análise de Campo Gradi-

ente, atrav́es do operador de fragmentação assiḿetricaFA. O operadorFA baseia-se na exclusão

de vetores siḿetricos no campo gradiente e na geração de uma triangulação de Delaunay no

ponto ḿedio dos vetores resultantesL. O operador de fragmentação assiḿetricaé dado por:

FA =
C−L

L

ondeC refere-se ao ńumero de linhas de conectividade vetorial através da triangulaç̃ao de De-

launay. Para matrizes aleatórias o operadorFA tende assintoticamente ao valor 2 quandoL tende

ao infinito. Este operador tem sido empregado no estudo da emergência de padr̃oes espaço-

temporais em sistemas dinâmicos complexos que operam longe do equilı́brio térmico, ou estru-

turas dissipativas, o que justifica sua aplicação, tendo em vista a complexidade da dinâmica de

sistemas bioĺogicos, os quais também s̃ao considerados estruturas dissipativas. Por outro lado,

a aplicaç̃ao do operadorFA tem a premissa de que o sistema seja extenso, istoé, sem inflûencia

das condiç̃oes de contorno. Por este motivo as regiões selecionadas para análise situam-se rela-

tivamente distantes ds marges do reservatório.

Outro par̂ametro avaliadóe a Dimens̃ao de Hausdorff-BesicovitchD, que se corresponde

à dimens̃ao fractal de formas no espaço n-dimensional. Esta dimensãoé definida como aquela

em queD ≥ DT , ondeDT refere-sèa dimens̃ao topoĺogica (MANDELBROT, 1983). Como

DT = 0 ou 1, espera-se encontrar valores 0≤ D < 2. O ḿetodo baseia-se nobox counting, onde

o número de elementosN que preenchem o espaçoé computado para diferentes resoluçõesr

e uma regressão linear do logarı́tmo deN(r) e r fornece o valor deD, Os valores deD foram
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obtidos atrav́es de uma adaptação do ḿetodobox countingatrav́es da equaç̃oes:

ln(Nb(r)) = ln(Kb)−Db ln(r),

ln(Nw(r)) = ln(Kw)−Dw ln(r),

ln(Nbw(r)) = ln(Kbw)−Dbw ln(r),

ondeb ew referem-sèa máscara e ao entorno da máscara criada através da seleç̃ao de ńumeros

digitaisND, ondeND ≥ NDcritico, KD refere-sèa medida fractal (MANDELBROT, 1983). A

dimens̃ao fractal refere-sèa fronteira entreb ew e é dada porD = Dbw.

Tendo em vista a geometria fractal e a multifractalidade observada em redes de drenagem

e em outros tipos de fluxos, com lavas vulcânicas, sendo possı́vel que a autossimilaridade ou

invariância na escala do reservatório apresente uma influência espacial na dinâmica de ocupação

das plantas.

Para ambos os ḿetodos, imagens intensidade ou envelope de energiaI = 0,299TM5+

0,587TM4+0,114TM3 foram empregadas para três śeries temporais em diferentes regiões do

reservat́orio. Ambos par̂ametros decrescem com o tempo, tendo em vista a redução na ampli-

tude e ńumero de estruturas. O parâmetroD apresentou sensibilidadeàs variaç̃oes de grandes

mudanças nas estruturas do padrão global. O operadorFA para as matrizes utilizadas apresenta

um limiar de sensibilidade de≈ 0,0016 e permite a verificação da mudança de subpadrões que

comp̃oem o padr̃ao global. A ḿedia das diferenças deFA para as tr̂es śeries foi de 0,0167,

evidenciando uma grande variabilidade temporal de picos assimétricos e de amplitudes lamina-

res (paredes), bem como de uma quebra de simetria espaço-temporal, caracterı́stica de sistemas

dinâmicos complexos. Entre as datas existem variações inerentes na radiação eletromagńetica

refletida, na geometria de aquisição, da eletr̂onica do sensor e de registro espacial. Para mini-

mizar parte desses efeitos, uma retificação radioḿetrica poderia ser testada no futuro. Apesar

de resultados preliminares, aparentementeD e FA são complementares na identificação das

forçantes f́ısicas e bioĺogicas envolvidas na formação destes padrões e deverão corroborar na

criaç̃ao e ańalise de simulaç̃oes deste fen̂omeno com equações de percolação-difus̃ao.
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5 CONCLUSÃO

A Geometria Fractal apresenta uma nova visão da geometria, do mundo, uma nova maneira

de ver e caracterizar velhas coisas. Os fractais da naturezaserviram de inspiraç̃ao, por muitos

séculos achava-se que essas formas naturais não possúıam formas geoḿetricas. Muitas teorias

foram criadas em cima dessas formas mas não conseguiram organiza-las a ponto de criar uma

definiç̃ao formal para o que viria se tornar a teoria dos fractais.

Mandelbrot foi o mateḿatico que conseguiu unir todos os fragmentos de ideias e criar uma

grande ideia, e esta deu origemà teoria dos fractais.

A construç̃ao dos fractais se da através das muitas iterações de passos. Por isso, um dos pon-

tos importantes de Mandelbrot foi o uso de computadores parafazer seus ćalculos e simulaç̃oes.

Podemos dizer que esta tenha sido a chave de todos os seus estudos j́a que era praticamente im-

posśıvel de ser feito de forma manual. Com isso, deu-se um passo importante para o estudo da

Geometria Fractal.

Se formos falar em valores estéticos a Geometria Fractal pôs a cîencia exata em harmonia

com o sentimento caracterı́stico moderno da natureza não domesticada, não civilizada, ñao

domada. Aĺem de se apresentar como formas geométricas, os fractais representam funções reais

ou complexas e apresentam determinadas caracterı́sticas: autossemelhança, dimensionalidade e

a complexidade infinita.

Com a aplicaç̃ao vimos que os fractais podem ser usados nos mais variados campos do co-

nhecimento, tanto para geração de imagens coloridas quanto para desenhar terrenos complexos,

nasáreas de pesquisa como medicina e fı́sica e explicar muitos fenômenos.

O proṕosito deste trabalho foi destacar a importância da geometria dos fractais, pensando

como uma ferramenta para reduzir a resistência que ainda existe quando se fala em alguns

conceitos mateḿaticos. Aĺem de ressaltar a importância dos fractais e mostrar queé um assunto

a ser muito explorado devido as suas inúmeras aplicaç̃oes nas diferenteśareas do conhecimento.
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