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RESOLVER UMA EQUAÇ ÃO DIFERENCIAL PARCIAL

HIPERBÓLICA
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RESUMO

GOMES, Viviane.. Utilizando o Ḿetodo das Caracterı́sticas Para Resolver uma Equação Dife-
rencial Parcial Hiperb́olica. 47 f. Monografria – Departamento de Matemática, Universidade
Tecnoĺogica Federal do Paraná. Campo Mour̃ao, 2013.

Estudo aprofundado sobre a Equação da Onda onde houve uma preocupação com a deduç̃ao da
equaç̃ao da onda em vibrações longitudinais com uma dimensão, trazendo sua demonstração de-
talhada atrav́es da Segunda Lei de Newton, aplicando o método nuḿerico das caracterı́sticas na
resoluç̃ao de onda homogênea com equações diferenciais parciais lineares, examina as equações
de segunda ordem em duas variáveis e finalmente a obtenção da Soluç̃ao Anaĺıtica das equaç̃oes
hiperb́olicas via ḿetodo das caracterı́sticas comparando com a Solução Nuḿerica.

Palavras-chave:Onda, Hiperb́olica, Caracteŕısticas



ABSTRACT

GOMES, Viviane.. Using the Method of Characteristics To Settle a partial differential equation
Hyperbolic. 47 f. Monografria – Departamento de Matemática, Universidade Tecnológica
Federal do Paraná. Campo Mour̃ao, 2013.

Depth study of the Wave Equation where there was a concern with the deduction of the wave
equation for longitudinal vibrations with a dimension, bringing his detailed demonstration by
Newton’s Second Law, applying the numerical method of characteristics to solve differential
equations with homogeneous wave linear partial examines the second-order equations in two
variables, and finally obtaining the Analytical Solution ofhyperbolic equations via the method
of characteristics comparing with the Numerical Solution.

Keywords: Wave, Hyperbolic, Characteristics



“O sábio nunca diz tudo o que pensa, mas pensa sempre tudo o que diz”.
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–FIGURA 3.2 GŔAFICO CIRCUNFER̂ENCIA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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1 INTRODUÇÃO

Onda ñaoé um conceito novo, estamos continuamente em contato com diversos tipos, como

é o caso das ondas sonoras, impossı́veis de serem observadas diretamente, mas após alguns ex-

perimentos e ańalises detalhadas podemos perceber queé um fen̂omeno do tipo ondulatório,

outras podemos observar a olho nu, queé o caso das ondas na superfı́cie daágua ou o movi-

mento de um perturbação ao longo de uma corda, após o movimento repentino, e outras não

podemos ver e nem ouvir mas nem por isso deixam de existir ou ter menor import̂ancia.

Apesar de terem origens e natureza diferentes comoé o caso da luz quée uma onda eletro-

magńetica e do som quée uma onda mecânica, todas essas possuem uma mesma caracterı́stica

queé a energia transferida através do meio. Sendo assim o estudo das ondasé relevante ñao śo

pela beleza de conhecer os mecanismos que produzem o pôr-do-sol ou o arco-ı́ris, mas pelos

benef́ıcios de conhecer melhor seus movimentos, já que no mundo fı́sico, como nos entendemos

em que h́a tr̂es dimens̃oes espacias e uma dimensão de tempo, e que as quantidades fı́sicas va-

riam continuamente no espaço e no tempo, em geral são necesśarias todas as quatro coordenadas

para especificar um ponto vetorial, que constituem o espaço-tempo, no entanto a utilização de

todas as quatro coordenadas para analisar o movimento das ondas tende a obscurecer a relação

entre tempo e variação de espaço, quée a caracterı́stica do movimento, no entanto, no decorrer

deste estudo tentaremos descrever o movimento da onda com uma abordagem usual e investi-

garemos o movimento unidimensional em que apenas uma coordenada espaciaĺe utilizada.

Sendo efetuado um estudo sobre a Equação da Onda onde nos preocuparemos com a

deduç̃ao da equaç̃ao da onda em vibrações longitudinais em uma dimensão, o ḿetodo nuḿerico

das caracterı́sticas na soluç̃ao da equaç̃ao da onda homogênea, examinaremos as equações de

segunda ordem em duas variáveis e finalmente a obtenção das soluç̃oes nuḿerica e alǵebricas

de uma equaç̃ao hiperb́olica.



9

2 DEDUÇÃO DA EQUAÇ ÃO DA ONDA

O estudo da equação da onda teve uma importância hist́orica, pois foi amplamente estu-

dado pelos mateḿaticos Leonard Euler(1709−1783), Jean d’Alambert(1736−1783), Daniel

Bernoulli (1700−1782) e Joseph - Louis Lagrange(1736−1813), dando origem ao tema de

Equaç̃oes Diferenciais Parciais (EDPs).

2.1 EQUAÇÃO DA ONDA EM UMA CORDA

Para a deduç̃ao da equaç̃ao da onda, aplicaremos as leis de Newton a um movimento de

um segmento de corda. Para isto devemos utilizar a segunda lei de Newton, em um pequenos

deslocamentos vertical. O comprimento do segmentoé aproximadamente∆x e a massa desse

segmentóe ∆m= µA∆x , sendoµ a massa especı́fica eA, a área de seç̃ao transversal da corda.

Desta forma, o segmento desloca-se verticalmente e a forçaresultante nesse casoé dada por

∑F = F sinφ2−F sinφ1 , (2.1)

ondeφ1 e φ2 são osângulos eF = σA representa a tensão na corda. Como oŝangulos s̃ao

pequenos, pode-se adotar a aproximação sinφ ≈ tanφ ; a equaç̃ao (2.1)é reescrita como

∑F = F(sinφ2−sinφ1)≈ F(tanφ2− tanφ1) . (2.2)

A tangente dôangulo entre a corda e a horizontalé a inclinaç̃aoS (coeficiente angular) da

curva descrita pela corda. A inclinaçãoé a derivada parcial dey= v(x, t) em relaç̃ao ax. Assim,

tem-se

S = tanφ =
∂y
∂x

, (2.3)

e, para o segmento

S1 = tanφ1 =

(
∂y
∂x

)

x
(2.4)
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e

S2 = tanφ2 =

(
∂y
∂x

)

(x+∆x)
. (2.5)

Portanto, substituindo as equações (2.4) e (2.5) em (2.1), temos

∑F = F(S1−S2) = F∆S , (2.6)

onde∆Sé a variaç̃ao da inclinaç̃ao. Igualando a resultante das forças ao produto da massaµA∆x

pela aceleraç̃ao, dada por
∂ 2y
∂ t2 , ficamos com

σA∆S = µA∆x
∂ 2y
∂ t2

. (2.7)

Da equaç̃ao (2.7), obtemos

σ
∆S
∆x

= µ
∂ 2y
∂ t2

. (2.8)

Calculando o limite da equação (2.8) quando∆x→ 0, temos

lim
∆x→0

∆S
∆x

=
∂
∂x

∂y
∂x

=
∂ 2y
∂x2

. (2.9)

Substituindo (2.8) em (2.9), resulta

∂ 2y
∂x2 =

µ
σ

∂ 2y
∂ t2

. (2.10)

A equaç̃ao (2.10) representa a equação da onda em uma corda tencionada. A equação da

onda tem como solução qualquer funç̃ao do tipoy(x−vt). Seja a funç̃ao da onda dada por

y = y(x−vt) . (2.11)

Considerandoα = x−vt e substituindo na equação (2.11), obtemos

y = y(α) . (2.12)

Representando por∂y/∂x a derivada dey em relaç̃ao ax, ∂y/∂ t a derivada dey em relaç̃ao

a t, derivada de y em relação aα pory′, temos

∂y
∂x

=
∂y
∂α

∂α
∂x

= y′
∂α
∂x

(2.13)
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e

∂y
∂ t

=
∂y
∂α

∂α
∂ t

= y′
∂α
∂ t

. (2.14)

Como∂α/∂x= 1 e∂α/∂ t =−v, temos

∂y
αx

= y′ (2.15)

e

∂y
∂ t

= −vy′ . (2.16)

Tomando as derivadas de segunda ordem, obtemos

∂ 2y
∂x2 = y′′ (2.17)

e

∂ 2y
∂ t2 = −v

∂y′

∂ t
=−v

∂y′

∂α
∂α
∂ t

= v2y′′ . (2.18)

Assim

∂ 2y
∂x2 =

1
v2

∂ 2y
∂ t2

. (2.19)

A partir deste ponto, a velocidade da onda será representada pela letrac. Logo, a equaç̃ao de

propagaç̃ao toma a seguinte forma:

∂ 2y
∂x2 =

1
c2

∂ 2y
∂ t2

, (2.20)

ou ainda,

∂ 2y
∂x2c2− ∂ 2y

∂ t2 = 0 . (2.21)

Esta equaç̃ao é denominada Equação da Onda descrevendo o movimento ondulatório como a

superposiç̃ao de dois movimentos que se propagam em sentidos opostos.
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3 MÉTODO DAS CARACTER ÍSTICAS

3.1 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS PARCIAIS DE SEGUNDA ORDEM

SejaΩ⊂ IR2 um conjunto aberto. Consideremos os seguintes espaços vetoriais:

• C0(Ω) = {u : Ω−→ IR, u é cont́ınua};

• C2(Ω) = {u : Ω−→ IR, u é duas vezes continuamente diferenciável}.

Definimos o seguinte operador diferencial

L : C2(Ω) −→ C0(Ω)

u 7−→ Lu= A(x, t)uxx+B(x, t)uxt +C(x, t)utt

, (3.1)

ondeA,B,C : Ω −→ IR são funç̃oes reais que dependem das variáveis independentesx e t.

Al ém disso, para todo(x, t) ∈Ω pelo menos um dos coeficientes,A,B ouC é ñao nulo, ou seja,

A2(x, t)+B2(x, t)+C2(x, t)> 0.

Teorema 3.1 L é um operador linear. Vamos prova que Lé um operador linear, ou seja, dados

u,v∈C2(Ω) e α,β ∈ IR, tem-se L(αu+βv) = αLu+βLv.

Demonstraç̃ao:

L(αu+βv) = A(x, t)(αu+βv)xx+B(x, t)(αu+βv)xt +C(x, t)(αu+βv)tt

= A(x, t)(αux+βvx)x+B(x, t)(αut +βvt)x+C(x, t)(αut +βvt)t

= A(x, t)(αuxx+βvxx)+B(x, t)(αuxt +βvxt)+C(x, t)(αutt +βvtt)

= α (A(x, t)uxx+B(x, t)uxt +C(x, t)utt)+β (A(x, t)vxx+B(x, t)vxt +C(x, t)vtt)

= αLu+βLv

.(3.2)

Definimos a funç̃ao

F : Ω× IR3 −→ IR

(x, t,ξ ,η ,ς) 7−→ F(x, t,ξ ,η ,ς)
. (3.3)
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Definição 3.1 (EDP de Segunda Ordem Quase Linear)Denomina-se equação diferencial par-

cial de segunda ordem, quase linear, na incógnita u(x, t), a uma equaç̃ao do tipo

Lu= F (x, t,u,ux,ut) , (3.4)

sendo L e F definidas anteriormente, onde os coeficientes A , B eC das derivadas se segunda

ordem devem, somente depender das variáveis independentes x e t, istoé,

A=A(x, t) ,B=B(x, t) ,C=(x, t) (3.5)

e para todo(x, t) ∈Ω pelo menos um dos coeficientes A, B e Cé ñao nulo, istoé,

A2(x, t)+B2(x, t)+C2(x, t)> 0 (3.6)

(MEDEIROS; FERREL; BIAZUTTI, 1999).

Definição 3.2 (Soluç̃ao de uma EDP de Segunda Ordem Quase Linear)Denomina-se soluç̃ao

da equaç̃ao (3.4) uma funç̃ao u(x, t), de classe C2(Ω), tal que a igualdade (3.4) seja verificada

pontualmente emΩ. Um dos ḿetodos para encontrar a solução para (??) é o ḿetodo das ca-

racteŕısticas, sendo a função u(x, t) tamb́em conhecida como solução clássica da equaç̃ao (3.4)

(MEDEIROS; FERREL; BIAZUTTI, 1999).

3.1.1 Parametrização

Definição 3.3 Seja I um intervalo da retaIR. Uma parametrizaç̃ao planaé uma aplicaç̃ao

cont́ınuaγ : I −→ IR2. A variável s∈ I é chamada de parâmetro deγ. A imagem deγ, Imγ =

{q∈ IR2,q= γ(s),s∈ I} é chamada de arco parametrizado plano. Arcos parametrizados s̃ao

tamb́em chamados de traços. Diz-se que g∈ Imγ é simples se existe uḿunico s∈ I tal que

γ(s) = g. Um arco parametrizado simplesé constitúıdo de pontos simples.

Definição 3.4 Diz que um ponto q∈ Imγ é duplo se existem dois parâmetros s1 e s2 em I, com

s1 6= s2, tais queγ(s1) = γ(s2) = q. Um ponto triploé um ponto q tal queγ(s1) = γ(s2) =

γ(s3) = q, com s1 6= s2 6= s3 e assim sucessivamente. Portanto um ponto de multiplicidade finita

é um ponto q∈ Imγ caracterizado por um conjunto finito de parâmetros distintos nos quaisγ
assume o valor q. Diz-se que q∈ Imγ é simples se existe uḿunico s∈ I talqueγ(s) = q.

Um arco parametrizado simplesé constitúıdo de pontos simples. Isto ocorre seγ for uma

parametrizaç̃ao injetora (e portantoγ : I −→ Imγ é bijetora). Diz-se queγ é uma parametrização

simples ou sem multiplicidade.
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O doḿınio I ⊂ IR pode ser um intervalo fechadoI = [a,b]. Neste caso,γ(a), γ(b) são as

extremidades o arco. O arcoé dito fechado se possui somente um ponto duplo definido pela

extremidadeγ(a) = γ(b).

Exemplo 3.1 1. Suponha que a posição de um objeto movendo-se no planoIR2 seja descrita

pela curva parametrizada

α IR −→ IR2

s 7−→ α(s) = (1+s,3−2s)
(3.7)

(a) Qual a posiç̃ao inicial (s= 0) do objeto?

(b) Qual a posiç̃ao do objeto no instante de tempo s= 1?

(c) O objeto passa pela origem(0,0)?

(d) Faça um esboço da trajetória do objeto?

Soluç̃ao:

(a) Quandoα(0) temos os seguinte valoresα(0) = (1+0,3−2.0) = (1,3).

(b) Quandoα(1) temos os seguintes valoresα(1) = (1+1,3−2.1) = (2,1).

(c) Verificando se o objeto passe pela origem, teremos o seguinte sistema.

{

1 + s = 0⇒s= -1

3−2s= 0⇒ 3= 2s⇒ s= 3
2

. (3.8)

Logo o sistemáe imposśıvel de resolver e portanto o objeto não passa pela origem.

(d) Esboço da trajet́oria do gráfico.

Temos:

{

x(s) = 1+s

t(s)= 3-2s
. (3.9)

Equaç̃ao Paraḿetrica

Vetor diretor :~r = (1,−2)

Ponto : P(1,3)
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Figura 3.1: Gráfico

Equaç̃ao Geral da Reta

x(s) = 1+s⇒ s= x(s)−1

t(s) = 3−2s
(3.10)

Dáı

t(s) = 3−2(x(s)−1)

t(s) = 3−2(x(s)+2

t(s) = 5−2(x(s))

(3.11)

Portanto, o traço da curvaα é a reta t= 5− 2x. Desta maneira, a trajetória do

objeto pode ser escrita de duas maneiras diferentes:

• como o traço da curva parametrizadaα(t) = (1+ t,3−2t)

• como a curva de ńıvel da funç̃ao f(x, t) = 2x+ t−5 associada ao ńıvel 0.

No primeiro caso, dizemos que estamos descrevendo a curva parametricamente e,

no segundo caso, implicitamente.

2. Faça um esboço do traço da curva parametrizada

β IR −→ IR2

s 7−→ β (s) = (cos(s),sin(s))
(3.12)

Soluç̃ao:
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Temos,

β (0) = (cos0,sin0) = (1,0)

β (
π
4
) =

(

cos
π
4
,sin

π
4

)

=

(√
2

2
,

√
2

2

)

β
(π

2

)

=
(

cos
π
2
,sin

π
2

)

= (0,1)

. (3.13)

Fazendo x= cos(s) e t= sin(s) temos

x2+ t2 = [cos(s)]2+[sin(s)]2 = 1⇒ x2+ t2 = 1 . (3.14)

Desta forma, o traço da curvaβ é a circunfer̂encia de centro na origem(0,0) e raio 1.

Figura 3.2: Gráfico Circunferência

3. Faça um esboço do traço da curva parametrizada

γ IR −→ IR2

s 7−→ γ(s) = (cos(2s),sin(2s))
(3.15)

Soluç̃ao:

Vamos, novamente, tentar obter uma parametrização impĺıcita para os pontosγ(s), com

S∈ IR. Escrevendo,

{

x= cos(2s)

t = sin(2s)
. (3.16)

Observe que x2+ t2 = [cos(2s)]2+[sin(2s)]2 = 1.
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Observaç̃ao 3.1 Desta maneira, o traço da curvaγ, como o traço da curvaβ do item anterior

anterior tamb́emé a circunfer̂encia de centro(0,0) e raio1. Ent̃ao as curvasβ e γ são iguais?

A respostáe ñao! No intervalo de tempo0 até 2π, um ḿovel locomovendo-se segundo a curva

β daria umaúnica volta em torno da origem, enquanto que um móvel locomovendo-se segundo

a curva parametrizadaγ daria duas voltas completas. A diferença está na velocidade!

Definição 3.5 Uma parametrizaç̃ao diferencíavel planaé uma aplicaç̃ao γ : I −→ IR2, dife-

renciável em todo ponto de I. Neste caso diz-se que seu traçoé um arco diferenciável. Um

ponto s0 ∈ I é dito regular se

γ ′(s0) =
dγ
ds

(s0) = lim
h→0

γ(t0+h)− γ(t0)
h

6= 0 (3.17)

Um pontoé dito ñao regular ou cŕıtico, se ñao for regular. Uma parametrização dife-

renciávelé dita regular seγ ′(s) 6= 0 para todo s∈ I.

Seγ(s) = (x(s), t(s)), s∈ I , é diferencíavel ent̃ao as funç̃oes coordenadasx(s) e t(s) são di-

ferencíaveis. Logoγ é regular se e somente se aos menos uma função coordenada tem derivada

não nula, qualquer que sejas, ou seja

(
dx
ds

)2

+

(
dt
ds

)2

> 0.

3.1.2 Equaç̃oes no plano IR2 - Caracteŕısticas

Considere as equações paraḿetricas da curvaγ dada por

γ : x= ϕ(s) e t = ψ(s) , 0≤ s≤ 1 , (3.18)

ondeγ é sem auto interseções e regular, ou seja,γ é constitúıda de pontos simples e(dx/ds)2+

(dt/ds)2 > 0 em[0,1].

O Problema de Cauchy, para a equação diferencial quase linearLu= F(x, t,u,ux,ut), con-

siste em determinar uma soluçãou(x, t) para esta equação, conhecendo-se os valores deu e das

derivadasux, ut sobreγ. Simbolicamente, escreve

∣
∣
∣
∣
∣

Lu= F(x, t,u,ux,ut) em Ω

u,ux,ut conhecidas sobreγ
. (3.19)

Introduz uma notaç̃ao, para tornar mais simples o texto. Assim, representando por m, p, q
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as seguintes funções definidas sobreγ:
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

m(s) = u(x, t) com (x, t) ∈ γ
p(s) = ux(x, t) com (x, t) ∈ γ
q(s) = ut(x, t) com (x, t) ∈ γ

. (3.20)

Considereu uma soluç̃ao do problema de Cauchy (3.19). São conhecidas sobreγ as funç̃oes

u, ux e ut , consequentemente,m(s), p(s), q(s) e F(ϕ(s),ψ(s),m(s), p(s),q(s)). Essas funç̃oes

dependem des, isso quer dizer quex e t dependem des. Derivandop eq em relaç̃ao as, tem-se

dp
ds

= uxx
dx
ds

+uxt
dt
ds

(3.21)

e

dq
ds

= uxt
dx
ds

+utt
dt
ds

(3.22)

Assim, as derivadas segundasuxx, uxt eutt são determinadas, sobreγ, por meio do sistema:






dx
ds

uxx(x, t)+
dt
ds

uxt(x, t)+0utt(x, t) =
dp
ds

0uxx(x, t)+
dx
ds

uxt(x, t)+
dt
ds

utt(x, t) =
dq
ds

A(x, t)uxx(x, t)+B(x, t)uxt(x, t)+C(x, t)utt(x, t) = F

. (3.23)

Observe, uma vez mais, que (3.23) está sendo considerado sobre a curvaγ, isto é, para

x= ϕ(s) e t = ψ(s). Na forma matricial
















dx
ds

dt
ds

0

0
dx
ds

dt
ds

A(x, t) B(x, t) C(x, t)




























uxx(x, t)

uxt(x, t)

utt(x, t)












=














dp
ds

dq
ds

F














. (3.24)
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A matriz ampliada do sistemáe dada por
















dx
ds

dt
ds

0
dp
ds

0
dx
ds

dt
ds

dq
ds

A(x, t) B(x, t) C(x, t) F

















= 0, (3.25)

onde o determinante da matriz dos coeficientesé

δ = C(x, t)

(
dx
ds

)2

−B(x, t)

(
dt
ds

)(
dx
ds

)

+A(x, t)

(
dt
ds

)2

. (3.26)

Do estudo de sistema de equações lineares, conclui-se:

• Seδ 6= 0 o sistema linear (3.23)́e determinado e sua soluçãouxx(x, t), uxt(x, t), utt(x, t),

sobreγ, é obtida por meio da regra de Cramer (MEDEIROS; FERREL; BIAZUTTI,

1999).

• Quandoδ = 0 o sistema (3.23)́e indeterminado ou impossı́vel.

Definição 3.6 (Curvas Caracteŕısticas) i) Denomina-se curva caracterı́stica para a equaç̃ao

Lu= F, a curvaγ sobre a qualδ = 0, isto é,

C(x, t)

(
dx
ds

)2

−B(x, t)

(
dt
ds

)(
dx
ds

)

+A(x, t)

(
dt
ds

)2

= 0 . (3.27)

ii) As curvasγ tais queδ 6= 0 denominam-se ñao caracteŕısticas.

A seguir ser̃ao apresentados alguns resultados que permitem o cálculo das curvas carac-

teŕısticas deLu= F ou deL.

Teorema 3.2 Se

i) Se A(x, t) 6= 0 sobreγ, as curvas caracterı́sticas de L s̃ao as soluç̃oes da equaç̃ao diferencial

ordinária:

A(x, t)

(
dt
dx

)2

−B(x, t)

(
dt
dx

)

+C(x, t) = 0 . (3.28)



20

ii) Se C(x, t) 6= 0 sobreγ, as curvas caracterı́sticas de L s̃ao as soluç̃oes da equaç̃ao diferencial

ordinária:

C(x, t)

(
dx
dt

)2

−B(x, t)

(
dx
dt

)

+A(x, t) = 0 . (3.29)

iii) Se A(x, t) =C(x, t) = 0 sobreγ, as curvas caracterı́sticas de L s̃ao as retas x= constante ,

t = constante , istóe, a dupla faḿılia de retas paralelas aos eixos coordenados.

Demonstraç̃ao:

i) Temos por hiṕotese queγ é uma curva caracterı́stica para a equaç̃ao Lu= F onde A(x, t) =

A(ϕ(s),ψ(s)) 6= 0 em uma vizinhança de s0.

Afirma-se que dx/ds(s) 6= 0 em uma vizinhança de s0.

Suponha por absurdo que dx/ds(s) = 0 em uma vizinhança de s0. Obt́em-se da equação

(3.27) que

C(x, t)

(
dx
ds

)2

−B(x, t)

(
dt
ds

)(
dx
ds

)

+A(x, t)

(
dt
ds

)2

= 0

C(x, t)(0)2−B(x, t)(0)

(
dx
ds

)

+A(x, t)

(
dt
ds

)2

= 0

A(x, t)
︸ ︷︷ ︸

6=0

(
dt
ds

)2

= 0

dt
ds

= 0

, (3.30)

ou seja,(dt/ds)(s)= 0na vizinhança de s0, o queé uma contradiç̃ao, visto que(dx/ds)2+

(dx/ds)2 > 0 emγ para0≤ s≤ 1.

Conclúımos que(dt/ds)(s) 6= 0 em todo ponto s ondeγ é definida.

Sendo x= ϕ(s) e t= ψ(s) tem-se que o coeficiente angular da reta tangente aγ é dado

por

dt
dx

=
dt
ds
dx
ds

, (3.31)

e como dx/ds 6= 0 deduz-se queγ não possui tangente vertical em cada um dos seus pon-

tos. Resulta dáı, queγ é definida por uma função t= f (x) e suas equaç̃oes paraḿetricas

podem ser escritas sob a forma

γ : x= s e t= f (s) , (3.32)
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isto é,ϕ é a identidade eψ é igual a f , ou seja,

x= ϕ(s) = s ⇒ dx
ds

=
dϕ
ds

= 1

t = ψ(s) = f (s) ⇒ dt
ds

=
dψ
ds

=
dt
dx

, (3.33)

e ao substituir na equação (3.27), tem-se

C(x, t)

(
dx
ds

)2

−B(x, t)

(
dt
ds

)(
dx
ds

)

+A(x, t)

(
dt
ds

)2

= 0

C(x, t)(1)2−B(x, t)(1)

(
dx
ds

)

+A(x, t)

(
dt
ds

)2

= 0

A(x, t)

(
dt
ds

)2

−B(x, t)(1)

(
dx
ds

)

+C(x, t) = 0

, (3.34)

ii) Semelhante ao caso i.

iii) Se A(x, t) =C(x, t) = 0 sobreγ temos da equaç̃ao (3.27) que

C(x, t)

(
dx
ds

)2

−B(x, t)

(
dt
ds

)(
dx
ds

)

+A(x, t)

(
dt
ds

)2

= 0

0

(
dx
ds

)2

−B(x, t)

(
dt
ds

)(
dx
ds

)

+0

(
dt
ds

)2

= 0

B(x, t)

(
dt
ds

)(
dx
ds

)

= 0

. (3.35)

Devemos ter B(x, t) 6= 0 pois se ñao for, o operador L seŕa nulo, o que ñao pode ocorrer.

Dáı
(

dt
ds

)(
dx
ds

)

= 0
(

dt
ds

)

= 0 ou

(
dx
ds

)

= 0

t(s) = constante ou x(s) = constante

. (3.36)

Exemplo 3.2 Obtenha as curvas caracterı́sticas dos seguintes operadores:

1. Lu= utt−uxx.

2. Lu= uxx+utt .

3. Lu= uxx.

Demonstraç̃ao:
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1. Lu= utt−uxx;

Temos

A(x, t) = 1 6= 0 , B(x, t) = 0 e C(x, t) = 1 . (3.37)

Substituindo na equação

A(x, t)

(
dt
dx

)2

−B(x, t)
dt
dx

+C(x, t) = 0

⇒ −1

(
dt
dx

)2

−0
dt
dx

+1 = 0

⇒ −1

(
dt
dx

)2

−0
dt
dx

+1 = 0

⇒
(

dt
dx

)2

= 1

⇒ dt
dx

= ±1

⇒ t = ±x+k

. (3.38)

Obt́em-se duas familias de curvas caracterı́sticas reais

t(x) = x+k ou t(x) =−x+k . (3.39)

2. Lu= uxx+utt .

Temos

A(x, t) = 1 6= 0 , B(x, t) = 0 e C(x, t) = 1 . (3.40)

Substituindo na equação

A(x, t)

(
dt
dx

)2

−B(x, t)
dt
dx

+C(x, t) = 0

⇒ 1

(
dt
dx

)2

−0
dt
dx

+1 = 0

⇒
(

dt
dx

)2

= −1

⇒ dt
dx

= ±i

⇒ t(x) = ±ix+k

, (3.41)

logo L ñao possui faḿılias de curvas caracterı́sticas reais.

3. Lu= uxx.
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Temos

A(x, t) = 1 6= 0 , B(x, t) = 0 e C(x, t) = 0 . (3.42)

Substituindo na equação

A(x, t)

(
dt
dx

)2

−B(x, t)
dt
dx

+C(x, t) = 0

⇒ 1

(
dt
dx

)2

−0
dt
dx

+0 = 0

⇒
(

dt
dx

)2

= 0

⇒ dt
dx

= 0

⇒ t(x) = k

. (3.43)

logo L possui umáunica faḿılia de curvas caracterı́sticas reais.

Observaç̃ao 3.2 Do exemplo (3.2) observa-se o seguinte:

1. Lu= utt−uxx = F, possui duas faḿılias de curvas caracterı́sticas reais;

2. Lu= uxx+utt = F, não possui faḿılias de curvas caracterı́sticas reais;

3. Lu= uxx = F, possui umáunica faḿılia de curvas caracterı́sticas reais.

Por meio de convergentes mudanças de variáveis demonstra-se que a equação Lu = F ,

transforma-se emLu= (s) sendoL um dos operadores da observação (3.2), raz̃ao porque eles

são denominados formas canônicas do operador de segundo a ordem no plano IR2.

Definição 3.7 Considere a equaç̃ao

A(x, t)uxx(x, t)+B(x, t)uxt(x, t)+C(x, t)utt(x, t) = F(x, t,u,ux,ut) . (3.44)

Diz-se que eláe:

i) Hiperbólica emΩ, quando B2(x, t)−4A(x, t)C(x, t)> 0 emΩ.

ii) Parab́olica emΩ, quando B2(x, t)−4A(x, t)C(x, t) = 0 emΩ.

iii) Elı́tica emΩ, quando B2(x, t)−4A(x, t)C(x, t)< 0 emΩ.
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Observaç̃ao 3.3 Note-se que sendo Lu o operador da equação (3.4) diz-se tamb́em que elée

hiperb́olico, parab́olico ou eĺıtico como no caso da equação.

Exemplo 3.3 Aplique a definiç̃ao 3.7 as equaç̃oes da observação 3.2.

1. Lu= utt−uxx = F;

Temos

A(x, t) =−1 , B(x, t) = 0 e C(x, t) = 1 . (3.45)

Dáı

B2(x, t)−4A(x, t)C(x, t) = 0−4(−1)(1) = 4> 0 . (3.46)

Logo o operadoŕe hiperb́olico emΩ = IR2.

2. Lu= uxx+utt = F

Temos

A(x, t) = 1 , B(x, t) = 0 e C(x, t) = 1 . (3.47)

Dáı

B2(x, t)−4A(x, t)C(x, t) = 0−4(1)(1) =−4< 0 . (3.48)

Logo o operadoŕe eĺıtico emΩ = IR2.

3. Lu= uxx = F. Temos

A(x, t) = 1 , B(x, t) = 0 e C(x, t) = 0 . (3.49)

Dáı

B2(x, t)−4A(x, t)C(x, t) = 0−4(1)(0) = 0 . (3.50)

Logo o operadoŕe parab́olico emΩ = IR2.

Observaç̃ao 3.4 Da definiç̃ao (3.7) e da observação (3.3), conclui-se que no caso hiperbólico

há duas faḿılias distintas de caracterı́sticas; no caso parab́olico umaúnica e no caso elı́tico

não h́a caracteŕısticas reais (MEDEIROS; FERREL; BIAZUTTI, 1999).
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Para obter as invariantes de Riemann, calcula-se o determinante obtido da matriz ampliada,

det



























dx
ds

dp
ds

0

0
dq
ds

dt
ds

A(x, t) F C(x, t)



























= 0, (3.51)

o que fornece

C(x, t)

(
dq
ds

)(
dx
ds

)

+A(x, t)

(
dt
ds

)(
dp
ds

)

−F

(
dx
ds

)(
dt
ds

)

= 0 . (3.52)

Sedt/ds 6= 0 ao longo da curva, obtém-se

C(x, t)

(
dx
dt

)(
dq
ds

)

+A(x, t)

(
dp
ds

)

−F

(
dx
ds

)

= 0 . (3.53)

Para equaç̃oes hiperb́olicas obt́em-se pelo Teorema (3.2) dois valores distintos paradx/dt.

Assim a equaç̃ao (3.53) d́a origem a duas equações a partir das quais obtêm-sedp/dse dq/ds,

o que pode ser aproximado por diferenças finitas para obterp eq.

Por meio de convenientes mudanças de variáveis demonstra-se que a equação Lu = F ,

transforma-se em̄Lu= G sendoL̄ um dos operadores da observação 3.2, raz̃ao porque eles são

denominados formas canônicas do operador de segunda ordem no plano IR2.

Para reduç̃ao deLu=F às formas can̂onicas da observação 3.2, inicia-se com uma mudança

de coordenadas. De fato, considera

ξ = ϕ(x, t) ⇒ ξx = ϕx e ξt = ϕt (3.54)

e

η = ψ(x, t) ⇒ ηx = ψx e ηt = ψt , (3.55)

ondeϕ e ψ de classeC1Ω com Jacobiano ñao nulo, istóe,

J(ξ ,η) =

∣
∣
∣
∣
∣

ϕx ϕt

ψx ψt

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

ξx ξt

ηx ηt

∣
∣
∣
∣
∣
6= 0 . (3.56)

Precisa-se encontraru, ux, ut ,uxt, uxx e utt em funç̃ao das novas coordenadas. Têm-se pela



26

regra da cadeia que

ux = uξ ·ξx+uη ·ηx (3.57)

e

ut = uξ ·ξt +uη ·ηt . (3.58)

Da mesma maneira que encontrou (3.57) e (3.58), têm-se

(uξ )x = uξ ξ ξx+uξ ηηx , (3.59)

(uη)x = uηξ ξx+uηηηx , (3.60)

(uξ )t = uξ ξ ξt +uξ ηηt (3.61)

e

(uη)t = uηξ ξt +uηηηt . (3.62)

Derivando as equações (3.57) e (3.58) em relação ax e t e substituindo as equações (3.60),

(3.59), (3.62) e (3.61) respectivamente, obtém-se:

uxx = (uξ ·ξx+uη ·ηx)x

⇒ uxx = (uξ ·ξx)x+(uη ·ηx)x

⇒ uxx = (uξ )x ·ξx+uξ · (ξx)x+(uη)x ·ηx+uη · (ηx)x

⇒ uxx =
(
uξ ξ ξx+uξ ηηx

)
ξx+uξ ξxx+

(
uηξ ξx+uηηηx

)
ηx+uηηxx

⇒ uxx = uξ ξ (ξx)
2+2uξ ηηxξx+uηη(ηx)

2+uξ ξxx+uηηxx

, (3.63)

uxt = (uξ ·ξx+uη ·ηx)t

⇒ uxt = (uξ ·ξx)t +(uη ·ηx)t

⇒ uxt = (uξ )t ·ξx+uξ · (ξx)t +(uη)t ·ηx+uη · (ηx)t

⇒ uxt =
(
uξ ξ ξt +uξ ηηt

)
ξx+uξ ξxt +

(
uηξ ξt +uηηηt

)
ηt +uηηxt

⇒ uxt = uξ ξ ξxξt +uξ ηηtξx+uξ ξxt +uηξ ξtηx+uηηηxηt +uηηxt

(3.64)
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e

utt = (uξ ·ξt +uη ·ηt)t

⇒ utt = (uξ ·ξt)t +(uη ·ηt)t

⇒ utt = (uξ )t ·ξt +uξ · (ξt)t +(uη)t ·ηt +uη · (ηt)t

⇒ utt =
(
uξ ξ ξt +uξ ηηt

)
ξt +uξ ξtt +

(
uηξ ξt +uηηηt

)
ηt +uηηtt

⇒ utt = uξ ξ (ξt)
2+2uξ ηηtξt +uηη(ηt)

2+uξ ξtt +uηηtt

, (3.65)

Substituindo (3.63), (3.64) e (3.65) em (3.1), encontra-se

Auxx+Buxt +Cutt = F(x, t,u,ux,ut)

⇒ A
(

uξ ξ (ξt)
2+2uξ ηηtξt +uηη(ηt)

2+uξ ξtt +uηηtt

)

+B
(
uξ ξ ξxξt +uξ ηηtξx+uξ ξxt +uηξ ξtηx+uηηηxηt +uηηxt

)

+C
(

uξ ξ (ξt)
2+2uξ ηηtξt +uηη(ηt)

2+uξ ξtt +uηηtt

)

= F(ξ ,η ,u,uξ ,uη)

⇒ uξ ξ

(

A(ξx)
2+Bξxξt +C(ηt)

2
)

uξ η (2Aηxξx+B(ηtξx+ξtηx)+2Cηtξt)

uηη

(

A(ηx)
2+Bηxηt +C(ηt)

2
)

= G(ξ ,η ,u,uξ ,uη)

(3.66)

Tem-se

Āuξ ξ + B̄uξ η +C̄uηη = G(ξ ,η ,u,uξ ,uη) , (3.67)

onde

Ā = A(ξx)
2+Bξxξt +C(ηt)

2

B̄ = 2Aηxξx+B(ηtξx+ξtηx)+2Cηtξt

C̄ = A(ηx)
2+Bηxηt +C(ηt)

2

. (3.68)

SejaB̄2−4ĀC̄ o discriminante da equação 3.67. Mostra-se que o sinal deB2−4AC é igual

ao sinal deB̄2−4ĀC̄. De fato,

B̄2−4ĀC̄

= [2Aηxξx+B(ηtξx+ξtηx)+2Cηtξt ]
2

−4
[

A(ξx)
2+Bξxξt +C(ηt)

2
][

A(ηx)
2+Bηxηt +C(ηt)

2
]

= B2[ξ 2
x η2

t −2ξxξtηxηt +ξ 2
t η2

x

]

−4AC
[
ξ 2

x η2
t −2ηxηtξxξt +η2

t η2
x

]

= B2 [ξxηt−ξtηx]
2−4AC[ξxηt−ξtηx]

2

=
(
B2−4AC

)
[ξxηt−ξtηx]

2

, (3.69)
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ent̃ao

B̄2−4ĀC̄ =
(
B2−4AC

)
[ξxηt−ξtηx]

2 . (3.70)

Como [ξxηt−ξtηx]
2 > 0 tem-se que o sinal dēB2− 4ĀC̄ é igual ao sinal deB2− 4AC.

Provando que a equaçãoL̄u= Ḡ, que veio da mudança de coordenadas deLu= F , é do mesmo

tipo queLu = F nas coordenadasx e t, ou seja, a classificação de uma EDP (quase linear

de segunda ordem com duas variáveis independentes) em elı́tica, parab́olica ou hiperb́olica é

invariante sob mudanças de coordenadas locais.

Formas Can̂onicas de uma EDP Quase Linear de Segunda Ordem

Se a EDP

Auxx+Buxt +Cutt = F(x, t,u,ux,ut) , (3.71)

é quase linear em um abertoΩ do IR2, pode-se achar uma mudança de variável que a coloque

em uma forma particularmente simples, chamada forma canônica de uma equação eĺıtica dada

por

uξ ξ +uηη = G(ξ ,η ,u,uξ ,uη),

e de uma equação parab́olica

uηη = G(ξ ,η ,u,uξ ,uη),

e uma equaç̃ao hiperb́olica tem duas formas canônicas

uξ η = G(ξ ,η ,u,uξ ,uη)

e

uξ ξ −uηη = G(ξ ,η ,u,uξ ,uη).
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4 SOLUÇÃO DA EQUAÇ ÃO DA ONDA VIA M ÉTODO DAS CARACTER ÍSTICAS

4.1 EQUAÇÃO DA ONDA EM UMA DIMENSÃO

Ser̃ao apresentados alguns métodos para encontrar as inclinações das curvas caracterı́sticas,

as invariantes de Riemann e a solução anaĺıtica da equaç̃ao da onda em uma dimensão.

4.1.1 Soluç̃ao Anaĺıtica Usando Mudança de Variável baseado no Ḿetodo das Caracterı́sticas

Seŕa encontrado as inclinações das curvas caracterı́sticas e as invariantes de Riemann da

equaç̃ao da onda em uma dimensão, como feito anteriormente, encontra-se também a soluç̃ao

anaĺıtica da equaç̃ao baseado no ḿetodo das caracterı́sticas. Para isso, considere

−c2
0uxx+1utt = 0 , (4.1)

onde u : Ω⊂ IR1+1 → IR é uma funç̃ao de classeC2(Ω) ec0 =
√

gh0 > 0. Ao observar

a equaç̃ao da onda, obtém-seA(x, t)=−c2
0 6= 0,B(x, t)= 0,C(x, t)= 1 eD(x, t)= 0. Calculando

o discriminante

B2−4AC = 02−4(−c2
0)(1) = 4c2

0 > 0 , (4.2)

conclui-se que a equação da ondáe uma EDP hiperb́olica, portanto, pelo Teorema (3.2) e da

equaç̃ao (3.28) conclui-se que a EDP possui duas inclinações reais de curvas caracterı́sticas

dadas por

A(x, t)

(
dt
dx

)2

−B(x, t)

(
dt
dx

)

+C(x, t) = 0

⇒ −c2
0

(
dt
dx

)2

−0

(
dt
dx

)

+1 = 0

⇒
(

dt
dx

)2

=
1

c2
0

⇒ dx
dt

= ±c0

. (4.3)
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Calculando a integral em relação a varíavel independentet, tem-se

x = ±c0t + cte , (4.4)

de onde, obt́em-se as equações

x∓c0t = cte , (4.5)

que representam as curvas caracterı́sticas.

Isolando a varíavel dependentet, obt̂em-se

x−c0t = cte

⇒ x− cte = c0t

⇒ c0t = x− cte

⇒ t =
x
c0
− cte

c0
( função crescente, visto que,c0 > 0).

e

x+c0t = cte

⇒ c0t = −x+ cte

⇒ t = − x
c0

+
cte
c0

( função decrescente, visto que,c0 > 0).

.

Representando graficamente, tem-se

Figura 4.1: Curvas Caracteŕısticas para equaç̃ao da onda

Fonte:(ABBOTT, 1966)

As equaç̃oes das curvas caracterı́sticas s̃ao de extrema importância ñao śo para obter a

soluç̃ao nuḿerica como tamb́em para obter a solução anaĺıtica pois, mediante a mudança de
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variável

ξ = x+c0t ⇒ ξx = 1 e ξt = c0 (4.6)

e

η = x−c0t ⇒ ηx = 1 e ηt =−c0 , (4.7)

obt́em-se a equação da onda na primeira forma canônica. Para isso, deve-se ter

J =

∣
∣
∣
∣
∣

ξx ξt

ηx ηt

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

1 c0

1 −c0

∣
∣
∣
∣
∣
=−2c0 6= 0 . (4.8)

Agora, substituindo na equação (4.1), as derivadas em relação as varíaveis independentesx

e t, pelas derivadas em relação as varíaveis independentesξ e η , ou seja, objetiva-se encontrar

utt euxx. Têm-se pela regra da cadeia que

ux = uξ ·ξx+uη ·ηx ⇒ ux = uξ · (1)+uη · (1) (4.9)

e

ut = uξ ·ξt +uη ·ηt ⇒ ut = uξ · (c)+uη · (−c) . (4.10)

Da mesma maneira que encontrou (4.9) e (4.10), têm-se

(uξ )x = uξ ξ ξx+uξ ηηx

(uη)x = uηξ ξx+uηηηx

, (4.11)

e

(uξ )t = uξ ξ ξt +uξ ηηt

(uη)t = uηξ ξt +uηηηt

. (4.12)

Derivando as equações (4.9) e (4.10) em relação ax e t e substituindo as equação (4.11) e

(4.12) respectivamente, obtém-se:

uxx = (uξ )x+(uη)x

⇒ uxx = (uξ )x+(uη)x

⇒ uxx = uξ ξ ξx+uξ ηηx+uηξ ξx+uηηηx

⇒ uxx = uξ ξ ·1+uξ η ·1+uηξ ·1+uηη ·1
⇒ uxx = uξ ξ +2uξ η +uηη

(4.13)
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e

utt = (uξ )t · (c0)+(uη)t · (−c0)

⇒ utt = c0(uξ )t−c0(uη)t

⇒ utt = c0(uξ ξ ξt +uξ ηηt)−c0(uηξ ξt +uηηηt)

⇒ utt = c0(uξ ξ ·c0+uξ η · (−c0))−c0(uηξ ·c0+uηη · (−c0))

⇒ utt = c2
0uξ ξ −2c2

0uξ η +c2
0uηη

(4.14)

Substituindo (4.13) e (4.14) em (4.1), encontra-se

−c2
0uxx+utt = 0

⇒ −c2
0(uξ ξ +2uξ η +uηη)+c2

0uξ ξ −2c2
0uξ η +c2

0uηη = 0

⇒ −4c2
0uξ η = 0

⇒ uξ η = 0

, (4.15)

a equaç̃ao da onda na Primeira Forma Canônica.

Para resolver a EDP (4.15) basta calcular a integral direta em relaç̃ao aη e depoisξ ,

uξ η = 0

⇒
∫

uξ ηdη =
∫

0dη

⇒ uξ = 0+θ(ξ )

⇒
∫

uξ dξ =
∫

θ(ξ )dξ

⇒ u(ξ ,η) = Θ(ξ )+Ψ(η)

(4.16)

Substituindo as equações (4.6) e (4.7) em (4.16), ou ainda, retornando as variáveis independen-

tesx e t, obt́em-se

u(x, t) = Θ(x+c0t)+Ψ(x−c0t) , (4.17)

ondeΘ eΨ são funç̃oes arbitŕarias de classeC2(Ω) eC1(Ω), respectivamente. A equação (4.17)

representa a solução da equaç̃ao (4.1).

Observaç̃ao 4.1 Seϕ e ψ forem funç̃oes definidas na reta de classe C2(IR) e C1(IR), respecti-

vamente. O problema de Cauchy para a equação da onda consiste em determinar uma função

u= u(x, t), tal que







utt(x, t)−c2
0uxx(x, t) = 0 , −∞ < x< ∞ , −∞ < t < ∞.

u(x,0) = ϕ
ut(x,0) = ψ

(4.18)
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As funç̃oesϕ e ψ são chamadas as condições iniciais em t= 0 para o problema (4.18).

Mostra-se que a solução do problema de Cauchy (4.18)é

u(x, t) =
ϕ(x+c0t)+ϕ(x−c0t)

2
+

1
2c

x+ct∫

x−ct

ψ(y)dy (4.19)

queé conhecida como a F́ormula de D’Alembert.

Considerando-se, por exemplo,ϕ = sinx eψ = cosx, e aplicando-se na fórmula de D’Alembert

(4.19), t̂em-se que uma solução para o problema de cauchyé

u(x, t) =
sin(x+c0t)+sin(x−c0t)

2
+

1
2c

x+ct∫

x−ct

cos(y)dy

⇒ u(x, t) =
sin(x+c0t)+sin(x−c0t)

2
+

1
2c

[sin(x+ct)−sin(x−ct)]

⇒ u(x, t) =
1
2

(

1+
1
c

)

sin(x+c0t)+
1
2

(

1− 1
c

)

sin(x−c0t)

(4.20)

4.2 SOLUÇ̃AO ANAL ÍTICA DO PROBLEMA DE CAUCHY

Deseja-se obter a solução anaĺıtica do Problema de Cauchy

∣
∣
∣
∣
∣

uxx+uxt−2utt =−1 em 0< x< 1, t > 0

u(x,0) = ut(x,0) = x em 0≤ x≤ 1, t = 0.
. (4.21)

4.2.1 Soluç̃ao da EDP

Inicialmente encontra-se as curvas caracterı́sticas. Tem-se

uxx+uxt−2utt = −1 (4.22)

onde

A(x, t) = 1 6= 0 , B(x, t) = 1 e C(x, t) =−2 . (4.23)
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Substituindo na equação

A(x, t)

(
dt
dx

)2

−B(x, t)
dt
dx

+C(x, t) = 0

⇒ 1

(
dt
dx

)2

−1
dt
dx
−2 = 0

⇒ dt
dx

=
1±3

2
⇒ dt

dx
= 2 e dt

dx =−1

. (4.24)

Obt́em-se duas curvas caracterı́sticas

t(x)−2x= k1 e t(x)+x= k2 . (4.25)

As equaç̃oes das curvas caracterı́sticas s̃ao de extrema importância para obter a solução

anaĺıtica pois, mediante a mudança de variável

ξ = t−2x ⇒ ξx =−2 e ξt = 1 (4.26)

e

η = t +x ⇒ ηx = 1 e ηt = 1 , (4.27)

obt́em-se a equação da onda na primeira forma canônica. Para isso, deve-se ter

J =

∣
∣
∣
∣
∣

ξx ξt

ηx ηt

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

−2 1

1 1

∣
∣
∣
∣
∣
=−3 6= 0 . (4.28)

Agora, substituindo na equação (4.22), as derivadas em relação as varíaveis independentes

x et, pelas derivadas em relação as varíaveis independentesξ eη , ou seja, objetiva-se encontrar

utt , uxt euxx. Têm-se pela regra da cadeia que

ux = uξ ·ξx+uη ·ηx ⇒ ux = uξ · (−2)+uη · (1) (4.29)

e

ut = uξ ·ξt +uη ·ηt ⇒ ut = uξ · (1)+uη · (1) . (4.30)

Da mesma maneira que encontrou (4.29) e (4.30), têm-se

(uξ )x = uξ ξ ξx+uξ ηηx

(uη)x = uηξ ξx+uηηηx

, (4.31)
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e

(uξ )t = uξ ξ ξt +uξ ηηt

(uη)t = uηξ ξt +uηηηt

. (4.32)

Derivando as equações (4.29) e (4.30) em relação ax e t e substituindo as equação (4.31) e

(4.32) respectivamente, obtém-se:

uxx = −2· (uξ )x+(uη)x

⇒ uxx = −2· (uξ ξ ξx+uξ ηηx)+uηξ ξx+uηηηx

⇒ uxx = −2· (uξ ξ · (−2)+uξ η ·1)+uηξ · (−2)+uηη ·1
⇒ uxx = 4uξ ξ −4uξ η +uηη

, (4.33)

uxt = −2· (uξ )t +(uη)t

⇒ uxt = −2· (uξ ξ ξt +uξ ηηt)+uηξ ξt +uηηηt

⇒ uxt = −2· (uξ ξ · (1)+uξ η ·1)+uηξ · (1)+uηη ·1
⇒ uxt = −2uξ ξ −uξ η +uηη

(4.34)

e

utt = (uξ )t · (1)+(uη)t · (1)
⇒ utt = uξ ξ ξt +uξ ηηt +uηξ ξt +uηηηt

⇒ utt = uξ ξ +2uξ η +uηη

(4.35)

Substituindo (4.33), (4.34) e (4.35) em (4.22), encontra-se

uxx+uxt−2utt = −1

⇒ 4uξ ξ −4uξ η +uηη −2uξ ξ −uξ η +uηη +uξ ξ +2uξ η +uηη = 0

⇒ uξ η =
1
9

, (4.36)

a equaç̃ao na Primeira Forma Canônica.

Para resolver a EDP (4.36) basta calcular a integral direta em relaç̃ao aη e depoisξ ,

uξ η =
1
9

⇒
∫

uξ ηdη =
∫ 1

9dη

⇒ uξ = 1
9η +θ(ξ )

⇒
∫

uξ dξ =
∫

1
9

ηdξ +
∫

θ(ξ )dξ

⇒ u(ξ ,η) =
1
9

ηξ +Θ(ξ )+Ψ(η)

, (4.37)
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ondeΘ(ξ ) =
∫

θ(ξ )dξ .

Substituindo as equações (4.26) e (4.27) em (4.37), ou ainda, retornando as variáveis inde-

pendentesx e t, obt́em-se

u(x, t) =
1
9
(t−2x)(t +x)+Θ(t−2x)+Ψ(t +x) , (4.38)

ondeΘ e Ψ são funç̃oes arbitŕarias de classeC2(Ω) eC1(Ω), respectivamente.

4.2.2 Condiç̃ao Inicial

Tem-se

u(x,0) = ut(x,0) = x em t = 0, 0≤ x≤ 1 . (4.39)

e

ux(x,0) = 1 em t = 0, 0≤ x≤ 1 . (4.40)

Observe que

ux(x, t) = −2uξ (ξ ,η)+uη(ξ ,η) (4.41)

e

ut(x, t) = uξ (ξ ,η)+uη(ξ ,η) (4.42)

Comoξ = t−2x e η = t +x obt́em-se parat = 0, ξ =−2x e η = x ent̃ao

ξ = −2η . (4.43)

De (4.39),(4.40),(4.41),(4.42) e (4.43), tem-se






−2uξ (ξ ,η)+uη(ξ ,η) = ux(x,0) = 1

uξ (ξ ,η)+uη(ξ ,η) = ut(x,0) =−
ξ
2

(4.44)

ou ainda,






uξ +uη = −ξ
2

−2uξ +uη = 1
. (4.45)
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De (4.37) tem-se

u(ξ ,η) =
1
9

ηξ +Θ(ξ )+Ψ(η) , (4.46)

dáı

⇒ uξ (ξ ,η) = 1/9η +Θ′(ξ )
⇒ uξ (ξ ,η) = 1/9η +θ(ξ )

, (4.47)

e

⇒ uη(ξ ,η) =
1
9

ξ +Ψ′(η) . (4.48)

Substituindo (4.47) e (4.48) em (4.45), obtém-se







1
9

η +φ(ξ )+
1
9

ξ +Ψ′(η) =−ξ
2

−2(
1
9

η +φ(ξ ))+
1
9

ξ +Ψ′ = 1
. (4.49)







φ(ξ )+Ψ′(η) =−ξ
2
− 1

9
ξ − 1

9
η

−2φ(ξ )+Ψ′(η) = 1− 1
9

ξ +
2
9

η
. (4.50)







φ +Ψ′(η) =−11
18

ξ − 1
9

η

−2φ(ξ )+Ψ′(η) = 1− 1
9

ξ +
2
9

η
. (4.51)







φ(ξ )+Ψ′(η) =−11
18

ξ − 1
9

η

3Ψ′(η) = 1− 1
9

ξ +
2
9

η− 22
18

ξ − 2
9

ξ
. (4.52)

⇒ 3Ψ′(η) = 1− 24
18

ξ

⇒ 3Ψ′(η) = 1− 24
18

(−2η)

⇒ 3Ψ′(η) = 1+
24
9

η

(4.53)
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Portanto,

Ψ′(η) =
1
3
+

8
9

η (4.54)

e dáı

Ψ(η) =
1
3

η +
4
9

η2 . (4.55)

Como

φ(ξ ) = −11
18

ξ − 1
9

η−Ψ′(η)

⇒ φ(ξ ) =
11
18

ξ − 1
9

η− 1
3
− 8

9
η

⇒ φ(ξ ) =
1
3
− 11

18
ξ −η

⇒ φ(ξ ) =
1
3
− 11

18
ξ +

ξ
2

9
9

⇒ φ(ξ ) = −1
3
− 2

18
η

(4.56)

Tamb́em

θ(ξ ) = −1
3
− 1

9
ξ ⇒ Θ(ξ ) =−1

3
ξ − 1

9
ξ 2

2
, (4.57)

o que implica em

Θ(ξ ) = −1
3

ξ − 1
18

ξ 2 . (4.58)

Substituindo (4.55) e (4.58) em (4.46), obtém-se

u(ξ ,η) =
1
9

ηξ − 1
3

ξ − 1
18

ξ 2+
1
3

η +
4
9

η2 . (4.59)

Substituindoξ = t−2x e η = t +x em (4.59), tem-se

u(t,x) =
1
9
(t +x)(t−2x)− 1

3
(t−2x)− 1

18
(t−2x)2+

1
3
(t +x)+

4
9
(t +x)2

= 1
9(t

2−2xt+xt−2x2)− t
3
+

2
3

x− 1
18

(t2−4xt+4x2)+
t
3
+

x
3
+

4
9
(t2+2xt+x2)

=
t2

9
− t2

18
+

4t2

9
− xt

9
+

4xt
18

+
8xt
9
− 2x2

9
− 4

18
x2+

4
9

x2− t
3
+

t
3
+

2x
3
+

x
3

=
9t2

18
+

18xt
18

+
3x
3

=
t2

2
+xt+x

(4.60)

que corresponde a solução anaĺıtica do Problema de Cauchy.
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4.3 SOLUÇ̃AO NUMÉRICA DO PROBLEMA DE CAUCHY

Deseja-se obter a solução nuḿerica do Problema de Cauchy

∣
∣
∣
∣
∣

uxx+uxt−2utt =−1 em 0< x< 1, t > 0

u(x,0) = ut(x,0) = x em 0≤ x≤ 1, t = 0.
. (4.61)

Use o ḿetodo das caracterı́sticas para calcular a solução nos pontosR, SeT. As coordena-

das nos pontos iniciaisP, Q eW são(0.4,0), (0.5,0) e (0.6,0), respectivamente.

Figura 4.2: Diagrama de Pontos

4.3.1 Inclinaç̃oes das Curvas Caracterı́sticas

Inicialmente encontra-se as inclinações das curvas caracterı́sticas. Tem-se

uxx+uxt−2utt = −1 (4.62)

onde

A(x, t) = 1 6= 0 , B(x, t) = 1 e C(x, t) =−2 . (4.63)
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Substituindo na equação

A(x, t)

(
dt
dx

)2

−B(x, t)
dt
dx

+C(x, t) = 0

⇒ 1

(
dt
dx

)2

−1
dt
dx
−2 = 0

⇒ dt
dx

=
1±3

2
⇒ dt

dx
= 2 e

dt
dx

=−1

. (4.64)

Obt́em-se as inclinaç̃oes das curvas caracterı́sticas

dt
dx

= 2= f e
dt
dx

=−1= g . (4.65)

Calculando as integrais

xR∫

xP

dt
dx

dx=

xR∫

xP

2dx e

xR∫

xQ

dt
dx

dx=

xR∫

xQ

−1dx

t(x)
∫ xP

xR

= 2x
∫ xP

xR

e t(x)
∫ xQ

xR

=−1(xR−xQ)

⇒ t(xR)− t(xP) = 2(xR−xP) e t(xR)− t(xQ) =−xR+xQ

⇒ tR− tP = 2(xR−xP) e tR− tQ =−xR+xQ

⇒ tR−0= 2(xR−0,4) e tR−0=−xR+0,5

⇒ tR−2xR =−0.8 e tR+xR = 0.5

. (4.66)

Ao resolver o sistema obtém-se
{

tR−2xR =−0,8

tR+1xR = 0,5(−1)
. (4.67)

tR−2xR =−0,8

−tR−1xR =−0,5

−3xR =−1,3

xR =
13
30

← (4.68)
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tR = 0,5−xR

tR =
5
10
− 13

30
⇒ tR =

15−13
30

⇒ tR =
2
30

(4.69)

(xR, tR) =

(
13
30

,
2
30

)

. (4.70)

Analogamente, ao calcular as integrais

xS∫

0.5

dt
dx

dx=

xS∫

0.5

2dx e

xS∫

0.6

dt
dx

dx=

xS∫

0.6

−1dx

⇒ tS−2xS=−1 e tS+xS= 0.5

. (4.71)

Ao resolver o sistema obtém-se

(xS, tS) =

(
16
30

,
2
30

)

. (4.72)

Novamente, ao calcular as integrais

xT∫

xR

dt
dx

dx=

xT∫

xR

2dx e

xT∫

xS

dt
dx

dx=

xT∫

xS

−1dx

⇒ tT −2xT = tR−2xR e tT +xT = tS+xS

. (4.73)

Ao resolver o sistema obtém-se

(xT , tT) =

(
14
30

,
4
30

)

. (4.74)

4.3.2 Invariantes de Rieamann

Tem-se

C(x, t)

(
dx
dt

)(
dq
ds

)

+A(x, t)

(
dp
ds

)

−F

(
dx
ds

)

= 0 , (4.75)

onde

A(x, t) = 1 6= 0 , B(x, t) = 1 , C(x, t) =−2 e F =−1 . (4.76)
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Obt́em-se as Invariantes:

1. Invariante Positiva: Substituindodt/dx= 2 na equaç̃ao (4.75), tem-se:

−2

(
1
2

dq
ds

)

+1

(
dp
ds

)

−
(

(−1)
dx
ds

)

= 0

−
(

dq
ds

)

+

(
dp
ds

)

+

(
dx
ds

)

= 0
. (4.77)

2. Invariante Negativa: Substituindodt/dx=−1 na equaç̃ao (4.75), tem-se:

−2(−1)

(
dq
ds

)

+1

(
dp
ds

)

−
(

(−1)
dx
ds

)

= 0

2

(
dq
ds

)

+

(
dp
ds

)

+

(
dx
ds

)

= 0
, (4.78)

Os valores dep, q paraP eQ são obtidos das condições iniciais:

1. q(x,0) =
∂u
∂ t

(x,0) = x onde 0≤ x≤ 1.

2. p(x,0) =
∂u
∂x

(x,0) =
∂u(x)

∂x
= 1 onde 0≤ x≤ 1.

Logo,

qP =qP(xP,0) = qP(0.4,0) = 0.4;

qQ =qQ(xQ,0) = qP(0.5,0) = 0.5;

qW =qW(xW,0) = qW(0.6,0) = 0.6.

e

pP =pP(xP,0) = pP(0.4,0) = 1;

pQ =pQ(xQ,0) = pP(0.5,0) = 1;

pW =pW(xW,0) = pW(0.6,0) = 1.

Trabalhando com as Invariantes de Riemann tem-se:

PR

−
(

dq
ds

)

+

(
dp
ds

)

+

(
dx
ds

)

= 0

⇒ −(qR−qP)+(pR− pP)+(xR−xP) = 0
. (4.79)
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QR

2

(
dq
ds

)

+

(
dp
ds

)

+

(
dx
ds

)

= 0

⇒ 2(qR−qQ)+(pR− pQ)+(xR−xQ) = 0
. (4.80)

Obt́em-se o sistema
{

−qR+ pR = −qP+ pP−xR+xP

−2qR− pR = −2qQ− pQ+xR−xQ

(4.81)

Ao substituir os valores obtém-se

(qR, pR) =

(
15
30

,
32
30

)

. (4.82)

Analogamente,

QS

−
(

dq
ds

)

+

(
dp
ds

)

+

(
dx
ds

)

= 0

⇒ −(qS−qQ)+(pS− pQ)+(xS−xQ) = 0
. (4.83)

WS

2

(
dq
ds

)

+

(
dp
ds

)

+

(
dx
ds

)

= 0

⇒ 2(qS−qW)+(pS− pW)+(xS−xW) = 0
. (4.84)

Obt́em-se o sistema
{

−qS+ pS = −qQ+ pQ−xS+xQ

−2qS− pS = −2qW− pW +xS−xW

(4.85)

Ao substituir os valores obtém-se

(qS, pS) =

(
18
30

,
32
30

)

. (4.86)

Tamb́em,

RT

−
(

dq
ds

)

+

(
dp
ds

)

+

(
dx
ds

)

= 0

⇒ −(qT −qR)+(pT − pR)+(xT −xR) = 0
. (4.87)



44

ST

2

(
dq
ds

)

+

(
dp
ds

)

+

(
dx
ds

)

= 0

⇒ 2(qT −qS)+(pT − pS)+(xT −xS) = 0
. (4.88)

Obt́em-se o sistema
{

−qT + pT = −qR+ pR−xT +xR

−2qT − pT = −2qS− pS+xT −xS

(4.89)

Ao substituir os valores obtém-se

(qT , pT) =

(
18
30

,
34
30

)

. (4.90)

Sabe-se que

u(x,0) = x , 0≤ x≤ 1 , (4.91)

logo

• uP(0.4,0) = 0.4 ,

• uQ(0.5,0) = 0.5 ,

• uW (0.6,0) = 0.6 .

Deseja-se encontraruR, uS euT . Sabe-se que

uR
∼= uP+

1
2

∆x(pR+ pP)+
1
2

∆t(qR+qP)

⇒ uR
∼= uP+

1
2
(xR−xP)(pR+ pP)+

1
2
(tR− tP)(qR+qP)

⇒ uR
∼= 418

900

, (4.92)

uS
∼= uW +

1
2

∆x(pS+ pW)+
1
2

∆t(qS+qW)

⇒ uS
∼= uW +

1
2
(xS−xW)(pS+ pW)+

1
2
(tS− tW)(qS+qW)

⇒ uS
∼= 514

900

(4.93)
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e

uT
∼= uR+

1
2

∆x(pT + pR)+
1
2

∆t(qT +qR)

⇒ uT
∼= uR+

1
2
(xT −xR)(pT + pR)+

1
2
(tT − tR)(qT +qR)

⇒ uT
∼= 484

900

. (4.94)

A soluç̃ao anaĺıtica é dada por

u(x, t) =
t2

2
+xt+x . (4.95)

Ao comparar a soluç̃ao nuḿerica com a analı́tica percebe-se as coincidências conforme

demonstra a tabela abaixo.

Figura 4.3: Tabela Numérica Comparativa
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5 CONCLUSÃO

O Estudo da Equação da Onda teve importância hist́orica entre os mateḿaticos, dando ori-

gem as Equaç̃oes Diferencias Parcias apresentada como EDP, sendo que para sua demonstração

utilizamos a Segunda Lei de Newton em um pequeno deslocamento vertical e chegando a

Equaç̃ao conhecida, neste trabalho também utilizou as EDP e apresentou a solução cĺassica

a das Retas Parametrizadas, dandoênfase ao operador que pode gerar Equações Hiperb́olicas,

Parab́olicas e Elipt́ıcas.

Como motivaç̃ao do estudo a Solução das Equaç̃oes das Ondas através do Ḿetodo das

Caracteŕısticas e as Invariantes de Riemann encontrando a Solução Anaĺıtica da Equaç̃ao, e uti-

lizando o mesmo ḿetodo para encontrar a Solução Nuḿerica da Equaç̃ao, comparando os dois

resultado observou que coincidem.

Importante destacar que o estudo foi idealizado nos casos deEDPs de Segunda Ordem

e Sistema de Primeira Ordem Hiperbólico com at́e duas dimens̃oes, os quais possuem duas

faḿılias distintas de curvas caracterı́sticas reais.

Conclui-se ent̃ao que o estudo foi muito satisfatório já que conseguiu demonstrar os resulta-

dos obtidos na Solução Anaĺıtica da Equaç̃ao coincidindo com a Solução Nuḿerica, observando

que estée um ḿetodo pouco utilizado.
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