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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar o Problema Inverso de Galois, o qual consiste
em descobrir em que condi¢cdes podemos determinar um polinbmio que tenha G como
grupo de Galois. Para tanto, a Teoria de Galois é abordada, discorrendo-se sobre
extensdes algébricas, extensoes ciclicas, extensdes galoisianas e exemplificando o
Teorema Fundamental de Galois.

Palavras-chave: Extensdo galoisiana. Grupo de automorfismos de Galois. O Pro-
blema Inverso de Galois.



ABSTRACT

The objective of this paper is to present the Inverse Problem of Galois, which is to
discover under what conditions we can determine a polynomial that has G as a Galois
group. Therefore, the Galois Theory is addressed, if discoursing on algebraic extensi-
ons, cyclic extensions and exemplifying the Fundamental Theorem of Galois.

Keywords: Galoisiana extension. Galois group of automorphisms. The Inverse Pro-
blem of Galois.
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INTRODUCAO

A Teoria de Galois descreve uma maneira de permutar as raizes de um
polinbmio, gerando com essas raizes um grupo. Tal grupo € conhecido por grupo
de automorfismos de Galois. Sendo que, a ideia central da teoria deste matematico,
Evariste Galois, é determinar o grupo de Galois correspondente a um dado polinémio.

No presente trabalho discorremos sobre a Teoria de Galois com intuito de
apresentar o Problema Inverso de Galois, decorrente dessa Teoria. A saber, o pro-
blema consiste em descobrir em que condi¢ées podemos determinar um polinémio
qgue tenha G como grupo de Galois.

Nas préximas paginas, o leitor encontrard no Capitulo 1, algumas nocdes
bésicas que fundamentam conceitos utilizados no decorrer do trabalho. Ja no Capi-
tulo 2 sdo apresentadas as extensdes algébricas, extensdes galoisianas, e extensdes
ciclicas, exemplificando sempre que possivel os resultados abordados. E por fim, no
Capitulo 3, temos a definicdo de extensdao normal, grupo de Galois, e claro, o Teo-
rema Fundamental de Galois. Nesse ultimo capitulo explicitamos o Problema Inverso
de Galois.



1 PRELIMINARES

Neste preludio sdo apresentados alguns conceitos basicos para o desen-
volvimento deste trabalho. Especificamente, abordarmos grupos, aneis e corpos. As
demonstragdes serdo omitidas, ja que nao se caracterizam como o foco do estudo, e,
podem ser encontradas em qualquer livro basico de Algebra.

1.1 GRUPOS E SUBGRUPOS

Nesta secado apresentamos alguns resultados que sao conhecidos, porém
elencados aqui com intuito de facilitar as demonstracées dos préximos capitulos,
quando necessarios.

Primeiramente, veja a acep¢ao de grupo:

Defini¢ao 1.1.1. Um grupo (G, *) € um conjunto nao vazio onde existe uma operagao
x : G x G — @, satisfazendo os seguintes axiomas:

(1) (z*xy)*2z=zx*(y*2), quaisquer que sejam z,y, z € G (associatividade);
(2) JeeGtalqueexxr=xxe=ux, V€ G (existéncia do elemento neutro);

(3) Para todo z € G existe um z7! € G tal que z x 27! = 27 x x = ¢ (existéncia de
elemento simétrico/inverso);

Se além disso satisfazer:

(4) = xy =y *x, quaisquer que sejam z,y € G (comutatividade). Nesse caso o grupo
€ denominado grupo abeliano ou grupo comutativo.

Se G é finito denominamos grupo finito, caso contrario, grupo infinito. E a
quantidade de elementos de G sera chamada de ordem de G representada por o(G).
Denotaremos o grupo (G, ) simplesmente por G.

Exemplo 1.1.2. O grupo aditivo das classes de resto médulo m, (Z,,,+) € um grupo
finito cuja o(Z,,, +) = m.
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Um dos grupos importantes para o estudo da teoria de Galois é o grupo
de permutagdes de n elementos de um conjunto M. Considere Q2 = {1,2,...,n} e
S, ={f:Q— Q: fbijetiva}. Assim, temos que (S, o), onde o denota a composigao
de fungbes, € um grupo de permutacdes finito, contendo n! elementos e nao abeliano
para n > 3. Os elementos de S,, sdo também chamados de permutagdes de .

Definicao 1.1.3. Um grupo G é ciclico quando ele pode ser gerado por um elemento,
isto é, quando G = (g) para algum g € G.

Especificamente, um grupo multiplicativo é ciclico se G = {a™ | m € Z}
para algum a € G, e no caso aditivo, G = {m-a | m € Z}. E ndo necessariamente, um
grupo ciclico é gerado por apenas um elemento.

Sejam G um grupo e H um subconjunto ndo vazio de GG. Dizemos que H é
um subgrupo de G se H for ele préprio um grupo com a mesma operacao de G.

Proposicao 1.1.4. [2] Seja G um grupo. Para que uma parte ndo vazia H C G sejaum
subgrupo de G, é necessario e suficiente que = x y~* seja um elemento de H sempre
que x e y pertencer a esse conjunto.

Pela ideia de subgrupos, podemos ter grupos diferentes que preservam as
mesmas propriedades. Veremos agora que para determinar se dois grupos quaisquer
sdo do mesmo arquétipo, é preciso ser possivel estabelecer uma bijecdo entre esses
grupos.

Defini¢ao 1.1.5. Damos o nome de homomorfismo de um grupo (G, ) em um grupo
(G',-) atoda aplicagdo ¥ : G — G’ tal que ¥ (z xy) = ¥(z) - ¥(y), quaisquer que sejam
x,y € G.

Defini¢ao 1.1.6. Seja ¥ : G — G’ um homomorfismo de grupos. Se e indica o ele-
mento neutro de G’, 0 seguinte subconjunto de G sera chamado de ndcleo de ¥ e
denotado por N (V):

N(V) ={z € Gtalque ¥(z) = e}

Caso o homomorfismo ¥ : G — G’ for bijetivo, dizemos que ¥ € um isomor-
fismo. E se o isomorfismo for ¥ : G — G temos um automorfismo, o qual denotaremos
por Aut G.
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Teorema 1.1.7. [5] (Teorema de homomorfismo) Sejam G e G’ grupos com e e ¢,
respectivamente e ¥ : G — G' um homomorfismo. Ent&o,

(@) Im¥ =V (G) ={V(g) tal que g € G} é um subgrupo de G'.

(b) N(V)={g € G talque V(g) = €'} € um subgrupo normal de G e mais, ¥ € injetiva
se, e somente se, N(V) = {e}.

(c) G/N(¥) ~ ImV.

No teorema anterior G/N(¥) € um grupo do conjunto quociente das classes
de equivaléncia moédulo N (W), ou seja, o conjunto G/N (V) = {g| g € G} onde g = {ng
|ne N(U)}.

1.2 ALGUNS RESULTADOS DE CORPOS
Como todo corpo é um anel, iniciemos com a definicdo de anel, antes de

adentrar ao conceito de corpo:

Definicao 1.2.1. Seja A um conjunto ndo vazio, munido de duas operagdes binarias,
denominadas soma e produto, + € -, respectivamente. Assim,
+ : AxA —- A - AxA —» A
(a,b) +— a+b (a,b) +— a-b

Dizemos que (A, +,-) possui estrutura de anel, desde que as seguintes
propriedades sejam satisfeitas, para quaisquer a, b, c € A:

(i) A soma é associativa, isto é, (a +b) +c=a+ (b+ ¢).
(i) Existe elemento neutro para asoma: 30 <€ Atalquea+0=a =0+ a.

(iii) Existe elemento inverso em relacdo a soma: para cada a € A, existe b € A
denotado b = —a, talque a+b=0=b+ a.

(iv) A soma é comutativa, isto €, a+b =00+ a.
(v) O produto é associativo, isto é, (a-b)-c=a- (b ¢c).

(vi) O produto é distributivo em rela¢cdo a soma; a esquerda e a direita: a - (b + ¢) =
a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c.
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Vale ressaltar que em um anel qualquer, o elemento neutro € Unico.
Chamamos de anel comutativo se x -y = y - x para todo z,y € A.

Podemos ter um anel com divisores de zero se existem z,y € A, de modo
que x -y = 0 parax # 0 ey # 0. Sendo que, todo anel comutativo sem divisores
de zero, onde a unidade, 14, (elemento neutro multiplicativo) for diferente de zero, é
denominado anel de integridade.

Definicao 1.2.2. Sejam (A, +, -) um anel e L um subconjunto ndo vazio de A. Dizemos
que L é um subanel de A se:

(i) L é fechado para as operagdes que fazem o conjunto A ter estrutura de anel;

(i) (L,+,-) também é um anel.

Definicao 1.2.3. Sejam A e A’ dois aneis com unidade. Uma aplicagdo f: A — A’ é
um homomorfismo de aneis se ela é compativel com as estruturas de aneis, isto é, se

(i) flz+y)=f(x)+ fly),Vr,y€eA
(i) f(x-y)=flx) fy),Vr,yeA
(i) f(14) =1a.

Caso f seja um homomorfismo bijetivo, dizemos que f é um isomorfismo.
E dois aneis sdo isomorfos se f : A — A’ for um isomorfismo. Além disso, os isomor-
fismos de A sobre si mesmo sdo reconhecidos por automorfismos de A.

Semelhante ao Teorema temos o seguinte:

Teorema 1.2.4. [5] (Teorema de isomorfismo) Sejam A e A" anéise f : A — A" um
homomorfismo. Ent&o,

(@ Im f={f(a): a € A} é um subanel de A'.

(b) N(f) ={a € A: f(a) =0} € um subanel de A e, f € injetiva se, e somente se,

N(f) =0.
(c) A/N(f)~1Im f.

Um corpo é um anel de integridade onde todo elemento nao-nulo é inverti-
vel em relagdo a multiplicagéo.
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Definicao 1.2.5. Seja K um dominio de integridade. Se para todo = € K — {0}, existe
y € K talque z - y = 1, K recebe o0 nome de corpo.

Caso um subanel (B, +, ) de um corpo K seja também um corpo, dizemos
que (B, +,+) é um subcorpo.

Seja K um corpo qualquer. Vamos denotar K|[x] o conjunto de todos os
polinbmios p(z) sobre K, em uma indeterminada = sendo, p(z) = ag + a1 + ... + a,, ™
ondea; € K,Vvie Nedn e Ntalquea; =0Vj > n.

Perceba que (K|[z], +, -) € um anel de integridade, onde se p(x), q(z) € K|z],
sendo p(z) = > a2’ e q(x) = > biz', as operagdes sdo definidas por:
p(@)+qlx)=c +..+cagz*+..,ondec;, = (a; +b;) € K

k
p(z) - q(x) = cpz* onde ¢ = > aby_;
=0
e mais ainda, o elemento neutro de (K|[z], +,-) € o polindbmio nulo p(z) = 0. Assim, se
r(z) - s(x) = 0, temos que ter, ou r(x) = 0 ou s(z) = 0, logo, sem divisores de zero.
A unidade é o polinbmio constante f(z) = 1 e, claramente, o anel € comutativo, dado
gue o produto dos coeficientes a;b,_; € comutativo.

Os polinémios que possuem inverso multiplicativo sédo os polindmios cons-
tantes n&o nulos em K|z], pois, sendo p(z),q(z) € K[z] — {0}, se p(z) - ¢(z) = 1, SO
pode que p(z) = a ou ¢(x) = a, assim, nos referimos a um polinémio inversivel.

Se n é o maior inteiro tal que a,, # 0, entdo dizemos que n é o grau do
polinbmio e escrevemos Jp(z) = n.

Dado um polindbmio f(x) = ag+ a1z + ... +a,2™ € K[x], definimos a derivada
formal de f(x) como sendo o polinbmio f'(z) = a; + 2axx + ... + na,z" ' € Klx].

Se f(x),9(z) € Klz] e a € K segue imediatamente as seguintes regras:

(f(@)+g(x)) = f(@) +g(x)s (o f(2)) = a- f(x); (f(2)-g9(x))" = f/(x)-g(x)+f(z) g'(x).

Teorema 1.2.6. [6] Seja p(x) = a,x" + ...+ ay um polinémio em K. Suponhamos ainda
que p(x) tenha graun > 0, isto é, p(x) # 0. Entdo, p(x) tem no maximo n raizes em K.

Ao se trabalhar com raizes de um polinbmio pode ocorrer que um mesmo
polindmio tenha raizes multiplas, dado esse fato, podemos fatorar um polinémio em
funcéo de suas raizes, do seguinte modo:

Definicao 1.2.7. Se f(x) € R[x] € um polindbmio de graun > 1 € ay, ay, ..., o, S80 todas
as distintas raizes de f(z) em C temos que, f(z) = ¢ (x — a)™...(x — «,.)"™ em Clz]
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onde c € K e r,mq,...,m, SA0 inteiros positivos.

Denominamos o inteiro m; de multiplicidade da raiz «;. E no caso de m; = 1
dizemos que «; € uma raiz simples de f(z).

Teorema 1.2.8. [5] (Algoritmo da divisdo) Sejam f(z),g(x) € Klz]| e g(x) # 0. Ent&o,
existem unicos q(x),r(x) € Klz| tais que f(x) = q(x) - g(
or(x) < dg(x).

x)+r(x) onde our(x) =0 ou

Definicao 1.2.9. Um polinémio n&o nulo e néo inversivel p(x) € K|z| se diz irredutivel
sobre K se uma decomposicao de p(x) em um produto de dois fatores de K|z| s6
for possivel com um dos fatores inversivel, ou seja, p(z) = f(z) - g(z), entéo, f(z) é
inversivel ou g(z) € inversivel.

Se p(z) ndo for irredutivel sobre K dizemos que p(x) é redutivel.

Seja p(r) = ag + a7 + azz® + ... + ™ um polindmio ndo nulo de K[z]. Deno-
minamos p(z) de polinémio ménico em K|z]. E ao unico polinbmio p(z) € K|[x] ménico
(de menor grau) irredutivel em K|x] tal que p(a) = 0 e a € L D K representaremos
por p(z) = irr(a, K).

Definicao 1.2.10. Seja p(x) € K[z]. Quando p(z) e sua derevida forem primos entre
si, 0 polinémio p(z) € dado como polinémio separavel.

Em particular, se p(z) € K|[x] for irredutivel em K|z|, entdo, p(z) é separa-
vel.

Definicao 1.2.11. Seja K um corpo. Se L O K é um corpo, L é uma extenséo de K.

Denotamos toda extenséo de corpos por L|K. Vale ressaltar, que um po-
linbmio pode ser irredutivel em K e n&o ser irredutivel em uma extenséo L de K.

Para o proximo teorema, precisamos explorar um subanel especial, o ideal
de um anel e ideal maximal, vejamos:

Definicao 1.2.12. [4] Seja (A, +,-) um anel e I um subconjunto ndo vazio de A. Dize-
mos que I € um ideal de A se

(i) r+yel,paratodo x,y € I

(il) ax € I, paratodo = € I e para todo a € A.
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Definicao 1.2.13. Seja M um ideal em um anel comutativo A. Dizemos que M é um
ideal maximal se M #+ A e se 0s unicos ideiais de A que contém M s&o o préprio M
e A.

Teorema 1.2.14. [5] Seja A um anel e J umidealde A. Set =x+JeA/J={T:z €
A}, entdo:

o AT X AN = AJT C o AJT X A)T = A)T

“ CRINNNS A8 CRINNN B

definem duas operagbes denominadas soma e produto em A/ J.
(b) (A/J,+,-) € um anel (chamado anel quociente de A por J).
(c) Se 1 é a unidade de A entdo 1 é a unidade de A/J.
(d) Se A é comutativo entdo A/J é comutativo.

Teorema 1.2.15. [5] Sejam K um corpo e p(z) € K|x]. Entdo, as seguintes condi¢cbes
sS40 equivalentes:

(a) p(x) é irredutivel sobre K.
(b) J = K[x] - p(x) é um ideal maximal em K|z].

(c) K|z]/J € um corpo, onde J = K|z] - p(z).

No teorema anterior K|[x]/.J é um anel do conjunto das classes de equiva-
léncia modulo J, ou seja, Kz]/J ={p:p € K[z|]} ondep=p+ J.

Teorema 1.2.16. [5] (Critério de Eisenstein) Seja f(x) = ay + a1x + ... + a,x™ um
polinémio em 7Z[x]. Suponhamos que exista um inteiro primo p tal que:

(@) p1an
(b) p|a07a17 vy Ap—1

() p*tag

entdo, f(x) é irredutivel sobre Q.
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Exemplo 1.2.17. Seja p um numero primo qualquer e seja p(z) = 2™ — p um polinémio
de grau n > 1 sobre Q. O préprio primo p se aplica no critério de Einsenstein, e
portanto p(z) é irredutivel sobre Q.

Vamos agora nos ater aos conceitos envolvidos especificamente com as
extensdes de corpos, dado que, nos proximos capitulos trabalharemos fortemente
com essas ideias.

Proposicao 1.2.18. Seja p(x) = ao + a;z + ... + a,2™ um polinémio ndo nulo de grau n
em K|x]. Entéo, f(x) possui no maximo n raizes em qualquer extensdo L de K.

Definicao 1.2.19. Seja L D K uma extensao de corpos. Um automorfismo o : L — L
€ um K—automorfismo se, e somente se, o(a) = «, paratodo a € K.

Um K — automorfismo sera designado da seguinte forma: AutyL.

Proposicao 1.2.20. Seja L O K uma extens&o de corpos. Entdo, G = Autx L = {o tal
que L — L, automorfismo tal que o|x = I} é um grupo com a operagdo de composicao
de funcgées.

Proposicao 1.2.21. Seja L|K uma extenséo de corpos e seja G o grupo dos automor-
fismos de L, isto é, G = Aut L. Podemos provar facilmente que H = AutxL = {0 € G
talque o(a) =aV a € K} é um subgrupo de G.

Proposicao 1.2.22. Seja f(x) € K|[z] e seja L um corpo de raizes de f(x) sobre K.
Seo: L — L éum K-automorfismo de L e o € uma raiz de f(x), entdo o(«) também
é uma raiz de f(x).
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2 EXTENSOES

No presente capitulo, sdo abordadas as extensdes de corpos vinculadas
as equacodes polinomiais, dado que, ao considerar determinado subcorpo, este pode
nao possuir todas as raizes de um polindmio que o pertenca, mas, podemos deter-
minar outro corpo que contenha o subcorpo, pelo processo de adjungéo de raizes do
polinbmio, caracterizando o novo corpo como uma “cépia” do subcorpo inicial.

Algumas extensbes possuem caracteristicas proprias, como as extensées
algébricas, extensées transcendentes, extensées ciclicas. Essas extensoes citadas,
sao apresentadas no decorrer deste capitulo, juntamente com algumas definicdes de
Algebra Linear com propdsito de explicitar equivaléncias Uteis para o préximo capitulo.

2.1 EXTENSOES ALGEBRICAS

Considere a extensédo L|K onde a € L|K e o ¢ K uma raiz de um polinémio
p(z) ndo-nulo tal que p(z) € K|x].

Definicao 2.1.1. Suponhamos que L|K é uma extensao, e que a € L. Se houver um
polinémio p = a,2" + ... + ay € K|z| para o qual p(a) = 0, entdo, dizemos que « &
algébrico sobre K. Caso contrario, dizemos que « é transcendente sobre K.

Perceba que, na Definicao explicitamos quando um elemento é algé-
brico, mas também, podemos definir uma extenséao algébrica:

Definicao 2.1.2. Para todo a € L|K, « é algébrico sobre K, a extensao € dita algé-
brica.

Caso « € L|K, vamos denotar K[a] = {p(«) : p(z) € K|[z]}.

Vamos agora explorar algumas extensdées que sao algébricas, e mostrar
gue ha elementos algébricos nessas extensdes, cada qual associado a um polinémio.

Exemplo 2.1.3. Seja Q[v2] = {a + bv/2}. Temos que Q[v/2] € uma extens&o algébrica
de Q. Paraa = a + b2 € Q[v2] e f(z) = 2® — 2azx + a®> — 2b*> € Q[x], temos que,



2.1 Extensées Algébricas 18

f(z) = (x — a)® — 2b% sendo f(a) = 0, donde podemos afirmar que o = a + b2 é
algébrico sobre Q.
Exemplo 2.1.4. Seja L D Q, L = Q[v/2] e f(z) = 2* + 3z — 2 € Q[z]. Assim,
f(V2) = (V2)* +3V2 -2 = 3V2 € Q[V2).

Vale ressaltar que o numero 7, bem como /7 séo transcendentes sobre Q.
Mas, o = /7 é algébrico em Q[r] pois a® — 7 = 0.

Nesse contexto, podemos pensar quanto as equivaléncias entre as exten-
¢Oes algébricas, por exemplo, entre Q[a] e Q[3], onde a = v/2e 3 = {‘/5(—% + %gz') eC
sendo a e 3 raizes de p(z) = 23— 2 € Q. Essa relagao de equivaléncia estabelecemos
com base nos isomorfismos entre corpos. Vejamos o seguinte teorema:

Teorema 2.1.5. [5] Sea € L|K e se VU : K[z] — L é definida por V(f(x)) = f(a),
entdo v é um homomorfismo tal que:

() ImV = Kla], K C K[a] C L.
(i) « é transcendente sobre K < N (V) = 0.

(iii) se « é algébrico sobre K e p(x) = irr(a, K), entdo N(V) = K|x] - p(x) é um ideal
maximal de K [x].

(iv) w5 ~ Klal.
Demonstracao:

(i) Seja f(z) € Klz], f(x) = ap + a1z + ... + a,2™. Temos que, f(a) = ag + ey +
.. + apa™, logo, f(a) € Kla]. Portanto, Im ¥ C K[a]. Vamos agora, mostrar
que Kla] C Im V. Considere f(z) € K[z]. Como a € LK, f(a) € Kla] e
f(a) € L, logo, K|o] C Im V. Agora, seja k € K. Para todo p(z) € K[x] sendo
p(x) = ko + kyx + kex® + ... + k,2", basta considerar k; =0 € K, i € {1,...,n} que
teremos p(x) = ko, donde p(a) = ko € K[a], entéo, K[a]|K.

(i) Seja « transcendente sobre K, ou seja, Vf(z) € Klz| onde f(z) # 0, f(«) # 0.
Sabemos que N (V) = {f(z) € K[z] : f(a) = 0}, mas como « € transcendente,
segue que, o nucleo da ¥ s6 pode ser composto pelo polindmio nulo f(z) = 0.
Por outro lado, suponha N(¥) # {0} e seja f(z) € N(¥) assim f(«) = 0 absurdo,
pois, f(«) # 0, logo, N(¥) = 0.
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(iii) Seja h(xz) € N(¥), donde h(a) = 0. Pelo algoritmo da divisdo [1.2.8] h(z) =
f(z)p(z) + r(x), onde r(z) = 0 ou Jr(x) < dp(z), no caso, segue que r(z) = 0,
logo, h(z) = f(z)p(z) € Klx] - p(z) e h(a) = f(a)p(«r) implica h(«) = 0, conse-
quentemente, h(z) = 0 € N(V). Portanto, N(V) C K][x] - p(z). Por outro lado,
seja h(z) € Klz| - p(x). Assim h(x) = p(x)f(x) onde p(x), f(x) € K[z]. Segue
que h(a) = 0 implica em p(a) = 0 ou f(a) = 0, donde temos, sem perda de
generalidade, que h(z) € K[x] - p(z). Porisso, K[z] - p(z) C N(¥). Dessa forma,
N(U) = K[a] - p(x).

(iv) Considere N (V) # @ dado que f(z) € N(V). Pelo item (iii) desse teorema, N (V)
€ um ideal maximal, portanto, a demonstracé@o é de imediato pelo Teorema(i.2.4]

|

Exemplo 2.1.6. Seja o = /2 € R e f(x),p(z) = 2> — 2 € Q[z]. Perceba que, pelo
Algoritmo da Divisdo [1.2.8 existe ¢(z),r(z) € Q[z] tais que f(z) = q(x)p(z) + r(z),
onde, para f(a) = 0 temos que ter ¢(z)(z® — 2) = 0 e r(z) = 0, portanto, basta
considerar » = v/2 em (2 — 2) e como, 7(z) = a + bz + cx® com a, b, c € Q, segue que,
r(V/2) = a+b¥/2+ ¢(¥/2)?. Pelo Teorema|2.1.5, sabemos que, 544y ~ Qa], no caso,
S =~ QV2].

Os dois préximos corolarios, podem ser demonstrados com base no Teo-

rema2.1.5

Corolario 2.1.7. Sejaa € L|K.

(a) Se « é algébrico sobre K, entdo K|«a] é um subcorpo de L que contém K.

(b) Se « é transcendente sobre K, entdo K[a| é um subdominio de L isomorfo ao
dominio K |x] dos polinbmios em uma indeterminada .

Demonstracao: Sejaa € L|K e ¥ : K[z] — L definida por f(z) — f(«).

(a) Seja « algébrico sobre K. Considere p(x) € K[z] de modo que p(z) = irr(«, K).

Como, pelo item (iii) do Teorema N(V) = K[z] - p(x) € um ideal maximal, e

Klz]

pelo item (iv) NG

~ K|[a], entdo, K|a] € um corpo.

(b) Seja «a transcendente sobre K. Pelo item (ii) do Teorema segue que N (V) =

0. E pelo item (iv) temos que 5 g; ~ K|a], portanto, K[a] ~ K z].
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|

Corolario 2.1.8. Se «, 3 € L|K s&o raizes de um mesmo polinémio irredutivel sobre
K, entdo K|a] e K|[5] sdo corpos isomorfos.

Demonstracao: Seja o, € L raizes de um mesmo polindmio p(zx) tal que p(z) =
irr(a, K) = irr(8, K). Considere ¥ : K[z] — L definida por f(z) — f(«). Pelo item
(iii) do Teorema [2.1.5 sabemos que N (V) = K|z] - p(x), e pelo item (iv), temos que

e =~ Kla e 5gh ~ K[8], logo, K[a] ~ K[8]. O

No Corolario fica explicito que a relagao de equivaléncia que pode ser
estabelecidade entre corpos adjuntados a diferentes raizes de um mesmo polinémio
irredutivel € o isomorfismo entre esse corpos.

Proposicao 2.1.9. Seja L|K, a € L algébrico sobre K. Se o grau do polinébmio irre-
dutivel é n, entao

(a) Vf(z) € K[z], f(a) pode ser expresso de modo unico na forma

fla) =ao+aa+..+a, 10", ondea; € K.
(b) Kla] = {ap + a1+ ...+ a,_1a""' : a; € K} é um subcorpo de L que contém K.

(c) se K = Z,, entdo K|«| € um corpo contendo exatamente p" elementos.

Demonstracao: [5], pagina 90.

|

Observacao 2.1.10. Para todo o = {/p € R com n sendo um nimero inteiro maior ou
igual a dois e p primo maior ou igual a dois, que é uma raiz real do polinbmio z™ — p
irredutivel sobre Q, de acordo com o critério de Eisenstein[1.2.16] teremos que Q[a] é
um subcorpo de R contendo Q e, mais ainda,

Qo] ={ag+ama+ ..+ a, 10" :a; €Q,i=0,...,n— 1}.

Vimos que K[a] é um corpo, e sabendo que Klo] = {f(«) : f(x) € Klz|}
com « € L|K, pode acontecer que a inclusdo de um elemento ao menor corpo da
extensao seja o proprio corpo da extensao:

Definicao 2.1.11. Uma extenséo L|K tal que L = Ko para algum « € L denomina-
mos de extensdo simples.
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Exemplo 2.1.12. Seja a extensdo L|R e o polindbmio p(z) = 2* + 1 € R. Perceba

que, i € C é uma raiz de p(z) e, logo, L = RJ[i], e mais ainda, R[i] ~ R[ﬂj][}fgx) ~ C,
portanto, temos que o conjunto C € uma extensdo simples dos R. Vale ressaltar que,

pela Proposigdo [2.1.9) R[i] = {ag + a1i + ... + ap—17" ' :a; R, j=0,...,n — 1}.

Em alguns casos, podemos ter extensdes de corpos que sdo extensoées
simples [2.1.11] adjuntadas com mais de um elemento, embora, é possivel obter outra
extensao algébrica adjuntada com somente um elemento, igual a extensao inicial.

Exemplo 2.1.13. Considere L > Q com L = Q[i, —i,/5, —/5]. Vamos mostrar que
essa extensdo é simples. Considere L' = Qi + v/5]. Provemos que L = L'. E fAcil
ver que L' O L, pois i,v/5 € L, logo, a operacdo desses elementos resulta em um
elemento de L, entdo, temos que i + /5 € L. Agora, precisamos ter L O L', mais
precisamente, que i,v/5 € L. Sabemos que (i + v/5)?> € L/, e sendo (i + /5)? = 4 +
2iv/5, operando —1(i++/5)(4+2iv/5) = —14i—2+/5. Agora, fazendo (—14i—2v/5)+2(i+
V/5) resulta em —12i, portanto, —12i € L', bem como, i, ent&o, (i + v5) —i = /5 € L.
Portanto, L’ C L. Assim, concluimos que Q[i, —i, v/5, —/5]|Q é uma extensdo simples.

Na Definicao temos a fatoragéo de um polindmio e a multiplicidade de
suas raizes. Vejamos agora, uma proposi¢ao que diz respeito a um polinémio somente
com raizes de multiplicidade 1:

Proposicao 2.1.14. Seja f(z) € Kz]|, 0f(x) =n >1ea € Cumaraiz de f(x). Entao,

(@) o é raiz simples de f(x) < f(a) =0 e f'(a) #0.

(b) se f(x) é irredutivel sobre K, entdo todas as raizes de f(x) sdo simples.

Demonstracao:

(a) Seja f(x) € K[x] com multiplicidade m > 1 onde f(a) =0com a € C. Se a € C,
segue que, f(z) = (x —a)™ - g(x) onde g(z) # 0 € K[z] e g(«) # 0, uma vez que,
se g(x) =0, f(x) também o sera, e ndo o €, dado que, df(z) > 1. Derivando f(z)
temos que f'(z) =m-(x —a)™ - g(z) + (x —a)™- ¢'(x). Assim, para m = 1, segue
que f(z) = (xr — «) - g(x) sendo que f(a) = (@ —a) - g(a) = 0 - g(a) = 0 e, mais
ainda, f'(z) = g(x)+ (z—a) - g'(x) = f'(a) = g(a) + (a—a) - g'(a) donde f'(a) # 0.
Agora, fica facil perceber que, se f(a) = 0e f'(a) # 0, a SO sera raiz simples de
f(z) se 0f(x) > 2, visto que, para m = 2 temos
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flw)=2-(x—a)-g(x)+ (& —a)* g(z) = f(a) =0,

mas por hipétese, f(a) # 0.

(b) Seja f(z) = irr(a, K) e p(z) = irr(a, K). Pelo Algoritmo da Divisdo segue
que 3 q(z),r(z) € K[x] tais que: f(z) = q(z)p(z) + r(z) onde r(x) = 0 ou Ir(z) <
dp(z). Como « é uma raiz de f(z) temos que f(a) = q(a)p(a) + r(a) = 0 =
r(a) = f(a) — q(a)p(a) = r(a) = 0. Como p(x) é irredutivel e p(a) = 0 segue que
r(x) = 0. Dai f(x) = q(x)p(x). Sabemos que f(z) € irredutivel, portanto, temos
que f(x) = a-p(zx),coma € K. Se m > 1, pelo item (a) desta proposi¢do temos
f(a) =a-p'(a) =0 = p'(a) = 0, mas isso contradiz o fato da minimalidade do
grau de p(z), ja que dp'(x) < dp(x). Portanto, m = 1 e « é raiz simples.

a

A partir da caracterizacdo de raiz simples definimos corpo de decomposi-
¢do de um polindbmio f(z) € K|[z] sobre K:

Definicao 2.1.15. Seja L|K uma extenséo e f(x) € K|[x] com df(z) > 1 tal que f tem
uma decomposi¢do em L da seguinte forma: f(z) =c- (z — a1)...(r — o), 0nde c € L
e L = K|ay, ..., a,]; denominamos L o corpo de decomposicao de f sobre K.

Um corpo de decomposicdo denotaremos por L = Gal(f, K). Esse corpo é
o menor subcorpo de L que contém K e todas as raizes de f(z) pertencem a C, uma
vez que, podemos dizer que esse corpo € gerado somente por raizes simples de f(x).

Vamos ver outra forma de definir um Gal(f, K): seja f(x) € K[x] € ay, ..., a,
as raizes simples de f(z) € C. Consideremos, Ky = K, K| = K|ai], Ky = K;|as], ...,
K, = K,_1[a,], sendo K C K; C K, C ... C K,. Perceba que, K, é o menor subcorpo
de C contendo K e ay,...,a, e, portanto, K, = Gal(f,K), e como K, = K, 1|,
podemos denotar que K, = Klay,...,«,] = Gal(f, K). Vale ressaltar que, qualquer
gue seja a ordem que pegamos as raizes, ainda temos um corpo de decomposicao.
Este processo é conhecido por adjunc¢éo de raizes.

Exemplo 2.1.16. Considere p(z) = 23 — 2 € Q[z]. O polindmio p(x) possui trés raizes,
donde duas sdo n&o-reais, a saber: o = /2, 3 = —3‘/75 + @ el = —3‘/75 - @
Assim, podemos dizer que o corpo de decomposicdo de p(z) sobre Q € Q|a, 3, 3.
Mas, observe que, sendo 3 = a(—1 + %) e § = a(—1 — ¥3) ao fazermos 32 obtemos

justamente o3, portanto, Gal(z® — 2, Q) = Q|a, 5, 5] = Q|a, f].
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Adentraremos agora a acepcgao de grau de uma extensdo. Obviamente,
0 grau de uma extensao possui relacdo com o grau do polinbmio ménico irredutivel
da extensdo. Para tal, se faz necessario abordar alguns conceitos de Algebra Linear
como espaco vetorial, base, dimensdo, os quais serdo expostos em apéndice [AL

Consideremos a seguir, L como um K —espacgo, ou seja, um espaco vetorial
sobre K. A dimensdo do K—espago L é denotada por [L : K] e conhecida como o
grau da extensdo L|K. Desse modo, temos que o grau da extensé&o é a cardinalidade
de qualquer base de L sobre K.

Definicao 2.1.17. Seja L uma extensao de K. Se L for um espago vetorial de dimen-
séo finita sobre K, temos que L é uma extensao finita.

Caso contrério, diremos que L|K é uma extensé&o infinita.

Exemplo 2.1.18. O espaco vetorial R sobre Q € infinito, obviamente, a extensdo £ D Q
com E = Q[v2,V3, ..., \/p, ...] também nao é finita, ja que, £ é um subcorpo dos R
pelo fato de Q ¢ Q[v2] € Q[v2,v/3] C ... ser uma cadeia ascendente propria, sendo
a extensé&o algebrica.

Proposicao 2.1.19. Seja K um corpo e L|K uma extensdo de K. Ent&o,

(a) se L|K é finita, entdo L|K é algébrica.

(b) se a € L|K é um elemento algébrico sobre K e grau de p(z) = irr(a, K) € igual a
n, entdo 1, q,...,a" "' é uma base do espago vetorial K|a]| sobre K e [K[a] : K] =

n < oo.

(c) sea € L|K é um elemento transcendente sobre K, entdo K[«||K é uma extensao
infinita.

Demonstracao:

(a) Seja [L : K] uma extensdo finita. Entéo, por Defini¢do de extensdo finita (2.1.17),
[L: K] =n < oo, isto é, L tem dimensao finita quando visto como espago vetorial
sobre K. Assim, o conjunto de quaisquer n + 1 vetores ndo nulos € linearmente
dependente. Seja a € L e consideremos 1, a, ..., a". Entdo, existem ¢,, ¢y, ...,¢, €
K, nao todos nulos, tais que ¢y + cia + ... + ¢,a™ = 0. Deste modo, « é raiz do
polinémio n&o nulo f(x) = ¢y + 1z + ... + ¢,2™. Logo, a € algébrico sobre K.
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(b) Seja a € L|K um elemento algébrico sobre K tal que grau de irr(a, K) = n. Mas,
pela Proposicéo todo elemento de K[a| pode ser escrito de modo Unico
como combinacdo linearde 1, a, ...,a" ! sobre K. Assim, 1, o, ..., " ! € uma base
de K|[a] sobre K. Logo, [K[a] : K] = n.

(c) Decorre imediatamente dessa proposi¢éo, pois usando a contrapositiva, suponha
que K|a] D K é uma extensao algébrica, logo, pelo item (a), a € algébrico.

a

Pela proposicao anterior, fica evidente que a reciproca do item (a) nao é
verdadeira, para tanto, podemos pensar que, se a extensao R D Q fosse finita, seria
também algébrica pela Proposi¢do [2.1.19]e, claramente, 7 seria algébrico sobre os Q,
0 que € um absurdo. Portanto, nem toda extensao algébrica € finita, reveja o exemplo
2.1.18l

Corolario 2.1.20. Seja o € L|K. Entéo as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(i) « é algébrico sobre K
(i) [K[a]: K] =n < o0

(iii) K[a] € uma extensdo algébrica de K.

Demonstracao:

(1) = (i1) Note que, se « é algébrico sobre L|K, entéo, existe f(z) € K|x]
tal que f(«a) = 0. Seja p(x) = irr(«, K), com dp(x) = n. Pela minimalidade do grau de
p(x) e pelo item (b) da Proposi¢édo[2.1.19|temos que 1, «, ...,a" ! é uma base de K|x]
e [Kla] : K] =n < oc.

(17) = (¢i7) Suponha [K[a] : K] = n < co. Entéo, pela Proposi¢do [2.1.19
item (a) temos que K|«a] é uma extensdo algébrica de K.

(7i1) = (i) Sendo K[a] uma extensdo algébrica sobre K, por definicdo o é
algébrico sobre K. O

Teorema 2.1.21. [6] Seja L uma extensé&o finita de K, e seja M uma extensao finita
de L. Entéo, M sera uma extens&o finitade K, e[M : K| =[M : L] - [L: K].
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Demonstracao: Seja {a4,...,a,} uma base para o espaco vetorial L sobre K, e
{P1,..-,Bm} uma base de M sobre L. Deste modo, para todo i € {1,...,n} temos
a; € L eparatodo j € {1,...,m} temos 3; € M. Vamos mostrar que {«;5;} formam
uma base para o espago vetorial M sobre K. Primeiramente, vamos mostrar que
{a;53;} € linearmente independente.

Consideremos ) z;;o;8; =0, z;; € K. Como z;;o; € L e L € um corpo, te-
mos que > x;;o; € L; assizr%, podemos escrever > (> x;;a;)5; = 0. Da independéncia
linear de él, ..., Bm sobre L, concluimos que Z:czjoz; = 0, para cada j, e, da idepen-
déncia de oy, ..., o, Sobre K, segue que z;; = 6 para todos i, j, portanto, os elementos

;3; s&o linearmente independentes.

Agora, vamos mostrar agora que qualquer elemento do espaco vetorial de
M sobre K pode ser escrito como combinagao linear de «;3;. Seja v € M. Temos
que v = > w;B; = wif + ... + wyBm, com alguns elementos w; € L. Podemos
j

exprimir w; como uma combinagao linear de a4, ..., o, com coeficientes em K, ou seja,

Z ¢;j0v. Substituindo, temos v = Z Z cijouf; = ci;aq0;, € assim, os elementos
i.j
azﬁj geram M sobre K. O

Corolario 2.1.22. (Lei da Torre) Se K, C K, C ... C K,, sdo subcorpos de C, entao,
[Kn . Ko] = [Kn . Kn—l][Kn—l . Kn_g}...[Kl . KQ]

Demonstracao: Basta usar o Teorema[2.1.21|e indugao sobre n. O

Exemplo 2.1.23. Seja a extensdo Q[v/2,/3] O Q. Sabemos que Q[v2] > Q é uma
extens&o finita e de acordo com a Proposigdo [2.1.19, uma de suas bases é {1,/2},
pois a raiz do polinémio ménico irredutivel x> — 2 sobre Q é a = /2. J& na extenséo
finita Q[v/2, v/3] D Q[v/2] uma de suas bases é {1,+/3}. Entdo, podemos verificar que
Q(VZ,V3) : Q] = [Q(VZ,V3) : Q(V2)[Q(V2) : Q)
[Q(v2,V3): Q] =22
[Q(v2,v3): Q] =

De acordo com o diagrama a seguir, poderiamos ter pensado também em

[Q(v2,v3) : Q] = [Q(v2,V3) : Q(v3)][Q(V3) : Q.
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Observe que, realmente a dimenséo da extensdo Q[v/2, /3] sobre Q é 4,
porque, uma base para a mesma seria {1, /2, /3, v6}, ja que Q[v/2, V3] = {a +bv2+
cV/3 +dvV6 |a,b,c,d € Q}.

Corolario 2.1.24. Seja K D Q tal que [K : Q] = m e seja p(x) € Q[x] um polinbmio
irredutivel sobre Q de grau n. Se o maximo divisor comum (M.D.C.) de m e n é igual a
1, entao p(x) é um polinémio irredutivel sobre K.

Demonstracao: Seja a € C uma raiz de p(z). Considere os corpos K|«]|Qla] e

suponhamos que [K|a] : K] = r e [K[a] : Q[a]] = s. Como dp(z) = n e p(x) € Q[z]

S.
¢ irredutivel sobre Q, segue que [Q[a] : Q] = n e [K[a] : K] = r = n. Assim, pelo
Teorema [2.1.21]temos [K[o] : Q] = [K|[a] : Q[o]] - [Q[e] : Q] possui dimenséo s - n e
[K[a] : Q] = [K[a] : K]-[K : Q] =r-m, como podemos ver

Ko
aof
N

donde segue que s-n = r-m e como M.D.C. {n,m} = 1 vem n|r. Mas r < n nos diz
que n = r e assim p(x) € também irredutivel sobre K. O

O préximo corolario aborda o fato de a dimenséo de L|K ser a mesma da
cardinalidade do conjunto Autx L = {f € AutL : f(\) =\, V) € K}.

Corolario 2.1.25. Sejal D K D Q talque [L : K] < co. Entdo, [L : K| > |AutkL|.

Demonstragédo: Introducdo & Algebra [5] pagina 102. m

O corolério anterior nos garante que [L : K| > |AutxL| se L|K D Q, mas
veremos no préximo capitulo que, se L = Gal(f, K) teremos [L : K] = |AutkL|.
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2.2 EXTENSOES CiCLICAS

Definimos o expoente exp(G) de G como o minimo multiplo comum de {o(z)
| z € G} se existe, caso contrério, exp(G) < oo. Sendo que, exp(G) divide a ordem
o(G) do grupo G se esta for finita.

Lema 2.2.1. Seja exp(G) < co. Entéo,

a) existe umy € G tal que exp(G) = o(y);

b) exp(G) = o(G) se e somente se G for ciclico.
Demonstracao: [3], pagina 107. O

Definicao 2.2.2. Seja L|K uma extensdo finita. Se existe f(z) € K|z| tal que L =
Gal(f, K), a extensdo L|K é galoisiana.

Diremos que uma extensdo L|K é ciclica se L|K for galoisiana e Aut L for
um grupo ciclico.

Denotaremos por W,,(K) o conjunto das raizes n-ésimas da unidade em K
do polinémio ™ — 1, ou seja, W,,(K) = Rn_1 N K.

Teorema 2.2.3. Seja V' um subgrupo de K* = K — {0} tal que exp(V) = m < oo.
Entéo, V =W,,(K), eV é ciclico de ordem m.

Demonstracdo: Para todo v € V, o(v) divide m, logo, v € W,,(K); portanto, V' C
Win(K) e o(v) < o(W,,(K)) < m. Por outro lado, m = exp(V) divide o(V'); portanto
o(V)=meV =W,(K). Do Lema temos que V' é ciclico. O

Decorre do teorema anterior o seguinte corolario, o qual a demonstracao é
de imediato, logo, sera omitida.

Corolario 2.2.4. Seja V. um subgrupo de K* e o(V) = m. Entdo, V = W,,(K), eV é
ciclico.

Denotaremos #,,(K) o conjunto das raizes primitivas n-ésimas da unidade
de K, isto €, dos ( € K* tais que o(¢) = n. Considere €2 um corpo fechado que contém
K.
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Proposicao 2.2.5. Sendo p a caracteristica de K, para qualquer n > 1 as sequintes
condicbes sdo equivalentes:

(i) W,(K) tem ordem n.
(i) 2.(K) + 2.

(iii) p fn ex™ — 1 fatora-se em K|x| em fatores lineares.

Demonstracao:
(i) = (ii): Seja o(W,,(K)) = n. Existe z € W, (K) de modo que exp(W,,(K)) =
o(z). Entdo, o(W,(K)) = o(z), logo, W, (K) = (z), ou seja, W, (K) é ciclico. Assim,
o(z) =n, ou seja, z € Z,(K).
(i) = (iii): Seja z € £2,(K). Se p fosse um divisor de n, entdo teriamos que
p£0e(zr)?=2z"=1,logo, z» = 1, 0 que é impossivel. Considere as distintas raizes
n—1
1,2, 2% ...,2""! € K do polindmio ™ — 1, portanto, 2" — 1 = [] (z — 27).
=0
(iii) = (i): O polindmio =™ — 1 é separavel, veja|1.2.10 assim na fatoracéo
" —1=(x—wy)- .. (x—y,) em K[z| os elementos y,, ...y, sdo distintos dois a dois,
logo W,,(K) = {y1, ...y, } consiste de n elementos. O

Lema 2.2.6. (a) Para todo a € K* temos em Q[z| a fatoragdo

" —a=(r—o) (x—a) .- (x—an_1) (x — )
com{a;-a;' |j=1,...,n} = W,(Q) C K(Run_a).
(b) Se n néo for divisivel por car(K), entdo, x™ — a sera separavel e

" —a= [ (x-n-a)
nEWn(Q)

n—1
ao mesmo tempo que z" —a= [[ (x — (¢’ - a),Va € Ry, €todo ( € 2,(9).
7=0
Demonstracao: [3], pagina 125. O

Teorema 2.2.7. (Abel) Para todo a € K* e todo numero primo p, as seguintes condi-
cbes sdo equivalentes:

(i) xP — a é irredutivel em K|z;

(ii) ¥ — a ndo tem nenhuma raiz em K ;



2.2 Extensées Ciclicas 29

(iii) a ¢ KP? (isto é, a # ¢* para todo c € K).

Demonstracao:

(1) = (i7) Seja aP — a irredutivel em K|[z]; segue que, K ndo é o corpo de
decomposicao de z? — a, portanto, as raizes desse polinbmio nao estdo em K.

(17) = (ii7) Suponha que exista um ¢ € K tal que ¢® = a. Entéo, ¢ —a = 0,
ja que, ¢ = ¥/a, mas, isso contraria o fato de =¥ — a ser irredutivel em K.

(17i) = (i) Suponha a? — a redutivel em K|z], e seja g um divisor ménico
de 2P — a, com dg = r < p; entdo, existem o € Ryv_, € P1, Po, ..., B € W, (Q2) tais que
g=(x—=0-a)-(x—=Fr-a) .- (x— 5, -«),logo, (=1)"- B -..0.-a" = g(o) € K.
Sejac=p1-...-p.-a";entdo, c € K e ¢ = a?” = a". Como MDC(p,r) = 1, existem
l,m € Ztaisquel-r+m-p=1;portanto, a = a'"™P = Pl . qP™ € KP, O

O préximo teorema nos fornece uma caracterizacao das extensoes ciclicas
L de grau n de um dado corpo K, levando em conta que Z,,(K) # o.

Teorema 2.2.8. Seja L. = K(R,»_,) para algum a € K* e suponhamos que Z,,(K) #+
@. Entao,

(a) L = K(«) para qualquer o € Rn_,.

(b) L|K é galoisiana, e Aut(L|K) € canonicamente isomorfo a um subgrupo de W,,(K);
portanto, Aut(L|K) é ciclico e o(Aut(L|K)) = [L : K] divide n.

(c) [L: K| =n se e somente se z" — a for irredutivel em K{z].

Demonstracao:

(a) Sejaz e £2,(K). PeloLema3.2.1 temos R,n, = {2/ -a|j=0,...,n—1} C K(a),
logo, L C K(a) C L.

(b) Como z™ — a € separavel, a extensdo L|K é galoisiana. Para todo o € Aut(L|K)
temos ca € R,n_,, logo, 2¢ € W, (Q2) = W, (K). A aplicagcdo Aut(L|K) — W,(K),

[0}

definida por o — 2%, & um homomorfismo, pois, 22 . 22 = 2a . 5(e2) — 2% (5, ¢
(0% 0% 0%

Aut(L|K)); este é injetivo, pois, 2* = 1 se e somente se ca = a, Se e somente se
o = id;. Além disso, ele independe da escolha de o € R;n_,), POIS % =2
para todo y € W, (K). Portanto, € um isomorfismo candnico sobre um subgrupo
do grupo ciclico W, (K), logo, o(Aut(L|K)) divide o(W,,(K)) = n. Como h& esse

isomorfismo, temos que Aut(L|K) é ciclico, e assim, o(Aut(L|K)) = [L : K].
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(c) Seja z™ — a redutivel em K{z|, assim, o corpo de decomposi¢cado desse polinémio
é K, logo, a dimensao da extensdo L|K é diferente de n.
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3 TEORIA DE GALOIS

No presente capitulo apresentamos a Teoria de Galois, onde extensdes
de corpos normais sdo associadas ao grupo de automorfismos dessas extensdes,
constituindo o grupo de Galois.

Também é abordado um dos principais resultados da Teoria de Galois: o
Teorema Fundamental de Galois, o qual estabelece uma correspondéncia entre ex-
tensdes intermediarias e subgrupos do grupo de automorfismos de uma extensao ga-
loisiana.

3.1 EXTENSOES NORMAIS E GALOISIANAS

Os conceitos de extensdo normal e extensao galoisiana sdo fundamentais
para adentrar a correspondéncia de Galois, abordada no prdéxima secéo; sendo que,
mostraremos que essas extensdes possuem uma estrita relacao.

Definicao 3.1.1. [7] Seja L|K uma extensdo. Se cada polindmio irredutivel f sobre K
que tem pelo menos uma raiz em L possui todas as raizes em L, a extenséo é dita
normal.

Exemplo 3.1.2. Considere a extensio Q[v/2,i]|Q. Considere f(z) = 2* —2 € Qlx].
Claramente, f(z) € irredutivel sobre Q e pode ser decomposto em (z—v/2)(z+v/2)(x —
iv/2)(z + iv/2) donde, todas as suas raizes pertencem a Q[v/2,i]. Portanto, Q[v/2, i]|Q
€ uma extensdo normal.

Definicao 3.1.3. Seja L e M duas extensdes de Q. Um Q-isomorfismo de M para
L é um isomorfismo de corpos ¢ : L — M tal que o(k) = k, para todo £ € Q. Se
f(z) = ap+ arz + ... + aya™ € L[z|, definimos f7(z) = by + byz + ... + b,z™ € M|[z] onde
b; =o0(a;);1=0,1,...,n.

Observacao 3.1.4. Se todas as raizes de f(x) estdo em L segue que f(x) pode ser
decomposto em polinémios de grau um, como afirmado em[2.1.15] E pela proposigdo
podemos afirmar que toda o aplicada nos fatores dessa decomposi¢cao também
terd grau um, logo, todas as raizes f° estdo em M.
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Exemplo 3.1.5. Considere a extensdo C|R finita e tome o isomorfismo ¢ : C — C.
Temos que o fixa os elementos de R, ou seja, o|g = I. Sabemos que os elementos
do conjunto C é da forma z = a + bi com a,b € R. Assim, o(z) = o(a + bi) = o(a) +
o(b)o(i) = a + bo(i). Percebam que os elementos da imagem ficam completamente
determinados por o(i) € C. Entdo, como o(—1) = —1 mas o(—1) = o (%) que por sua
vez éigual a o(i)o (i), temos que o(i)o(i) = 1-(—1), portanto, o(i) sé pode ser i ou —i,
0 que nos mostra o1(z) = z e 03(z) = z. Assim, fica claro que AutgC = {id, 02}.

Proposicao 3.1.6. Sejam K, K’ O Q corpos e 0 : K — K' um isomorfismo, e h(z) €
K[z] um polinémio irredutivel sobre K. Se o é uma raiz de h(x) em C e  é uma raiz
de h’(z) em C, entdo existe um unico isomorfismo ¢ : K|o] — K'[f] tal que 6(«a) =

e&\K:a.

Demonstracao: Seja o uma raiz qualquer de h(z) € K[z] e f uma raiz de h7(x) €
K'[z]. Como h(z) € irredutivel em K{z|, entdo h?(x) é irredutivel em K'[z]. Sabemos
que K|a] e K'[] sao corpos, pelo Corolario [2.1.8, segue que:

(1) K[a] = {ap + s1a + ... + app10™ ' 1 a; € K} € 1,a,0?,...,a™ ! é uma base do
espago vetorial K[a] sobre o corpo K.

2) K'|f] = {ay, +a\f+ ... +a, ™' :d € K'} el,B3,5%.., 5" éuma base do
espago vetorial K'[5] sobre o corpo K.

Verifiquemos que 6 : K[a] — K'[3] definido por 6(ag + aja + ... + 1™ ') = o (ag) +
o(a)B + ... + o(a,_1)3™ " é um isomorfismo de corpos, tal que 6(a) = 3 € |k = o

a) Tome f(x) = ap + a1 + ... + a,12" ' € K[z]. Temos que 6f(a) = 6(ag + a1 +
ot ap1a") = 0(a) + o(a1)B + ... + o(an-1)B"" = f7(B). Sejam f(z) = ao +
T+ ...+ a, 2"t € Klx] e g(x) = by + bix + ... + b,_12"' € K[z], e seja h(x) =
f(z) + g(z) € K[z]. Dai, 6(f(a) + g(a)) = d(h(a)) = h?B. Por outro lado, h7(x) =
[7(2) + g7(2) = h7(8) = [7(8) + 9°(8) = 6(f(a)) + &(g(x)). Agora, vamos mostrar
que &(f(a)g(a)) = f7(B)g°(8). Sabemos que f(a)g(a) = a(x)h(x) + r(z) com
q(z),h(x),r(z) € K[x],onde dr(z) < m. Segue que, f(a)g(a) = r(a), pois h(a) = 0.
Assim, o(f(a)g(a)) = a(r(a)) = r?(5). Por outro lado, f7(a)g”(a) = ¢°(x)h%(z) +
r7(x), donde f7(8)g"(8) = r(8) pois h7(8) = 0. Logo, f*(8)¢° (8) = &(f(a)g(a)).

Portanto, & € um homomorfismo.
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b) Agora, para mostrar que ¢ € injetor, temos que, K[a| é um corpo e ¢ # 0, entdo,
N(6) = {0}, logo, é injetor.

c) Seja g(B) = by + b3+ ... + b1 € K'[f]. Como o é um isomorfismo, entao,
existem ag, a1, ...,a,_1 € K tais que o(a;) = b;; j = 1,...,r — 1. Entdo, 6(ap + a1 +
o+ a0t = o(ag) + o(ay)o(a) + ... + o(a,_1)o(a™) = o(ag) + o(ay)B + ... +
o(a,_1)B" 1 =by+ 0B+ ..+ b8 Logo, 6 é sobrejetor.

Como a € K|a] entdo, o = 0+ la. Assim, (a) = 0(0) + o(1)o(a) = B, l0go, 7(a) = 5.
E mais ainda, 6(ag) = o(ap), logo, 7|k = o, e claramente, 6 é o Unico com essas duas
condicoes. O

Proposicao 3.1.7. Sgjam K, K’ O Q corpos e 0 : K — K' um isomorfismo, f(z) €
K|z] e a uma raiz qualquer de f(z) em C. Entdo 3 j5 raiz de f’(x) em C e existe um
isomorfismo o, : K[a] — K'[f] tal que 01(a) = B e 01|k = 0.

Observe o diagrama da proposic¢ao:

T—Kl[oz] (1)
K'—K'[ﬁl]

A demonstragéo sera omitida dado que a existéncia do isomorfismo pode ser provada
a partir da proposigao anterior.

Teorema 3.1.8. Sejam K, K’ O Q corpos, o : K — K' um isomorfismo, f(x) € K[z] e
aq, ..., . as distintas raizes de f(x) emC. Se L = Gal(f,K) e L' = Gal(f?, K’) entéo,
306 : L — L' um isomorfismo tal que ¢|x = o e mais ainda ¢(«,),...,6(a,.) S80 as
distintas raizes de f’(x) em C.

Demonstracdao: Se f(z) € K[z] possui uma Unica raiz «;, entdo, temos f(z) =
(x — )™ em Clz], 0 que implica em «; € K jaque f(x) € K|[z], e portanto, o(«a;) € K’
€ aunicaraizde f7’(z) e Ceteremos L=K,L'=K'ec=0:L— L.

Se f(x) = fi(z)™...fr(x)™ onde f;(x) € K[z]| sao distintos polinbmios irre-
dutiveis sobre K temos que f7(x) = f{(x)™...f7(z)™ onde f7(z) € K'[z] s&o distintos
polindbmios irredutiveis sobre K’. Da Proposigéo temos que f(z) em C possui
r raizes distintas, assim, f?(xz) em C também.
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Sejam fy, fs, ..., B, as r distintas raizes em C do polindbmio f?(x) € K'[x].

Seja Kl = K[Oél], K2 = Kl[ag], Kg = KQ[O&g],...,KT = Krfl[Oér]. ASS|m,
temos que L = Koy, a2, ..., a,] = K.

Pela proposi¢éo anterior 3 5 € {f,...,0.} e existe o isomorfismo o :
K[ay] — K'[] tal que o1(cy) = € o1|x = 0. Chamando 3; = 3 temos entao que 3
p1 € {p1, ..., B} € o isomorfismo o, : K|a;| — K'[8;1] tal que o1(ay) = 1 € 01| = 0.

Seja K'[p] = K{. Assim 3 0y : K; — K7 isomorfismo tal que o,(ay) = 51 €
01|k = 0. Como f(z) € Klz| e 01|k = o implicaem f(z) € Ki[z], logo, o1 : K;i[z] —
K [z] € um isomorfismo, pois o |x = o, e f7' () = f7(x).

Agora, para K;,K, D Qe o, : K — K. Existe 8 € {4,...,5,} (vamos
chamar de ;). Existe um isomorfismo oy : Ki[as] — K][52] tal que o2(az) = [B2 €
09|k = 01. Como o1|x = o implica que o3|k = 0 € 09 : Koy, ] — K'[B1,P2] € um
isomorfismo.

Supondo que existe oy : Koy, ..., 1] = K'[f1, ..., Br—1] um isomorfismo
tal que oy_1(a;) = f;onde i = 1,2,...,k — 1 e 01|k = o temos que f(z) € Kj_1[z] e
forr(z) = fo(x).

Aplicando novamente a Proposicao para K, 1 = Klag,...,a5_1] €
K, , = K'[81,...,Bk_1] com o}y : K1 — K,_,, temos que existe 3 (chamaremos de
Bi) raiz de f7(x) e existe um isomorfismo oy, : K1 [ai] — K [Bk] tal que oy |k = 01
e ox(ar) = B

Donde segue que, existe o : K[ay, ..., ax] — K'[Bi, ..., 8] um isomorfismo
tal que o;(o;) = f; paratodo i € {1,2,....k} e ox|x = 0. Desse modo, L = K, =
Koy, ..., a,], logo, € de imediato que o(ay, ), ..., o(«,) S0 as distintas raizes de f7(x).

|

Corolario 3.1.9. Seja L|K uma extensdo galoisiana e sejam M, M' subcorpos de L
contendo K. Se o : M — M’ é um isomorfismo tal que o(a) = a ¥ a € K entdo existe
o€ Aut K talque d|y = o.

A demonstracao segue diretamente do teorema anterior.
Corolario 3.1.10. Seja L| K uma extenséo finita. Entdo, L|K galoisiana < L|K normal.

Demonstracao: Seja L|K finita. Suponha que L = Gal(f, K). Assim, seja, g(z) €
K[z] um polinémio irredutivel tal que existe a« € L, g(o) = 0. Vamos provar que V
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g e C, g(8) = 0temos g € L. De fato, seja § # « uma raiz de g(z) em C. Pela
Proposigéo [3.1.6] existe o : K[a| — K|[3] isomorfismo tal que o(«) = e o(a) =a ¥V
a€ K.Sejam M = K[a|, M'=K[f]e L' = Gal(f,M'). Como K C M CLe K C M
temos L = Gal(f, K) = Gal(f,M)e L =Gal(f, K) C L' = Gal(f,M"). Agora, o(a) = a
V a € K nos diz que f° = f e pelo Teorema [3.1.8| existe um isomorfismo 6 : L — L’
ouc:L=Ga(f,M)— L = Gal(f?,M’) tal que 6|5, = o, ou seja, 6(a) =aVa€ K.
Em particular temos, [L : K| = [L' : K|, sendo que, assim, L = L/, e isto termina a
demonstracgao.

Por outro lado, como L|K é normal, para todo g(z) € K|x] irredutivel sobre
K, u € Ltal que g(u) = 0, logo, segue que L = Gal(g, K) O

Exemplo 3.1.11. Tome o corpo Q[v/2] sobre Q; essa extensdo n&o & normal. De
fato, p(x) = z* — 2 € Q[x] € irredutivel sobre Q, embora, ndo seja possivel expressar
uma decomposicao (veja de p(z) em Q[v/2], dado que ha raizes imaginarias
que ndo pertencem a Q[v/2]. Consequentemente, a extenséo Q[v/2]|Q também nzo é
galoisiana.

Corolario 3.1.12. Seja L|K galoisiana, entdo

(@) [L: K| = |AutgL|.

(b) Sea € L — K,3 o € AutkL tal que o(a) # a.

Demonstracao:

(a) Seja L = K[u]. Se h(z) = irr(u, K), pelo Corolario [3.1.10] L = Gal(h(z),K) e L
contém todas as raizes de h(x). Caso o grau de h(x) = ntemos [L : K| = n e pela
Proposigdo[2.1.14]temos que h(x) possui n raizes distintas. Pela Proposi¢do[3.1.6
existe um isomorfismo o, : K[u| — K[u;] onde i € {1,2,....,n} tal que o;(u) = u;
e o(a) =aVa e K. Pelo Corolario existe 6, € Aut K tal que 6,k = 03,
ou seja, existem pelo menos n automorfismos, donde temos [L : K| < |AutgL],
jaque [L : K] = n, mas, do Corolario 2.1.25/ segue que [L : K] > |Aut, K], logo,
[L: K]=n=|Aut K|.

(b) Seja v € L, a ¢ K. Se g(x) = irr(a, K) segue que 0 g(x) = r > 2. Pela
Proposi¢éao|2.1.14|todas as raizes de g(z) sdo simples, assim, existe 3 # «a tal que
g(B) = 0. Pelo Corolario 3.1.10| L € normal. Agora, pela Proposigao existe
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o : K[a] — K|[B] isomorfismo tal que o(a) = aV a € K e o(a) = 3. Pelo Corolario
B.1.9)existe 6 € AutxL, 6|k = o, portanto, temos & () # a.

a

Exemplo 3.1.13. Sabemos que o grau da extensao C|R é 2, pois, sendo i um ele-
mento algébrico sobre R, ja que para p(zr) = z*> + 1 € R[z], p(i) = 0; pelo item (b)
da Proposigao segue que [R[i] : R] = 2. Por outro lado, do Corolario [2.1.25]
|AutgC| < [C : R]. Perceba que, p(z) = (x +i)(z — i) e como C = Gal(p,R) e C|R
é finita, a extensao é galoisiana, logo, pelo item (b) do corolario anterior [3.1.12} se
0:C — R, o(i) = £i. Assim, s6 existem dois automorfismo para a extensao, portanto,
|AutgC| = [C : R].

Teorema 3.1.14. Se L|M|K sédo extensées finitas e L|K é galoisiana, entdo as se-
guintes afirmagées sdo equivalentes:

(a) M|K galoisiana
(b) o(M)C MV o€ AutgL

(C) AutML < AUtKL

Demonstracao:

(a) = (b) Sejau € M tal que M = K[u|. Se M|K é galoisiana segue do
Corolario[3.1.10|que M|K é normal. Se h(x) = irr(u, K) e 0 € Autx L, Sabemos que
v = o(u) é também raiz de h(z) e como M|K é normal, temos v = o(u) € M, ou seja,
o(K[u]) € Klu| = M, como queriamos demonstrar.

(b) = (a) Sejau € L tal que M = Klu| e seja h(z) = irr(u, K). Vamos
mostrar que se o(M) C M para todo o € Autk L, entdo, M = Gal(h, K).

Sejam v uma raiz de h(z) e M’ = KJv|. Pela Proposic¢éo [3.1.6] existe um
isomorfismo, oo : M — M’ tal que o(u) = v e o(a) = a, para todo a € K. Assim, pelo
Teorema|[3.1.8| existe o € Autx L tal que oy = 0¢. Como o(M) C M e u € M temos
v =o0(u) € M e isto prova a implicagéo.

(b) = (c) Sejam o € AutxL e v € Auty L. Vamos provar que se o(M) C M
entdo, o' oyo o € AutyL. De fato, se o(M) C M e m' = o(m),m € M temos:
y(m')=m'e (o7t oyoo)(m) =0 y(m')) =0 (m') =m,isto é, 7 oyoo € Auty L.
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(¢) = (b) Suponha por absurdo que existe o € AutxL e existe u € M
tal que o(u) = v ¢ M. Como L|K é galoisiana, existe f tal que L = Gal(f,K) C
Gal(f,M) C L, logo L|M é galoisiana. Temos pelo Corolario [3.1.12] item (b) que
existe v € Auty, L tal que v(v) # v. Assim (07t ovyoo)(u) = o L (y(v)) # o7 (v) = u,
ouseja, (c7'oyoo) ¢ Auty L, 0 que contraria a hipétese Auty L < Auty L. O

Teorema 3.1.15. [5] Se L|K uma extens&o finita. Entdo as seguintes condigbées sao
equivalentes:

(1) L|K galoisiana

(2) L|K normal

(3) Vae L—-K Jo € AutkL tal que o(a) # a.
(4) [L: K] = |AutkL|

Demonstracao:

(1) = (2) Segue imediatamente do Corolario|3.1.10|

(2) = (3) Segue imediatamente dos Corolarios|3.1.10/e(3.1.12]

(3) = (4) Pelo Corolério [2.1.25| temos [L : K] > |AutxL|. Suponha por
absurdo que [L : K| > |Autk L|. Seja Autx L = 1, ¢a, ..., ¢, ONde @1 = id € 0 automor-

fismo identidade de L. Se [L : K] > n entao, existem uy, us, ..., u,, u,41 € L linearmente
independentes sobre o corpo K. Considere agora o sistema linear homogéneo com n
equacgoes e (n + 1) incégnitas z1, zs, ..., x,11 € L:

;

r(ur)ry + o1(uz)rs + .+ 1(uy)z; + oo+ ©1(Un)Tn + @1(Ung1) Ty =0

P2(u1)x1 + @2(u2)me + .o + P2(uj) ) + oo + P2(Un)Tn + Po(Unt1)Tpsr =0

pi(ur)ar + @i(u2)rs + .o+ @ilug)z; + o+ iun)n + Gi(tnga)Tng =0

\(Pn(ul)xl + @n(u2)ze + oo + onluj)z; + oo + On(Un)Tn + Pu(tng1)Tpir =0

Como o numero de equagdes de € menor que 0 numero de incognitas
entdo, (2) admite solugédo nao trivial.
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Seja agora (z1,22,...,xp11) = (a1,a9,...,a,4+1) UMa solugdo ndo trivial de
com o maior numero de incognitas iguais a zero. Reordenando se necessario,
denotaremos por ay, as, ..., a, 0S a;s Ndo nulos dessa solugao.

Multiplicando por a;' se necessario, podemos assumir que a; = 1. Assim
1,a,,...,a, Ndo nulos sao tais que (1, as, ...,a,,0,...,0) € uma solugéo de com um
numero maximo de zeros. Entao temos ¢;(u1) + vi(uz)as + ... + ¢;(u,-)a, = 0 para todo
ie{l,2,..,n}.

Como ¢, = idy, € uy,us, ..., u,, ..., u, Sa0 linearmente independentes sobre
K entdo, segue que existe a; € L tal que a; ¢ K. Seja a, ¢ K. Assim por (c) existe
o € Autg L tal que o(a,) # a,.

Dai segue que (o o ¢;)(u1) + (0 0 @;)(ug)o(az) + ... + (0 o ¢;)(u,)o(a,) =0
paratodoi € {1,2,...,n}.

Como Auti L € um grupo e o € Auty L segue que

Auti L = {p1, 02, .., on} = {001,009, ..., 00, }.
Portanto o, = ¢, para algum £ e temos
o(ur) + pi(u2)o(az) + .+ r(ur)ola) = 0,¥ k € {1,2,...,n}
por outro lado
or(ur) + ok (ug)as + ... + pr(uy)a, =0,V k € {1,2,...,n}.

Dai segue que:

or(uz)(o(az) — az) + ... + v (u,)(o(a,) —a,) =0,V k € {1,2,....,n}.

Como o(a,) — a, # 0 temos uma solugéo (0,0 (az) — as, ...,0(a,) — a,, ...) que
contradiz a maximalidade de zeros da solugéo (0, as, ..., a,, ..., 0, ..., 0).

(4) = (1) Suponhamos L|K uma extensdo finita e [L : K] = |AutgL]|.
Vamos provar que L|K é galoisiana. Sejam L = KJu| e h(z) definido por h(z) =
irr(u, K) entdo, para todo o € Autx L temos o(u) € raiz de h(z) e por outro lado para
cadaraiz 5 € L de h(x), existe um unico o € Autk L tal que o(u) = .

Logo, |AutxL| = n, com n 0 numero de raizes de h(z) em L. Agora se
[L: K] = |Autg L| entdo, 0 h(z) = [L : K] = |AutxL| = n. Dai segue que L contém
todas as raizes de h(z), ou seja, L = Gal(h, K). O

Proposicao 3.1.16. Se L|K € uma extensdo galoisiana de grau n, entdo G = AutkL
é isomorfo a um subgrupo de S,,.
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Demonstracao: Seja 2 = {aj,a9,...,a,} 0 conjunto de todas as raizes distintas
de f = irr(a, K). Sabemos pela proposicéo [1.2.22 que se o € AutxL, entdo, o(a;),
j=1,..,ntambém é umaraiz de f(z), logo, o(c;) € Q. E como ¢ é injetiva e Q infinito,
segue que o(Q2) = Q, ou seja, o permuta as distintas raizes de f(x). Considere
v : G — Sq
o = 0y
Verificamos que essa fungdo é um homomorfismo. Seja o,7 € G. Vamos
mostrar que (o o 7)|q = clg o T|q. Tome v = o o 7. Entéo, temos que V(y) = oo 7|g =
oTlq = olq 7|a. Logo, € um homomorfismo. Como L = K|ay, ..., a,] entédo, o € G esta
completamente determinada por seus valores em (2. Logo, se o,V € G sao tais que
ola = V|q, entdo, o = ¥, 0 que denota que ¥ ¢ injetora. Portanto, G é isomorfo a um
subgrupo de S ~ S,,. O

Observacao 3.1.17. O automorfismo o fica completamente descrito pelas imagens
das raizes a; onde j = {1,2,....,n}, ou seja, para todo o € Autx L temos sua caracte-
rizacao pela rescpectiva permutacéo o, € S,,.

Exemplo 3.1.18. Considere a extensao finita (como visto em L|Q onde L =
Q[v/2,v/3]. Sendo p(z) = x*—2x2—32%+6 0 polindbmio irredutivel sobre Q, fica claro que
a extensdo é galoisiana, ja que, é possivel uma decomposicéo de p(x) em Q[v/2, /3]
com todas as suas raizes pertencentes ao C, sendo p(z) = (v — v/3)%(z — v/2)%. J&
sabemos que o grau da extensdo € 4, entdo, AutyL € isomorfo a um subgrupo de Si.

Proposicao 3.1.19. Sejaa € K e L = Gal(z" — a,K) onde K contém uma raiz ¢
primitiva, n-ésima da unidade, entdo, Autx L é um grupo abeliano.

Demonstracao: Seja o = {/a € C e ¢ uma raiz primitiva n-ésima da unidade tal que
¢ € K, entdo, a,al,al?, ...,al™ ! sdo as n raizes distintas de 2" — a € C. Sabemos
que L = K[(,a] = Kla], pois ¢ € K. Assim, pela Proposi¢cdo[1.2.22] se 0,7 € AutyL
entdo, o(a) = a(’ paraalgumi e 7(a) = o’ para algum j. Dai, segue que (co7)(a) =
o(a?) = a(a)¢! = af’'¢? = a¢™ e, (Too)(a) = T(af’) = 7()¢" = a¢’¢" = a¢*,
Assim, o o 7(a) = T o o(a)Vo, T € AutgL. Como L = KJa] entdo, c o7 = 70 ¢ para
todo o, 7 € Auty L. O

Proposicao 3.1.20. Seja p um numero primo e f(x) € Q[x] um polinémio irredutivel
sobre Q de graup. Se f(x) possui exatamente duas raizes ndo reais entdo AutgL ~ S,
onde L = Gal(f,Q).



3.2 A Correspondéncia de Galois 40

Demonstracao: [5], pagina 175. O

3.2 A CORRESPONDENCIA DE GALOIS

Adentraremos agora a uma das mais importantes ideias da teoria de Galois.
Diante da existéncia de um autormorfismo de L que fixa K, e alguns conceitos de gru-
pos, podemos estabelecer fortes relagdes entre extensdes intermediarias e subgrupos
do grupo de Galois.

Defini¢ao 3.2.1. Seja M |K uma extensao finita. Se L é um subcorpo de M contendo
K,ouseja, M D L D K, L éum corpo intermediario de M |K.

Denotaremos o conjunto dos corpos intermediarios por ¥(M,K) = {L :
corpo intermediario de M|K}. E a partir de agora, adotaremos G = Autx M sendo
1(G) ={H : Hsubgrupo de G}

Proposicao 3.2.2. Seja H um subgrupo de G, entao L = {a € M : v(a) = a,V vy € H}.
A proposicao anterior nos garante que L € um corpo intermediario, mas isso

ja era de imediato, contudo, observe que L deixa fixo todo elemento de H, e dessa
razdo chamamos L de corpo fixo de H.

Podemos estabelecer uma conexéo entre os subgrupos de G e 0s corpos
intermediarios da extensao M|K, bem como, entre L e 0 Aut; M, vejamos:
0 : (G) — Y(M,K) v o WM, K) — Q)
H — 6(H) L — (L)
Dessas relacbes, decorrem as seguintes propriedades, imediatas, logo,
omitiremos as demonstracodes:

(1) (K) = AutxM = G

(2) ¥(M) = Auty M = {I,/}

) 0({Im}) ={a € M : Iy(a) =a} =M
(4) 0(G) ={a e M:y(a)=a,Vy€G} DK

(5) 0(G) = K & M|K galoisiana.
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Proposicao 3.2.3. (a) se L, L, € ¥(M,K) e Ly C Lo, entdo (L) > 1(Ls)
(b) se H,H, € «(G) e Hy < H,, entdo 0(H,) 2 0(H>)
(c)VLedMK)tem-se(@o)(L) DL

(d) V H € (G) tem-se (Yo 0)(H) > H.

Demonstracao:

(@) Sejam Ly, Ly, € ¥(M, K). Temos que ¢(Ly) = Auty, M e 1»(Ly) = Autr,M e como
L1 g L2, entéo, AutLlM Z AutLQM.

(b) Sejam Hy,Hs € «(G) e Hy < H,. Sabemos que 0(Hy,) = {a € M : vy(a) = a, ¥V
v € Hit e 0(Hz) ={a€ M:vy(a)=a,V~y € Hp}, logo, 0(Hs) C 6(H1).

(c) Seja L € 9(M, K). Temos que (fo)(L) = 0(v(L)) = 0(Auty, M), e das defini¢cdes,

(d) Seja H € «(G). Como §(H) = {a € M : v(a) = a, Vv € H} = N, se (¢po
0)(H) = ¢(0(H)) = ¢(N) = Auty M, e sendo H subgrupo de AutyM segue que
H < (o) (H).

|

Exemplo 3.2.4. Considere a extensdo M = Q[v/2,v/3] de K = Q. Como vimos em
[8.1.18] a extensao é isomorfa a Sy, portanto, 0 AutxM = {id,o1,02,03}. Para esse
grupo de automorfismos, temos os seguintes subgrupos: H, = {id}, H, = {id, 01},
Hy, = {id, 02} e Hy = {id,03}. Deste modo, temos o seguinte diagrama do reticulado
desses subgrupos, sendo G = Autyx M:

Veja que o corpo fixo do grupo de Galois G é 6(G) = Q, sendo 0(H,) =
Qv/3, 0(H,) = Qv2 e 0(Hs) = QV/6.
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Assim, temos o seguinte diagrama do reticulado das extensdes intermedia-
rias:

Q[v2, V3] (4)

Qlv3] Qlv2] Qv
\ J@ /

Em sintese, 0 que interessa sao as extensdées com automorfismos que fa-
zem com que os itens (c) e (d) da proposicao [3.2.3, possam ser enunciados como
igualdades em vez de inclusdes.

Teorema 3.2.5. [5] (Teorema Fundamental de Galois) Se M|K é uma extensao galoi-

siana, entao:

(@) VLed(M,K)tem-se[M : L= v(L)| e[L: K|]=[G:y(L)] (oindice de (L) em
G)

(b) V H € (G) tem-se [M : 0(H)| = |H| e[d(H) : K| =[G : H] (o indice de H em G)

(c) Yol =1 eboy)=Iyur)

(d) ¥V L € 9(M,K), LK galoisiana < (L) = Aut,M <G

(e) Seja L € ¥(M,K). Se L|K galoisiana, entdo [L : K| = |AutxL| e G/¢(L) ~

A'LLtKL

Demonstracao:

(@) Seja L € 9(M,K). Por hipétese M|K é galoisiana, entdo, M|L também. Pelo
Teorema [3.1.15] segue que, [M : L] = |Aut, M| = [¢(L)| e como [M : K] =
|Autxg M| =[M : L)-[L: K],temos [L : K| = |G|/|Aut, M| = |(L)| - [L : K] donde
[L:K]=I[G:¢(L)].

(b) Seja H € «(G) e L = 6(H). Sabemos pelo item (a) que: [M : L] = |Aut, M|
e [L: K] =[G : ¢(L)]. Por outro lado, pela Proposigao item (d), temos
H C Aut;, M, entdo, [M : L] = |Aut, M| > |H]|.
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Utilizaremos agora um argumento semelhante a demonstragdo do Teorema[3.1.15]
Suponha H = {v, = id, 72, ..., 7} € por absurdo suponha |Aut;, M| > |H|. Logo,
[M: L] > n.

Assim, existem n + 1 vetores uy,us, ..., u,, u,r1 € M linearmente independentes
sobre o corpo L. Considere agora o sistema linear homogéneo com n equacgdes e
n + 1 incognitas ay, as, ..., a, 1 € L:

(

1 (ur)ar + 11 (ug)as + ... + 1 (Ung1)ane1 =0

Yo(ur)ar + 2 (ug)as + ... + Y2(Unt1)ans1 =0

\Wn(ul)al + ’Vn(u2)a2 + ...+ ’Yn(un+1>an+1 = 0

Entdo existe uma solu¢do ndo nula (ay,as,...,an,+1) € L,+1. Considere uma so-
lugdo né&o trivial de (5) com o maior nimero de zeros possivel nas coordenadas
(ay,as, ...,a,41), @ssim denotaremos por ay, as, ..., a, 0S a;s NA0 nulos dessa solu-
cao, isto €, reorganizando podemos supor

ay # 0,a9 #0,...;a, #0,a,41 #0,...,a,.1 # 0.

Multiplicando o sistema por a;' se necessario, podemos assumir a; = 1. Temos
que a solugéo (1, as,...,a,,0,...,0) € L,y1, com 1,a,, ...,a, N0 nulos, € uma solu-
¢ao de (5) com um nimero maximo de zeros. A primeira equacao é:

Uy + ugag + ... + u,a, = 0, POIS v; = id.

Como uy,us, ..., u, € linearmente independente sobre L, entdo nem todos os a;
sao elementos de L. Logo reorganizando novamente os valores, podemos supor
ax ¢ L = 0(H). Assim, existe v € H tal que v(a2) ¢ a2. Aplicando ao sistema (6)
temos:

(Y (un)ar) + v (Ya(u2)az) + .. + Y (yn(ur)ar) = 0

Mas como v € H e K = {v,...,7,} entdo, H = {y7, ..., 77}, OU seja, o sistemal7|
é uma permutagédo do sistema (6):
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(1 (un)as + (w2 (aa) + o+ 1 (u)r(ar)

I
o o

Ya(ur)ay + y2(uz)y(az) + ... + v2(ur)v(ar)

ﬂn(ul)al + Yo (u2)y(az) + ... +yu(ur)y(a,) =0

Subtraindo o sistema (5) de (7), temos:

(

0+ (uz)(az = y(a2)) + .. + y(ur)(ar —v(ar))

0
0+ 72(ug)(az —v(az)) + .. + 72(ur)(@r —v(a)) =0

|0+ (u2)(az —7(a2)) + .. + Yu(ur)(ar —7(ar)) = 0

Como ay # 7(ay) implica que as — y(az) # 0 e

(0,a2 — v(ag), as — vy(as), ...,a, — v(a,),0,...,0).
é uma solugéo de (5) com no maximo r — 1 coeficientes ndo nulos. Logo, temos
uma contradicdo com a minimalidade de r de coeficientes ndo nulos. Portanto
|Aut, M| = |H|, ou seja, H = Aut ;M.

Seja H € «(G) e L € 9(M, K). Sabemos da Proposi¢édo [3.2.3/que H < ¢(§(H)) e
L <0(y(L)). Pelo item (a) temos [G : ¢(0(H)] = [6(H) : K] e pelo item (b), temos
que [0(H) : K| =[G : H]. Dai segue que ¢(§(H) = H. Analogamente, pelo item
(b) temos [M : 6(v(L)] = |v(L)| e pelo item (a) temos | (L)| = [M : L]. Dai segue
imediatamente que: # o (L) = L.

Consequéncia imediata do Teorema (3.1.14| sendo L|K galoisiana, se e somente
se, AUtLM S‘ AUtKM

Sabemos do item (a) que [G : ¥(L)] = [L : K], resta provar que para todo
corpo intermediario L da extensao M |K, tal que M|L seja galoisiana, temos que
G/Y(L) ~ AutkL.

De fato, como L|K é galoisiana, pelo Teorema [3.1.14, temos que para todo ¢ €
G = Autg M ocorre oy = 0|, € Autk L, portanto, podemos definir:
® : G — AutglL

g o)

Vemos que ¢ é homomorfismo de grupos. De fato, sejam o, 7 € G, entéo,
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O(ocoT)=(0oT)|L =0|LoT|L = P(c) 0 P(7).
Observe também que: 0 € N(®) & P(0) = id, < ol =id, < o € Aut M.

Por outro lado, como M|L é uma extenséo galoisiana, entdo pelo Teorema(3.1.8,
para todo oy € AutiL, existe o € Autx M, tal que o|, = oy, logo, ¢ é sobrejetor.
Pelo Teorema de homomorfismo temos: G/Aut, M ~ Autx M.

Assim, podemos estabelecer o seguinte diagrama:

0([M> =M~<— {IM} = TP(M) 9)

8(H2) = L2<—>H2 :AutLQM = ¢(L2)

Q(Hl) = L] <—>H1 :AUtLlM = Q/J(Ll)

0(G) = K

G = AutgM = ¢(K)

Exemplo 3.2.6. Seja p(z) = 2* — 2 € Q[z]. Claramente, a extenséo Q[i, v2]|Q é
galoisiana, ja que p(x) pode ser decomposto em (22 — v/2)(z? + +/2). O grupo de
Galois da extenséo é AutqQ[i, v2| = {id, 7,72, 73, 0,07,072,07%} = G; onde ¢ e T s80
Q-automorfismos de Q[i, v/2], sendo que os elementos de G ficam determinados sobre
i e v/2 do seguinte modo: o(i) = —i, o(v/2) = V2 e 7(i) = i, 7(v/2) = iv/2.

Veja o reticulado do grupo em questao:

G (10)

P N

{id, 72,07} (1) {id, o, 7%}

I RN D

O'T

Analogamente, estabelecemos o reticulado das extensdes de corpos inter-
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mediarios, com base na correspondéncia de Galois:

Q (11)

N

Q(7) Q(a?)

\/\

Q(a —ia) Q(a + ia Q(i, a?) Q(‘a

\\,/

\

onde a = v/2.

Observe que os subgrupos Q(ia?),Q(a), Q(a + i), Q(a — i) de G pos-
suem ordem 2, ja os subgrupos Q(ia?),Q(7), Q(«?) possuem ordem 4 e esses s&o
todos corpos normais sobre @, além de Q(ia?), Q, Q(4, o), que também o séo.

3.3 O PROBLEMA INVERSO DE GALOIS

Nas secOes anteriores, apresentamos a Teoria de Galois, exemplificando o
Teorema Fundamental de Galois Com bases nestes conceitos podemos aden-
trar ao Problema Inverso de Galois, o qual consiste em descobrir em que condi¢cdes
podemos determinar um polinbmio que tenha G como grupo de Galois.

Desse modo, dado G um grupo finito e K um corpo, a questao é: sera que
existe uma extensdo de Galois L|K, finita, tal que o grupo de Galois da extensédo é
isomorfo ao grupo G? A indagacdo quanto a existéncia desta extensdo é atribuida
a Emmy Noether e David Hilbert, contudo, tal problema ainda esta em aberto, pois
somente para alguns grupos obteve-se resultado.

Dada essa relevancia do Problema Inverso de Galois, o presente trabalho
pode servir de base a continuacao dos questionamentos que envolvem esse problema.
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APENDICE A - ALGUMAS NOCOES BASICAS DE ALGEBRA LINEAR
Nesta secao, relembremos alguns conceitos de Algebra Linear utilizados
no presente trabalho.

Definicao A.0.1. Um espaco vetorial sobre um corpo K € um conjunto V/, ndo vazio,
com duas operag¢des: uma soma e uma com elementos do corpo K com V:

+ : VxV - V KxV = V
(u,v) = u+wv (Av) = v
tais que, para quaisquer, u,v,w € V e A\,u € K, as seguintes propriedades sejam
satisfeitas:
) (u+v)+w=u+ (v+w)
i) u+v=v+u
iii) Existe0 e Vtalqueu+0=u
iv) Existe —u € V talque u + (—u) =0
V) AMu+v)=Au+ v
vi) A+ p)v = v+ po
vii) (Ap)v = A(pv)

viil) lu =u

Exemplo A.0.2. Seja L D K e a € L. E possivel definir operacées sobre K|z] (ou
K|[a]), de modo que, K[z] (ou K[a]) torne-se um espaco vetorial sobre K. Segue
imediatamente,
+ : Klz] x K[zx] — K|z K x K[z] — Klx]
(f(2), g(z)) f(z) +g(x) (A f(2) = Af(z)
tais que, para quaisquer, f(x), ( ), h(z) € K[x] e A\, u € K, as seguintes propriedades
sejam satisfeitas:

i) (f(2x) +g(x) + h(z) = f(z) + (9(x) + h(z))
i) f(z) +9(x) = g(z) + f(2)
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iii) Existe 0 € K[z] tal que f(z) +0 = f(z) +0 = f(z)
iv) Existe —f(x) € K[z] tal que f(x) + (—f(z)) = —f(z) + f(z) =0
V) A(f(2) +g(x)) = Af(2) + Ag(x)
Vi) (A +p)g(z) = Ag(z) + pg(x)
vii) (Aw)g(x) = Apg())

viil) 1f(x) = f(x)
Portanto, K'[z] com é um espaco vetorial sobre K.

De modo analogo, naturalmente, temos que a extenséo L sobre K também
€ um espaco vetorial sobre K.

Definicao A.0.3. Sejam V um espago vetorial, vy, vy, ...,v, € V € ay,as,...,a, € K.
Entao, o vetor v = ayv1, agvy, ..., a,v, € um elemento de V ao que chamamos de com-
binacao linear de vy, ..., v,.

A seguir, dois teoremas, os quais o leitor pode encontrar a demonstragao
em [1]. Os mesmos cooroboram a acepc¢ao de dimensao de uma extensao, bem como,
sobre a obtencao de um elemento desta extenséo.

Teorema A.0.4. [1] Sejam v, ..., v, vetores ndo nulos que geram um espaco vetorial
V. Ent4o, dentre esses vetores, podemos extrair uma base de V.

Teorema A.0.5. [1] Seja um espaco vetorial V' gerado por um conjunto finito de vetores
v, ...,v,. ENtdo, qualquer conjunto com mais de n vetores é necessariamente linear-
mente dependente (e, portanto, qualquer conjunto linearmente independente tem no
maximo n vetores).

Se vy,...,v, € V denominamos de linearmente independentes (LI) se a

n

equacao vetorial > a,u; = 0 com «; € K € satisfeita apenas para os escalares a; =
=1

as = ... = a,, = 0. Caso contrario, vy, ..., v, S0 linearmente dependentes (LD) [5].
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