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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo definir e exemplificar algebras e
coalgebras, a partir de produto tensorial. Dois resultados importantes
sao apresentados. Sendo o primeiro, o fato de que se existe uma algebra
de dimensao finita, entao ao dualizarmos esta algebra, construimos uma
coalgebra. Além disso, o segundo resultado nos diz que, independente da
coalgebra tomada, se ela for dualizada, entao temos uma algebra. Porém,
antes de apresentar tais resultados é necessario revisar conceitos de algebra
linear e definir produto tensorial, os quais sao fundamentais para a cons-
trucao de codlgebras.

Palavras-chave: Algebra, Coalgebra, Dual, Produto Tensorial.



ABSTRACT

The present work aims to define and exemplify algebras and coalgebras,
using the tensor product. Two important results are presented, the first
one, the fact that if there is a finite dimensional algebra, then when one
dualizes this algebra, one constructs a coalgebra. Furthermore, the second
result states that, regardless of the coalgebra considered, if it is dualized,
then it is an algebra. However, before presenting such results it is necessary
to review some concepts of linear algebra, and define tensor product, which
is fundamental to the construction of coalgebras.

Keywords: Algebra, Coalgebra, Dual, Tensorial Product.
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INTRODUCAO

Ao longo da formagao no curso de Licenciatura em Matematica, estudam-se
diversos componentes que sao necessarios para definir uma algebra e uma coalgebra, como
por exemplo, grupos, anéis e corpos. Estes estudos, porém, nao sao suficientes, é preciso
de mais conceitos para de fato descrever uma dlgebra e uma codlgebra.

Partindo desse pressuposto, o objetivo geral do trabalho em questao é de-
finir uma algebra e a partir disso uma codlgebra, sendo a segunda uma consequéncia
da primeira. Tendo desse modo, como problema norteador: “Como podemos definir uma
algebra e entao uma coalgebra?” Em seguida, exemplificando-as de modo que seja possivel
visualizar a funcionalidade de cada propriedade apresentada.

Desta forma o presente trabalho se subdivide da seguinte maneira:

O primeiro capitulo , denominado por Pré-Requisitos, traz conteidos denomi-
nados bésicos para o trabalho, sendo estes: propriedades de grupos e modulos, presentes
em Hungerford (1974) e alguns tépicos de dlgebra linear contidos em Hoffman e Kunze
(1971).

No segundo capitulo sao apresentadas propriedades relacionadas ao produto
tensorial que sao de suma importancia para definir uma &algebra e uma codlgebra. Tais
propriedades estao presentes em Hungerford (1974).

No terceiro, e ultimo capitulo, sao apresentados resultados ditos importantes,
visto que respondem a pergunta norteadora da pesquisa e do trabalho. Neste capitulo,
define-se e exemplifica-se algebra e, ao dualizarmos, caso ela seja finita, obtemos entao
uma coalgebra, a qual é posteriormente exemplificada. Por fim, expoe-se o fato de que o

dual de uma codlgebra é na verdade uma algebra.



1 PRE-REQUISITOS

1.1 GRUPOS E MODULOS

Nesta se¢ao, serao apresentadas algumas propriedades com relacao a grupos e
moédulos, as quais serao utilizadas no decorrer do estudo, sendo estes presentes Hungerford
(1974).

Definicao 1.1 Seja F' um grupo abeliano. Se as condi¢oes a sequir sao equivalentes:
(1) F possui uma base nao vazia;
(17) F € uma soma direta (interna) de uma familia de infinitos grupos ciclicos;
i1 ¢ (isomorfo) a4 uma soma direta do grupo aditivo Z;
i\ . direta do grupo aditivo Z

(iv) Ezistem um conjunto X # @& e uma fun¢ao v : X — F com a sequinte proprie-
dade: dado um grupo abeliano G e a funcao f : X — G, entdo existe um unico

homomorfismo de grupos f : F — G tal que fi.= f.

Nestas condigoes F é chamado de grupo abeliano livre (sobre o conjunto X).

Definigao 1.2 Seja R um anel. Denotamos A um R-mddulo a esquerda se A é um grupo
abeliano aditivo juntamente com a fungio R x A — A (sendo a imagem (r,a) denotado

por ra) tal que ¥r,s € R eVa,b € A :
(1) r(a+b) =ra+rb;
(i1) (r+ s)a =ra+ sa;
(1ii) r(sa) = (rs)a.
Se R possui identidade denotada por 1g e:
(iv) 1ga = a,Va € A,

entio A € dito R-mddulo unitdario. Se R ¢ um anel de divisdo, entdo o R-moddulo é
chamado de espago wvetorial a esquerda. Analogamente, pode-se definir A como um

R-madulo a direita.

Definigao 1.3 Sejam A e B mddulos sobre o anel R. A funcio f : A — B € um

homomorfismo de R-mddulo se para todo a,c € A er € R:



flra+c)=rf(a)+ f(c)

Se R € um anel de divisao, entao o homomorfismo de R-mddulo é uma transformacao
linear. A terminologia é semelhante a homomorfismo de grupos: f é um monomor-
fismo de R-mddulo (respectivamente epimorfismo, isomorfismo) se a mesma é
uma fungao injetora (respectivamente sobrejetora, bijetora). O micleo de f € escrito
como Kerf = {a € A|f(a) = 0}, assim como definimos a tmagem de f como o conjunto
Imf = {b € Blb = f(a), para cada a € A}. Semelhantemente ao homomorfismo de

grupos, temos as sequintes afirmacoes:

(1) f € um monomorfismo de R-mddulo se, e somente se, Kerf =0;

(it) f: A— B éum isomorfismo de R-mddulo se, e somente se, existe um homomor-

fismo de R-mdédulo g : B — A tal que gf =14 ¢ fg=15.

Definigao 1.4 Seja R um anel, A um R-mdédulo e B subconjunto de A. Dizemos que B
¢ submaodulo de A se B for um subgrupo aditivo de A erb € B para todor € R eb € B.

O submddulo de um espaco vetorial sob um anel de divisao € dito subespaco.

Teorema 1.5 Seja B um R-submddulo do R-mddulo A . Entao o grupo quociente A/B

¢ um R-maodulo com a sequinte operacao:
r(a+ B) =ra+ B, para todor € R,a € A.

A fun¢ao w: A — A/B dada por a — a+ B € um epimorfismo de R-mddulo com o nicleo

B. Denotamos a fun¢ao ™ como epimorfismo canénico (ou proje¢ao).
A demonstracao do Teorema 1.5 pode ser vista na pagina 172, em Hungerford (1974).

Definigao 1.6 Se A é um R-mddulo a esquerda e S-modulo a direita, dizemos que A é

R-S bimddulo, e denotamos por rAg.

1.2 TOPICOS DE ALGEBRA LINEAR

Nesta secao, serao apresentados algumas definicoes e resultados que foram
estudados os quais sao importantes para que posteriormente se possa, de fato, definir
uma algebra e codlgebra. Neste capitulo, os resultados sao apresentados em Hoffman e
Kunze (1971).
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1.2.1 ESPACO VETORIAL DUAL

Defini¢ao 1.7 Dados os espagos vetoriais V' e W sobre o corpo k. Definimos L(V, W)

como o conjunto de todas as transformagoes lineares de V-em W.

Teorema 1.8 Seja V um k-espaco vetorial de dimensao n e W um k-espaco vetorial de

dimensao m. Entao o espago L(V, W) possui dimensao finita, sendo mn.

Demonstracao:
Sejam as bases ordenadas 8 = {vy,...,v,} e B = {w1, ..., w,, } respectivamente dos espacos
vetoriais V' e W. Seja também a transformacao linear f;; € L£(V,W) de tal forma que

paracadai=1,--- ,mej=1,---,n. Definimos f;; como sendo:

fij(vg) =w;,se k=3

fij(vg) =0,se Kk #j,
ou seja, descrevemos f;;(vg) = d;5w;. Vamos mostrar que {fi;|i =1,...me j=1,..,n}
é uma base de L(V, W).
Seja f : V. — W uma transformacao linear, tal que f(v;) = w, ou seja, existem a;; € k
tal que w = Zaijwi, com 1 < 7 <n. Logo:

4,7
f(v;) =Y ajw; , com 1 < j <n.
irj

Verificaremos que f = Y > a;; fij.

j=1i=1

Seja g = Y > a;;fij. Entao:

j=1i=1

g(vr) = Z Z aij fij(ve)

=1 i=1

= Z Z aij [ij(vk)

i=1 j=1

= Z QWi = f(“k:)
i=1

Assim, f = g e portanto, {fi;[i =1,...me j=1,..,n} gera L(V,W). Mostremos agora

que f;; é linearmente independente. De fato sejam b;; € k, entao para todo k € {1,...,n}:

Zbijfij =0 & Zbijfij(vk) =0
v —

17]
A
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Como {w,} é linearmente independente, temos que by, = 0, para todo k € {1,....,n} e
para todo ¢ € {1,...,m}.
Logo, {fi;} é uma base de L(V, W) e, portanto dim L(V,W) = mn.

Defini¢ao 1.9 Dado um espaco vetorial V sobre o corpo Kk, o espaco dual V* € o espaco
de todas as transformacoes lineares de V em k. A transformacdo linear de V em k €

denominada de funcional linear. Denotamos o espago dual como sendo:
Vi L(V,K)
Uma consequéncia do Teorema 1.8 é o seguinte corolario:

Corolario 1.9.1 Se V possui dimensao finita, temos entdo que:

dim V= dim V.
1.2.2 TRANSFORMACAO LINEAR TRANSPOSTA

Definicao 1.10 Sejam V e W k-espacos vetoriais e a transformacao linearT -V — W.

Entao T induz a transformacao linear de W* em V' *, definida como:

fla) = g(Ta)

para cada o € V.
Ou seja, a fungao f:V — k é composicio de T (jd definida) e g definida de
W em k. Desde que T e g sejam k-lineares, f também o €, ou seja, f é um funcional

linear sobre V. Assim, T™ associa cada funcional linear g em W com um funcional linear
f=TtgemV.

Note que 7" é na verdade uma transformacao linear de W* em V*, de fato

sejam g1, go € W* e ¢ € k um escalar, aplicando cg; + g2 em T* temos que:

[T"(cgr + g2)l(@) = (cg1+ g2)(Tv)
= cgi(Ta) + g2(T)
= o(T'q1)(a) + (T"gy)(a),Va € V.

Chamamos T" de transposta de T.

Defini¢ao 1.11 O espago dos funcionais lineares L(V*, k) definidos no dual de V é de-
notado por V** chamado o duplo dual, ou dual do dual de V.



12

Teorema 1.12 Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo k. Entao V

e V** sao isomorfos, relacionados pela sequinte funcao:

oV = VX
sendo que para todo o € 'V,
p(a) = La
e L, € V** definido por:
La(f) = f(a)

Demonstracao:

De fato, o funcional L, é linear, pois, dados os escalares v, d € k e f,g € V* temos que:
La(vf 4 0g) = (vf +d9)(a) = vf(a) +dg(a) = vLa(f) + 0 La(g)
Disso temos ainda que, a aplicacao ¢ € linear, visto que:
o(yon + 60a) = Lyay+6ay = YLay +0La,
sendo que para todo f € V* temos:
Lyay+sas () = f(yan + dao) = v f(a1) + 0f(a2) = vVLa; + 0 La,.

Observe que ¢ é injetiva, pois L,(f) = 0 se, e somente se, f(a) = 0 Vf € V, e isso
acontece somente se « = 0. Para verificar a sobrejetividade de ¢, basta notarmos pelo

Corolario 1.9.1 que:
dimV = dimV* = dimV™**.

Logo, ¢ ¢ bijetora e linear, ou seja, ¢ um isomorfismo linear.



2 PRODUTO TENSORIAL

Neste capitulo, veremos o conceito de produto tensorial de médulos e alguns
resultados que serao importantes neste trabalho, os quais estao compreendidos em Hun-
gerford (1974).

Definicao 2.1 Sejam A mddulo a direita e B mddulo a esquerda sobre anel R. Seja
também F um grupo livre sob o conjunto A x B e K um subgrupo de F gerado por todos

elementos da sequinte forma (VYa,a’ € A; bt/ € B; r € R):
(1) (a+d',b) — (a,b) — (d,b);
(i1) (a,b+V) — (a,b) — (a,b');

(i13) (ar,b) — (a,rD).

O grupo quociente F'/K é chamado de produto tensorial de A e B e denota-
mos como sendo A®gr B (ou simplesmente A® B, quando nao hd outro produto tensorial

definido sobre outro anel).

Desde que F seja gerado pelo conjunto Ax B, o grupo quociente F'//K = AQrB
é gerado por todos elementos da forma a ® b (a € A, b € B). Porém, nem sempre todo

elemento de A®pg B é escrito na forma a®b. O conjunto A®g B = F/K pode ser escrito

na forma > n;(a; ® b;). Além disso, é possivel escolher diferentes representacgoes para o
i=1
conjunto, por exemplo, a ®b=a' @b € ARr B, porém, a #ad’ eb#1.

A Definicao 2.1 implica que os geradores a®b de AR B satisfazem as seguintes

relagoes (para todo a,aj,as € A, b,by,by € Ber € R):
(1) (a1 +a2) ®b=a; @b+ ay R b;
(79) a® (b1 +ba) = a @by + a @ by;

(13i) ar @ b=a @ rb.

Demonstracao:

(i) Seja (ay + ag,b) — (a1,b) — (ag,b) € K, temos que:

[a1 + as + K] — [(a1,0) + K] — [(a2,b) + K] = K;;

13



ou pela notagao (a,b) + K =a®,

(a1+a2)®b—a1®b—a2®b20
(a1 +a) ®b=a1 @b+ as .

(i7) De forma semelhante a (i), seja (a, by + b2) — (a,by) — (a,be) € K, temos que:
(@, b1 +b2) + K] = [(a,b1) + K] = [(a,b5) + K] = K;
ou seja,

a®(b1+b2)—a®b1—a®b2:0
a®(b+b)=a®b +a® bs.

(7i) Seja (ar,b) — (a,rb) € K, temos que:
(ar,b) + K — (a,r7b) + K = K,
logo,

(ar @b) — (a®@71rb) =0
(ar @ b) = (a @ rb).

14

Na verdade, uma definicao alternativa de A ®r B é o grupo abeliano com ge-

radores de todos os a®b (a € A, b € B) sujeitando as relagoes (i), (ii), (i7i) demonstradas

anteriormente. Além disso, desde que 0 seja o Unico elemento do grupo que satisfaca

x + x = x, fica evidente que para todo a € A,b € B:

a®0=a®(04+0)=a®0+a®0,

o que implica em: a ® 0 = 0. Disso podemos afirmar que a ® 0 =0b=0® 0 = 0.

Dados os médulos Ar e gB sobre o anel R, a funcao i : A x B - A®r B

dada por (a,b) — a ® b é denominada como fungao candnica aditiva. Para mostrar

que ¢ ¢ aditiva, devemos mostrar que valem as seguintes propriedades:
(1) i(a+ ay,b) =i(a,b) +i(a,b);
(1) i(a,b+by) =i(a,b) +i(a,by);

(i73) i(ar,b) =i(a,rb), Ya,a; € A,b,by € Ber € R.
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De fato:

ila+ap,b) = (a+a;®Db)
= a®b+a; ®b
= i(a,b) +i(a,b).

Provando assim (7) e de modo andlogo ocorre a demonstracao para (i7). Referente ao item

(1ii), temos que:

ilar,b) = ar®b
= a®rb
= i(a,rb).

Logo 1 ¢ aditiva.
Se ¢ satisfaz (i) — (¢i7) e i(ar,b) = ri(a,b) = i(a,rb), YVa € A,b € Ber € R,

entao dizemos que ¢ é biaditiva.

Defini¢ao 2.2 (Propriedade Universal do Produto Tensorial - PUPT) Dados Mg
e rIN, entao um produto tensorial entre M e N € um grupo abeliano M Qr N e uma fungao
R-biaditiva h : M x N — M ®@r N tal que para cada grupo abeliano G e para cada funcao
R-aditiva f : M xN — G eziste um dnico homomorfismo de Z - médulos f : M@rN — G

tal que o sequinte diagrama € comutativo:

MxN—1.qg

| 5

M ®r N

Teorema 2.3 Sejam R e S anéis e sAgr, rB, Cr € gDg (bi)mddulos, valem as sequintes

propriedades:

(i) A®r B é um S-mddulo a esquerda tal que s(a ®b) = sa @b para todo s € S,a € A
ebe B.

(i1) Se f: A— A" é um homomorfismo de S — R bimédulos e g : B — B' ¢ homomor-
fismo de R-mddulo, entdo a funcio f@qg: AQrB — A @B’ é um homomorfismo

de S-maodulos a esquerda.

(1ii) C ®@r D € um S-mddulo a direita tal que (c @ d)s = ¢ @ ds para todo s € S,c € C' e
deD.
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(iv) Se h:C — C" é um homomorfismo de R bimddulos e k : B — B" é homomorfismo
de R-mddulo, entio a funcio h@k:C ®r D — C" @z D" ¢ um homomorfismo de

S-mddulos a direita.
Demonstracao:

(7) Definimos a funcao f: A x B — A®g B dada por (a,b) — sa ® b para cada s € §
f é R-aditiva. De fato f é R-aditiva, sejam a,a € A, b,b er € R:

Temos que:

fla+d,b)=sla+d)@b=(sa+sd)Rb = sa®@b+sa @b
- f(a7b)+f(a/’b)'

Além disso:

flab+b)=sa®@(b+b)=sa®@b+sa®b = f(a,b) + f(a,b),

flar,b) = sar @ b= sa®@rb= f(a,rb).

Logo f é R-aditiva. Pela PUPT, existe um tnico homomorfismo o, : A ®p B —
A®pg B tal que as(a ®b) = sa ® b. Tomando u = > a; ® b; € A Qg B, definimos
i=1

ag(u) = Zas(az®b) Zsaz®b
Perceba tambem que a a(;ao Qg e bem definida, pois, dados u = v € A ®g B de tal

forma que u = Zaz Rbev= ch ® d;, temos que:
i=1 i=1

i=1 i=1

as(u) = 3 as(a; @ b;) = ag <§nj a; ® b,-) = ay (fjl ¢ ® di) = a,(v).

Basta mostrarmos agora que A @z B é também um S-moédulo. Para isso tomando

u,v € A ®pr B definidos anteriormente, sendo que:

utv=> a;b+> ¢®d,

i=1 i=1

com s, € S, temos que:

s(u+v) =) sa;, @b, + > s¢; ®d; = s(u) + s(v).

i=1 =1



Além disso:

n

Z(T +s)a; b;

i=1

(r+s)(u) =

r(su) = r (i sa; ® bi>

i=1

17

n

= ZTGZ‘@bi—FSCLi@bi

=1

= Zmi ® b; + Zsai ®b; =r(u) + s(u)
=1 =1

=Y rsa; @b, =rs (Z a; ® bi) = (rs)u.

i=1 i=1

Logo A ®g B é um S-modulo a esquerda.

Para que f® ¢ : A®z B - A ®r B seja um homomorfismo de S-médulos &

esquerda, a mesma deve satisfazer as seguintes propriedades:

Como (f ® g)(u +v) =

(f ®g)(u) +

(f ®g)(v ), com u, v 6 A ®pr B, sendo que

U—Zm@b ev-Z@@d Descrevemos Zaz®b +Zc]®d —Za ®b;,

=1 1= =1 j=
onde:
, , ai®bi, 1=1:n
a; b'L:
¢;®d;, t=n+j:n+m.

Dessa forma:

(f®g) <Zal®b +ch®d> (f®g) (Za ®b>

:Zﬂa
=Zf<a +g<b;>+Zf<a

_ Z Fla) + g(b;) + Z fle) +g(d

=(f®g) (Zm@b) (f@g) (Zq@d).

Além disso, (f®g)(su) = s(f®g)(u), sendo que escrevemos novamente u = » | a;®b;.

=1
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Assim:

(f®g) ( Zal@)b) (f®g) <Zsaz®b> = Zf(sai)@)g(bl)

n

= D sf(a) ® ()

i=1

= s (Z f(ai) ®g(b,-)>
= s(f®g) (Zaz®b>

Portanto, f ® g ¢ um homomorfismo de S-médulo.
(771) Demonstracao andloga a (7).
(iv) Demonstracao andloga a (it).

Observagao 2.4 Se {v;} é base de V e {w;} é base de W, entao {v; ® w;} é base de
V @ W. Logo:

dim(V @ W) = dim(V) - dim(W).

Teorema 2.5 Seja R uma anel com identidade ¢ Mg, rRB R-mddulos unitdrios, entao

existem os sequintes isomorfismos:
MrR~M e RRr B ~ B.

Demonstracao:

Definimos a funcao f: M x R — M de forma que (m,r) — m. Perceba que f é aditiva.
Pela PUPT, segue que existe f : M @ R — M homomorfismo de Z-mdédulos, tal que é

valida a seguinte expressao:

_ 5 f(s(m@n)) =sf(men )~pois
F(s(m®n)) = f(sm®@n) = (sm)n = s(mn) = sf(m®n), Vs,n € R e m € M.

Definimos dessa forma, ¢ : M — M ®pz R sendo que m — m ® 1g, um homomorfismo de

R-moédulos. Temos entao:
(pof)m@r)=p(mr)=mr@lpg=mer,
portanto, (¢ o f) = idyg,r € analogamente,

(fop)(m)=f(m®1g) =mlg=m
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Portanto, f é isomorfismo.

A demonstragao do isomorfismo R ®r B ~ B decorre de forma andaloga.

Teorema 2.6 Se R e S sdo anéis e Ar, rBs, sC sao (bi)mddulos, entao existe o sequinte

1somorfismo:
(A®r B)®s C ~ ARpg (B®s C).

Demonstracao:

Tomando v € (A ®g B) ®s C, podemos reescrevé-lo como a seguinte soma finita:

n

> u; ®g ¢, comu; € AQr Bec €C.

i=1

Porém, podemos ainda reescrever u; novamente como uma soma finita:
m
> a;j ®p bij, com a;; € Ae b € B.
i=1

Disso temos que:

K5 G

Z U Qg ¢ = Z [Z(aij ®r byj)
i=1

i=1 Lj=1

- Z Z<aij ®r bij) Qg ¢;.
i

Portanto, (A®gr B)®¢C é gerado por elementos da forma (a®rb) ®gc. De forma analoga,
A®p (B®g () é gerado por a ®g (b®g c).

Verificaremos agora que | Y a; ®g bi,c) — > la; ®g (b; ®g ¢)] define uma funcao S-
i=1 i=1
biaditiva f : (A®g B) x C - A®pg (B ®s C). Sejam u,v € A®p B, de tal forma que

u=>a;@rbiev=> k®rdiecc €C.
i=1 i=1

Analogamente & construgao na demonstragao do Teorema 2.3 (i7), descrevemos Y . a; ®g

i=1
m

bi+> ki ®rdi = a;@pb,. Assim:
: o

=1 [
f(U+U,C) = f (ZCLZ@RZJZ—FZIQ ®Rdi,c>
i=1 i=1
— f (Z CL; ®R b;,C>
i=1
i=1

= > a;®r (b ®sc)+ Y ki ®p (d; @5 c)
=1

o+ fd.
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Para f(u,c+c):

f(uyc+c')=f(Zai®3bi,c+c'> = Y ai®r(h@s(c+c))
=1 =1

= Zai ®r (b @s c+b; @s¢)
=1

= Zai ®R (bl ®S C) -+ a; ®R (bz ®S Cl)
i=1

= > 4@ (bi®sc)+ Y a;®r (b ®sc)
=1

=1

= f(Zaz ®Rbiac> +f<z(l@' ®Rbi,cl>

i=1
= f(u7 C) + f(u> C,)'
Para f(us,c) com s € S:

(S]] = o((mene)

= a; ®R (bZS ®S C)

~~

= Z a; @ (b; ®g sc)

{(Een) )

= f(u,sc).
Logo f é S-biaditiva. Portanto, pela PUPT, existe o seguinte homomorfismo:
a: (A®rB)®sC — A®g (B®s (),

sendo af(a ®r b) ®s ] = a® (b® ¢), para todo a € A,b € B,c € C. De forma similar,
a partir da funcado R-biaditiva A x (B ®g C) — (A ®r B) ®s C, ¢é induzido o seguinte

homomorfismo:
f:A®Rr(B®s(C)— (A®r B)®sC,

tal que fBla ®g (b®s ¢)] = (a ®r b) ®s ¢, para todo a € A,b € B,c € C. Disso temos que
para todo gerador (a @ b) ®gc de (A®pr B) ®g C aplicando na composta 3 o a obtemos:

poalla®rb)®sc = pa((a®@rb) ®sc)) =pa®@r (bRsc)) = (a®rb) Xs c.
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Além disso, tomando o gerador a ®g (b®g ¢) de A®g (B ®gC) e aplicando na composta

a o 3 temos o seguinte resultado:
« O /B[CL ®R (b ®s C)] = Oé(ﬁ(a ®R (b ®S C)) = a((a ®R b) ®5 C) =aQa ®R (b ®S C).

Logo, a e B sao isomorfismos.

Observacao 2.7 Dados V, W k-espacos vetoriais, de tal forma que dimV = n < oo e
dimW =m < oo, entdo dim(V* @, W*) = dimV - dimW = nm.



3 ALGEBRAS E COALGEBRAS

Nesta secao, definiremos uma algebra e uma codlgebra a partir do produto
tensorial, exemplificando-as. Além disso, serd demonstrado o fato de que quando du-
alizamos uma algebra finita, obtemos uma coalgebra, assim como, ao dualizarmos uma
codlgebra, obtemos uma algebra. Sera utilizado como referéncia o livro Hungerford (1974)
para introduzir uma &algebra; e posteriormente, para dar continuidade ao capitulo, o li-
vro Dascalescu et al. (2000). Os resultados desta se¢ao sao apresentados para moédulos a

esquerda, porém existem resultados analogos para médulos a direita.

Definicao 3.1 Seja K um anel comutativo com identidade. Uma K-dlgebra associa-

tiva (ou dlgebra sobre K) A é um anel A tal que:
(i) (A, +) é k-mddulo a esquerda;

(77) k(ab) = (ka)b, Yk € K e a,b € A.

Por conta do dinamismo e da usualidade de utilizar produto tensorial, podemos

definir uma algebra da seguinte forma:

Definigao 3.2 Uma dlgebra associativa sobre k com unidade € uma tripla (A, m, u),
onde A € um k-mddulo unitario a esquerda, m : AQ A — A eu:k — A sao aplicacoes
k-lineares, chamadas multiplicagao e unidade, respectivamente, tais que os sequintes dia-

gramas comutam:

AAR AT L A0 A k@ A2 A0 AL Aok
idA@mL Lm xml/
A®A—— A A

onde Y e ¢ sao isomorfismos de k-modulo que identificam k ® A e ARk por A, respecti-

vamente.
Afirmacao 3.3 Dizer que os diagramas sao comutativos equivale as sequintes expressoes:

mo(m®ids) =mo (idgy @ m)
mo (u®ids) =1 e mo (idy @ u) = ¢.

Perceba que para todo a,b € A quando aplicado em m, temos que m(a ® b) = ab o que

Justifica seu nome (multiplica¢ao).

22
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A seguir, alguns exemplos de algebras.

Exemplo 3.4 Seja G um grupo multiplicativo e k um anel comutativo com identidade.

Entao o grupo kG é uma k-algebra com estrutura de k-médulo dada por:

k(3o rigi) = > (kri)g; (k,ri € ki € G).
kG é chamado de algebra de grupo de G sobre k.
Verificaremos aqui que, de fato, kG é uma k-algebra a partir dos diagramas contidos na
Definigao 3.2. Sejam ki, kg, k3 € k e g1, 92,93 € G e m(k1g1 ® kag2) = (k1k2)(9192), tais

que:

[m o (m @ idyq)](k1g1 ® kago ® k3gs) = mo (m(kig1 ® kag2) ® idya(ksgs))
= m(kikog192 ® ksg3)
= (k1k2>k3(9192)g3-

Por outro lado, temos que:

[m o (idyg @ m)|(k1g1 ® kaga ® k3gs) = m o (idga(kig1) ® m(k2g2 @ k3gs))
= m(k1g1 @ koksga9s3)
= k1(l€2]€3)g1 (9293)-

Além disso, temos u : k — kG definida por u(k) = klyg. Perceba que temos ainda que
klyg = klxlg = klg,Vk € k. Sejam ki € k e g; € G, tais que:

[m o (u®idie)|(k ® kig1) = m(u(k) @ idec(kig1))
= m(kleg ® kig)
= kklgg
= kkig:.

Por outro lado, temos que:

’QD(]{? X k191) = k’k’lgl.

Como k e G sao associativos os seguintes diagramas comutam, ou seja, kG tem estrutura

de algebra.
kG @ kG @ kG 2% kG @ kG k ® kG —2"¢ kG @ kG L% kG @k
o] | Tl
kG @ kG kG kG

m
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Exemplo 3.5 Sejam (A, ma,ua) e (B,mp,up) k-dlgebras. Entdo A ® B tem uma es-

trutura de algebra dada por:
m((a®b) @ (@ V) =ad @bV e u(ly) =1, 1p; a,d €A, bV € B.

Verificaremos aqui que de fato A ® B tem uma estrutura de algebra.

De fato, sejam a,d’,a” € A e b, b, b" € B, temos:

[mo (m®idagp)]((a®@b) @ (' @)@ (" ®@b") = m((aa’ @) @ (a" @)
= (ad)a" @ (bb")".

Por outro lado,

[mo (idags @m)|((a®@b) @ (¢ V)@ (" @b") = ma®b (dd @)
= a(d'a") @ b(b'V").

Como A e B sao k-algebras associativas, A ® B é associativo. Além disso, temos para
todoa€ Aebe B,

[m o (u®idaps)(le ® (a®@b)) = m(lags ® (a @ D))
= m((1a®1p) @ (a®b))
= 14a®1pb
= a®b.

Por outro lado, temos que:
Y1k ® (a®b)) =a®b.

De modo andlogo, temos que [m o (idagp @ v)]((a @ b) @ 1) = ¢((a @ b) @ 1y).

Portanto, A ® B é uma k-algebra e os seguintes diagramas comutam:

(A® B)® (A® B)® (Ao B) ™24 e B) o (A B)

(A® B)® (A® B) (A® B)

u®idA® ‘dA®B®

k®(A® B —21A® B)® (A® B <2"(A® B) 9 k

T

(A® B)
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Definicao 3.6 A aplicacdio twist € dada por:

7T:A®B — B®A
T(a®b) — b®a.

Exemplo 3.7 Seja (A, m,u) uma k-dlgebra, entao (A, m°, u) também é uma k-algebra

com as seguintes operagoes:

m®P=motr: AQRA — A u:k = A
e
a®b +—ba u(lg) +— 1la.

De fato, m? o (m? ®ids) = m o (ida ® m°), pois sejam a, b, c € A, tais que:

[m o (m? ®ida)]((a®@b)®@c) = mPo(mP(a®b)®ids(c))
= m%(ba ® c)
= c¢(ba). (3.1)

Por outro lado:

[m? o (ida @ mP)|(a® (b®c)) = mPo(ids(a) ®mP(b® c))
= m?P(a® cb)
= (cb)a. (3.2)

Como (3.1)=(3.2), pois A é associativo, temos que m? o (m® @id) = m° o (ids ® m).

Sejam também os isomorfismos:
Y(lk®a)=a e ¢la®ly)=a, Vae A
Mostremos que m® o (u ® ida) = 1 e que m o (ids ® u) = ¢. Seja a € A, tal que:

mPo(u®idy)(lx ®a) = m?o (u(ly) ® ida(a))
= mP(1la®a)
= alp=a=vY(1x®a).

Além disso:

m” o (idy ®u)(a® lx) = m% o (ida(a) ® u(lk))
= mP(a® 1a)
= laa=a=¢(a® 1y).

Logo, os seguintes diagramas comutam e (A, m°. u) é uma k-4lgebra.
b ) )
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A AR AT 4o A k@ A2 A0 AL Aok
o e N
ARA—0 A A

Proposicao 3.8 Seja p : VF @W* — (V@ W)* sendo que V e W sao k-espagos
vetoriais, definida por p(f ® g)(v ® w) = f(v)g(w), para todo f € V*¥ege W*eveV

ew € W, uma aplicacao k-linear. Entdo:
(i) p € injetora.
(i) Se dim V < oo e dim W < 0o, entdo p € um isomorfismo.

Demonstracao:

(1) Sejax = > fi®g; € Ker(p). Podemos considerar {g; }1<i<, linearmente independente
=1

(L.1.), pois se g = > Axgr, com A, constante. Temos que = pode ser reescrito como:

iE:Zﬁ@gi: (Zfi@gz) +/i®g = (Zfi®gi) + fi @ Mg
i=1 i itk

n

= Y (e @)+ f; ® Mg
J#k

n

= Z(fk ® gr) + M fi @ gk
J#k

n

= Z (fiu + Mefj) @ gi.
J#k

Seja p(z) = p <Z fi® gi), iremos mostrar que p é injetora:
i=1

n

0=p(x)=p (Z fi ®gi> (vow) = Zfi(“)gi(w) =0

i=1

— (Z fi(v)gZ') (w) =0

= Y fi(v)g:=0

— fi(v)=0<= f =0.

Porém, como visto na segao sobre produto tensorial:



27

> 0®g; =0.

=1

Portanto, x = 0 e entao p é uma funcao injetora.

(79) Como V' e W possuem dimensao finita, e pelo Corolédrio 1.9.1:

Como dimg(V @ W)* = dimy(V* ® W*), temos que p é sobrejetora, e consequentemente

é um isomorfismo.

Observagao 3.9 Por inducao se Vi, --- ,V,, sdo k-espacos vetoriais finitos, entao:

p: é)V — <®V> ,
=1 =1

n

definida por p (® f2> <® ) H fi(vi), com v; € Ve f; € V*, p é k-linear e injetora.
i=1
Além disso, se dimV; < oo, Vi = 1 n entao p é um isomorfismo.

Seja (A, m,u) uma k-algebra de dimensao finita, definiremos duas operagoes
a seguir, sendo elas: A e e. Ambas operagoes serao de suma importancia para alguns

resultados apresentados posteriormente.

Definimos A por:
A A (A AL A @ A

Ou seja, ptom! = A: A* — A* ® A*, de tal forma que as funcoes p e m sao
definidas na Proposicao 3.8 e na Definicao 3.2, respectivamente. Relembrando que, pela
Definigao 1.10:

m'o f = fom, para qualquer funcao f.

Seja f € A* tal que: A(f) = > g;®h;, com g;, h; € A*. Por outro lado, temos
i=1
que:

Aplicando p em ambos os lados, obtemos:

p(A(f) = plp~"om')(f)
= mtof

= fom.
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Sejam quaisquer a,b € A:

P(A(f(e@b) = f(m(a®Db)) <= p (Zgi ®hi> (a®b) = f(ab)

=1

= Zgz hi( f(ab).
Portanto, sendo p um isomorfismo, temos:

Zgl®h < f(ab) = Zgz ),Va,b € A. (3.3)

=1

Referente a operacao ¢, ela é definida como:
ut P
g: A*——=k*——=k
ou seja, € = v o u!, sendo que:

v k' = k
fik—=k — f(ly).

Vejamos qual propriedade ¢ satisfaz. Seja f € A*, entao:

e(f)(Le) = (W ou)(f)(le) = v(u' o f)(L) = P(fou)(ly)
= (fou)(lv) = fu(lx)) = f(1a) (34)

Dualizando os diagramas da Defini¢ao 3.2:
A* A @ A (1)

koA —2 A% Aok (2

A
e®id o id gx Qe

A* @ AT

Iremos mostrar que os diagramas (1) e (2) sao comutativos. Para o diagrama

(1):
Seja f € A* tal que A(f) = ;flz ® fai, A(f1i) = D fri1; ® frizj € Afo) = Z f2i1; ®

ij=1 ij=1
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f2i2j . Entao:

(A®@ida)(A(f)) = (A®ida-) (Z fui® fm)
= Z A(f1i) @ ida«(f2)

= D AU ® f
= Z (f1i1; ® frizj) & foi. (3.5)

i,j=1

Por outro lado,

(idp ® A)A() = (ids ©A) <th®fgz>

= Y ida(fui) @ Al fa)
i=1
= Z fri ® A(fa)
= Z fl'L f211] &® f212]) (36)
2,j=1
Desse modo, sejam a,b,c € A, aplicando (3.5) em a ® b ® ¢, obtemos:

(Z (fritj ® frizj) ® f2z> (a®b)®c) = Z(flilj(a) ® fri2j(b)) ® failc)

1,j=1

= Z fri(ab) fai(c)

— F((ab)e) = fabe).

i,j=1

Aplicando (3.6) em a ® b ® ¢, obtemos:

(Z f1i ® f2113®f2123> (a®(b®c) = qu ® (f2i1;(b) ® faizj(c))

= th ) ® fai(be)
= f( (be)) = f(abe)

Perceba que em * ¢ utilizada (3.3). Como (3.6)=(3.5), temos entao que:
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Vejamos agora o diagrama (2):

Seja f € A*, tal que A(f) = >_ ¢;®h;. Sejam também os isomorfismos ¥ (f)(a) = f(a)®1x
i=1

e ¢(f)(a) = 1y ® f(a), com a € A. Mostremos entao que (¢ ® ida+)A(f) = ¥(f) e que
(idax @ )A(f) = ¢(f). De fato:

(e®ida-)A(f) = (e ®idax) (Zgz®h>

= (e ®idy-) (Zg@h)

|2
pug
o
N

>

=1

- Zgi(u) ® h;, (3.7)

o resultado (3.7) segue de (3.4), aplicando em a € A:

Zgz’(lA) ® hi(a)

Porém, sabemos que: A(f) = i Gi ® h; <= f(ab) = i gi(a)hi(b), Ya,b € A. Logo:

i=1 i=1

(€®ZdA*)A(f) = 1k®f(1Aa)
= 1k®f(a)

Logo, (g ® ida«)A(f) = ¢ (f). Para mostrar que (ida+ ® €)A(f) = ¢(f) a demonstragao
é feita de forma analoga.

Portanto, de fato os diagramas (1) e (2) comutam.

Observacao 3.10 E importante ressaltar que a algebra deve ser de dimensao finita pois,

necessitamos que p seja um isomorfismo, conforme a Proposigao 3.8.
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Afirmagao 3.11 Dada umak-dlgebra (A, m,u) de dimensao finita, obtemos que (A*, A, ¢)
satisfaz:
(1) A* € um k-espago vetorial;
(1) A: A* — A* ® A* é k-linear e o diagrama (1) é comutativo,
(i1i) €: A* = k € k-linear e o diagrama (2) é comutativo.
A partir da Afirmacao 3.11 podemos definir uma codalgebra:

Definicao 3.12 Uma k-codlgebra é uma tripla (C, A, €) onde:
(1) C € um k-espago vetorial;
(1)) A:C — C®C ¢€k-linear;

(1ii) € : C' — k € k-linear;

e satisfaz a comutatividade dos sequintes diagramas:

¥

oA CoC keoC~—2"C C ok
. A
N Jiacoa I

Chamamos a operacao A de comultiplicacao e a operacdo £ de counidade. Ressalta-se

ainda que Y e ¢ sao 0s sequintes isomorfismos:

v:C — C®k . p:C — kxC
i) = e® 1y o(c) = Lk®c

Um resultado importante para o trabalho é apresentado a seguir, unindo a
Afirmagao 3.11 e a Defini¢ao 3.12:

Teorema 3.13 Seja (A, m,u) uma k-dlgebra de dimensao finita. Entao (A*, A, e) é uma

codlgebra.

Observacao 3.14 Perceba que se ¢ € C tal que A(c) = > ¢1; ® ¢9;, também como
i=1
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A(Cli) = Z clilj ® Clin e A(CQZ‘) = Z 027;1]‘ ® Cgigj. EIltENlO Vale:

(ide ® A)(A(e)) = (A®@ido)(A(c))

(ide @ A) (Z c1i @ C2i> = (A®ide) (Z C1; @ C2z’>
i=1 i=1

> ide(en) @ Ales) = ) Alew) ®ide(ex)

i=1 =1

S m
E C1; ® C9415 & Cojoj = E C1i15 @ Cri25 @ Co;4.

i,j=1 B,j=1

Assim como:
(e®idc)A(c) = ¢(c)

(8 X ch) (Z C1; & CQi) = 1k X c
=1

n

Z 5<Cli) X idc(CQZ‘) = 1k X c
i=1

Zg(cu) ®ey = Lk®c

=1

Z Ik ®e(cri)eas = Lk ®@c.
i=1

Porém, temos que 1y ® ¢ >~ ¢ ® 1. Assim:

Z 1Jk (029 6(Cli)62i = 1]k Rec~c® 1]1< = Z 0126(021) X 1lk~
i=1 i=1

n n
Z E(Cli)CQi =Cc= Z Clﬂ(czi)-
i=1 i=1

Observagao 3.15 Seja C uma codlgebra. Definimos Ay = A : C' — C ® C, e em geral
A, :C = (C®..®C, de tal forma que: A, = (A ® idzfl) o A,_;. Podemos ainda
—_———

n+lvezes
generahzar conforme a segulnte Proposicao:

Proposicao 3.16 Seja (C, A, ) uma cdalgebra. Entdo, para todo n > 2 e para qualquer
p € {0,....,n — 1} a sequinte igualdade vale:
A, = (id @ A®idy ") o A, 1.

Demonstracao:
Inducao sobre n:

Para n = 2 temos que p = 1 e assim temos a defini¢cao de Ay = (A®idg) o A. Verificando

para n = 3 temos as seguintes possibilidades, para p = 0:
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(id: @ A @idy ") 0 Ay = (A ®id2%) o Ay = As.
Para p = 1:

(ide @ A®id ) oAy = (ide®A®ide)oAs
= (idc ® A®idc)((A®idc) o A)
((ide ® A) o A) ® ide) 0 A,

Porém, como ja demonstrado Ay = (A ® id¢) o A = (ide ® A) o A. Assim:

((ide ® A) o A) @ ide) o A = ((A®ide)oA)®ide)o A
= (A®ide ®ide)((A®ide) o A)
= (A®id2) oAy = Ay

Suponhamos o resultado valido para n e mostremos que seja valido para n + 1. De fato

para p = O:

(idi ® A®idg) oA, = (A®idk)oA,
= An—i—l-

Vejamos para p = 1:

(ido @ A@ids ) o Ay = (ide ® A @ ids ) (A @ ids ) o Ay
(((ide @ A) o A) @ id ") o A,y

= (A®idc)oA) @ide ') o Apy
(A ® (ide ®id}y (A ®idy ")) o Ay
(

A®idé) @ Ay = ANy

Ainda, mostrando para n + 1, realizaremos a inducao sobre p. Assumindo que seja valido

para p — 1, mostraremos que vale para p. De fato:

(id, @ A®id?TV o A, = (idh @ A@idyP)(idl ' @ A®idh ) o Ay
(((id% @ A) o (ids ' @ A)) @idy ) o A,y

= (i @ ((ide ® A) o A) @idsP) o A,y
(id% " @ (A ®ide) o A) @ idy ) o Ay
(id%' @ A @idy ) (id% ®A®zd” PYo Ap_y
(

i @ A@idT Y o Ay T AL

Para facilitar algumas demonstragoes, definimos a Notacao Sigma, também
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conhecida como Notacao de Heyenman-Sweedler:

Defini¢ao 3.17 (Notagao Sigma) Seja (C, A, &) uma codlgebra. Para cada elemento

c € C denotamos:
Ae) => ¢ ® co.
Como A € k-linear, podemos omitir o somatorio: A(c) = ¢ ® ca.

Um resultado importante dessa notagao, utilizando a Observagao 3.15 e a

Proposicao 3.16, é o seguinte fato:
DNo(c) =D, R, Q=1 @ Cy Doy =2 ¢1 Ry R 3.
Vejamos alguns exemplos de coalgebras:
Exemplo 3.18 Seja (C, A, ) uma codlgebra, entdao (C, A%, ¢) também é uma coalgebra

com as seguintes operagoes:

AP=70A:C — CxC
AP TOA(C):ZT(C1®C2):ZC2®CI'

E a counidade usual:
e:C —= k.

Mostremos que (ide @ A°P) o AP = (AP ® ide) o A®P. De fato, seja ¢ € C, A(c) =
ZCl (24 Co, A(Cl) = ZCH X cio € A(Cg) = Z Cco1 X Co9, tal que:

(ido ® AP) 0 A“P(c) = (ide ® A™P) (Z 0 ® cl>
= S ido(es) ® AP (cy)
= ZC2®C12®C11 =38R,

Por outro lado,

(AP @ido) o A*P(c) = (AP ®idc) (Z 2® Cl)

= ZACOp(02)®idc(cl)
= 2022®021 @ =32 By

Logo (ide ® A®P) 0 AP = (AP ® ide) o AP,
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Sejam também os isomorfismos, 1 e ¢ conforme a Definicao 3.12, iremos mostrar que
(e ®idc) o AP(c) = ¢(c), para algum ¢ € C. De fato:

(e®ide) o AP(c) = (e®ide) (Z Co ® cl)

= 25(02) &K

= ) L®cie(e) =1k ®c=¢(c).

De forma analoga, temos que (ide ® €) o A“P(c) = ¥(c).

Portanto, os seguintes diagramas comutam e entao (C, A%, ¢) é uma coalgebra.

C—2" _C0wC keC<~—2" Cc—Y .C®k
cop i cop AcoP
| Jiacn e
C@CMC@C@C C@C

Exemplo 3.19 Seja G um grupo, kG é um k-espaco vetorial com base G. Entao kG ¢é
uma coalgebra com comultiplicagdo A e counidade e defindos por A(g) = g®g e e(g) = 1k,

para cada g € G.

Mostremos entao que (idgg @ A) o (A)(g) = (A ® idyg) o (A)(g), tal que g € G. De fato:

(idc @ A) o (A)(g) = (idia @ A)(g @ g)
= idia(9) ®Ag) =g ®g® g = (A®idea)(A)(g).

Definimos os isomorfismos como sendo: 9(g) = g ® 1k e ¢(g) = 1x ® g, tais que:

(idc @ €)(A)(g9) = (idia ®¢)(9® 9)
= idka(g) ®e(g) = g @ Ik = ¥(g),

por outro lado,

(e®@idic)(A)(g) = (e®@ida)(9®9)
= £(9) ®idia(9) = Ik ® g = ¢(9g)-
Portanto, os seguintes diagramas comutam e kG é uma codlgebra.

¢ Y

kG A kG ® kG k ® kG kG kG ® k
. A
Aj jdeG@A Vm l %
kG @ kG ———kG @ kG @ kG kG ® kG
®idya

Afirmacao 3.20 Seja (C,A,e) uma codlgebra. Entao (C*,mc+, uc+) € uma dlgebra.



Seja me-, tal que:

me- : C* @ C* —= (C @ C)* 25~ ¢,

ou seja, dados f, g € C*, definimos a multiplicacao como sendo:

me-(f ® g)

De tal forma que:

= Alo(p(f®yg))
= p(f®g)oA.

me-(f®g)=f*xg=mgo(f®g)oA.

Denominamos a operacao * como produto de convolugao.

sendo:

Definimos uc+ como sendo:

P

uce : k——=k* ——= C*.
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Sendo ¢ um isomorfismo. A partir, disso definimos a unidade de C* como

uc+ (1) (¢) = ¥(1x)e((c)) = e(c), Ve € C.

Logo, uc+(1x) = €. Mostremos agora que de fato (C*, me«, uc«) é uma algebra.

Demonstracao:

(1) Provaremos que (f*g)xh = fx(gxh), tal que f,g,h € C* e Ac) = 1 ®¢a, Ve € C.
De fato:

[(f xg)*hl(c) =
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Portanto, (f xg)xh = f* (g*h).

(1) Provaremos agora que e x f = fxe = f, Vf € C*. Seja ¢ € C de tal forma que
A(c) = 1 ® ¢, tal que:

(exf)(c) = mro(e® f)oA(c)
= mx((e® f)(a1 ®c2))
= my(e(c1) @ f(e2))
= e(c1)f(ca)
= [f(e(er)(e2)) = f(c)

Por outro lado, temos (f * ¢)(c) = f(c1)e(ca) = f((c1)e(e2)) = f(c) e, portanto
exf=fxe=Ff.

A partir dos resultados apresentados temos a seguinte proposicao:

Proposicao 3.21 Seja (C, A, ) uma k-codlgebra. Entao (C*,*,¢) é uma k-dlgebra e os

sequintes diagramas comutam:

O @ Cr @ e o g O k@ Cr =241 o @ 0 L2 or gk
] S
C* ® C* c C

ES
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CONSIDERACOES FINAIS

Como ja mencionado, o objetivo geral deste trabalho consistiu em definir uma
algebra e uma codlgebra, exemplificando-as de tal forma que pudesse ser trabalhada cada
propriedade apresentada. Intmeros resultados foram assegurados durante o trabalho,
porém, alguns tiveram mais importancia. Um deles é o fato de que, caso se tenha uma
algebra finita, podemos entao garantir que o dual dessa algebra é também uma coalgebra,
assim como, ao dualizarmos uma coalgebra, obtemos também uma algebra.

Por meio desse trabalho, foi possivel estudar diversos contetudos considerados
basicos por algebristas, o que é um incentivo para pesquisar e estudar mais sobre o tema,
em uma etapa posterior a graduagao. Um destes temas, a Algebra de Hopf, necessita
primeiramente conhecimentos sobre o conceito de bidlgebra, a qual, caso seja dada conti-
nuidade nos estudos atuais, sera o proximo tema abordado.

Ressalta-se,por sua importancia, que Algebra de Hopf é um assunto atualmente

estudado em grandes universidades.
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