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RESUMO

A presente pesquisa aborda um estudo sobre Equagcoes Diferenciais Parciais
(EDP’s) entorno de algumas das consideradas principais EDP’s: a Equagao
do Calor e a Equacao da Onda. Por meio de uma pesquisa bibliografica,
sera apresentado aqui definicoes, pré-requisitos, classificacoes, métodos e
por fim, alguns exemplos representados por esse tipo de equagoes. O obje-
tivo é caracterizar as Equacoes Diferenciais Parciais e suas aplicacoes que
aparecem em problemas da Fisica e Matematica.

Palavras-chave: Séries de Fourier, Equagoes Diferenciais Parciais, Equacao
da Onda, Equacao do Calor.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho apresenta-se uma breve introducao as equacoes diferenciais or-
dindrias (EDQO’s), sua histdria, os principais colaboradores nesta area, algumas aplicagoes,
bem como um estudo visando a resolucao destas equacoes, suas classificagoes e alguns dos
seus métodos de resolucao, tais como o método de equacoes lineares, variaveis separaveis
e equagoes exatas.

Além das equacoes diferenciais ordinérias, realizamos o estudo sobre as equagoes
diferenciais parciais (EDP’s), sua classificagao, as séries de Fourier, as férmulas de Euler-
Fourier, bem como, a equacao da Onda e a equacao de difusao do Calor. Esta tultima,
descreve a distribuicao de temperatura em trés coordenadas espaciais e uma coordenada

temporal:
82T+82T+82T+ . 10T
a2 By 92 1T a ot

onde ¢ é considerado um termo de fonte e o representa a difusividade térmica do material.

O estudo das Equacoes Diferenciais comecou com a criacao do Calculo Di-
ferencial e Integral no século XVII, e hoje em dia é pautado, inicialmente, por suas
aplicagoes a mecanica das particulas. A partir do sucesso obtido ao trabalhar esses pro-
blemas utilizando o Célculo Diferencial, no século XVIII fisicos e matematicos se sentiram
estimulados a procurar modelos para problemas de diversos ramos da Fisica que expres-
sem os fenomenos em termos de Equacoes Diferenciais. Porém, boa parte dos modelos
téem Equagoes Diferenciais Parciais, que trazem algumas dificuldades matematicas na re-
solucao.

Assim sendo, o tema previsto para o Trabalho de Conclusao de Curso em
questao esta relacionado a Equagoes Diferenciais Parciais (EDP’s), visando responder as
seguintes perguntas: “O que sao EDP’s? Quais suas aplicagoes?”.

O trabalho foi dividido em trés sec¢oes, sendo que a primeira secao trata de uma
revisao de equacoes diferenciais ordinarias, a segunda abordamos os métodos resolutivos
de EDO’s e na terceira, iniciamos os estudos sobre as equacoes difenciais parciais com
o estudo das séries de Fourier e o método de separacao de variaveis para EDP. Por fim,

estudamos a equacao da onda e calor.



2 INTRODUCAO AS EQUACOES DIFERENCIAIS

2.1 Histéria das Equacoes Diferenciais

As equagoes diferenciais comegaram ser investigadas com o estudo do calculo
no final do século XVII. Sendo que este, atingiu seu auge nas maos de Newton (1642 -
1727) e, principalmente, nas de Leibniz (1647-1716) — foi ele que deu ao Célculo Diferencial
e Integral as formas e notagoes que originaram os simbolos utilizados atualmente, além de
outros fatores que tornaram a linguagem da Matematica universal. A descoberta desses
dois, ou ainda, a conexao e generalizacao entre a diferenciacao e a integragao tornou-se um
instrumento de valor imprescindivel para a Mateméatica. Porém, atribuir exclusivamente
a Newton e Leibniz a criacao do Calculo Diferencial e Integral é um erro (CONTADOR,
2012).

Apesar de nao ter atuado especificamente na area de equacoes diferenciais,
a contribuicao de Newton no Calculo e nos principios basicos da Mecanica forneceram
a base para aplicacoes das equacoes diferenciais no século XVIII. Além disso, Newton
classificou as equacoes diferenciais de primeira ordem de acordo com a férmula % =
f(z,y), desenvolvendo um método para resolver a tltima equagao, no caso em que f(x,y)
¢ um polindmio em x e y, usando séries infinitas.

No século XVIII a matemética foi implantada definitivamente como uma fer-
ramenta de pesquisa de fenomenos naturais. Assim, os irmaos Jacques Bernoulli (1654
- 1705) e Jean Bernoulli (1667 - 1748) desenvolveram varias aplicagoes para o célculo
existente até o momento (VARGAS, 1996). Além disso, no campo das equagoes dife-
renciais, Jacques Bernoulli contribuiu com o estudo da chamada Equacao de Bernoulli
Yy + P(x)y = Q(z)y™ que ele, Leibniz e Jean Bernoulli resolveram por reducao a uma
equagao linear (BOYER; MERZBACH, 2012). A partir dai, com essas e outras ferramen-
tas a disposicao dos estudiosos é que tornou-se possivel escrever equagoes matematicas
que serviam de modelos para os fenomenos fisicos.

Em 1788, Lagrange (1736 - 1813) publicou sua obra intitulada como Mécanique
Analytique, onde abordou os principios da mecanica e propos a solucao de qualquer pro-
blema por meio da integracao de equagoes diferenciais. Poucos anos mais tarde, Fourier
(1768 - 1830) buscava a matematizacdo de um fendémeno um tanto quanto desafiador: o
calor. Como consequéncia disso, desenvolveu as conhecidas séries de Fourier, o que de
certo modo motivou todo o desenvolvimento dessa drea da Matematica.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) nasceu em Leipzig e completou seu

doutorado em filosofia quando tinha apenas 20 anos, era basicamente autodidata em
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matematica, durante muitos anos de sua vida, trabalhando como embaixador e conselheiro
de diversas familias reais alemaes, o que lhe permitiu conhecer diversos matematicos, entre
eles os irmaos Bernoulli. Entre suas principais contribui¢oes para as equagcoes diferenciais,
Leibniz descobriu o método de separacao de variaveis, a redugao de equacoes homogéneas
a equacoes separaveis e o procedimento para resolver equacoes lineares de primeira ordem.

Tanto Newton quanto Leibniz foram motivados a estudar as equagoes diferen-
ciais por problemas fisicos, sendo que as preocupacoes se voltavam para as solugoes das
equacoes de forma explicita.

Outros grandes matematicos como Jakob e Johann Bernoulli, Leonhard Eu-
ler, Joseph Louis Lagrange e Pierre Simon de Laplace tiveram grande importancia no
desenvolvimento das equacoes diferenciais no século XVIII.

Os irmaos Bernoulli descobriram muitos métodos elementares para a resolucao
de equacgoes diferenciais, foram os primeiros a usar a palavra “integral” no sentido moderno
da palavra, e através das equacoes diferenciais resolveram muitos problemas relacionados
a mecanica entre outras areas.

Aluno de Johann Bernoulli, Leonhard Euler (1707 - 1783) é considerado o
maior matematico do século XVIII, suas obras completas compreendem mais de 70 volu-
mes e seus interesses incluem todas as areas da matematica e muitos campos de aplicagoes.
Nas equacoes diferenciais identificou a condicao para que as equagoes diferenciais de pri-
meira ordem sejam exatas, desenvolveu a teoria de fatores integrantes, encontrou a solugao
geral para equacoes lineares homogéneas com coeficientes constantes, fez contribuicoes im-
portantes em equacoes diferenciais parciais e deu o primeiro tratamento sistematico do
calculo de variagoes.

Como relata FIGUEIREDO (2005), os estudos do século XVIII apontaram que
o numero de equagoes que podiam ser resolvidas em termos de equacoes elementares era
muito pequeno, o que gerou, no século XIX, a busca de novos métodos, surgindo assim o
uso das séries de funcoes.

No século XX, houve também uma grande investigacao nas questoes tedricas
de existéncia e unicidade, principalmente no plano complexo. E nesta época que comecam
a ser estudados intensamente as equagoes diferenciais parciais a medida que torna-se claro
seu papel fundamental em fisica matematica, como destaca BOYCE e DIPRIMA (2012).

Com o surgimento de ferramentas poderosas, como os computadores, no século
XX, intensificam-se os estudos de problemas que podem ser resolvidos numericamente.
Outra caracteristica do século XX é a criacao de métodos geométricos, especialmente
para equacoes nao lineares, com o objetivo de entender o comportamento de solugoes de
maneira geométrica e analitica.

Embora esse assunto seja antigo, as equagoes diferenciais continuam sendo uma
excelente fonte de problemas ainda nao resolvidos, os quais motivam muitos pesquisado-

res a estuda-los, principalmente pelo impulso gerado através dos avancos tecnolégicos e
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computacionais.

2.2 Algumas Aplicagcoes de EDOQO’s

A modelagem do crescimento populacional é um exemplo simples do uso das
equagoes diferenciais ordinarias. Utilizando a hipdtese de que a taxa segundo a qual uma
determinada populagao cresce em um determinado instante é proporcional a populacao
total naquele instante, ou seja, quanto mais individuos houver em um instante t, mais
individuos existirao no futuro. A expressao matematica que modela tal situacao é dada
na seguinte forma: 22 = kP(t), onde P(t) é a populacdo no instante ¢ e k é uma constante
de proporcionalidade.

Esta equacao ¢ muito utilizada para o célculo de estimativa de crescimento
populacional em um pequeno intervalo de tempo de pequenas populagoes, como ocorre no
caso do crescimento de bactérias, nao sendo muito eficaz no célculo, por exemplo, da po-
pulacao humana, pois nao considera diversos fenomenos como as emigracoes e imigragoes.

A equacao do crescimento pode ser usada também para o calculo do decai-
mento radiativo de uma determinada substancia. Um exemplo é o elemento radio (Ra-
226) transmuta-se no gas radonio radiativo(Rn-222), onde a quantidade de nticleos A é
proporcional ao instante t, ou seja % = kA , onde k£ é uma constante de proporcionali-
dade. Outro exemplo em que aparecem as EDQO’s que esta bastante ligado a nossa vida
cotidiana é o calculo dos juros de um investimento bancario.

Suponha que uma certa quantia de dinheiro é depositada em um banco que
paga uma taxa de juros anual r. O valor S(t) do investimento em um instante ¢ depende
da frequéncia na qual os juros sao compostos, considerando que os juros sao calculados
continuamente, temos que a taxa de variacao do valor do investimento é % e essa quan-
tidade ¢ igual a taxa de juros, r, vezes o valor corrente do investimento, ou seja ‘fl—f =rS,
essa é a equacao diferencial que nos indica o valor total do investimento em um instante

de tempo.

2.3 Classificagcao das Equacoes Diferenciais

Tendo como objetivo o estudo dos métodos de resolucao das equagoes dife-
renciais e com o proposito de facilitar o nosso estudo, podemos classificar as equagoes
diferenciais quanto a sua dependéncia de uma ou varias variaveis independentes, quanto

a sua ordem, homogeneidade e linearidade.
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2.3.1 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS OU PARCIAIS

Esta classificacao baseia-se em descobrir se a funcao desconhecida depende de

uma unica variavel independente ou de diversas variaveis.

Definicao 2.1 Dada uma equacdao diferencial, se esta contiver somente derivadas or-
dindrias de uma ou mais varidveis dependentes em relacdao a uma unica varidvel inde-
pendente, ela serd chamada de equagdo diferencial ordindria (EDO). Sendo assim, se
obtivermos uma equagao diferencial com uma ou mais varidveis dependentes em relacdo a

duas ou mais varidveis independentes, esta equacdo serd chamada de equacdo diferencial
parcial (EDP).

Exemplo 2.1 Algumas EDO’s:
y'(t) +y'(t) + f(t) = g(t)

y'(t) + by(t) = 2x(t)
Exemplo 2.2 Algumas de EDP’s:

k82u($,t) _ Ou(z,t)
ox2 Ot

(Equacao do Calor)

o2 0*u(z,t) _ 0u(z,t)
Ox? ot?

(Equacao da Onda)

2.3.2 CLASSIFICACAO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS QUANTO
A SUA ORDEM

Quanto a ordem, as equagoes diferenciais sao classificadas conforme as deriva-

das presentes na equagao, a ordem ¢é correspondente a derivada de maior grau.

Exemplo 2.3
y + 5y =e® - EDO de 1% Ordem

y" +y +5=0- EDO de 3* Ordem

Observagao 2.1 Podemos expressar uma equacdao diferencial ordindria de ordem n em

uma varidvel dependente na forma geral F(xz,y,y',...,y") = 0 onde F é uma func¢io de

. L dr . .
valores reais de n + 1 varidveis, onde y" = T2 , ou seja, podemos resolver essa equagdo

de forma que a derivada mais alta seja (y™).
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Exemplo 2.4
y = flz,y)

y' = f(z,y,y)

2.3.3 CLASSIFICACAO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS QUANTO
A LINEARIDADE

Em relagao a linearidade, dizemos que uma equacao diferencial ordinaria de
ordem n é linear se F for linear em vy, 1/, ..., y". Isto é, uma equacao diferencial de n-ésima
ordem 6 linear quando a,(2)y" +ag,—1)(2)y™ Y+ ...+ a1 (2)y + ao(z)y — g(z) = 0, ou seja,
quando os coeficientes sao fungoes apenas de x. Por exemplo, as equacoes 4xy’ +y = x e
y" — 2y +y = 0 sao EDO’s lineares.

Desta forma, definimos que uma equacao diferencial é nao-linear se F' nao for
linear em algum de seus termos em relagao a variavel independente. Funcoes nao-lineares
da varidvel dependente ou de suas derivadas como seny ou e, ndo podem aparecer em
uma equagao linear, caracterizando assim uma equacao diferencial nao-linear.

Como podemos observar na equacao (1 — y)y’ + 2y = €%, o termo (1 — y)y’
nao é linear (coeficiente dependente de y) e a equagao y” + seny = 0, o termo seny nao é

linear, ou seja, ambas as equagoes sao diferenciais.

Observagao 2.2 As equacoes diferenciais nao-lineares estao presentes em diversos fenomenos
;- s ~ s ~ d20 g _

Jfisicos, como € o caso do problema do péndulo, o qual € expresso pela equagao Gz ++send =

0, onde g € a aceleracao da gravidade, L é o comprimento do péndulo e 6 € o valor do

angulo em relagao a reta vertical. No entanto, para obtermos uma solu¢ao analitica desta

equacao € necessdario aprorimacoes por equacoes lineares, o que € chamado de linearizacao.

Os métodos para resolucao destas equagcoes nao estao completamente desenvol-
vidos, por este motivo, muitos problemas ainda estao sem solucoes. Na maioria das vezes
sao feitas apenas aproximacoes pelo processo de linearizacao ou por métodos numéricos.

No exemplo do problema do péndulo, quando o angulo 6 for pequeno, sua
equagao pode ser aproximada pela equacao linear % + 46 = 0.

Da mesma forma, existem muitos outros fenomenos que nao podem ser repre-
sentados adequadamente por equagoes lineares, o que torna indispensavel o estudo das

equacoes diferenciais nao-lineares.

2.3.4 EQUACOES HOMOGENEAS E NAO-HOMOGENEAS

Uma equagao diferencial da forma a,,(z)y"+a,_1(2)y" ' +...+ao(x)y—g(x) = 0

é dita homogénea quando possuir uma fungao independente g(x) = 0, caso contrario, se



a funcdo independente g(x) # 0 a equagado é dita ndo-homogénea.
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3 RESOLUCAO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS

3.1 Equacgoes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem

Procurando determinar a solucao de uma equacao diferencial ordinaria de
primeira ordem foram desenvolvidos alguns métodos para sua resolucao, sendo esses
aplicaveis a determinadas subclasses. Entre as mais importantes sao as equacoes line-

ares, equagoes separaveis e as equacgoes exatas, as quais serao tratadas aqui.

Observagao 3.1 O problema que envolve uma EDO com uma condi¢ao inicial y(xo) = yo
¢ chamada de Problema de Valor Inicial (PVI).

3.1.1 EQUACOES LINEARES

Uma equacao diferencial de primeira ordem linear pode ser escrita na forma
geral como ‘é—"t/ + p(t)y = g(t) ou v + p(t)y = g(t), onde p e g sao fungoes dadas pela
variavel independente ¢. Esta equagao poderd ser resolvida multiplicando-se a equagao
diferencial por uma determinada fungao p(t), escolhida de modo que a equagao resultante

seja facilmente integravel. Esta funcao p(t) é chamada fator integrante, ou seja:

u() % 4 p(Outyy = u()a(t)
Considerando que () = p(t)u(t) temos que
dy dlp(t)y]

()dt +p(t)u(t)y = 7

ou seja, (u(t)y) = u(t)g(t). Supondo que u(t) seja positivo onde d“(t) = p(t)u(t) temos:

U _ 0yt = Inp(t) = / p(t)dt + .

Escolhendo a constante k como zero temos pu(t) = e/ M4 Assim pu(t) = el PO
é o termo que multiplicado pela equacao 3y’ + p(t)y = ¢(t), transforma a expressao do
lado esquerdo na derivada de um produto. Quando integramos a expressao resultante
encontramos a solucao y(t) da equacao diferencial.

Ou seja:

15
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S lu(t)y] = w)(r)
y = LDyt +c
p(t)

Exemplo 3.1 Vamos resolver a equacdio y' — 4y = 7.

Como vimos anteriormente, pu(t) = e/ PO oy seja,

pt) = e

multiplicando p(t) em ambos os lados da equagdo temos:

7 —4x
Y= —Z—I—ce

Teorema 3.1 Sejam y1, yo,...,y, N solucdoes linearmente independentes para a equacao
diferencial linear homogénea de n-ésima ordem em um intervalo I. Entdo, toda solugdo
Y (x) é uma combinagao linear das n solugdes independentes yy, Yo,...,Yn, OU S€ja, podemos

encontrar constantes Cy, Csy,..., C,, tais que

Y = Ciyi(x) + Coya(z) + ... + Cryn().
3.1.2 EQUACOES SEPARAVEIS

Uma equagao diferencial de primeira ordem é dita de varidveis separaveis
quando pode ser escrita na forma M (z)dr + N(y)dy = 0. Neste caso separamos as
variaveis, deixando na forma M (z)dz = —N(y)dy integramos ambos os lados da equagao
e encontramos uma solugao y(z) da EDO.

Exemplo 3.2 Na equagio 2>+ (1 —y?) % = 0, temos que M(z) = 2% e N(z) = (1 —¢?).
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3.1.3 EQUACOES EXATAS

Buscando a resolucao das equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem,
existem varios métodos aplicaveis, dentre os quais ja citamos o método do fator integrante

(ou equagoes lineares) e o método de varidveis separaveis.

Proposicao 3.1 Seja M(z,y) + N(z,y)y = 0 uma equagdo diferencial ordindria de
primeira ordem. Dizemos que a equacao M (x,y)+ N(z,y)y’ = 0 € exata se, e somente se,

S ~ o) 0 - OM IN
existir uma fungao ¥ (x,y) de forma que 8—1 = M(z,y) e a—Z’ = N(z,y), ou seja, Dy = 5z

Exemplo 3.3 A equacdo 2z + y* + 2xyy’ = 0 € exata pois %—Aj =2y = %_1;/

Para encontrar a solucao de uma equacao diferencial exata procuramos uma
fungao ¥ (x,y) que satisfaga as condigdes g—f = M(z,y) e g—;ﬁ’ = N(z,y).

3.2 Equacgoes Diferenciais Ordinarias de Segunda Ordem

As equacoes lineares de segunda ordem sao muito frequentes nos problemas
relacionados a fisica-matematica, onde sem as mesmas nao é possivel avancar muito nos
estudos, por exemplo, na mecanica dos fluidos e movimentos ondulatorios.

De forma geral, podemos representar a equacao diferencial ordinaria de se-

gunda ordem da seguinte maneira:

y' = f(t,y,y)

No caso de f ser linear em y podemos reescrever a equacao acima da seguinte
forma, " + p(t)y’ + q(t)y = g(t), onde g, p e ¢ sao fungoes da varidvel independente t.

Considere a equacao diferencial de segunda ordem homogeénea com coeficientes
constantes da forma ay” + by’ + cy = 0, onde a, b e ¢ sdo constantes dadas com a # 0.

Nestas equagoes normalmente procuramos uma fungao com a propriedade de
que sua derivada segunda seja igual a propria funcao, o que nos leva a analisar uma fungao
bem conhecida, a fun¢ao exponencial y(t) = e™.

Suponhamos que y = €™ é solucao desta equacao. Entao substituindo 3’ = re"
ey’ = r2e" teremos:

a(r?e™) + b(re™) + c(e™) =0
e"(ar? +br+¢) =0

como e" # 0 temos que ar?+br+c = 0. Esta equacao é chamada de equacao caracteristica
da equacao diferencial ay” + by’ + cy = 0.

Como a equacao ar® + br + ¢ = 0 é uma equacao de segundo grau com coefici-

entes reais, ela tem duas raizes que podem ser reais e distintas, reais e iguais ou complexas



18

conjugadas.

3.2.1 RAiZES REAIS E DISTINTAS

Considerando que b? —4ac > 0, temos como solucao da equacao ar?+br+c = 0
duas raizes reais e distintas.
Sejam 7y e ro estas raizes. Assim y;(t) = €™ e yo(t) = €' que sdo solugoes

da equacao diferencial ay” + by’ + cy = 0.

Proposicao 3.2 (Principio da superposicao) Se y;(t) = et e yo(t) = "

sao solugoes
da equagao diferencial ay” + by +cy = 0, entao a combinagao linear y = c1y1(t) + cays(t)
também € solucao da equacdo diferencial ay” + by + cy = 0.

t

Demonstragao: Substituindo y,(t) = €™ e yao(t) = r"" em y = c1y1(t) + coya(t) temos:

y = CleT‘lt + 02€T2t

rit t

Yy = cirie™ + corge”™

Y’ = cir?e™ + cyrie™

substituindo y, y' e y” em ay” + by’ + cy = 0, temos:
alcir?e™ 4 corie”™) + bleirie™ + corge™) 4 c(cre™t 4 cpe™t) =

= cr(ar} +bry + )™ + ey(ar + by + )’ =0

como 1 e ro sao raizes temos que as quantidades entre parénteses sao nulas, logo y =

cre™t + cpe™t € realmente solucdo da equacao.

Teorema 3.2 (Eristéncia e Unicidade) Considere o problema de valor inicial y"+p(t)y’ +
q(t)y = g(t) com y(to) = yo € y'(to) = Yy, onde p, q e g sao continuas em um intervalo
aberto I. Entdo existe exatamente uma solugdo y = ¢(t) desse problema e a solugdo existe

em todo intervalo I.

Observacao 3.2

1. O problema de valor inicial tem uma solu¢ao; em outras palavras, existe
uma solucao.

2. O problema de valor inicial tem uma unica solugao.

3. A solucao ¢ estd definida em todo intervalo I, onde os coeficientes sdo

continuos e onde €, pelo menos, duas vezes diferencidvel.

Exemplo 3.4 Vamos encontrar a solugdo geral de y" + 5y’ 4+ 6y = 0.
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Suponha que y = €', entdo, r tem que ser raiz da equacdo caracteristica

2 +5r+6=(r+2)(r+3)=0. Assim, os valores possiveis de v sio r1 = —2 € r9 = —3.

Portanto a solucdo geral da equacdo diferencial é y = cie™ 2t + coe 3.

3.2.2 RaizEs CoMPLEXAS CONJUGADAS

Considerando que b* — 4ac < 0 a equacao ar? + br + ¢ = 0 possui duas rafzes
complexas conjugadas. sejam r; = X\ + i e 1 = XA — 1 estas raizes, onde A, p € R.
Assim y1(t) = eWMt e yy(t) = e sdo solugdes da equacdo diferencial ordindria
ay” + by + cy = 0.
Solugoes Reais

Ao observar as solugoes y; e yo percebemos que as mesmas tém valores com-
plexos, porém, gostariamos que estas solugoes fossem reais.

Para isso consideremos:

ya(t) +1a(t) =
eM(cosput + isenut) + e (cosut — isenut) =

2eMcospt

yi(t) —u2(t) =
eM(cospt 4 isenput) — eM(cosput — isenput) =
2ieMsenput.

Assim, desprezando os fatores constantes 2 e 2¢, teremos como solucao geral

da equacao diferencial ordinaria a expressao

A

y(t) = creMeosut + coeMsenpt

onde ¢; e ¢y sdo constantes arbitrarias.

Exemplo 3.5 Iremos encontrar a solug¢ao geral de y” + 9y = 0.
A equagao caracteristica é r* +9 = 0, com raizes r = £3i; logo A =0 e u = 3.
A solucdo geral é y = ci1cos3t + cosendt; note que, se a parte real das raizes € zero, como

neste exemplo, entdo a solugcao ndao tem fator exponencial.
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3.2.3 RAiIZES REPETIDAS

Nesta situacao temos que o discriminante (b* — 4ac) da equagio caracterfstica
¢ zero, logo temos que r; = ro = 37, ou seja, ambas as rafzes geram a mesma solugao
—-b
y1(t) = e’
Precisamos encontrar uma segunda solucao que seja linearmente independente
__=by ~ "y b _
com ¥y (t) = e2Y, para a equagao y" + by’ + cy =0

Para isso vamos estudar o determinante Wronskiano.

Independéncia linear e Wronskiano

Definicao 3.3 Sejam yi(t) e y2(t) funcdes, o determinante

A:

(1) ya(t) ]

vi(t) wa(t)

¢ chamado determinante Wronskiano, ou simplesmente wronsquiano das fungoes y;(t) e

y2(t), usamos a notagdo w(yy,ys2)(t).

Teorema 3.4 Se f e g sao fungoes diferencidveis em um intervalo aberto I e W (f, g)(to) #
0 em algum ponto ty em I, entdo f e g sao linearmente independentes em I. Além disso,
se f e g sao linearmente dependentes em I, entao W(f,g)(t) = 0 para todo t em I.
Demonstragao: Considere uma combinagdao linear ki f(t) + kog(t) e suponha que esta
expressao € igual a zero em todo intervalo. Calculando sua expressio e sua derivada em

to temos
kyf(to) + kag(to) = 0

kif'(to) + kag'(to) = 0.

O determinante da matriz dos coeficientes do sistema € exatamente o W(f, g)(to), que é
diferente de zero por hipdtese, ou seja, a unica solugao para o sistema acima € k1 =0 e
ko =0, logo f e g sao linearente independente.

Na segunda parte do teorema, usando o fato de f e g serem lineramente de-
pendentes e supondo que a conclusdo é falsa, isto €, supondo que o W(f,g)(t) #0 em I,
ou seja, existe um ponto ty tal que W(f,g)(to) # 0, o que pela primeira parte do teorema,
implica que f e g sao linearmente independente, uma contradi¢ao da nossa hipdtese, sendo

assim, W(f,g)(t) =0 para todo t em I.

Proposicao 3.3 As fungoes yi(t) = e e ya(t) = tee sdo linearmente independentes.

Demonstracao: Cosidere

—bt ‘ —bt
€ 2a € 2a
W(yla y2) - _p bt —bt b, =bt
—2e2a €2 — >-te2a
2a 2a
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:62a@2a——t62a62a +—62at62a
2a 2a
—2bt
— € 2a ;éo

A expressao acima é nao nula para todo t € R. Assim provamos que y(t) =
ez ey(t) =te2 sio LI

Portanto a solucao geral da equacao diferencial ordindria ay” + by’ + cy = 0
para o caso de raizes repetidas sera:

y(t) = cle%t + cgte%t

Exemplo 3.6 Encontraremos a solu¢ao do problema de wvalor inicial y" — vy + i =0,
y(0) =2 e y/(0) = 1.

A equacgao caracteristica ér2—7"~|—% = 0 de modo que as raizes sao ry =ry = %
Logo, a solugao geral da equacao diferencial é:

12 1
Yy = c1e2 + cote?

A primeira condi¢ao inicial implica que y(0) = ¢; = 2. Para satisfazer a
sequnda condicao, primeiro derivamos a equagao y = cres + cotes e depois fazemost = 0.
Isso implica i/ (0) = %cl +cy = %, de modo que co = —%.

Portanto, a solucao do problema de valor inicial é:



4 EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

Em muitos problemas fisicos encontramos equacoes diferenciais com duas ou
mais variaveis independentes e tais problemas podem ser solucionados utilizando os métodos
e modelos matematicos ligados as Equacoes Diferenciais Parciais (EDP’s).

Como ja vimos no capitulo 1, uma equacao diferencial parcial é uma equacao
que envolve duas ou mais variaveis independentes e derivadas parciais de uma funcao v =

u(zy, g, ..., x,). Tal equagao pode ser representada de forma geral da seguinte maneira:

y ou ou 0*u  O*u OFu
"0z, Oxy 023 OOy Ok

F(xy, 29, ..., 2y, )=0
onde x = (1, ...,7,) € Q, Q é um dominio em R”, F' é uma funcdo dada e u(z, s, ..., )
é a funcao que queremos determinar.

E importante salientar que as EDP’s podem ser classificadas em relagao a sua
ordem, homogeneidade e linearidade. Frisamos que nao abordaremos neste trabalho as
equacoes nao-lineares, uma vez que, os problemas relativos a distribuicao de tempera-
tura, vibracoes e potenciais sao descritos por Equagoes Diferenciais Parciais Lineares de
Segunda Ordem em duas variaveis independentes, sendo que as mesmas possuem como
forma geral

0%u 0*u 0%u
a2t B(Jfay)axay + C(x, y)a_yg +

D) 2% + B2 + F(a,y)u = G y).

Az, y) g a5

Dessarte, chamaremos a EDP de homogénea, quando G(z, y) for igual a 0, caso
contrario, a classificaremos como nao-homogénea. Além disso, classificamos as EDP’s

conforme sua ordem, que é dada pela derivada parcial de maior grau.

2 7 A
2‘375 = 22 ¢ uma EDP homogénea de sequnda ordem.

Exemplo 4.1 A equacdo « 5

Exemplo 4.2 A equacgao g—g + g—z = 0 ¢ homogénea de primeira ordem.

Antes de iniciarmos os estudos das equacoes diferenciais parciais, equacao da

onda e do calor, faz-se necessario o estudo das séries de Fourier.

4.1 Séries de Fourier

Durante o estudo das Equagoes Diferenciais Parciais, sera perceptivel que os
conhecimentos do Calculo Diferencial e Integral e de Equacgoes Diferenciais sao insuficien-

tes para resolver alguns problemas que as proprias EDP’s sugerem. Nesse sentido, faz-se

22
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necessario abordarmos neste trabalho as séries de Fourier, objetivando expressar fungoes
mais complexas em termos de fungdes elementares mais familiares (GERHARD, 2007).

Uma soma de senos e cossenos da forma
ao > nwT nwT
flz) = ) + ; [ancos (T) + b,sen (Tﬂ (4.1)

define uma funcao f cujos valores em cada ponto é a soma da série para aquele valor de z.

Assim, definimos a equagao (4.1) como a série de Fourier de f. Nesse sentido, espera-se

que os coeficientes a,, e b, estejam diretamente ligados a f, e por este motivo, vamos

supor que a série (4.1) convirja uniformemente no intervalo [—L, L], para que possamos

utilizar a proposicao 4.1 e posteriormente obtermos os chamados coeficientes de Fourier.
oo

Proposicao 4.1 Suponhamos que as funcoes u, sejam continuas e que a Série E Up ()

n=1
o0
convirja uniformemente. Entao a soma da série u(z) = g up () € também uma fungdo
n=1

continua.

Defini¢ao 4.1 Duas fungoes f1 e fo sao ditas ortogonais em um intervalo |a,b] se

b
(f17f2)=/ fi(z) fa(x)dx = 0.

Definicao 4.2 Um conjunto de funcoes {f1, fo, ..., fu} € dito um conjunto ortogonal se
(fi, f;) = 0,7 # j, ou seja, cada par de fungoes diferentes pertencentes ao conjunto €
ortogonal.

mnx mnx

L L
gonal de fungdes no intervalo [—L, L]. De fato, tal afirmacgao pode ser comprovada, pois,

Exemplo 4.3 As funcoes sen(™F=2) e cos(™=), m = 1,2, ... formam um conjunto orto-

as trés relagoes de ortogonalidade (4.2), (4.3) e (4.4) ditadas a seguir sao satisfeitas:

L
0
/ cos (mwz) cos (_mra:) dr = sem #n (4.2)
L L L L sem=n
L mnx nwx
/ cos ( ) sen <—) dx =0, para qualquer m e n (4.3)
., L L
L
0
/ sen (mms) sen (_nms) do = sem #n (4.4)
_L L L L sem=n

Demonstracao: Os resultados apresentados anteriormente podem ser obtidos com a
utilizacao de identidades trigonométricas que expressam produtos de senos, ou de cossenos,

ou de seno por cosseno, como soma de senos ou de cossenos. Por exemplo, na equagao
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(4.2) temos:

/L cos (m;r:c) cos <n_z:v> dx
~L

entretanto, utilizando
1
cos(A)cos(B) = 5 [cos(A — B) + cos(A + B)]

obtemos

% /_LL ros {(m —Ln)ﬂx} ©cos {(m —i—Ln)Wx} I

onde, ao integrar, resulta em

(m—n)ww] (m+n)7rmi| L
L L

L SEN [ Sen [

= L.
2T m—n m-+n

—L

E perceptivel que o resultado desta integral é zero antes mesmo da substituicao
dos extremos de integracao. Porém, m+n deve ser diferentes de zero, assim como m —n,
e, 1sso acontece parcialmente, pois, m e n sao positivos, logo m +mn # 0. Mas quando

m = n, a integral pode ser calculada da sequinte forma:

/L cos (?) cos <n_z:v) dx
~L

utilizando a identidade trigonométrica

cos*(A) = % [1+4 cos(2A)]

temos,
1 [t 2
§/L1+cos( Trzrw> dx
ou ainda .
1 n L 2mmx I
2 " T o\ T L -
L
ou seja,

/L mmx nmx 0 sem#n
cos ( > cos (—) dx =
_L L L L sem=n

De maneira andloga os resultados (4.3) e (4.4) podem ser facilmente obtidos.
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Voltando a deducao dos coeficientes de Fourier, podemos afirmar com base
na proposicao 4.1, que a igualdade (4.1) é continua e, portanto, podemos integra-la em

ambos os membros de —L a L (isso porque f deve ser periddica de periodo 2L), obtendo

L L g = nwx nwx
/_L f(z)dx = /_L ?0 + ; [ancos (T> + b,sen (T)] dx

utilizando algumas propriedades de integrais definidas chegamos a
L

L L 00 L
/_Lf(ac)d:r:: % _de—i—; |:an/_LCOS (?) —i—bn/_Lsen (?)dx] = Lay

ou ainda

1 L
ap = Z/L f(z)dz (4.5)

Para obter os demais coeficientes, multiplicamos (4.1) por cos (mgx), onde

m > 1 é fixo e posteriormente integramos,

/LL f(x)cos <m£rx) dx = % LL cos (?) dx+
L

o0 L
+ Z [an /Lcos <nzx)cos <m£m7) dx + b, /L sen <n—zx>cos (mgx) dm}
n=1 - -

sendo que, pelas relagoes de ortogonalidade vistas no exemplo 4.3, a igualdade (4.6) pode

/_L f(z)cos (n_zx) dx = a,L

ay, = %/_LL f(z)cos (?) dx. (4.7)

De maneira analoga, podemos obter

(4.6)

ser reduzida a

ou ainda

b, = %/_i f(z)sen (?) dx. (4.8)

mnz
L

Portanto, a série trigonométria (4.1) definida pelos coeficientes (4.5), (4.7) e

apenas multiplicando (4.1) por sen ( ) e integrando.
(4.8) é chamada de série de Fourier da funcao f, sendo que, como comentado anterior-
mente, (4.5), (4.7) e (4.8) denominamos coeficientes de Fourier da fungao f.

E interessante também, apresentar duas classes de funcoes onde os coeficientes
de Fourier podem ser simplificados. Esses grupos de fungoes sao compostos pelas funcoes

pares e impares.
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Definicao 4.3 Séries de Fourier de Cossenos e do Senos.

i. A série de Fourier de uma fungdo par no intervalo (—L, L) é a série de cossenos

flz) = % + i a,COS (?) (4.9)
onde -
a, = Z/o f(zx)cos (n_zx) dx. (4.10)

ii. A série de Fourier de uma fun¢do impar no intervalo (—L, L) € a série de senos

flz) = ibnsen (?) (4.11)

sendo que

2 L
b, = Z/o f(z)sen (?) dx. (4.12)
Exemplo 4.4 Vamos determinar a série de Fourier para a funcao f definida por

—x, se —2<x<0
flx) =
z, se0<z<?2
sendo que f(x +4) = f(x).
E fdcil perceber que esta fungao € periodica de periodo 4, logo, L = 2. Além
disso, sabemos que a série terd a forma (4.1), o que nos faz necessario calcular os coefi-

cientes de Fourier da mesma. Entao, de (4.5), (4.7) e (4.8) obtemos respectivamente,

1 [ 1 [?
aozi/_z(—x)dx#—ﬁ/o xdx =

1 [0 1 [2 4
a, = —/ (—x)cos (?) dzr + 5/ xcos (?) dr = [cos(nm) —1],n=1,2,3, ...
0

4 — 8. para n impar,
[cos(nm) —1],n=1,2,3,... = Gy P P

2.2
nem 0, para n par.
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Portanto, a série de Fourier da funcdo dada, é

1= 55 =)

ou ainda,

% cos (Zmlme
f(fv)zl—%z (2<m—21)2>

™

A figura 4.1 representa esta solugdo para dois valores de m.

25

-0.5

Figura 4.1: Ilustracao da solucao do exemplo 4.4 para m =1 e m = 5.
Fonte: Dos autores, 2016.

4.2 Resolucao das Equacgoes Diferenciais Parciais

Nesta secao aplicaremos nossos estudos aos processos utilizados para resol-
ver EDP’s, com o objetivo de obter os ultimos pré-requisitos que sao necessarios para
tratarmos das principais Equacoes Diferenciais Parciais.

A solucao de uma Equacao Diferencial Parcial pode ser obtida através de varios
métodos, um deles é por meio da separacao de variaveis e séries de Fourier. No caso de
uma EDP cuja varidavel dependente é u, o método de separacao de variaveis baseia-se na

possibilidade de a varidavel dependente u ser expressa sob a forma separavel
u(z,y) = X(2)Y (y) (4.13)

em que X e Y sao fungoes de x e y respectivamente.

Exemplo 4.5 Utilizaremos o método de separacao de varidveis para encontrar solugoes
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5o Ou Oou __
da equagao 5 + 5y = U-
Partindo de (4.13), podemos reescrever a equagdo g—g + g—Z = u como sendo

XY + XY = XY,

DO1S,

ou

— =X'(2)Y

= XY ()

’ 0

U

— = X(2)Y'(y).

o= X@Y'W)

Fazendo a separagao de varidaveis, chegamos a

X Y=Y
X Yy -

De imediato, verificamos que o membro esquerdo da equac¢do anterior inde-
pende de y, assim como o membro direito independe de x. Nesse segmento, cada membro
da equacao deve ser uma constante, e entao, € pertinente escrevermos essa econstante
real de separacio como \* ou —\* (ZILL; CULLEN, 2001), visto que recairemos em trés

casos:
e CASO 1: \?
Nesta ocasiao, temos,

X Y-y

)\2
X Y ’

o que implica em X' = N2X e Y' =Y (1 — A?) que sao duas EDO’s de primeira ordem.
Resolvendo a primeira por separacao de varidveis,

%:)\QX

dx
dX
In|X| = \Nx+¢

buscando uma solugao explicita,
X(z) = e,

onde, ¢y e cy sao constantes.
Analogamente, a EDOY' =Y (1—\?) pode ser reescrita e separada da sequinda

forma
dy

— =Y(1 -\
G =Y
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integrando e deizando Y em funcdo de vy,

|5 = [a-xu

In|Y|=(1- M)y +cs

ou ainda,
Y(y) =y

com c3 e ¢y constantes. Como, u(x,y) = X (x)Y (z), entdo,
w(w,y) = (7ey) (e Wey) = NI W0y = XTIV

sendo que c5 = Cocy.
o CASO 2: —\?
Nesta situacao, dispomos de,

X Y-y

—)\2
X Y ’

o que remete a X' = —\’X e Y’ = Y (1+ \?). Ao resolvermos estas EDO’s, obtemos

respectivamente as sequintes solugoes:

X(z)=e "¢ (4.14)

Y(y) = e, (4.15)

com cg e ¢ constantes. Partindo das igualdades (4.13), (4.14) e (4.15) podemos concluir

que

ua(,y) = (€7 ") (e Wer) = X
visto que, cg = CgC7.
o CASO 3: N> =0
Neste caso, temos que,

X Y-y
X Yy

0,
sugerindo entio X' =0 eY' =Y, com

X(x) =co (4.16)
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Y(y) = e’cuo, (4.17)

suas respectivas solugoes. Entretanto, usando (4.13), (4.16) e (4.17), chegamos que
us(z,y) = (co)(e’cr0) = €’en

¢ a solucao em forma de produto da EDP, posto que cg, c19 € c11 saGo constantes.
Assim como para as EDQO’s, o principio a superposicao também € vdlido para

as Equagoes Diferenciais Parcias, entdo
u(q;’y) = Aex\Q(cc—y)+y + Be)\Q(y—x)-l-y + CeY
(com A, B e C constantes reais) é uma solugdo da equagao % + g—; = u.

As ferramentas estudadas até aqui nos dao os subsidios necessarios para que
possamos explorar algumas EDP’s consideradas importantes. Nessa perspectiva, a préxima

secao abordara o problema do calor numa barra.

4.3 Equacao do Calor

Consideremos uma barra de comprimento L fabricada com um material cuja
conducao de calor é uniforme. Vizualizando a figura 4.2 suporemos que a barra seja
isolada termicamente em sua superficie lateral e, portanto, nao sofre nenhuma influéncia
de calor do ambiente em que a mesma se encontra. Além disso, é importante que o fluxo
de calor nesta barra propague-se apenas horizontalmente, ou seja, apenas na direcao de

x.

z=0 u(z,1) x=1L

Figura 4.2: Barra condutora de calor
Fonte: Dos autores, 2016.

Empregadas tais condigoes, a temperatura v no ponto x da barra e no instante

t é dada por ! :

10s resultados (4.18) (4.19) (4.20) néo serdo deduzidos neste trabalho, mas é importante frisar que
tal teoria é baseada na lei de condugéo do calor de Fourier (BOYCE; DIPRIMA, 2012).
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0’u  Ou

w(0,8) =0, u(L,t)=0, t>0 (4.19)
u(z,0) = f(z), 0<z <L (4.20)

ou seja, as extremidades da barra sao mantidas a uma temperatura fixa e a distribuicao
inicial de temperatura é dada por f(z). A constante k é positiva e conhecida como

difusividade térmica. Alguns exemplos deste valor sao dados na tabela a seguir.

Tabela 4.1: Valores de k para diferentes substancias

Material k(em?/s)
Prata 1,71
Cobre 1,14
Aluminio 0,86
Ferro fundido 0,12
Granito 0,011
Argila 0,0038
Agua 0,00144

Fonte: (FIGUEIREDO, 2005)

Para obtermos solugoes desta que é conhecida como Equacao do Calor, po-
demos utilizar o método de separacao de variaveis e ainda, objetivando obter solugoes
nao triviais para esta equacao, ¢ vantajoso fazer uso da constante de separacao —\? < 0.

Logo, de (4.18) temos:
X// T/

_ Ly
X R
que implica nas seguintes EDO’s
X"+ XX =0 (4.21)
e
T + kXN*T = 0. (4.22)

Por se tratar de uma EDO homogénea com coeficientes constantes, ao analisar

a equacgao caracteristica de (4.21) teremos como raizes complexas conjugadas +\i, dai
provird que

X(z) = cicos(Ax) + casen(Ax), (4.23)
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ja, de (4.22) temos,

dT ,
= kNt

que ao integrar e evidenciar T' em funcao de t resultara em
T(t) = ce ™.

E fundamental lembrar que ao iniciar o processo resolutivo da Equacao do
Calor pelo método de separagao de variaveis, expressamos a variavel dependente u como

o produto u(z,t) = X (x)T'(t). Isso em conjunto com a condigoes (4.19) nos retorna

u(0,1) = X(0)T(t) = 0
w(L,t) = X(L)T(t) = 0,

com efeito, precisamos que X (0) = 0 e X(L) = 0. Utilizando a condigao X (0) = 0 em
(4.23), teremos
X(0) = ¢1c08(A0) + casen(A0) = 0

o que acarreta de imediato em ¢; = 0.

Agora, operando X (L) = cysen(AL) = 0 percebemos que um possivel valor
de ¢y seria 0, entretanto, isso faria com que X(z) também seja 0, e mais, u(z,t) = 0.
Portanto, devemos procurar valores para esta constante de modo que nao seja nula, ou
ainda, procuramos um arco AL onde o seno seja igual a zero. Isso tudo acarreta que
AL = nm ou ainda

nm
A= — =1,2,3,..
L,Comn ) Ly Dy eeey

Logo, com as exigéncias (4.19) (conhecidas como condigoes de contorno) concluimos que

X(x) = cysen (?) ,n=1,23,..

e
T(t) = cse *CE n=1,2,3, ..,
mas como u(z,t) = X (x)T(t),
up(z,t) = casen <?> cge’k(%ﬁ)% = A e ) tgep <n_7;x> (4.24)

com A, = cyc3 constante.
E perceptivel que existe uma infinidade de funcoes da forma (4.24) que satis-
fazem as condicoes empregadas até o momento, entao, pelo principio da superposicao,

podemos escrever estas como uma combinacao linear, que de tal modo, formara uma série
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infinita descrita a seguir
= Z Ane FCE ) gen (?) . (4.25)
n=1

Resta agora, apenas que a condigao inicial (4.20) seja satisfeita por (4.25) para
que nosso problema de conducao de calor seja completamente solucionado, entao, temos

que ter

u(z,0) ZA sen (mr:v)

que é a série de Fourier de senos da fungao f(x), logo, como consequéncia da igualdade

(4.12) presente na definigao 4.3, os coeficientes A,, serdo dados por:

%/OL f(x)sen (?) dx.

Portanto, a solucao do problema de condugao de calor dado pelas igualdades

(4.18), (4.19) e (4.20) usando série de Fourier é dado pela equacao a seguir,

—%i(/ f(x)sen mm)dx) Hep)? sen(n—zx)

n=1

Exemplo 4.6 Vamos considerar uma barra de 40 cm de comprimento, isolada nos lados,
com coeficiente k = 1, com as extremidades mantidas a temperatura de 0° C' e tal que a

temperatura inicial € dada por

x, se 0 <z <20

40 —x, se 20 < x <40

fx) =

ou seja, temos que resolver o sequinte problema de valor inicial e de fronteira:

0*u  Ou
u(z,0) = f(z), 0 <z <40 (4.27)
w(0,8) =0, u(40,t) =0, t>0 (4.28)

onde, com base nos conceitos apresentados anteriormente, obtemos a solucao,
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u(z,t) = ZAne_(%r)ztsen (Z—?) : (4.29)
n=1

Agora, utilizando a condi¢ao (4.27) em (4.29), chegaremos que o coeficiente

I nmwx
A, = %/0 f(x)sen (4—0) dx.

que, de acordo com os coeficientes das séries de Fourier de Funcgoes Elementares®, pode

A, € dado por

ser escrito como

160sen (2
A, = %,n: 1,2,3, ...
nem

portanto, a solucao do problema € dada por

160 o= sen(%F) _(nry2y nmwx
uent) = 23 3 gt @ een ()
e pode ser melhor interpretada na figura 4.3.

u(x,t)

20

Figura 4.3: Tlustracao da solucao do exemplo 4.6 tomando os 20 primeiros termos da série.
Fonte: Dos autores, 2016.

Percebe-se com base na ilustracao, que a temperatura nas extremidades da
barra sempre sera igual a zero, além de quanto mais o tempo passar, mais proximo de

zero fica a temperatura nos demais locais da barra, ou seja, quando ¢t — oo, u — 0.

2Esta tabela pode ser encontrada na pagina 201 do livro “Equacdes Diferenciais Parciais: Uma In-
trodugao” (SANTOS, 2011).
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4.4 Equacgao da Onda

Nesta se¢ao, adentraremos no problema das pequenas vibragoes transverasais
de uma corda perfeitamente flexivel. Este fenomeno tem lugar num plano (z,u) e admite
que a corda vibre em torno de sua posicao de repouso ao longo do eixo x. Assume-se
ainda que: a corda é perfeitamente flexivel; a corda é homogénea, ou seja, sua massa por
unidade de comprimento é constante; nenhuma forca externa atua sobre a corda.

Assim sendo, o deslocamento vertical da corda vibrante de comprimento L é

UM
u(x,t)

\,
N

0 L 1
Figura 4.4: Corda vibrante
Fonte: Dos autores, 2016.
determinado por
Pu 0%u
2
w(0,t) =0, u(L,t)=0, t>0 (4.31)
ou
u(z,0) = f(x), EL‘:O =g(x), 0<z <L (4.32)

dessas condicoes, percebe-se que as extremidades dessa corda permanecem sempre fixas e
a posicao inicial e sua velocidade sao conhecidas.

Para obtencao da solucao desta equacao que é conhecida como Equagao da
Onda, utilizaremos o método de separagao de variaveis e assim como para Equacao do
Calor, faremos proveito da constante de separacao —\? < 0 buscando solucoes nao triviais.
Logo, de (4.30) temos:

X_// _ T _ _)\2
X a*T
que nos retorna a duas EDO’s,
X"+ XX =0

T" + XNa*T =0
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sendo que,
X(x) = crcos(Ax) + cosen(Ax)

T(t) = czcos(Aat) + cysen(Nat)

sao, respectivamente, as solugoes das mesmas.
Partindo da igualdade (4.31), podemos concluir que X (0) = 0 e X (L) = 0,

bem como ocorre na Equagao do Calor, ¢; = 0 e cosen(AL) = 0. Para que casen(AL) = 0,

nm

7, comn =1,2,3,..., para entao obtermos,

precisamos necessariamente que A =

nmwx

X (x) = cosen (T) comn=1,2,3,...,

mas, levando em consideracao que u(z,t) = X (x)T'(t) temos

nmwx nmat nmat
up(z,t) = cosen (T> {03005 ( 7 > + cys€en ( 7 >]
B (mra:) A nmat 4B nmat
Uy = SEN 7 nCOS 7 nSEn 7

com A, = cac3 e B, = cocy. Considerando que para cada n vamos obter um coeficiente

ou ainda

que ird satisfazer as condigoes de contorno (4.31), podemos escrever a combinagao linear

destas solugoes como o somatério:

u(e, t) = i sen (?) {Ancos (m;“t) + Bysen (”2‘”)} . (4.33)

n=1

Agora, de (4.33) e (4.32), temos
- nwx
0= $ e ()
u(z,0) = f(z) ; sen ( —
sendo que, como consequéncia do item (4.12) da defini¢ao 4.3, A, serd dado por

A, = %/OL f(z)sen (?) dz. (4.34)

Seguindo a mesma ideia, usaremos da condicao %h:o = g(z) para definirmos

os coeficientes b, ou seja, diferenciando (4.33) em relacao a t e fazendo ¢ = 0 temos:

ou
ot

- nmwr nmat \ nmwa nmat \ nwa
g(z) = Zsen <T) {—Ansen ( 7 ) T + B, cos ( 7 ) T]

t=0 n=1
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ou

e =g(x) = ZBn?sen (?)

t=0 n=1

assim como feito anteriormente, utilizaremos o item (4.12) da defini¢ao 4.3, porém, desta

vez fazendo b, = B,™* o que implicard em

L
2 L
Bn? = E/o g(x)sen (?) dx

o que resultara em
nmwx

B, = 2 Lg(x)sen <T> dzx. (4.35)

nma J,

Logo, a solucao do nosso problema que satisfaz todas condigoes de contorno

empregadas, ¢ dada por (4.33) com os coeficientes (4.34) e (4.35), ou seja,

u(z,t) = isen <nLLx) {cos (m;at) %/OL f(z)sen <%) dx+
+ sen (m;at> % /OLg(x)sen (n_zx) d:c} :

Exemplo 4.7 Vamos considerar uma corda de 40 cm de comprimento, presa nas extre-

midades, com coeficiente a = 2 solta do repouso de forma que o deslocamento inicial seja
dado por
z, se )0 <z <20

flz) =
40 — 2, se 20 < x <40

ou seja, temos que resolver o sequinte problema de valor inicial e de fronteira:

0%u _ 0%u

927~ o (4.36)

ou
u(z,0) = f(z), Elt:o =0, 0<x<40 (4.37)
u(0,t) =0, wu(40,t) =0. (4.38)

Com base no desenvolvimento da solu¢ao da equacdo da onda anteriormente

apresentado, € fdacil verificar que a solucao deste exemplo € dada pela série

u(z,t) = ZAnsen (%) cos (7;—7:) : (4.39)
1

Agora, utilizando a condig¢ao (4.37) em (4.39), chegaremos que o coeficiente
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A, € dado por
1

40 nwx
A, = 50 J, f(x)sen (—) dx

40

onde, utilizando os coeficientes das séries de Fourier de funcoes elementares, obtemos

~ 160sen(")

A, = n=123 .. (4.40)

n2m2

Substituindo (4.40) em (4.39), obtemos a solugao do nosso problema:

160 o sen(%) nwx nmt
u(r,t) = — ) ——5—sen (—) cos | — | .
™= n 40 20
A figura 4.5 apresenta esta solu¢do, onde € perceptivel que ao ser solta da sua

posicao inicial, a corda inicia um movimento oscilatorio e periodico, onde, no instate

t =10, u = 0 para qualquer x.

u(w,t)

20 1

- o

o oo

s

N

-20

Figura 4.5: Tlustracao da solucao do exemplo 4.7 tomando os 20 primeiros termos da série.
Fonte: Dos autores, 2016.



5 CONSIDERACOES FINAIS

Por meio deste estudo, percebemos que realmente as equacoes diferenciais pos-
suem grande aplicacao em problemas relacionados a engenharia e o quao interessantes po-
dem ser os problemas aplicados que sao resolvidos com relagoes matemaéticas. Isso, sem
contar que algumas vezes precisa-se de conhecimento de Fisica, o que para os académicos
de licenciatura em Matematica, se torna um desafio, pois estes carecem de conhecimentos
prévios o que tornaria esse estudo mais acessivel.

Embora o nosso estudo nao tenha sido muito aprofundado, pois estudamos
apenas algumas equacoes e suas resolucoes na forma homogénea, percebemos que grande
parte das equagoes diferenciais nao podem ser resolvidas com esses métodos mais elemen-
tares. Apresentamos aqui, apenas aplicacoes de conducao de calor e vibracoes de cordas,
entretanto, os fenomenos que podem ser descritos por EDP’s sao intimeros, como por
exemplo: restauragao de imagens, evolugao de manchas de 6leo, secagem de graos, dentre
outros.

Vale frisar que raramente encontraremos fenomenos que serao descritos por
uma EDP homogénea, isso significa que as equacoes estudadas aqui sao apenas protétipos
e que fica como um desafio para tabalhos posteriores o estudo desse tipo de equagoes,
porém, mais gerais.

Mesmo assim, conseguimos alcangar os nossos objetivos, analisando as equacgoes
diferenciais e suas caracteristicas, compreendendo os métodos de resolucao, dentre eles o
de variaveis separaveis.

Como complementacao deste trabalho, um estudo futuro poderia ser: rever os
métodos aqui estudados para a resolucao analitica, pelo método de variaveis separaveis,
considerando condigoes de contorno de primeira espécie ou Dirichlet, segunda espécie ou
Neumann e terceira espécie ou de Robin e ainda rever os métodos aqui estudados em

outras coordenadas, como por exemplo as coordenadas cilindricas.
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