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RESUMO

MOURA, Lucas Gimenis. Aplicacdo de métodos numeéricos para integracdo de equacdes
diferenciais de modelos de evolucdo de trinca a amplitude de tensdo constante (2014).
Trabalho de conclusdo de curso — Graduagdo em Engenharia Industrial Mecanica.
Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Curitiba, 2014.

Uma abordagem realistica de estruturas e componentes usados na engenharia deve
considerar a existéncia de trincas. A presenga de trincas em estruturas, ou componentes
mecanicos, geralmente, esta associada ao fendmeno da fadiga, e a sua propagagdo é
fortemente influenciada pelo estado de tens6es em sua vizinhanca.

Neste trabalho foram obtidas solu¢6es numéricas aproximadas através da integracdo das
equacOes diferenciais que descrevem as leis de evolugdo de trincas dos tipos Paris-Erdogan,
Forman, Priddle e McEvily. Essas leis de evolucdo de trinca podem ser formuladas com o uso
dos métodos numéricos de Euler, implicito e explicito, e Runge-Kutta de quarta ordem
explicito (RK4).

A equacdo apresentada por Paris-Erdogan define um problema de valor inicial (PVI),
definido por uma equacgdo diferencial ordindria (EDO) de primeira ordem, ndo linear e
autdbnoma. De forma mais geral, a equacao pode ser colocada como um problema de Cauchy,

gue consiste em determinar as trajetérias (funcdes), que satisfazem a equacdo diferencial, e

que passam pelo ponto definido pela condicéo inicial, (a(NO)zaO). A EDO é separavel,

portanto 0 método de integracdo direta pode ser utilizado para obter solugdes para a EDO.
Apesar disso, em geral, a definicdo da funcdo "fator de correcdo do fator intensidade de
tensdo" impossibilita a determinacdo explicita da funcdo "tamanho de trinca". Desta forma é
possivel obter solu¢cdes numéricas para a EDO, somente, através da utilizacdo de métodos
NUMEricos.

A utilizacdo de um ambiente computacional para auxiliar o uso dos métodos numéricos
torna possivel a geracdo de gréficos para demonstrar a evolugdo de uma determinada trinca a
medida que o numero de ciclos aumenta. Pequenas divergéncias entre os resultados dos
diferentes métodos séo esperadas devido ao fato de que cada método possuir um grau de
precisao diferente.

Palavras Chaves: Lei de Paris-Erdogan, Mecéanica da fratura elastica linear e PVI.



ABSTRACT

MOURA, Lucas Gimenis. Application of numerical methods for integrating differential
equations of crack evolution models to the range of constant tension (2014). Completion of
course work — Graduate in Mechanical Industrial Engineering. Federal Technological

University of Parana. Curitiba, 2014.

A realistic approach to structures and components used in engineering should consider
the existence of cracks. The presence of cracks in structures, or mechanical components, is
usually associated with the existence of the phenomenon of fatigue. The propagation of a
crack is strongly influenced by the state of stress in its vicinity.

In this work were obtained approximated numerical solutions through the integration of
differential equations describing the crack evolution laws of Paris-Erdogan type, Forman,
Priddle and McEvily. These crack evolution laws can be formulated with the use of numerical
methods of Euler, implicit and explicit, and explicit fourth-order Runge-Kutta (RK4).

The equation presented by Paris sets an initial value problem (IVP), defined by a
nonlinear and autonomous ordinary differential equation (ODE) of first order. More generally,
the equation can be placed as a Cauchy problem that consists in determining the paths
(functions) that satisfy the differential equation, passing through the point set in the initial

condition (a(N0)=a0). ODE is separable, so the direct integrating method can be used for

solutions to the equation. Nonetheless, generally, the definition of the function “geometric
correction factor” prevents the explicit determination of function “crack size”. Thus, it is
possible to obtain numerical solution for the ODE, only, through the use of numerical
methods.

The use of a computing environment to assist the use of numerical methods makes it
possible to generate graphics that show the evolution of a determined crack as the number of
cycles increases. Small differences between the results of different methods are expected

because each method works with a different degree of accuracy.

Keywords: Paris-Erdogan’s Law, Linear elastic fracture mechanics, I\VP.
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1 INTRODUCAO

1.1 Contexto do Tema

Quando analisamos o desempenho estrutural de componentes, ou estruturas, sera mais
adequado a realidade se considerarmos a existéncia de trincas. A ocorréncia destas, dentro de
certos limites, ndo significa, necessariamente, que o componente estd em falha, ou que deve
ser, imediatamente, substituido. No entanto, a partir do momento que se detecta a trinca, é
importante realizar o monitoramento de sua evolugdo. Muitos sistemas estruturais em
engenharia que apresentam grande relacdo de compromisso, como as industrias
automobilistica e aeroespacial, admitem a coexisténcia de trincas durante a vida de operacdo
dos componentes. Desta maneira, a previsao da evolucdo de trincas, é relevante na
determinacdo de periodos de inspecdo e manutencdo destes componentes, ou sistemas

estruturais.

1.2 Caracterizacéo do Problema

Quando constatada a ocorréncia de trincas em estruturas, ou componentes mecanicos,
geralmente, sua presenca esta associada a existéncia do fenémeno de fadiga. A propagacdo de
uma trinca é fortemente influenciada pelo estado de tensGes em uma vizinhanca da frente de

trinca. Esta caracteristica confere ao processo de propagacao de trincas, um caréater localizado.

Sabe-se que a nucleagdo de trincas tem origem em nivel atbmico pelo rompimento das
ligacOes atdmicas e deslizamento de planos propagando-se ao longo da rede cristalina do
material. O dano em fadiga € acumulativo e permanente, se manifestando através de uma

trinca.

Temos a disposi¢do varios modelos para a previsdo do crescimento de uma trinca. Qual
modelo deve ser utilizado ird depender da precisdo exigida, dos gastos envolvidos e do

namero de variaveis que se deseja, ou que seja possivel avaliar.

1.3 Objetivos

Neste trabalho serdo obtidas solu¢bes numéricas, para a integracdo de equacOes

diferenciais relativas aos modelos de evolugdo de trincas do tipo Paris-Erdogan, Forman,



Priddle e McEvily, obtendo solucBes para o tamanho de trinca a luz dos métodos numéricos
de Euler, implicito e explicito, e do método de Runge-Kutta de quarta ordem. Sera analisada
uma configuracao tradicionalmente tratada na literatura, a placa “infinita” com uma trinca
sujeita a esforcos de tracdo. Os resultados numéricos servirdo para avaliacdo do desempenho
da formulagdo implementada e comprovacgdo experimental dos resultados tedricos relativos a

existéncia e convergéncia das solugdes numéricas.

1.4 Justificativa

Para muitas aplicacbes de engenharia, o uso de métodos numericos € relevante para a
obtencdo de resultados. Para a maior parte das leis de evolugdo de trincas que serdo
apresentadas ndao é possivel obter uma solucdo exata para as equacgdes diferenciais destes
modelos, fazendo necessario o0 uso de méetodos numeéricos para obter solucdes aproximadas.
Um dos primeiros modelos proposto para a previsao da evolucdo de trincas foi o de Paris-
Erdogan (1963). A partir disso, este trabalho utiliza, além da lei de Paris, outros modelos
desenvolvidos a partir do modelo de Paris. Eles sdo: modelo de Forman, modelo de Priddle,
modelo de Walker e modelo de McEvily. Independentemente do rigor teérico em que o
modelo escolhido seja concebido, este tera seu sucesso determinado pelo uso e aplicagdo em
problemas de engenharia, também pela sua utilizacdo como alicerce de novas propostas que
sejam mais eficazes. Devido a sua simplicidade, a equacdo de Paris é uma das mais

amplamente utilizadas.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Modelos de Propagacéo de Trinca

Esta secdo seré dedicada a apresentagdo dos modelos de crescimento de trinca de Paris-
Erdogan, Forman, Priddle e McEvily. Uma parcela significativa da vida em fadiga de um
componente mecanico esta na etapa de propagacao de trinca. E possivel, através da mecanica
da fratura, predizer o numero de ciclos necessarios para que uma trinca cresga para um
tamanho especificado ou limite. Este valor esta relacionado a uma condi¢do de falha. A
previsdo do crescimento de uma trinca € uma informacao importante em varias aplicacfes de

engenharia, pode-se citar a industrial aeroespacial e o transporte através de dutos.

O estudo da evolugdo de uma trinca é feito com base na taxa de crescimento da trinca.

Com relagdo ao comportamento da taxa de propagacdo de trinca, o diagrama

log($)xlog(AK) pode ser dividido em trés regides.

T

log({ AK)

Figura 1: Diagrama log (-$&)xlog (AK)
Fonte: Avila et al. (2013)



Regido I: Nesta regido sdo observados valores numéricos baixos para o fator intensidade

de tensdo K e o comportamento da trinca esta associado a um (AK) limite. Abaixo desse

valor ndo é observado um crescimento mensuravel de trinca.

Regido II: Muitas metodologias de projeto basecadas em “taxa de crescimento de trinca”
séo desenvolvidas para serem utilizadas nesta regido. Muitas curvas tém sido ajustadas para
esta regido, que é caracterizada por um comportamento aproximadamente linear. Entre elas

destaca-se a equacdo de Paris e Erdogan (1963) que tem sido amplamente utilizada.

Regido I11: Esta regido possui elevadas taxas de crescimento de trinca. Em geral, nesta

regido, é observado um comportamento instavel.

2.1.1 Modelo de Paris-Erdogan

O modelo de propagacdo de trinca proposto por Paris-Erdogan (Paris & Erdogan, 1963)
descreve o crescimento de trinca na regido Il da figura 1. Este modelo baseia-se em
observacgdes experimentais e diretrizes heuristicas. Em detrimento disso, a evolucdo de uma
trinca através desse modelo é melhor representada ao se utilizar uma caracterizagdo
probabilistica. Esta é a proposta de trabalho de Ghonen & Dore (1984), em que foram
ensaiados e analisados resultados obtidos a partir de uma amostra de experimentos, para uma

placa finita contendo uma trinca centrada sujeita a um carregamento.

Utilizando o0 modelo de propagacéo de trinca de Paris-Erdogan, o PVI ou problema de

Cauchy para o crescimento de trinca pode ser formulado conforme a equacéo 2.1.

Determinar a e C'([N,, N,];R"), tal que:

da N
—N:CpAK *,VN e (N,,N,); (2.)
a(Ny) =ay;

sendo Cp e mp constantes do material e N € o nimero de ciclos. A variacdo do fator

intensidade de tensdo AK ¢é definido conforme a equacéo 2.2.

AK(a(N)) = (Kmax o Kmin)(a(N)) = \)ﬂ.a(N) f (a(N))(GmaX _O-min) =
=Jra(N)f(a(N))Ac (2.2)
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sendo f(a) a funcéo de “correcdo do fator intensidade de tensdo” e Ac a variagdo de tenséo.

Assim, a equacdo 2.1 pode ser reformulada conforme o problema de valor inicial (2.3).
Determinar a e C*'([N,, N,];R"), tal que:
da m
[ ) =C, (ma (e )ae)™ o & (1, ) 23
a(No) =8,

A taxa de crescimento de trinca (da/dN) do problema de valor inicial (2.3) é definida como
uma equacdo diferencial ordinaria, de 1% ordem, ndo-linear e autbnoma. Sua determinagao
consiste em um problema de Cauchy, em que se busca a funcdo (trajetéria) que satisfaca a

equacao diferencial do PVI que tem como valor inicial, a(N,)=a,. E o intervalo (N,, N, )

corresponde ao numero de ciclos do carregamento que representa a regido 11 da figura 1.

A EDO é separavel, portanto 0 método de integracdo direta pode ser utilizado para obter
solucdes para a EDO. Apesar disso, em geral, a definicdo da funcdo "fator de correcdo
geométrica" impossibilita a determinacdo explicita da funcdo "tamanho de trinca". Desta
forma é possivel obter, somente, solu¢cdes numéricas para a EDO. Para isso, deve-se aplicar
métodos numéricos como, por exemplo, o Runge Kutta classico, de quarta ordem, explicito
(RK4).

Devido a sua simplicidade (apenas, dois parametros precisam ser identificados
experimentalmente), o modelo de Paris é amplamente utilizado. No entanto, esta equacao

apresenta algumas limitagdes, sao elas:

e Representa apenas a regido IlI;
e Efeitos de tensdo média ndo sdo considerados;

e Nao é considerado o histérico de carregamento e efeitos da interacdo de carregamento.

Muitas variacOes da equacdo de Paris tém sido desenvolvidas para tratar dessas
limitacBes. Uma delas é o modelo de Elber (1970), que propde um fator intensidade de tensédo
equivalente para considerar fechamento de trincas sobre a acdo de tensdes compressivas;
Forman et al. (1967), considera os efeitos de tensdo média. Muitos outros modelos estdo
disponiveis na literatura. Entretanto, a propria existéncia de uma grande variedade de modelos
é uma evidéncia que ndo existe uma equacao que seja a mais indicada para todos os tipos de

aplicacdes.
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Para simular o crescimento de trinca em componentes ou estruturas com geometria
complexa, analises numéricas tém sido extensivamente usadas nos ultimos anos. Entre elas
podemos citar o calculo de fatores de intensidade de tensdo pelo método de elementos de
contorno (Leonel&Venturini, 2011; Leonel et al., 2010; Leonel et al., 2011), métodos dos
elementos finitos (MEF) (Réthoré et al., 2010; Shen& Lew, 2010; Elgued;j et al., 2006; Gupta
et al, 2012) e método de elementos finitos Xfem (Réthoré et al., 2010; Shen& Lew, 2010;

Elguedj et al., 2006; Gupta et al, 2012) incluindo a modelagem coesiva de trincas.

Célculos numéricos de fatores de intensidade de tenséo e esquemas iterativos aumentam
significativamente o “esfor¢o computacional” da estimacgdo de crescimento de trincas quando
a propagacdo aleatéria de trincas e/ou andlise de confiabilidade é considerada. Isto é mais
evidente quando sdo consideradas incertezas sobre os pardmetros do modelo de propagacao
de trincas (Virkler et al., 1979; Ghonem& Dore, 1987; Provan, 1987; Sobczyk& Spencer,
1992; Beck & Melchers, 2004; Beck & Gomes, 2013); j& que estudos de propagacdo com

incertezas aumentam significativamente o esforco computacional.

2.1.2 Modelo de Forman

O modelo de Forman (Forman et al. 1967) é usado para prever a taxa de crescimento de

trinca em fadiga nas regides Il e 111 do diagrama log (g—,j)xlog (AK) da figura 1. Este modelo

inclui o efeito da tensdo média e da instabilidade da trinca no inicio do processo acelerado de

fratura.

A equacdo de Paris tem boa correlacdo entre os resultados experimentais e os resultados
tedricos. No entanto, quando comparada com uma faixa maior de dados, como maiores taxas
de carregamento de crescimento de trinca, esta correlacdo pode ndo ser satisfatdria. Assim
sendo, deve-se escolher entre os diversos métodos de previsdo de crescimento de trinca, qual
o que melhor iré se encaixar as condicdes que estamos avaliando e com a precisdo desejada. E
importante ressaltar que uma analise mais complexa pode exigir uma quantidade maior de

tempo, custos e numero de variaveis que devem ser analisadas.

Dois efeitos ndo sdo considerados na equacédo (2.3). Um deles é a variacdo na taxa de
crescimento de trinca devido ao corregamento. O outro é a instabilidade do crescimento da
trinca quando o valor do fator de intensidade de tensdo maximo se aproxima da tenacidade de

fratura do material, Kc.
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Para considerar a variacdo na taxa do crescimento de trinca, Broek (Broek D, Schijve J,
1963) estudou o efeito acumulativo devido a razdo de carregamento R, definida como a razéo
entre a tensdo minima e a tensdo maxima do ciclo de fadiga, propondo uma equacgéo

exponencial (2.4) incorporando R para o caso de uma placa com uma trinca centralizada,

j—z =C,e %" (c+/a)’[1+10(a/b)?], (2.4)

sendo C, e C, constantes do material e o € a tensdo normal aplicada a trinca.

A equacdo (2.4) ndo prevé a taxa de propagacao de trinca acelerada ou a instabilidade
do crescimento de trinca, caracteristicas da regido 111 da figura 1. A partir da teoria da MFEL,
uma lei de crescimento de trinca deve atender a seguinte condicao,

. da da
Iim —=

im —=ow (2.5)
Kmax—>Ke dN AK->(1-R)K, dN

A partir disso, aplicando-se a condicdo expressa na equacao (2.5) a equagdo (2.4),
obtém-se

da _ C(AK)
dN  (1-R)K —AK'

(2.6)

sendo “n” é uma constante do material. Este modelo apresenta excelente concordancia com os

testes executados por Broek e Shijve (1963).

A utilizacdo desta técnica, aliada com integragdes numéricas e auxilio de softwares,

torna possivel uma analise mais precisa para a evolucéao de trincas em estruturas em fadiga.

2.1.3 Modelo de Priddle

Entre os modelos de propagacdo de trinca com maior versatilidade estd o modelo
proposto por Priddle (1976). Este modelo descreve as regides |, 11 e 111 da figura 1 sendo dado
pela equacdo (2.7),
da _o[AK=-AKy ) e 2.7)
dN Kc - Kméx
sendo C e m parametros da equacdo de Priddle, 4Ky, o valor inicial onde as trincas em

formacao iniciam a sua propagacao e Knax 0 fator intensidade de tensdo maximo.
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Equacdes contendo o termo (AK —AK, ) prevéem que quando AK — AK,, a taxa de

propagacgdo tende a zero, sendo nula para AK =AK, . Esta afirmacdo ndo é correta e para

contornar essa dificuldade, Priddle propos a utilizacdo do parametro C’.

2.1.4 Modelo de Walker

A partir da equacéo de Paris-Erdogan, Walker (1970) aprimorou conceitos da equacao e
verificou, utilizando ligas de aluminio, que a razéo de tensdo, R, influencia na evolucéo de
uma trinca. O modelo proposto é descrito conforme a equacéo 2.8,

da

—Z _C[1-=R)™K_ T, 2.8.1
=GR K] (28.1)
ou
da
— =C_ [1-R)**AK]™ 2.8.2
N J[@-R) 1 ( )

sendo Cy, my e yw parametros do modelo de Walker. Assim como a equacao de Paris, esse
modelo é vélido, somente, para a regido Il da figura 1. Sua validade estd condicionada a
valores de razdo de tensdo definidos entre -2 <R < 0,7 (NOROOZI et al., 2005). ParaR =0, a

equacao 2.8.2 se torna equivalente a Lei de Paris, considerando C e m, igual a Cp e mp,

2.1.5 Modelo de McEvily

McEvily e Groeger (1977) propuseram um modelo para descrever as regides I, 11 e 11l
da figura 1,
9 _ A Ak —ak 12K (29.1)
dN o, K. — K.
ou
da AK
—=C (AK-AK )" 1+—-—|, 2.9.2
dN m( th) ( KC_KméX] ( )

sendo A uma constante do material, o, a tenséo de escoamento do material e m uma constante
do material utilizado. Destaca-se que o valor 4Ky, é funcdo da razéo de tensdo, R, e, também,
do meio ambiente. A constante A, também é uma funcdo do meio ambiente. Com isso, a

figura 2 mostra, para diferentes agos, a variagdo da razdo de tensdo, R, e a sua influéncia no
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valor de 4Ky, Também, observa-se que as propriedades mecénicas e metalurgicas dos acos

analisados pouco influenciam o inicio da propagacéo da trinca.

“ 1T 1 1T 17T 1T 1T T 1T 1
v
£ AKy,= 6.4(1-0.85R)
£ FOR R> 0.1
7.0 ' ] ]
= Ak = 5.5kl finch
.n_ FOR R<0.1
- I kel fnch= 1,099 MN/m3/2
d
- 6.0 o v —
']
e 8 v
[ 4
E 5.0 a —
g
> \
=
w 4.0 o —
&
- A
z v
U
oy
L 30 g by N
x STEELS . \
w
o ¥V MILD STEEL
3 O LOW-ALLOY STEEL 2
I 20f O 18/8 AUSTENITIC STEEL —
i O AS5I7-F STEEL
I A 9310 STEEL
i ® A508 CLASS 2 STEEL
w ® A533 GRADE B
3 1o m.lnss | STEEL -
E ¥ 23 Cr-1Mo STEEL
0 2 I | ] l I | J | | l |
-1.0 0 Of 0.2 03 04 05 06 0.7 08 09 1.0

RATIO OF MINIMUM STRESS AND MAXIMUM STRESS , %. R

Figura 2: Variacdo de R em relacdo ao fator intensidade de tensdo 4Ky, para diversos
agos.
Fonte: Barsom e Rolfe (1999).

Assim, muitos outros modelos, com suas especificidades e limitagdes, sdo encontrados
na literatura para descrever os modelos de crescimento de trinca para um carregamento com
amplitude constante conforme destacam Toor (1973), Hoeppner e Krupp (1974), Nelson
(1977) e Beden et al. (2009).
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2.2 Solucdo Numérica de Equac6es Diferenciais Ordinérias

Para a solucdo numérica de equacdes diferenciais ordinéarias (EDO), Nunes (2009)
apresenta algumas definicGes iniciais. Se uma equacéao diferencial tem apenas uma variavel
independente, entdo ela é chamada equacéo diferencial ordinaria. Se uma equacéo diferencial
envolve mais que uma varidvel independente, entdo ela é equacdo diferencial parcial. A

ordem de uma equacdo diferencial é a mais alta ordem de derivacéo que aparece na equacao.

Se, dada uma equacdo diferencial de ordem n, assim como suas derivadas até ordem n-
1, sdo especificadas em um mesmo ponto, entdo tem-se um problema de valor inicial (PV1).

Nem sempre se consegue obter uma solucdo exata para a EDO, pois nem toda solucéo
pode ser obtida por integracdo direta. Deste modo, 0o uso de métodos numéricos se faz

necessario para se obter uma solucdo numérica aproximada.

Problema de Valor Inicial (PVI)

As equacgdes de propagacdo de trincas acompanhadas do tamanho inicial da trinca
definem um problema de valor inicial (PVI). Na solucdo dos problemas de valor inicial, uma

equacao diferencial de ordem n se apresenta da seguinte forma:

YO = f(x,y, YLy Yy, Y@,y (2.10)
sendo
, d'y
y® :F'I =12,...n, xe[a,b] ey:[a,b]—>R. (2.11)
X

Solucdo Numérica de um PVI de Primeira Ordem

Toma-se m subintervalos de [ a ,b ], (m>1), e faz-se X; =X, + jh onde h:b_—al :
m

j:011’21"'1m’ XJ E [a ,b ].
Denota-se I, ={X;,X,....X,} a “malha” referente a discretizagdo do dominio fisico

[a,b]. A solucdo numérica vy, (x) é uma funcéo linear.
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Numérica
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w

Figura 3: Solucéo exata e solu¢cdo numérica
Fonte: Nunes et al. (2009)

e NOTACAO: y(x;) = y; significa que y; € aproximagdo para y(x;),com Xx; €l .

e NO GRAFICO: y(x;) — valor exato; y; — valor aproximado; j=1,2,...,m.

Método de Euler

Considere o seguinte problema de valor inicial, definido pelo PV1 (2.12):

{y' = f(x,Y)

sendo 7 um nimero dado. (2.12)
y(xo) =Y =1,

Para se aproximar y; para as solugdes exatas y(x;), com j=1,2,..,m, procura-se

inicialmente vy, .

H et o e 1 ey
v

0

Figura 4: Curva aproximada
Fonte: Nunes et al. (2009)
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Traga-se a tangente T a curva y(X) no ponto (X,, y(X,)), cuja equagao é:
y(X) = y(%) + (X=X%p)y (%) (2.13)
Fazendo x=x, e lembrando que y(x,) =Y, , X=X =h, y'(x,)= (X, y(X,)), temos
a equacdo geral de recorréncia do método de Euler explicito,
Y, =Y, +h. (X, Y(X,))- (2.14)
Conhecendo-se a solugdo exata, é possivel obter a funcéo erro, e: 1, - R, e a solucdo

aproximada, definidas da seguinte maneira geral,

{yju =Y +h'f(xj!yj)

,comj=0,1,2,..,m-1 (2.15)
ej+1 = yj+l - y(xj+1)

Método de Euler Implicito

E conveniente encontrar outros métodos para os quais ndo se verifique o problema de
instabilidade. Uma solucédo possivel sdo os métodos implicitos, por exemplo.

Meétodo de Euler implicito: y, . =Y., + f(t, .1, Y..0)N,
em que o valor vy, ., é calculado por resolucdo de uma equagdo ndo linear.

Galvao demonstra que com este método, a mesma equacao y'(x) =c y(x), leva agora a
estimativa de erro, e, =e_+che_,+y"(& )h? /2, logo,
€. =¢,/(L-ch)+y"(&)/h*/2/(L-ch), (2.16)
e assim obtemos o termo (1—-ch)™e,, que apenas tenderd para o infinito se |1—ch| <1, eisto

apenas pode acontecer se hc>2, pelo que basta considerar um h suficientemente pequeno

para o evitar.

Métodos de Runge-Kutta

Um método para resolver o PVI € de passo simples se a aproximagdo y,,, depende
apenas do resultado y, da etapa anterior. Além dos métodos de Euler que sdo de passo

simples, também temos o0 método de passo simples usando Runge-Kultta.

Forma geral para métodos de passo simples:
Yia=Y; +hé(x;,y;;h), paraj=0,1.2,.,m-1, (2.17)
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onde ¢ é afuncéo incremento e h o comprimento do passo.
OBS. 1: Para 0 método de Euler, a fungdo incremento € ¢(x;, y;;h)=f(x;,y;).

O método de Euler possui ordem um pois, foi obtido da formula de Taylor com
desenvolvimento até o termo em h .

Ao fazer o mesmo desenvolvimento até o termo em h?*, obtém-se o método de passo

simples e ordem dois.

2
Yia=Y;+h y'(xj)+% y"(x;),paraj=0,1,2,..,m-1, (2.18)
O erro local de truncamento é obtido da seguinte maneira,
h3
e,-+1=§y"'(§), Xj <& <Xy (2.19)

OBS. 2: Em (2.23), y'(x;) = f(x;,y;).
y"(x;) € obtido usando a regra da cadeia de f em relagdo a x;:

a _a x a ¥
o (X, Y) = ™ (xj,y,-)ax (xj,yj)+ay(xj,y,-)ax(xj,y,-)

)=y e
y (%) = v (Xj,yj)+ay(x,-,yj)f(xj,y,-) (2.20)

Formulas de Runge-Kutta de Quarta Ordem

Yia =Y, +g(k1 +2k, + 2k, +k,), para j=0,1,2,...,m-1 (2.21)

onde k, = f(x;,y;),

h h
kz = f(xi +E, yj +Ek1j,

h h
Ky = f[xj +§,yj +Ek2J e

k= F(x; +h,y, +hk,).

Ou segundo Ascher (ASCHER, PETZOLD, 1998):
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Yor =Y, +[gj(f (K +2f (Ky)+ 21 (K))+ T (K,):
Kl =Y
K, =Y, ”{EJ f(K,); (2.22)

h :
K3 =Y +(§j f(K2)1
Ky =Y, +(h) f(K,).

O método possui precisdo de quarta ordem (O (h*)) (BARROSO et al., 1987). O erro

local de truncamento (ETL) € obtido da seguinte maneira:

h5
€, =ay(5)((§), X4 <E<X;. (2.23)
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3 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Neste projeto foi desenvolvido um ambiente computacional para analise de metodos
numericos explicitos, implicitos, de passo simples e mdltiplo obtendo solugdes para o

tamanho de trinca. A seguir sdo descritas, sinteticamente, as etapas a serem realizadas.

3.1 Revisdo Bibliografica

A revisdo bibliogréfica constituiu das atividades de busca, compilacéo e registro da
informacdo cientifica relacionada aos meétodos numéricos e equacbes de previsdo do
crescimento de trincas. Na atividade de busca foram utilizados recursos disponiveis na
biblioteca da instituigéo, tais como livros, artigos e a base eletronica de artigos e referéncias
bibliograficas disponibilizadas pela CAPES. A compilacdo foi feita através da reunido e
leitura das referéncias bibliogréaficas, que contenham assuntos relacionados com os métodos a
serem utilizados neste projeto. Na atividade de registro foram extraidas as informacdes
pertinentes, e de sumo interesse para as formulagdes matematicas, utilizadas e desenvolvidas

neste trabalho.

3.2 Formulacdo Matematica
Elaboracdo de um modelo tedrico, a partir de métodos numéricos aplicados no contexto

de um problema de valor inicial (PV1), para analise do fenémeno de evolugdo de trincas.

3.3 Métodos e Algoritmos

A partir da formulacdo matematica, realizada na etapa anterior, foram definidos os
métodos e algoritmos utilizados. Para analise numérica, via equacdo de Paris-Erdogan, é
necessaria a integracdo numérica e algoritmos para solugdo e pré-condicionamento de

sistemas lineares.

3.4 Implementacdo Computacional
Nesta etapa foi desenvolvido o ambiente computacional, utilizando o software
MATLAB. Tal escolha baseia-se na versatilidade e robustez da programacédo através deste

software que implementara métodos numéricos para solucdo de problemas de valor inicial.
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Para avaliar os métodos e algoritmos a serem implementados, foram realizados testes com

problemas, cuja solucédo é conhecida.

3.5 Resultados Numéricos

Nesta etapa foram obtidas solu¢cBes numeéricas, para a integracdo de equacles
diferenciais dos modelos para propagacdo de trinca de Paris-Erdogan, Forman, Priddle e
McEvily. Estes problemas foram escolhidos com base no material compilado na reviséo
bibliografica. Os resultados numéricos serviram para avaliagdo do desempenho, da
formulacdo implementada e comprovacdo experimental dos resultados tedricos relativos a

existéncia e convergéncia das solu¢es numéricas.
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4  ANALISE COMPUTACIONAL

Para realizar as comparacOes entre 0s métodos numeéricos, foram simulados os modelos
de Paris, Forman, Priddle e McEvily. A integracdo necessaria para se obter uma estimativa do
tamanho de trinca, a medida que o nimero de ciclos aumenta, é obtida a partir dos métodos de
Euler, implicito e explicito, e do Runge-Kutta de quarta ordem. O problema proposto foi o de
uma placa plana infinita com uma trinca. Avaliou-se a fungdo “tamanho de trinca”, para uma
amplitude de tensdo Ao =20ksi para 900000 ciclos de aplicacdo de carga. Devido a sua
versatilidade e robustez, utilizou-se 0 MATLAB na anélise do modelos de propagacdo de

trinca.

4.1 Modelo de Paris-Erdogan

A seguir iremos discretizar a equacao para obtencdo do tamanho de trinca via modelo de
Paris-Erdogan a partir dos métodos de Euler, implicito e explicito, e RK4.
Euler

Sendo k o nimero de intervalos obtidos entre N, e N,, considerando um passo AN =1
entre os intervalos, temos a equacdo (2.24) para o método de Euler explicito e (2.25) para o
método implicito.

Dado a,=a(N, ), a k-ésima iteracéo, a, (] *, é calculada por,

Euler (Explicito) = m, (2.24)
a,..=a +AN.C,({ra, f(a)Ac) "
Dado a,=a(N, ), a k-ésima iteragéo, a, €[] *, ¢ calculada por,

Euler (Implicito) = (2.25)

3., =3 +AN.C, (J;zak+1 f (akﬂ)Aa)mp

Runge-Kutta de 42 ordem
Sendo m o numero de intervalos obtidos entre NO e N1, considerando um passo h entre
os intervalos, temos a equacdo (2.26) que representa o método RK4 aplicado para o problema

de Paris.
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Dado a,=a(N, ), a k-ésima iteragéo, a, (1 *, é calculada por,
8, =8, +%(Kl +2K, + 2K, +K,);

K, =C, (y7a, f(a)ac)";

K, =4a, +%.Kl;

Runge - Kutta = (2.26)

K; =2, +%.K2;

K, =a, +AN.K,.

Fazendo, inicialmente, a anélise para 0 modelo de Paris-Erdogan para determinado

conjunto de dados, esses valores foram aplicados na equacdo de Paris para se observar a
evolucdo da trinca.

Dados para solucéo da equacéo de Paris, (BARSOM, ROLF, 1999):

C, =107,

m, =2,

b =0,5in;

a, =0,005in;

N, =0;

N, =900000ciclos;

Ao =20ksi, VN €[0,900000].

Aplicando os métodos de Euler, a figura 5 apresenta o grafico da curva que representa a
evolucdo do tamanho de trinca com o nimero de ciclos.
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Figura 5: Crescimento da trinca para o método de Paris usando o método de Euler
Fonte: Gréfico elaborado pelo autor

Completados os 900000 ciclos de aplicacdo de carga, o valor obtido da trinca foi

15,493338in para 0 método implicito e 15,493325in para 0 método explicito. A diferenca

entre os valores do tamanho de trinca nesse ponto analisado foi de 1.318630.10°in. As taxas
de crescimento obtidas foram muito pequenas, devido as condi¢cdes de carregamento e de
material aplicadas no problema.

Utilizando-se 0 método de Runge-Kutta, para 900000ciclos o tamanho de trinca foi
15,493336in. Tracando o gréafico da evolucdo do tamanho de trinca, utilizando os dados

fornecidos, assim como foi feito para 0 método de Euler, tem-se a curva mostrada na figura 6.
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Figura 6: Crescimento da trinca para o método de Paris usando o método RK4
Fonte: Gréfico elaborado pelo autor

A partir da coleta de diferentes pontos dos graficos de crescimento de trinca, € possivel
organizar esse dados na forma de uma tabela, como a observada na figura 7. A analise dessa
tabela é utilizada para obter diversas conclusées discutidas a seguir.

A tabela 1 foi criada estipulando valores para N, entre intervalos de 10000 ciclos. Nesta
tabela observa-se as seguintes informacdes: os valores obtidos para o tamanho de trinca
utilizando os métodos de Euler, a diferenca entre eles, o valor obtido pelo método RK4 e as

diferencas entre o método RK4 e os métodos de Euler, implicito e explicito.
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N Euler imph’citol Euler explicito diferenca | RK4 | diferenca imp | diferenca exp
100000 5,6694968 5,6694963 0,0000004 5,6694968 0,0000000 0,0000004
200000 6,4286476 6,4286458 0,0000018 6,4286468 -0,0000008 0,0000010
300000 7,2894488 7,2894459 0,0000029 7,2894476 -0,0000012 0,0000017
400000 8,2655119 8,2655078 0,0000041 8,2655104 -0,0000015 0,0000026
500000 9,3722705 9,3722650 0,0000055 9,3722687 -0,0000018 0,0000037
600000 10,6272248 10,6272177 0,0000071 10,6272227 -0,0000020 0,0000050
700000 12,0502184 12,0502095 0,0000089 12,0502162 -0,0000022 0,0000067
800000 13,6637518 13,6637409 0,0000109 13,6637495 -0,0000023 0,0000086
900000 15,4933384 15,4933252 0,0000132 15,4933362 -0,0000022 0,0000110

Tabela 1: Valores e diferencas entre os métodos usados no modelo de Paris
Fonte: Tabela elaborada pelo autor.

Para as simulacdes feitas para 0 modelo de Paris, o valor de 15,4933384in obtido para o
método implicito de Euler foi o que mais se aproximou do valor de 15,4933362in obtido
usando o método RK4, enquanto o valor obtido usando Euler explicito foi 15,4933252in.
Esses valores reforcam o fato de que cada método possui um grau de precisao proprio e que o
método de Euler implicito possui precisdo superior a obtida usando o método explicito, pois
se aproximou mais do resultado obtido pelo método RK4.

4.2 Modelo de Forman

Assim como foi feito para 0 método de Paris, iremos discretizar a equacdo para
obtencdo do tamanho de trinca via modelo de Forman a partir dos métodos de Euler, implicito
e explicito, e RK4.

Euler

Sendo k o nimero de intervalos obtidos entre NO e N1, considerando um passo AN
entre os intervalos, temos a equacdo (2.27) para o método de Euler explicito e (2.28) para o
método implicito.

Dado a,=a(N, ), a k-ésima iteracéo, a, ] *, é calculada por,

C(AK ()™ (227)
(L-RIK, -AK(a,) |

Euler (Explicito) =

ak+l :a‘k +AN|:

Dado a,=a(N, ), a k-ésima iteracéo, a, (] *, é calculada por,

C(AK(a,. )™ (2.28)
(1_ R) Kc -AK (ak+1)

Euler (Implicito) =

a ., =a, +AN.[
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Runge-Kutta de 42 ordem

Sendo k o numero de intervalos obtidos entre N, e N,, considerando um passo AN

entre os intervalos, temos a equacdo (2.29) que representa 0 método RK4 aplicado para o
problema de Paris.

Dado a,=a(N, ), a k-ésima iteragéo, a, ] *, é calculada por,
A, =2, +%(Kl +2K, + 2K, +K,);

« _[_caKk@y™ 7.
FTLA-RK, -AK () |

Runge - Kutta = (2.29)
AN
K2 =a, +7.K1;
AN
K3 = a.k +7.K2;
K, =a, + AN.K,.

Para o modelo de Forman foram feitas as analises do crescimento de trinca para valores
diferentes de razdo de carregamento R, que representa a tensdo minima dividida pela tensao

maxima, desta maneira obtivemos dois conjuntos de dados, um para cada valor de R.

Dados para solucdo da equacéo de Forman, (FORMAN et al., 1967):

C. =5.10"%;

m. =3;

R=0,1¢0,9;

K, = 68000Ib /in’2;

b =0,5in;

a, =0,005in;

N, =0;

N, =900000ciclos;

Ao = 20ksi, VN [0,900000].

Primeiro foi utilizado o valor de R igual a 0,1 para analisar o comportamento da trinca.
O valor obtido pela trinca ao chegar aos 900000 ciclos foi de 5,000000116in.
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Ao utilizar o método de Runge-Kutta de quarta ordem para obter o comportamento da
trinca ndo foram observadas diferencas mensuraveis entre os metodos. O modulo das
diferencas entre os diferentes métodos foi nula para esta precisdao, como podemos observar na
tabela 2.

N Eulerimph’cito| Euler expll'citol diferenca I RK4 I diferenca impI diferenca exp
100000 5,00000001 5,00000001 0,0000000 5,00000001 0,0000000 0,0000000
200000 5,00000003 5,00000003 0,0000000 5,00000003 0,0000000 0,0000000
300000 5,00000004 5,00000004 0,0000000 5,00000004 0,0000000 0,0000000
400000 5,00000005 5,00000005 0,0000000 5,00000005 0,0000000 0,0000000
500000 5,00000006 5,00000006 0,0000000 5,00000006 0,0000000 0,0000000
600000 5,00000008 5,00000008 0,0000000 5,00000008 0,0000000 0,0000000
700000 5,00000009 5,00000009 0,0000000 5,00000009 0,0000000 0,0000000
800000 5,00000010 5,00000010 0,0000000 5,00000010 0,0000000 0,0000000
900000 5,00000012 5,00000012 0,0000000 5,00000012 0,0000000 0,0000000

Tabela 2: Valores e diferencas entre os métodos para o modelo de Forman, R=0,1.
Fonte: Tabela elaborada pelo autor.

Para R igual a 0,9 foi obtido um tamanho de trinca maximo de 5,00000104in.
Novamente, ndo foram observadas diferencas mensuraveis entre os métodos utilizados.Os
dados obtidos podem ser observados na tabela 3.

O tamanho de trinca obtido para 900000 ciclos foi de 5,0000001155in para R igual a 0,1
e 5,0000010429in para R igual a 0,9. Para um carregamento R de 0,9, o crescimento de trinca
foi 9,03 vezes o valor obtido para um R igual a 0,1. Desta maneira observa-se, para este
exemplo, um carater aproximadamente proporcional e linear entre mudancas no valor de R e 0

guanto a trinca cresce.

N Euler implicito | Euler explicito diferencga | RK4 diferenca imp | diferenca exp
100000 5,0000001 5,0000001 0,0000000 5,0000001 0,0000000 0,0000000
200000 5,0000002 5,0000002 0,0000000 5,0000002 0,0000000 0,0000000
300000 5,0000003 5,0000003 0,0000000 5,0000003 0,0000000 0,0000000
400000 5,0000005 5,0000005 0,0000000 5,0000005 0,0000000 0,0000000
500000 5,0000006 5,0000006 0,0000000 5,0000006 0,0000000 0,0000000
600000 5,0000007 5,0000007 0,0000000 5,0000007 0,0000000 0,0000000
700000 5,0000008 5,0000008 0,0000000 5,0000008 0,0000000 0,0000000
800000 5,0000009 5,0000009 0,0000000 5,0000009 0,0000000 0,0000000
900000 5,0000010 5,0000010 0,0000000 5,0000010 0,0000000 0,0000000

Tabela 3: Valores e diferencas entre os métodos para o modelo de Forman, R=0,9.
Fonte: Tabela elaborada pelo autor.
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4.3 Modelo de Priddle

Assim como foi feito para os métodos de Paris-Erdogan e Forman, a discretizacdo da
equacdo do tamanho de trinca via modelo de Forman a partir dos métodos de Euler, implicito

e explicito, e do método RK4 ¢ obtida conforme segue:
Euler

Sendo k o numero de intervalos obtidos entre NO e N1, considerando um passo AN
entre os intervalos, temos a equacao (2.30) para o método de Euler explicito e (2.31) para 0
método implicito.

Dado a,=a(N, ), a k-ésima iteracéo, a, (] *, é calculada por,

Euler (Explicito) = _ m 2.30
(Explicito) k+l_ak+AN.[C[AK(ak) Aij +C,]_ (2.30)

c max

Dado a,=a(N, ), a k-ésima iteracéo, a, €[l *, é calculada por,

Euler (Implicito) = _ m 2.31
(Implicito) ak+1—ak+AN.!C[AK}(<ak*l)K AKthj +c:']. (231)

Runge-Kutta de 42 ordem

Sendo k o numero de intervalos obtidos entre N, e N,, considerando um passo AN

entre os intervalos, temos a equacdo (2.32) que representa 0 método RK4 aplicado para o

problema de Priddle.
Dado a,=a(N, ), a k-ésima iteragdo, a, e[l *, é calculada por,

3, =a, Jr%(KlJFZK2 +2K, +K,);

Kllc(AK(ak)_AKth) +Cl];
Runge - Kutta = Ke = Ko (2.32)
K, =a, +%.Kl;
AN
K3 = ak +7.K2;

K, =a, +AN.K,.
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Para as simulagdes do modelo de Priddle, utilizaremos os dados obtidos no mesmo
artigo em que Priddle demonstra seu modelo para um ago EN3A.
Dados para solucéo da equacao de Priddle, (PRIDDLE et al., 1967):
Material: Aco EN3A

C=2210";
C'=210";
a, =10mm;
N, =0;
N, =900000ciclos;
3
Kc=70MN.m 2;
3
AK, =7MN.m 2;

3

K., =23MNm 2,

Utilizando os métodos de Euler foi possivel obter um crescimento de trinca de 9,744mm

quando completados 900000 ciclos, da maneira que estd mostrada na figura 7.

QoZ2eF------ R S .......... v SRR st o e .

0019 || —— —explicita ......... .......... s ......... ........
implicita ; : :
(N o R ......... .......... ......... .......... .........

0017 ke ......... ......... ......... ......... ......... ......... ......... S
O01EL - ......... ......... ......... ......... ........ ..........
ooisk--- ......... .......... ......... ......... ......... .........

o014 ......... ......... ......... .......... ......... ......... .......... .........

tamanha de trinca (m)
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D.D12---------~f ......... .......... ....... ......... ......... ......... ......... ..........

o[ | I ......... ....... .......... ......... ......... ......... .........

I S S S S NS SN B S

ciclos

Figura 7:Crescimento da trinca para o método de Priddle usando o método de Euler.
Fonte: Gréfico elaborado pelo autor.
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Quando aplicamos RK4 obtemos os valores mostrados conforme a figura 8.
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Figura 8: Crescimento da trinca para o método de Priddle usando o método RK4.
Fonte: Gréfico elaborado pelo autor

Analisando a tabela 4 temos que, para 900000 ciclos foi obtido um valor de tamanho de
trinca de 19,744307mm, ou seja um crescimento de aproximadamente 9,744mm. Novamente,
analisando os valores de tamanho de trinca para o ultimo ciclo, notamos que o valor de
19,744302mm obtido com o método de Euler implicito foi o que mais se aproximou do valor
de 19,744307mm obtido com o método RK4, enquando o método explicito obteve um valor
de 19,744276mm. A diferenca entre os métodos implicito e explicio foi de 2.568087.10"° mm.
O mesmo comportamento se observa para todos os numeros de ciclos analisados, pois 0s

maodulos das diferencas entre os métodos RK4 e Euler implicito sdo menores.

N Eulerimplicitol Euler exph’citol diferenca I RK4 I diferenca impl diferenca exp
100000 10,3904455 10,3904488 0,0000007 10,3904432 -0,0000003 0,0000004
200000 10,8547231 10,8547216 0,0000015 10,8547225 -0,0000006 0,0000009
300000 11,4139521 11,4139496 0,0000026 11,4139512 -0,0000009 0,0000017
400000 12,0974011 12,0973971 0,0000040 12,0973999 -0,0000012 0,0000028
500000 12,95464326 12,9464267 0,0000059 12,9464313 -0,0000013 0,0000046
600000 14,0208447 14,0208361 0,0000085 14,0208435 -0,0000012 0,0000074
700000 15,4092528 15,4092405 0,0000123 15,4092523 -0,0000005 0,0000118
800000 17,2465708 17,2465531 0,0000176 17,2465720 0,0000012 0,0000189
300000 19,7443020 19,7442763 0,0000257 15,7443070 0,0000050 0,0000307

Tabela 4: Valores e diferencas entre os métodos usados no modelo de Priddle.
Fonte: Tabela desenvolvida pelo autor.
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4.4 Modelo de McEvily

Para 0 modelo de McEvily, utilizando-se os seguintes dados para uma liga de aluminio,
obtivemos a geracao dos graficos da variagdo do tamanho de trinca em relacdo ao nimero de

ciclos.

Dados para solucéo da equacao de McEvily, (WANG et al, 2008):
Material: liga de aluminio 6013

R=0,5;

o, =448MPa

AK,, = 2,20MPa+/m;

K. =2 50MPaJm;

K, = 61,67MPay/m;

a, =10mm;
m, =2;
Ao = 20ksi.

Assim como foi feito para os métodos de Paris, Forman e Priddle, a seguir iremos
discretizar a equacao para obtencdo do tamanho de trinca via modelo de McEvily a partir dos

métodos de Euler, implicito e explicito, e do método RK4.

Euler

Sendo m o numero de intervalos obtidos entre N, e N,, considerando um passo h entre os

intervalos, temos a equacao (2.33) para 0 método de Euler explicito e (2.34) para 0 método

implicito.

Explicito: a, , =a, +h. A(AK(ak) —AK, )™ 1+L(ak) (2.33)
Oy Kc - Kméx

Implicito: a,_, —a_ +h| 2 (AK(a,_,)—AK, )™ | 142K Gea) (2.34)
Oy Kc - Kma’ax

Runge-Kutta de 42 ordem
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Sendo k o numero de intervalos obtidos entre N, e N,, considerando um passo AN

entre os intervalos, temos a equacdo (2.35) que representa 0 método RK4 aplicado para o

problema de McEvily.

Runge - Kutta =

Dado a,=a(N, ), a k-ésima iteragéo, a, (] *, é calculada por,
a,., =a, +%(K1 +2K, + 2K, +K,);

K, = (A(AK(ak) K )™ [1+ MD;
o K

y C_Kméx

K, =a, +%.Kl;

(2.35)

K; =2, +%.K2;

K, =a, +ANK,.

Para a primeira simulagdo do modelo de McEvily foram utilizados os métodos de Euler,

implicito e explicito, para obter o gréfico mostrado na figura 9, onde o maximo valor obtido

para o tamanho de trinca foi de 10,217798mm para a expressao implicita de Euler.
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Figura 9: Crescimento da trinca para o método de McEvily usando o método de Euler.

Fonte: Gréfico elaborado pelo autor.
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Para o método RK4 foi obtido o grafico mostrado na figura 10. Para esta situacdo temos
que o valor maximo da trinca de 10,217798mm, 0 que representa um crescimento de
aproximadamente 0,22mm.

0,01030‘ ........ ‘ ......... S RN ......... Epvecn s ‘ ......... SRR
0‘01025 e ecasere pmarane ......... ......... .......... ......... ......... ......... ......... ..........

0,01020

001015

tamanho de trinca (m)

0,01010

0,01005

0,01000
0

i 5
ciclos w10

Figura 10: Crescimento da trinca para o método de McEvily usando o método RK4.
Fonte: Gréfico elaborado pelo autor.

Os resultados para o tamanho de trinca, para N=900000, foram muito préximos. Esta

observacao pode ser notada na tabela 5.
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N Euler implicito | Euler explicito | diferenca RK4 diferenca imp | diferenca exp
100000 10,02391228  10,02391228  0,0000000007  10,02391228  -0,0000000004 0,0000000004
200000 10,04789604  10,04789604  0,0000000014  10,04789604  -0,0000000007 0,0000000007
300000 10,07195129  10,07195129  0,0000000021  10,07195129  -0,0000000011 0,0000000011
400000 10,09607828  10,09607828  0,0000000029  10,09607828  -0,0000000014 0,0000000014
500000 10,12027727  10,12027727  0,0000000036  10,12027727 -0,0000000018 0,0000000018
600000 10,14454852  10,14454852  0,0000000043  10,14454852  -0,0000000021 0,0000000022
700000 10,16889229  10,16889228  0,0000000050  10,16889229  -0,0000000025 0,0000000025
800000 10,19330883  10,19330832  0,0000000058  10,19330883  -0,0000000028 0,0000000029
900000 10,21779840 ~ 10,21779840  0,0000000065  10,21779840  -0,0000000032 0,0000000033
Tabela 5: Valores e diferencas entre os métodos usados no modelo de McEvily.

Fonte: Tabela desenvolvida pelo autor.

Os resultados apresentados indicam que qualquer um dos métodos analizados fornecem

resultados com precisdo adequada para este exemplo.
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5 CONCLUSOES

Conforme apresentado no objetivo deste trabalho, foram analisadas diversas relagoes
entre métodos numéricos e modelos de propagacdo de trinca. A utilizacdo de métodos
numéricos facilita e complementa o uso do problema de valor inicial proposto por Paris,
utilizado como base para os demais modelos de crescimento de trinca.

A ordem de um método mede a rapidez que este converge para a solucdo analitica. O
valor da imprecisao de cada método diminui quando se aumenta o numero de passos. Outra
maneira de se obter valores mais precisos € utilizar métodos de ordem superior como 0s
métodos de Runge-Kutta.

Tanto os métodos de Euler quanto o método RK4 mostraram ter grande eficacia para a
integracdo das equacdes diferenciais encontradas nos modelos de propagacao de trinca, sendo
gue o método de maior ordem entre os analisados é o Runge-Kutta de quarta ordem. O
método de Euler implicito foi o que obteve valores mais proximos aos obtidos via RK4 em
todos os modelos estudados.

Temos a disposicao varios modelos de previsao de crescimento de trinca. Uma questdo
relevante para a engenharia assenta-se no custo inerente de cada tipo de analise. Um modelo
mais complexo, envolvendo muitos parametros, poderd exigir informacdes adicionais,
geralmente obtidas experimentalmente, promovendo a elevagdo do custo da analise. Por outro
lado, dependendo da confiabilidade exigida nos resultados, um modelo mais simples pode nao

fornecer a acuracia desejada.
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